64 § 8. Untersuchungen iiber das erweiterte Abel’sche Theorem ete.

Drittes Kapitel.

Erweiterung des Abel’schen Theorems auf Integrale von
Differentialgleichungen.

) § 8.
Untersuchungen iiber das erweiterte Abel’sche Theorem fiir das
Geschlecht p — 1; weitere Siitze iiber den Zusammenhang des all-
gemeinen Integrales mit den particulédren einer Differentialgleichung

erster Ordnung.

Wir wollen im Folgenden einige Anwendungen der oben ent-
wickelten Principien und Sitze behandeln, welche Verallgemeinerungen
wichtiger Sitze der Integralrechnung zum Gegenstande haben.

Das Abel’sche Theorem liefert bekanntlich fiir die Summe einer
beliebigen Anzahl gleichartiger Abel’scher Integrale stets, von einer
algebraisch-logarithmischen Function abgesehen, die Summe einer
festen Anzahl derselben Abel’schen Integrale, deren Zahl durch das
Geschlecht p der algebraischen Function unter dem Integral bestimmt
ist, und deren Grenzen die Losungen einer algebraischen Gleichung
p*® Grades liefern, deren Coefficienten rationale Functionen der Grenzen
der gegebenen Integrale und der zu ihnen gehbrigen Irrationalititen
sind, wihrend die diesen Losungen zugehorigen Irrationalititen durch
eben diese mit Hiilfe der vorher bezeichneten Grissen rational aus-
driickbar sind, — dass diese Relation zwischen den Integralen eine
additive mit constanten Coefficienten sein muss, folgt aus dem oben
bewiesenen allgemeinen Satze, dass zwischen Abel’schen Integralen
iiberhaupt nur additive Beziehungen dieser Art stattfinden konnen, ein
Satz, der die Grundlage fiir die Transformationstheorie der Abel’schen
Integrale und Functionen bildet. Es soll nunmehr die Frage auf-
geworfen werden, ob es dhnliche Theoreme fiir beliebige Differential-

ductibel sein muss, geht daraus hervor, dass, wie friiher gezeigt worden, fiir den
Fall, dass nicht die beiden Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu
einander stehen, die Voraussetzung der Reductibilitit der Differentialgleichung
erfordert, dass ein Integral derselben der homogenen linearen Differentialgleichung

—[f @) d=

% + yf(x) = 0 geniigt; nun geht freilichy = e , da f(x) eine ra-

tionale Function ist, bei einer Umkreisung eines singuliren Punktes dieser
Function in sich selbst mit einem constanten Factor versehen iiber, aber nicht
alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welchen die oben angegebene
Eigenschaft der Fundamentalintegrale zukommt, haben Integrale dieser Form,
sind also reductibel.
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gleichungen giebt, wie es das Abel’sche Theorem fiir die Differential-

leichun,
g g 2

dzx
liefert, in welcher y eine algebraische Function von z bedeutet, oder,
praeciser ausgedriickt, ob man die Gestalt und Eigenschaft von alge-
braischen Bezichungen angeben kann, welche fiir ein bestimmtes parti-
culiires Integral irgend einer Differentialgleichung zwischen den Werthen
desselben fiir algebraisch unter einander zusammenhiingende Werthe der
unabhingigen Variabeln statifinden.

Gehen wir von der homogenen linearen Differentialgleichung

aus, in welcher y eine algebraische Function von z bedeutet, so folgt
aus dem in § 7 bewiesenen Theorem, wenn wir die Gleichungen (58)
in eine Gleichung zusammenfallen lassen, und die abhiingigen z-Werthe
durch die unabhiingigen ausdriicken, dass die allgemeinste algebraische
Beziehung zwischen den Werthen eines bestimmten particuliiren Inte-
grales dieser Differentialgleichung fiir unter einander in algebraischer
Beziehung stehende Werthe der Variabeln die Gestalt hat

S L e —
2, &, z, u,

worin @,, a,, - - - @, rationale Constanten, und « eine algebraische
Function bedeutet. Umgekehrt besteht aber auch in der That, weil,
wenn

k2 g _fgt & SP
¢, =jydac, ¢ =Jydx, et =jydx, 7, = (yaz, =-Z,,=fydx

gesetzt wird, nach dem Abel’schen Theorem — wenn die Integrale
z. B. erster Gattung sind — die Beziehung statthat

§1+§2+"‘+§.’:=Z1+Z2+"“I‘Zm

worin &, &, --- &, von z,, Z,,- - -z, in bekannter Weise abhiingen,
wegen
zr=1c", =, -z, =0 p =k - 2=y
die Relation
(2) RN N R 'gluz'l_l Zé—l e z]’)—l= 1’

welche unter der Beschriinkung, die fiir y durch die Annahme von
Integralen erster Gattung gemacht worden, das erweiterte Abel’sche
Theorem fiir dic Differentialgleichung (1) bildet. Fiir den Fall, dass
f ydz ein allgemeines Abel’sches Integral darstellt, hat das Additions-

theorem der Integrale bekanntlich die Form
Konigsberger, Differentialgleich. 5
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x, T, Tu

. 5 EI’
fydx—l—]ydx-{—--- —I—Jydx=fydm+---+jydx
+ u -+ A, logv, 4+ Aylog v, -4 - - - + A4, log v,,
worin w, v, ®,, --- v, rationale Functionen von z,, x,, --- x, und
der zu diesen Grenzen gehorigen Irrationalitiiten sind, und man er-
hilt somit als allgemeines Abel’sches Theorem fiir ein particulires

Integral der Differentialgleichung (1) die Form

r—1 /——1_ A; A,
1 T E, =00

(3)....2122...5’45 ...1){‘:196“’
wodurch im Allgemeinen nicht mehr eine algebraische Relation re-
prisentirt wird.

Wir sehen somit, dass der im zweiten Kapitel bewiesene allgemeine
Satz von der Erhaltung der algebraischen Relation zwischen Inte-
gralen verschiedener Differentialgleichungen, welcher zugleich ein Mittel,
zur Erforschung der Form jener Relation lieferte, fiir den Fall, dass
alle Differentialgleichungen in eine zusammenfallen, zugleich ein Mittel
bieten wird, um fiir den Fall, dass ein particulires Integral einer
beliebigen Differentialgleichung ein erweitertes A bel’sches Theorem
hesitzt, die Form desselben festzustellen.

Fiir den Fall, dass das Geschlecht der algebraischen Function y

gleich 1 ist, wiirde die Gleichung (2) die Gestalt annehmen
(4) -2/ =224,

worin £ und y;, rationale Functionen von z,, %,, ¥s,, ¥, sind. Fragen
wir jetzt allgemein nach denjenigen Differentialgleichungen, fiir welche
ein particulires Integral z die Eigenschaft hat, dass zwischen zweien
seiner Werthe 2, und 2, fiir die unabhingigen Variabeln z, und =z,
und seinem Werthe Z fiir die Variable X, welche mit z, und z,
durch die algebraische Gleichung

®) - X =9 (@, )
verbunden ist, eine algebraische Relation
' 6) -+ Z=[(2, %)
bestehe, in welche, wie oben in (4), die unabhingigen Variabeln
selbst nicht eintreten.
Differentiirt man die Gleichung (6) nach z, und z,, so folgt
dZ oX of(z,2) dz, dZ 20X _ 0f(s,2) dz

aX ox, ~ 07 dx,’ d4X ox, 04 dx, ’
und durch Elimination von 3—;
(7) . Qf(zu %) dz 0X — Of (7, 2) dz 2.
0z, dz, 0w, 02, dz, Oz '

setzt man hierin 2z, und 2, gleich numerischen Constanten, so folgt,
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dass, weil of (az;, %) ynd o (g‘z’ %) algebraische Functionen von gz,
1 2

und z, sind, 2z, als Function von x, aufgefasst ciner algebraischen
Differentialgleichung erster Ordnung geniigen muss.  Wir konnen somit
schon hieraus schliessen, dass irreductible algebraische Differential-
gleichungen von einer hoheren Ordnung als der ersten ein durch die
Gleichung (6) dargestelltes Abel’sches Theorem nicht besitzen kinnen.
Fragen wir jetzt, welche Differentialgleichungen erster Ordnung mit
der Gleichung (6) vereinbar sind; sei eine solche Differentialgleichung

(8){;—;=F(JE,Z),

und das betrachtete particulire Integral ein nicht algebraisches, so
wird sich wegen

die Gleichung
(10) - - - - 9z =F(X, 2) 0X __ 07 dz

9, om, = 0z, dm,

ergeben, und somit nach (6) und vermdge der Beziehung

dz,
(11) - --- d:i; = F(z,, 2,)
auch
0 19 %2 ’ 0X
(12) - - - f(;zgilp(xm &) =F(X, f(z, 52))3—%'

Da diese letzte Gleichung eine algebraische Gleichung in 2, und 2,
vorstellt, diese Grossen jedoch von einander unabhingig sind, so
wird dieselbe eine in ihnen identische sein miissen, und wenn man
daher fiir z, irgend ein anderes particuldres Integral z,” der mit Ad-
junction von X irreductibel gemachten Gleichung (11) substituirt, ferner
eine Grosse Z' aus der Gleichung Z'= f(z,, 2,) herleitet, so wird
offenbar die Gleichung (12) in die der Gleichung (10) analoge
07 dz _ 07’ aX
ox,

9z, dm,  omy rX, 2)

az ’

ax = F X, 7))
tibergehen, d. h. Z” ist noch ein Integral der Gleichung (9). Setut
man somit in (6) statt z, das allgemeine Integral der mit Adjunction
von X irreductibel gemachten Gleichung

2 = F(2,, z);

dx,

b
oder in

so enthiillt dieses eine willkiirliche Constante, kann also fiir ein festes,
aber beliebiges 2, mnoch alle Werthe annehmen und somit als

5¥*
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willkiirliche Constante C' betrachtet werden; da aber Z aus Gleichung (6)
immer ein Integral von (9) bleibt, so wird, da die willkiirliche Con-
stante ¢ in dem Ausdrucke dieses Integrales

(13) -+ Z={(a, C)
enthalten ist, diese Form das allgemeine Integral jener Differential-
gleichung darstellen; bezeichnet man nun einen bestimmten Werth
von C mit G, und das zugehorige particulire Integral von (9) durch

(14) s dy= f(zu 00);
so erhilt man durch Elimination von z, zwischen (13) und (14)
(1) - -+ Z =3 (%, C),

d. h. es ust das allgemeine Integral jener Differentialgleichung (9) eine
algebraische Function eines particuliiven wund einer willkiirlichen Con-
stanten, in welche dic unabhingige Variable X wicht explicite eintritt.
Wenn aber eine Differentialgleichung erster Ordnung diese Eigen--
schaft besitzt, so muss dieselbe, wie in § 6 gezeigt worden, die Form

haben
az
(16) - -+ g5 = 4(X) u(2),
worin A (X) eine willkiirliche algebraische Function von z, und u (Z)
eine solche algebraische Function von Z ist, dass ihr Geschlecht 1

ist und ein Differential erster Gattung vorstellt, d. h. zwei

az
w(2)
solche Differentialausdriicke sich so.zu einem gleichartigen Differen-
tiale vereinigen lassen, dass die Variablen in einem algebraischen
Zusammenhange stehen — und diese Bedingung war auch hinreichend.
Es miissen somit all’ die gesuchten Differentialgleichungen erster

Ordnung von der Form sein

(A7) -+ g =A@ @),

aber nicht umgekehrt wird jede Differentialgleichung dieser Form
die Eigenschaft haben, dass es, wenn z, und z, zwei willkiirliche
Argumente, 2, und 2, die zu diesen gehorigen Werthe eines parti-
culiiren Integrales der Differentialgleichung bedeuten, ein Argument z,
giebt, welches von z; und z, algebraisch so abhiingig ist, dass der
dazu gehorige Werth 2, desselben particuliren Integrales mit 2, und
2, ebenfalls in einem algebraischen Zusammenhange steht; bemerkt
man jedoch, dass, wenn man z als Function von z auffasst, fiir diese
Function dieselbe Eigenschaft gefordert wird, wie vorher von z als
Function von z, so folgt, dass die Differentialgleichung auch die
Form haben muss

(18) -+ 7 = 4() M@),
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. 1 1 * dw g .
worin A(z)=m, M (z) = @ und'j]—w(“;—_)=jl(x)dx ein

Integral erster Gattung vom Geschlechte 1 sein muss; setzt man nun-

mehr
dz

w(7)

= A(z) dz,,

oy =) da,

also

kN
(19) - - - w) + y.(’ = A (%) da, + 4 () duz,,

S0 ergiebt sich der gemachten Annahme zufolge

Az, az,
Yy R T e

o ("«'1 A(z) day + A () do, = 4 () dy,

worin z; algebraisch von 2, und z,, x, algebraisch von x, und x, ab-
hingt, und da nach (19) wieder

dz,
da;z = (.’1,3) M(zs)

ist, so folgt, dass eine algebraische Differentialgleichung dann und nur
dann ein erweitertes Abel’sches Theorem von der Form besitzt, dass die
Werthe eines particuliiren Integrales fiir zwei beliebige Werthe der
Variabeln in cinem von den Variabeln freien algebraischen Zuwsammen-
hange stehen mit dem Werthe desselben particuliiren Integrales fiir cinen
Werth der Variabeln, der algebraisch wvon jenen ersten Werthen ab-
hingt, — wenn jenes Integral, das selbst wicht algebraisch sein soll,
einer Differentialgleichung erster Ordnung von der Form geniigt
=1 u),

in welcher A (x) und u(2) algebraische Functionen von der Beschaffen-
heit sind, dass

?d(% und A (x)dz
aum Geschlechte 1 gehirige Differentialien erster Gattung sind.

So wird z. B. fiir die den obigen Bedingungen geniigende Differen-
tialgleichung

das particulire Integral
z =sin log z

das Abel’sche Theorem in der Form liefern
=Vl —2a +aV1—2z?
wenn

. Wy = &y Ty
1st.



70 § 8. Untersuchungen iiber das erweiterte Abel’sche Theorem eto.

Ich fﬁge hier noch eine Eigenschaft der durch die Differential-
gleichung (17) definirten Functionen hinzu; da die Differentialien
LY 4 (x)dx erster Gattung vom Geschlechte 1 sein sollten, so
0] © ’
wird man die Differentialgleichung auf die Form

20) - ... 2% du VA —ud) 1 — c*ud)

at VA= 1 — %t

bringen konnen, aus welcher mit Zuordnung von ¢ =0, 4 =0

. * dat
u = sinam [0 i h i c] = F(t)

folgt; nun bleibt « unveréindert, wenn das Argument um die zum
Integralmodul ¢ gehorigen Periodicititsmoduln @ und @’ vermehrt
wird, und man hat daher, wenn

dt
_ m = A
J Va—i t?) (1 S T et e’ J V= d—weh

oder

t = sinam (v, #) also 7 = sinam (v 4+ me + ne’, x)

und
sinam (me + ne’, x) =
gesetzt wird,
YA —A) 1 —x2AN F+ AYA—H Q1 — u‘t‘)
1 — 2 A%¢?

es ergiebt sich somit fiir # als Function von ¢ die durch die nach-
folgende Gleichung ausgedriickte Eigenschaft:

VA=A (1 — w2 A% 4 AYA — ) (1 — w28 .

p(WEEATO =20 V=0T ) _ g,

wahrend die oben erwihnte Function sin log ¢ die analoge Gleichung
sin log (e?*7t) = sin log ¢*)
liefert, wenn % eine ganze Zahl bedeutet.

Wir haben bisher von einem Abel’schen Theorem mit der Zahl

p =1 in dem Sinne gesprochen, dass in die Beziehung (6)
Z =12, %)

* Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass eine Functional-
beziehung von der Form f(ut) = f(t), wie sie oben fiir die sin log-Fu;xction
besteht, nicht etwa die Existenz eines Abel’schen Theorems von der oben an-
gegebenen Gestalt nach sich zieht, wie ja schon daraus ersichtlich ist, dass
lineare Differentialgleichungen die Eigenschaft haben, dass ein Fundamental-
integral bei der Umkreisung eines singuliiren Punktes in den u-fachen Werth
ibergeht, so dass, wenn die Umkehrungsfunction des particuliren Integrales
2z = @ (x) mit & = f(2) bezeichnet wird, f(uz) = f(¢) sich ergiebt, und doch
haben, wie oben gezeigt worden ist, irreductible Differentialgleichungen hoherer
Ordoung als der ersten kein Abel’sches Theorem von dieser Art.
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die unabhingigen Variabeln nicht eintreten sollen, doch sieht man
leicht, dass es auch andere algebraische Beziehungen fiir das Integral
einer Differentialgleichung giebt, fiir welche ebenfalls noch p=— 1 ist.
Sei z. B. y eine algebraische Function von z, so wird die lineare
Differentialgleichung erster Ordnung

(2]‘\).-.’.d—w--——i—=y)
deren allgemeines Integral die Form hat
z=cx+ x f L dz,

die Eigenschaft besitzen, dass, wenn z,, ,, - - - 22 beliebige Argumente,
X,, X;,--+ X, p andere in bestimmter Weise von jenen algebraisch
abhiingige bedeuten, und 2, 2,, - - - 21, Z£,, Z,, - - - Z, die entsprechen-
den Werthe irgend eines der particuliren Integrale darstellen,

4 5 A _ 4 4o S
$1+w2+ +x1_X1+X2+ +Xp+0

ist, wenn —%dm ein Abel’sches Integral erster Gattung ist, und

wenn somit das Geschlecht der algebraischen Function 1 ist,
Z, 2, 2,
@2)- =gt te
also ein Theorem der bezeichneten Art, in welches die unabhingigen
Variabeln selbst eintreten. Es braucht kaum hervorgehoben zu
werden, dass ein #hnliches Theorem fiir jede lineare Differential-
gleichung erster Ordnung von der Form gilt:
dz 2 dlogy, —
dx dx ’
in welcher y, eine algebraische®Function von z bedeutet. Sind die
“fiir die obige Differentialgleichung in Frage kommenden Abel’schen
Integrale nicht erster Gattung, so treten nur noch algebraisch-
logarithmische Theile hinzu.
Endlich mag noch hervorgehoben werden, dass ein Abel’sches
Theorem dieser Form nicht auf Differentialgleichungen erster Ordnung

beschrinkt ist; denn sei z. B. die Differentialgleichung

&2z 1
dx® Vl —xt
vorgelegt, deren allgemeines Integral
d .
p=g [—2%— — 3 arc sin 2* + cz ¢,
V1i—=z

~ ist, so ist unmittelbar zu sehen, dass das zugehorige Abel’sche
Theorem die Form hat
%y

, arcsin x,® , arc sin x,? arc sin X?

&,

A
—=7_7~—1‘1 2 z, +7% X +'P(x17x2’X)7
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worin g eine lineare gebrochene Function der Argumente vorstellt, und

X — Zy ]/1—.’1,‘2* + & Vi—az*
1+ %2,?

ist; die arc sin-Functionen treten hier wie die Logarithmen beim
Abel’schen Theorem fiir Abel’sche Integrale dritter Gattung auf.

Gehen wir also wieder zur a,llgemeinén Untersuchung zuriick
und erdrtern nunmehr die Frage, fiir welche Differentialgleichungen
ein particulires Integral die Eigenschaft hat, dass zwischen zweien
seiner Werthe 2, und 2, fiir die unabhingigen Variabeln z, und =,
und seinem Werthe Z fiir die Variable X, welche mit x, und z,
durch die Gleichung '

@23) - X=o(a, 2,)
verbunden ist, eine algebraische Relation
(24) e = f(zlr &gy &y, -"z)
bestehe. Die Differentiation von (24) nach 2, und x, liefert
iz o0X  ¢f of dz 4z 92X _ of of daz,
dX ox, Oz, 0z, dx, ' dX ox,  Ox, +—BZ dx, ’
az
ax
( of of dz )»8X B ( of ar dz2> 8X

9o, T o5 dn ) 9w — \ow, T 5z dm, ) om

und die Elimination von

woraus sich wieder, wenn x, und 2, als Parameter betrachtet wer-
den, folgern ldsst, dass 2z, als Function von x, aufgefasst, einer
Differcntialgleichung erster Ordnung qewiigen muss, und somit irre-
ductible Differentialgleichungen von einer hoheren Ordnung als der
ersten ein dwrch die Gleichung (24) dargestelltes Abel’sches Theorem
nicht besitzen kiommen. Verfihrt man mit einer solchen Differential-
gleichung erster Ordnung genau wie mit Gleichung (8) geschehen,
so ergeben sich statt der Gleichungen (13) und (14) fiir ein be-
liebiges, aber festgewilhltes z, die Beziehungen

Z=f(4, C, x;) und Z,={f(z, G, z,),

aus denen durch Zusammenstellung mit (23) z; und 2, eliminirt werden
konnen, und es folgt somit

(25) s L= 'p(Zo’ X: 0);

d. h. es wird das allgemeine Integral jemer Differentialgleichung eine
algebraische Function eines particuldren und eimer willkiirlichen Con-
stanten sein, in welcher die unabhingige Variable im Allgemeinen auch
explicite enthalten ist.
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So besteht fiir die oben behandelte Differentialgleichung erster
Ordnung (21) zwischen ihrem allgemeinen Integrale z und einem
particuléren z, der algebraische Zusammenhang

2 =12, + (¢ — ) z*).
*) Es mag hier die folgende Bemerkung hinzugefiigt werden, welche sich -

auf den Zusammenhang des allgemeinen und eines particuliiren Integrales einer
linearen Differentialgleichung erster Ordnung

dz
@ gty =m
bezieht, in der y und %, algebraische Functionen von & bedeuten, und deren
Integral bekanntlich
—fya —fyaz [° yd
B - z=ce S T4 Soie ’.’heﬂ " ax,

ist. Soll zwischen z und einem particuliren Integrale z, eine algebraische Be-
ziehung bestehen von der Form

@) - 2=F(, 2y, €),
s0 muss sich wegen der unmittelbar ersichtlichen Gleichung
L4
@ - a=a+ € —c) e S
die Beziechung
(& - F®m, 2,0 =2+ (c— co)e—fydx

ergeben; diese Gleichung ist nun entweder eine in ¢z, identischc oder eine die
Grosse 2, bestimmende algebraische Gleichung — im ersteren Falle wiirde sich

e'—f Y4% gls algebraische Function von z ergeben, und umgekehrt sieht man aus
(9), dass, wenn diese Exponentialfunction algebraisch ist, ein linearer alge-
braischer Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und particuliiren Integrale
stattfindet — im zweiten Falle wiirde sich aus (¢) 2, als algebraische Function

von x und ¢J¥4% ergeben, oder es wiren nach () die Functionen
Ll
ydz ydx
H = |y e‘f dx und G, = ef

algebraisch von einander abhiingig. Beachtet man aber, dass in der in § 2
fir die Gleichungen (10) und (11) angestellten Untersuchung iiber den alge-
braischen Zusammenhang der Grossen G und H alle Schliisse unveriindert bleiben,
wenn wir G und H durch G, und H, ersetzen, so dass die Gleichung (15) da-

selbst in
¢ Y ya
L/y, eﬂdr dx = Ae‘fj x»—}- B

ibergeht, und somit — wie dort in (16) — erfordert wird, dass die vorgelegte
Differentialgleichung

g—z + 2y =
ein algebraisches Integral besitzt, so folgt der Sata:
dass in einer linearen Differéentialgleichung erster Ordnung —“% + 2y =y,
dann und nur dann emnme algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen, einem

ya .
particuliren Integrale und der Variabeln x besteht, wenn entweder e‘f YT eime
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Beschiiftigen wir uns nunmehr mit denjenigen Differential-
gleichungen erster Ordnung, deren allgemeines Integral sich alge-
braisch mit Hiilfe der Variabeln und einer willkiirlichen Constanten
durch em particulires Integral ausdriicken ldsst, und fragen wir
zuerst nach solchen Differentialgleichungen erster Ordnung

tir weleche sich das allgemeine Integral als ganze Function eines
particuliren Integrales mit variabeln Coefficienten darstellen lisst;
sei diese Beziehung

(27) e =q)0(x7 (:) Z:)“ -+ (pl(x7 C)Z;;L_l +--- 'l" q’m(x7 c) =‘P(Zm X, C),

in welcher ¢ eine willkiirliche Constante, und . (z, ¢) algebraische
Functionen von z und ¢ bedeuten, so wird nach der in § 6 zu den
Gleichungen (52) und (53) hinzugefiigten Anmerkung die identische
Gleichung bestehen miissen

2= {9 (; 2, %), , ¢)
oder .

a=9u(2 ) [ @2 %) + o+ gue, 0|

< m m—1
+ ‘pl(‘”; c) {'Po(x’ ")30 + te "I" ‘pm(x) x)} "|" o + ‘Pm('”; 6)7
und somit, wemn # > 1, da #, kein algebraisches Integral sein soll,

P (2, C) Po (‘% x)" = 0;

da aber ¢, (z, ¢) tiir ein willkiirliches ¢ nicht verschwinden kann,
weil sonst z, nur vom m —1'*" Grade wiire, andererseits aber auch
@, (x, x) nicht Null sein kann, da x als Function .von ¢ ebenfalls
eine willkiirliche Grosse ist, so muss m = 1 sein, und es giebt somit
keine anderen Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir welche das
allyemeine Integral eine ganze Function eines wicht algebraischen par-
ticuldren Integrales sein soll, deren Coefficienten von einer willkiirlichen
Constanten und der unabhingigen Variabeln algebraisch abhingen, als
solche, fiir welche diese Relation eine gamze lineare ist.
Sei nun diese Beziehung

(28) -+ 5 =0+ G,

algebraische Function von x ist oder die Differentialgleichung selbst ein alge-
braisches particuliires Integral besitzt; in beiden Fillen ist diese Beziechung eine
linearc von der Form Az + A, z, = o (x), wenn w(x) eine algebraische Function
von z, A und A, Constanten bedeuten, in denen die willkiirliche Integrations-
constante enthalten ist. “ :
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worin C und O, algebraische Functionen von x und der willkiirlichen
Constanten bedeuten, so erhilt man Wegen

dz az, dC,
4w =0 T A dw ot da
nach (26) die Beziehungen
dz, ac

dx =F(z, %), C dw + 2 A +~d.7_c—f-—F('B’ UZO—I-C),
oder
a0,
29) ---- F(z, Oz, + C)—OF(w, zo)—i—,,o T + S

Da nun z, kein algebralsehes Integral ist, die Gleichung (29)
somit eine in z, identische sein muss, so wird man diese nach g,

und ¢ differentiiren diirfen und erhélt leicht*) durch Elimination von
OF (x,Cz+C,)

B TO P fir F'(x, #,) die Differentialgleichung
c(CzD +C) ©(Cq + C)
oF (x, z) N N R
o T E@, 4) 5 log 9Ca+0) e log I TR
ce e

welche integrirt

, aC oC,
(30) - F (@, &) =M (5 G + 52)

, ac, éc ¢, &#C\, &C e¢, G,
_ (7o + 50 )/ZO(?? Fo ~ Conte) T 7o 7o e~ Cawae
C - ac, 0
(= 5o+ %)
liefert, worin M im Allgemeinen von x abhiingig ist; da nun aber

F(x, z,)) eine algebraische Function von 2 und z, sein soll, so muss,
wie leicht zu sehen,

C oC C c '
% 75— 0 gups = C‘a[gd,]ﬂ):
R c
also von ¢ unabhingig, d. h.
C
C=z() () )

sein, worin g und ¢ noch willkiirliche algebraische Functionen be-
deuten, und es folgt somit unmittelbar aus (30), dass F'(x, z,) eine
lineare Function von z, wird, und daher die Differentialgleichung die
Form haben muss

(31).'...2

*) Wir werden diese Untersuchung gleich nachher fiir eine beliebige alge-
braische Relation zwischen dem allgemeinen und einem particuliren Integrale
durchfiihren, oo
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zugleich ergiebt sich durch Einsetzen des Werthes F(z, 2)) = Mz,+ N
in die Functionalgleichung (29), dass %g— =0, d. h. die Grosse C

in der Relation zwischen dem allgemeinen und particuliren Integrale
2 = Oz, + C, eine Constante ist. Wir erhalten somit den Satz:

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir
welche das allgemeine Integral eine ganze Function eines particuldren
Integrales sein soll, deren Coefficienten von der willkiirlichen Constanten
und der unabhingigen Variabeln algebraisch abhingen, ist die der linearen,
und zwar mit der linearen Bezichung z = Cz, + C;, worin C eine
Constante und C, eine algebraische Function von z ist.

Nun war aber in der vorhergegangenen Anmerkung gezeigt
worden, dass, wenn in einer linearen Differentialgleichung erster
Ordnung (31) eine algebraische Beziehung — und zwar wurde nach-
gewiesen, dass es nothwendig eine lineare war — zwischen dem all-
gemeinen und einem particuliren Integrale bestehen sollte, entweder

ST ging algebraische Function sein musste, oder die Differential-
gleichung selbst ein algebraisches Integral besass. Ist das erstere
der Fall, und wird

x "N
ey, [E iy,

gesetzt, worin y eine algebraische Function und y, ein Abel’sches
Integral ist, so hat das Integral der Differentialgleichung die Form

s==wy+yy oder y = —u,

!
worin p eine Constante bedeutet, und hieraus geht unmittelbar her-
vor, dass 2 ein Abel’sches Theorem von der Form

, " 2 P VA
2 z z Z, Z, 'p
y_'+y_”+“+;(7~7__~yr+ Y2 +...+T_;+a}g_log'

besitzt; im zweiten Falle, in dem die Differentialgleichung ein alge-
braisches Integral z = § besitzt, wird fiir ein bestimmtes v

§=VefM(lx+ efde ’Ne—fudz dx

sein, und das allgemeine Integral nimmt somit die Form an

s =¢t+ (c—v) ",
da aber ¢/ ein Abél’sches Theorem in der Form der Gleichung
(2) oder (3) besitzt, so wird z B. fiir den Fall der Gleichung (2)
(49— £0) (20— £) - (29— £9) (£ ) (%)~ (G §) 0

sein, und es wird somit dic Annahme, dass fiir einc Differentialgleichung
erster Ordnung das allgemeine Integral cine ganze rationale Function
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eines particuldiren mit variabeln Coefficienten ist, in allen Fillen zu
einem Abel’schen Theorem fiihren.

Soll nun fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung iiber-
haupt das allgemeine Integral eine algebraische Function eines par-
ticuldren also

& =92, z, )
sein, so wird aus der Zusammenstellung der Gleichungen

dzy o g dz, _ 4z __
aw = F@ ) ‘a?+‘37"%—dx P, 2)

wieder

F(z, 9 (2, «, c)) + a, F(x ),

und durch Differentiation dieser nach z, und ¢ und Elimination von
OF (z, 9 (¢, %, 0))

o0 (x, 7, ¢)
fir F(x, z,) folgen

die fiir jedes z, geltende Bestimmungsgleichung

99 ‘9
dF(x, %) 0z, ¢ 0z,
—{-—F(’L‘ 30)@ g_—q_q:’“—@m Vﬁ(p ’
0 de
also durch Integration
dc de 0 0z
(32) -+ -+ Fla, ZO)=M“E_7?¢_W ?_l;_dzo:
0z, N de

worin M eine noch willkiirliche Function von z und ¢ ist, und ¥'(z, 2,)
‘der Bedingung zu unterwerfen ist, dass es eine algebraische Function
seiner Variabeln sein soll.

Werfen wir speciell die Frage nach einer rational gebrochenen
Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem particuliren Inte-

grale auf und fassen die bekanntlich wiederum — wie oben fiir die
Gleichung (27) — geltende Beziehung

% =‘P(¢P(20, z, ")7 xr, C)
in der Weise auf, dass die Gleichung
2, =9, z, )
zu einer ihrer Auflosungen die Grosse
=92, z, %)
haben soll, so wird fiir die Annahme einer rational gebrochenen Be-

ziehung die Gleichung

A" A" —I‘f‘"“!‘Am
(33) -+ £y = ! L

B"—i—B 'n—1+
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lauten, und eine ihrer Auflﬁsungen

(B o= A TAGTIH

) PN I NN A

sein, Wenn a,, @, - * @p, by, bl, bn dieselben algebraischen Functionen
von x und x bedeuten, wie es A,, A,, -+ An, By, By, --- B, von z
und ¢ sind, oder es wird (34) in (33) eingesetzi eine identische
Gleichung liefern miissen, da #, nicht eine algebraische Function von
x sein soll. Ordnet man die Gleichung (33) nach Potenzen von 2z,
so sieht man, dass z, wenn m > n, fiir kein endliches z,, wenn
m <» nur fir z, =0, und wenn m = n nur fir emen Werth von
%, unendlich werden kann; da aber (34) eine gebrochene Function
von z, ist, so ist der Fall m > » nach dem eben hervorgehobenen
von selbst ausgeschlossen, und es muss der Nenner von z die nt
Potenz einer linearen Function von z, sein. Ferner wird # = O fiir
den durch die Beziehung A, — B,z = 0 definirten Werth von z,
oder fiir 2, = oo, und es wird daher der Zihler von z die m* Potenz
dieser linearen Function von ¢, sein miissen, so dass sich, je nach-
dem m <n oder m = n, die beiden Formen fiir z ergeben

. m
5= (@2, + @) oder 2= ( %% + @ )m;

Z:; by 2, + b,
man sieht nun unmittelbar, dass diese beiden Beziehungen mit den

entsprechenden
m
2y = »gi’z—':;‘i‘l— oder 2z, = -‘;ﬂz i ‘; )
nur fiir den zweiten Fall und zwar nur fiir m = 1 zusammen be-
stehen konnen, und findet daher als einzig moglichen Fall die linear
gebrochene Beziehung.

Dic einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir
welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function eines
particuliren sein soll, deren Coefficienten von der willkiivlichen Constan-
ten. und der unabhdngigen Variabeln algebraisch abhingen, ist (lzcjcmge,
fiir welche diese rationale Function eine linearc ist.

Aber es lisst sich auch leicht die nothwendige Form dieser
Differentialgleichungen erster Ordnung angeben, welche eine derartige
Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem particuliiren Inte-
grale liefern konnen; denn setzt man in (32)

9 (2, @, ) = yz"ig ’

so folgt leicht

rz,-+9) (ZO %i""g‘:) (“Z°+ﬁ)( % >dc+8c>

- F(z, 2) = o«d — By M+é_r )
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wenn

s dz,
€ ﬁY)/'(yzo—l-a)( +95) (D(~(,+6)<~n r{-+ac(:)

gesetzt wird. Da nun im Allgemeinen

. ad — fy Z—a)
T 0« Gy a—b log{zo——bj
Ve T e

sein wird, worin @ und b algebraische Functionen von z und ¢ be-
deuten, so muss, da F'(x, #,) eine algebraische Function von # und
2, sein soll,

0 ad — By .
ax oo 0y o
(r g5 —«55) @=v
sein, und somit, wie leicht zu sehen,
0b da
oJ  «d —@y & ——a)_—(z"_b)—g;
0x a—0b

m+6)(zo et B) —@ntp (o + - ) ’

wonach sich F'(z, z,) nach Gleichung (35) als ganze Function zweiten
Grades in z, ergiebt, deren Coefficienten noch willkiirliche algebraische
Functionen von z sind. Waren die Grossen @ und b einander gleich,
so ergiebt sich
— 1
J= Ba : ﬁy@y 7, —a’
Yo T “Tec

und da hieraus

oa

oJ 1 {4 oad — fy o«d — By ‘x

dx ~  z,—a o0x e oy O y (5, — @)
e % e Te Y e

folgt, so erhalten wir wiederum nach Gleichung (35) fir F(z, 2,)
eine ganze Function zweiten Grades in z,.

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir
welche das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function eines
particuliiren sein kann, deren Coefficienten von den unabhdngigen Variabeln
und der Integrationsconstanten algebraisch abhingen, ist von der Form

Zz = A2+ Bz 4 C, worin A, B, C algebraische Functionen von x

bedeuten, und zwar wird dann zwischen diesen Integralen nur eine lincare
Relation mit im Allgemeinen von x algebraisch abhingigen Coefficienten
stattfinden kinnen.

Sei z. B. die Diﬂ’erentialvleichund erster Ordnung

(36) -+ 42 + 2 we + G- =0
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vorgelegt, deren allgemeines Integral

ce”V?
(37) - - - z___ +l/ﬁ ﬂ

eV

ist, so besteht, wenn z, irgend ein particulires transcendentes Inte-
gral dieser Differentialgleichung bedeutet, zwischen dem allgemeinen
Integral und dem particuliren die lineare Beziehung

/1
e ~+ﬁ— 5
IV s Y

crs )t e Yy

somit eine lineare gebrochene Relation zwischen z und z, Zugleich
ist aber auch zu sehen, dass fiir diese Differentialgleichung, weil

etV £ +l/

‘+ﬁ_1/_

ist, ein Abel’sches Theorem fiir p = 1 stattfindet, indem fiir die
Argumente z,, x,, x;, welche in der algebraischen Beziehung stehen
Ty == 2, + @,
die zu diesen gehorigen Werthe z,, 2,, Z eines beliebigen Integrales
der algebraischen Gleichung geniigen
Y

Ay +V 41+%+l/ at

@ L ﬂ_]/l _fv_»_]/f
7t 2 AT s 2t 2

Wir wollen uns, nachdem die nothwendige Form jener Differen-
tialgleichungen gefunden worden, nun mit der Frage beschiftigen,
welchen Differentialgleichungen von der Form

40)---- ¥ — 424 B4,

worin 4, B, C algebraische Functionen von z bedeuten, auch wirk-
lich eine lineare Beziehung zwischen dem allgemeinen und einem
particulidren Integrale entspricht.

Macht man auf (40) die Substitution

(39) - -

so geht diese Gleichung bekanntlich iiber in die homogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung

(42) - TP g 4 Qu—0,
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wenn

a4
(43) - --- ———-(—dg--—k]}), Q=AC

gesetzt werden; sind nun %, und u, zwei particulire Fundamental-
integrale der Gleichung (42), so wird sich aus dem allgemeinen der-

selben €4, + C,u,, wenn g—,‘:‘ = ¢ gesetzt wird, das allgemeine Inte-
gral der Differentialgleichung (40) in der Form ergeben
du, c du,

dz T ¢ ax
(44) e = — — (7“:_*:75).,

Soll nun zwischen # und 2z, ein rationaler linearer Zusammen-
hang von der Form

(45)....2___£'fo_iﬂ

bestehen, so muss nach (44) auch

du, | d du, d
(46) - - - - ‘;:? ©do _MA(, ij ° i,‘j:j{(ft' R
Ao (B 8 foaw o
oder
d]og (u, + cu,) dlog (u, 4 cyu,) dlog (u, + cu,)
47) - dx aw AT
+ad dloo(u‘}:—cou) pAZ =0
sein — worin der Fall, in dem 4, B, C Constanten sind, als ein

specieller Fall der Gleichung (16) ausgeschlossen werden darf.

Sind #, und 2, irgend zwei von einander verschiedene Integrale
der Gleichung (40), so werden nach (41) die beiden entsprechenden
Werthe von u

(48) ey = c—fAz, dx und Uy = e—j}i:2 dx

stets als Fundamentalintegrale der Gleichung (42) aufgefasst werden
diirfen, da
cl.—fAz‘ dz _|_ €0 Azndz — ()

die Identitit von 2, und 2z, voraussetzen wiirde, und nimmt man nun
an, die Differentialgleichung (40) habe zwei algebraische Integrale
& und &, so wird nach (48)

()3 = Afw, und

sein, und somit die Gleichung (46) in
(49) ... Btk chu, _ i + o fw)+ 604 + o)
‘ e, Gt b ) + 80+ guy)

Konigsberger, Differentialgleich. 6

du,
dx

=— Au,



82 § 8. Untersuchungen iiber das erweiterte Abel’sche Theorem etc.

iibergehen, oder in
(50)- - ul[p8*+ (0 — &) & — Bl +wu [c (P 6, & + 06— a§— )+
F 6 WhGk+ 06 — af— Bl + wleq, [y&*+ (0 — ) — Bl =0.

Bestimmt man nun «, 8, p, 0 so, dass diese Gleichung identisch
erfiillt wird, so folgt

Y 1 « G —cg O & — ¢

(51)..—E=——§1—§2’~E (e—ec) &t ’ F=(c—co)§1§2’
also stets endliche Ausdriicke, und, da (50) nur eine Umformung von
(49) ist, so wird, wenn %, und u, Integrale der Gleichungen (A) sind,
die Gleichung (50) fiir die gefundenen Werthe von «, 8, y, d auch
durch die Gleichung (46) ersetzt werden kénnen, d. h. es wird fiir
die Gleichung (40) die algebraische Beziehung (45) giiltig sein, welche
die Form annimmt: ‘

c (e — &)z + (e — )&
62) = S a et —ak

Wir finden somit, dass, wenn die vorgelegte Differentialgleichung
erster Ordnung (40) zwei particuldre algebraische Integrale besitzt, stets
eine lineare Beziehung mit algebraischen Coefficienten zwischen ihrem
allgemeinen und einem transcendenten particuliren Integrale besteht, voraus-
gesclzt, dass ein solches existirt.

So hat z B. die Differentialgleichung (36) die beiden den con-
stanten ¢ = 0 und ¢ = oo entsprechenden algebraischen Integrale

(i Vi eV

und die aus (52) sich ergebende Beziehung zwischen dem allgemeinen
und einem particuliren Integrale

x 1 a? 1

%—QV%M+T—?
@ T
—a—5-a)/3

fillt mit der oben gefundenen Gleichung (38) zusammen, wenn
C+1
4] i 1= G P
gesetzt wird. .
In dem Falle, dass § und § zwei algebraische Integrale der
Gleichung (40) waren, wurde durch die gefundenen Werthe von e, §, 7,0
die Gleichung (50) identisch befriedigt, und es brauchte somit nicht

2 =

u. . . . . . . . .

— dieser Gleichung gemiss eine algebrais uncti

o 4 Gleichung g e algebraische Function zu sein, sowie
2

in der That in unserem Beispiel .
o c—~fA G—tydz __ C—V‘g‘ Sz n—-]/’g'.z

u,
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ist; andererseits sieht man aber umgekehrt leicht, dass, wenn #,

und u, so beschaffen sind, dass ihr Quotient algebraisch ist, also
eSS4t dr — g (7)

ist, worin ¢ (z) eine algebraische Function bedeutet,

9@
A(§1—§2) = 'RI)W
also § — & selbst algebraisch ist; da aber nach (40)

d 12 Y
o — AR+ BL+ O, G2 = AL+ BLHC,

also

A8 46 -8 G+ 8+ BE—8)
ist, so folgt hieraus, dass auch §, -} ¢, eine algebraische Function,
also ¢ und & selbst algebraische Integrale der Gleichung (40) sein
miissen.

Es ist aber leicht zu sehen, dass in allen Fillen, in welchen dic
Differentialgleichung (40) zwei algebraische Integrale § wund §, hat,
Jedes transcendente Integral derselben cin Abel’sches Theorem besitzt;
denn da nach (44), wenn

u, = e Sz gy, — g=f4lax
gesetzt wird,

u.
64 et
_ Gu el — Do ‘zﬁ
u + cu, Yy +e ’
Uy
oder
M S G
Uy z—&

wird, und der Voraussetzung nach ¢ und ¢, algebraische Functionen

' . . U, . . v 4 .
von # sind, so ist —- eine Exponentialgrisse, deren Exponent ein
o .

Abel’sches Integral ist, und nachdem oben in Gleichung (2) oder (3)
das Abel’sche Theorem fiir solche Exponentialfunctionen entwickelt
worden, so folgt aus der obigen Gleichung, dass, wenn z. B. das Inte-
gral der Exponentialfunction ein solches erster Gattung ist, und die
zu den Argumenten w,, z,, ---- 2, gehorigen Werthe irgend eines
Integrales z der Differentialgleichung (40) mit z®, 2@ ... 2 und
(1) 2)

die zugehorigen §-Werthe mit § e §(:), ferner die den in be-

x 7 Sa
kannter Weise algebraisch abhingigen Argumenten £, &,, - - - &, zu-
gehorigen Werthe mit 20, 240 ... 2D, ég) , §£") S gf” bezeichnet
werden, das Abel’sche Theorem in der Form
1 1 2 2 (u (u (T g r
O 0 @ e €O D A0 g

. . S |
1 1 2 2 ( I > >
e ® S0 g(‘m ;; D g0

6*
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Dass es aber auch Differentialgleichungen erster Ordnung von
" der Form (40) giebt, die nicht zwei algebraische Integrale besitzen,
und fiir welche dennoch das allgemeine Integral eine gebrochene
lineare Function eines particuliiren mit variablen Coefficienten ist,
sicht man z. B. aus der Gleichung

= —_—— z,
dx i
deren allgemeines Integral

7= cx — z log =

ist, und fiir welche der gesuchte Zusammenhang
ZO

z=—(?— C) €7+ 1

ist. ’
Hat also die Differentialgleichung (40) nicht zwei algebraische
Integrale, so wird sich die geforderte Beziehung (45) in die Form
setzen lassen

(53) ... heTHEope AR at

fAi‘,dx+ ceSALdz v6+90°’

wenn ¢, irgend ein transcendentes Integral der Dlﬂ’erentlalglewhung
(40) bedeutet, oder wenn zur Abkiirzung ‘

ot + 6

gesetzt wird, in

3 L =) dT — f(gl)__gg_
(54) - oSt —Rdr — — o s

iibergehen, wobei die Constante ¢ in «, 8, p, 8, also in f(§,) ent-
halten ist. Diese Beziehung muss nun einerseits fiir beliebige ¢ be-
stehen, andererseits muss sie nach x logarithmisch differentiirt die in
den Grossen § und ¢, algebraische Beziehung liefern

Fe) @st+B6+0+ 28 g1 8g 40
A(§2 B gl) B f(gl) - gg
[1 —f (gl)] (A.§12+ Bg’l + C)— af(gl)

s— 1)
Untersuchen wir jetzt den Fall, in dem C = 0, also die Differen-
tialgleichung (40)

(55) -+ 22— As*+ Be
lautet, so geht dieselbe durch d1e Substltutlon 7= —;— in die Gleichung
d
(56) ""%-FB?/—_——A

iiber, und es folgt, dass, wenn die Gleichung (55) die Eigenschaft

haben soll, dass ihr allgemeines Integral eine lineare rationale Function
eines particuldren mit variabeln Coefficienten sein soll, dasselbe auch



§ 8. Untersuchungen iiber das erweiterte Abel’sche Theorem ete. 85

fiir (56) stattfinden muss; wenn aber fiir eine lineare Differential-
gleichung erster Ordnung iiberhaupt ein algebraischer Zusammenhang
zwischen seinem allgemeinen und einem particuliren Integrale existiren
soll, so muss dieser, wie oben gezeigt worden, ein ganzer linearer
sein von der Form

(67 ----y=My,+ N,

worin M eine Constante, N eine algebraische Function von x ist,

und zwar konnte dies nur stattfinden, wenn entweder ¢S24 cine al-
gebraische Function von z ist, oder die Differentialgleichung (56) ein
algebraisches Integral besitzt. Da nun aber dem Zusammenhange (57)
fiir die Differentialgleichung (55) offenbar die linear gebrochene Beziehung

(58) -+ 2= WTZOJ_VEO—
entspricht, so folgt, dass ein linear gebrochener Zusammenhang fiir die
Gleichung (55) nur in der Gestalt (58) existiren kann, und dass die
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir entweder erfordern,
dass ¢/ eine algebraische Function sei, oder dass dic Differential-
gleichung (5D) ein algebraisches Integral besitzt.
Da nun im ersten Falle, wie oben gezeigt worden, fiir die
Gleichung (56), mit Beschrinkung auf Integrale erster Gattung, ein
Abel’sches Theorem von der Form existirt

YO (@) + 9y f (@) + - - + y @ f ()
= Ylf(Xl) + Y2f(X2) e Ypf(Xp)a

P de:c — f( w)
gesetzt wird, und f'(x) eine algebraische Function von z bedeuntet, im
zweiten Falle dagegen das Abel’sche Theorem die Gestalt hat

() Y ®)- (GO ®) (T~ (Fye) (V) =G,
worin 7 das algebraische Integral der Gleichung (56) bedeutet, so

wenn

wird in den beiden bezeichneten Fillen, dass /% eine algebraische
Function F'(x) ist oder die Differentialgleichung (55) ein algebraisches
Integral ¢ besitzt, ein Abel’sches Theorem existiren und zwar in den
resp. Formen

[ F@)]™" + [0 F@) ' + - 4 [0 F ()]
=[2FX)] '+ +[4 F&x)]
und

1 1 11 1 1 117
A0 T @ || @ ¢@ PO & )

1 1 -1
. — = C.
5 %]
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Hiermit brechen ,wir die Untersuchung der Fille ab, in denen
fir Differentialgleichungen ein Abel’sches Theorem mit der festen
Zahl p =1 existiren sollte, und welche unter der Klasse der irre-
ductibeln Differentialgleichungen nur auf solche erster Ordnung
fithrten.

§9.

Untersuchungen iiber das erweiterte Abel’sche Theorem fiir das

Geschlecht p = 2; weitere Sétze iiber den Zusammenhang des all-

gemeinen Integrales einer Differentialgleichung mit den particulidren.
Anwendung auf die linearen Differentialgleichungen.

Sei nunmehr die feste Zahl p des gesuchten Abel’schen Theorems
fiir Differentialgleichungen gleich 2, die gesuchte algebraische Be-
ziehung also von der Form

(59} e F(Zu Zz; ETRZY) 53) = 07

worin 2, #,, 4, Werthe eines particuliren Integrales einer Differen-
tialgleichung fiir die von einander unabhiingigen Variabeln z,, x,, x;,
und Z;, Z, Werthe desselben particuliren Integrales fiir die resp.
Variabeln X, und X, vorstellen, welche algebraisch von x,, ,,
durch die Gleichungen
(60) - - =@, (%, @, 43), Xp= @, (@, &z, Xy)

abhiingen, und wobel zugelassen wird, dass in die das Abel’sche
Theorem darstellende Gleichung (59) auch die unabhiingigen Variabelu
eintreten konnen.

Stellt man mit (59) die nach den Variabeln x,, 2,, 2; genommenen
Differentialquotienten dieser Gleichung

oF az, ¢X, y ©F 4% oX, | oF du 4 0¥ _

0z, dX, Oom 0Z, dX, oz 0z, dux, ox,

oF dZz, 0X, oF dz, 0X, oF dz or

07, dXIl B:c: + 0Z, dlg2 8.76: + 0z, davi + 8a:2

0¥ a7 oX, | oF iz, 0X, oF dz_ gLoF

07, dX, o=, 7, dX; om, | 0z, dm, 1 om,

zusammen, so kann man aus diesen 4 Gleichungen im allgemeinen

. . dZ
noch nicht die 4 Grossen 7, Zg,%— ) aAX

jedoch die drei zuletzt erhaltenen Glelchungen resp. nach x,, x,, x;
differentiirt, so erhilt man im Ganzen 7 Gleichungen, aus denen man
die 6 Grossen

eliminiren; wenn man

az, 4z, &7, da*Z
' dX,? dX,’ dX,?’ dXx,°

Zyy Zy

eliminiren kann, und es ergiebt sich eine algebraische Gleichung
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von der Form
U T TR Y PR Ny
(1; 2078 dx ? dx, ' dxz, ' dx®’ dz,®’ dx??

Ty Ly, xd)= 0,

so dass, wenn x,, Z;, %, #, und die Differentialquotienten dieser
Grossen numerischen Constanten gleich gesetzt werden, 2z, das Inte-
gral einer algebraischen Differentialgleichung

dz d*z

(61)----f(x1,z1, ﬁ: d_xll?)=0

wird, und somit ein Abel’sches Theorem fiir p = 2 algebraischen irre-
ductibeln  Differentialgleichungen von hoherer Ordnung als der zweiten
nicht sukommen kann.

Es bedarf keiner weiteren Ausfiihrung dieses Satzes fiir be-
liebige p.

Wir werfen nun die Frage auf, welche Eigenschaft eine Ditferen-
tialgleichung zweiter Ordnung besitzen muss, wenn einem ihrer
particuliiren Integrale ein Abel’sches Theorem von der durch die
Gleichungen (59) und (60) definirten Form zukommen soll. Beachtet
man, dass nach dem Satze I des § 5 in Gleichung (59) fiir 2, und
2, beliebige Integrale der resp. Differentialgleichungen gesetzt werden
diirfen, wenn nur fir Z, und Z, passende Integrale substituirt wer-
den, vorausgesetzt, dass — was ja stets von der Gleichung (61) an-
genommen werden darf — die zu Grunde gelegte Differentialgleichung
irreductibel oder wenigstens in Bezug auf den zweiten Differential-
quotienten algebraisch irreductibel ist und die in Betracht kommenden
Integrale nicht einer Differentialgleichung niederer Ordnung geniigen,
so folgt, dass, wenn man fiir 2, und z; die allgemeinen, zu den
Argumenten z, und x; gehorigen Integrale, welche je zwei willkiir-
liche Constanten g,, u, und »,, v, enthalten, setzt, dann fiir Z, und
Z, nur passende, zu den Argumenten X, und X, gehorige Integrale
(man kann eine solche continuirliche Reihe von Integralen z, und z,
wihlen, dass X, und X, ihre Werthe beibehalten) zu substituiren sind,
deren Integrationsconstanten m,, m, und n,, n, bestimmte Functionen

m, = 'pl(y’l) W, V1, "’2)7 My = @y(Wy, Yo, vy, '”2)7 = ¢1(M1; W, V1, '”2))
Ny == Py (U, Wy, ¥y, ¥y)

jener 4 anderen Integrationsconstanten sein werden. Wihlen wir
nun zwischen den 4 Grossen y,, gy, v,, v, solche zwei feste Be-
ziechungen, dass #», und n, fiir alle moglichen Variationen dieser
4 Constanten, von denen also nur noch zwei von einander unabhingig
bleiben, dieselben beliebigen, aber fest gegebenen Werthe annehmen,
so werden in der Gleichung (59)

(62) « - F(Z,, Zy, 2, 23, 23, Xy, Xy, @y, Ty, &) =0
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2, und 2z; zwei willkiirliche Constanten bedeuten diirfen, und man
wird fiir zwei specielle Werthepaare derselben, wie eben nachgewiesen,
bei verindertem Z, dasselbe Z, erhalten konnen, so dass sich die
Beziehungen ergeben

F(Zy, Zy 2, C, C, X, Xs, @, %3, 23) =0
F(Z0, Z,, 2, C°, €9, X,, X,, @, #;, @5) =0

17 72
(1) : 1 (1)
F(Zl ) Z27 2 Cl ’ 02 ) Xn X27 Xy, &g, x3) =07

aus denen sich mit Hiilfe der Gleichungen (60) die Grossen Z,, 2
X,, , eliminiren lassen, und somit eine Gleichung

(63)---- 2, =@ (2", 2", X,, C,, Cy)

folgt, in welcher x, und x, als willkiirliche, aber bestimmt gewiihlte
Parameter auftreten, und welche zeigt, dass ein Abel’sches Theorem
fiir p = 2 nur solchen irreductibeln Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zukommen kann, be: welchen das allgemeine Integral eine
algebraische Function von zwei particuldren Initegralen und zwei will-
Liirlichen Constanten ist, in welche auch die unabhdngige Variable alge-
braisch eintreten kann.

Ist die Differentialgleichung, fiir welche ein A bel’sches Theorem
mit der Zahl p = 2 bestehen soll, von der ersten Ordnung, so wird
man in der algebraischen Beziehung (62) wieder fiir 2, und 2z, will-
kiirliche andere Integrale der resp. Differentialgleichungen setzen
konnen, wenn man nur fiir Z, und Z, passende Integrale substituirt.
Nimmt man nun wieder fiir 2, und 2; die zu z, und z; gehorigen
allgemeinen Integrale, deren willkiirliche Constanten mit u und »
bezeichnet werden mogen, so wird die im allgemeinen Integrale der
zu X, gehorenden Differentialgleichung vorkommende Constante
eine Function von g und » sein, so dass man eine solche Beziehung
zwischen uw und v festsetzen kann, dass » sich nicht &ndert, und
somit nur eine willkiirliche Constante in der Gleichung (62) iibrig

bleibt, die jetzt genau wie oben durch Specialisirung die Gleichungen
liefert
F(Zu Z21 41y 07 a, Xl; X2) Lyy g,y 563) =0

0 0)

F(Zf )7 Z21 2T 0( y @ Xla X2: Xy, Xgy '1"3) =0
(1) 1

F(Zl 7Z2’ 51)0 ) @, le Xzy Ly gy x3)=0)

aus denen wiederum durch Elimination von Z,, z,, X,, #, mit Hiilfe
von (60) die Beziehung folgt

(64) crce ZI = Q(Zl(())y Zl(l)’ Xl; 0)7

welche aussagt, dass ein Abel’sches Theorem fiir p = 2 nur solchen
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Differentialgleichungen erster Ordnung zukommen kann, bei welchen das
allgemeine Integral eine algebraische Function von zwei particuliren
Integralen und einer willkiirlichen Comstanten ist, in welche auch die
unabhdngige Variable algebraisch eintreten kann.

Es mag bemerkt werden, dass das eben angewendete Verfahren
in gewissen Fillen nicht nothwendig zu einer Beziehung zu fiihren
braucht, welche das allgemeine Integral mit zwei particuliren Inte-
gralen und einer Constanten verbindet; denn betrachten wir z. B.
das Abel’sche Theorem fiir Integrale algebraischer Functionen, welche
zum Geschlechte p — 2 gehoren, und welches sich in linearer Form
folgendermassen ausdriickt

65) - Z,+ Zy =2+ 2+ 2,
worin die Grenzen der links stehenden Integrale die Losungen einer
quadratischen Gleichung sind, deren Coefficienten rational aus den
Grenzen der rechts stehenden Integrale und der diesen zugehorigen
Irrationalititen zusammengesetzt sind, so wird, wenn man, wie oben
gefordert wurde, die Gleichungen

Z 4 Zy=2,+C+a wmd ZO4Z,—2,+C"+a
bildet, die Zusammenstellung schon dieser beiden Gleichungen durch
Abziehen die Elimination von Z, und 2, ermiglichen und

2, =2"4C— Y
liefern, so dass, wie es offenbar sein muss, das allgemeine Integral

der Differentialgleichung
dz
FrEmA F

worin @ (z) eine algebraische Function vom Geschlechte p = 2 ist,
schon durch ein particulires Integral und eine willkiirliche Constante
algebraisch ausdriickbar ist.

Dass es aber in der That Differentialgleichungen erster Ordnung
giebt, fiir welche das allgemeine Integral eine algebraische Function
zweier particuliirer Integrale und einer willkiirlichen Constanten ist,
sehen wir an der allgemeinen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung

d
(66) -+ o + (@) s =9 (@),
deren allgemeines Integral, wenn
¢ SI@ar i, @z 9 (2) LI P

gesetzt wird,
sg=ci+ J

ist, welches mit den particuliren Integralen

s=ci+dJ, z=cit+J
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zusammengestellt die Beziehung

67) 2= LT 2+ — Z

c,—Cy ¢, —

liefert.
Werfen wir jetzt allgemein die Frage auf, fiir welche Differen-
tialgleichungen erster Ordnung

68) -+ 2 — f(x, 2)

zwischen dem allgemeinen Integrale 2 und zwei particuliren Integralen
2, und 2, derselben und einer willkiirlichen Constanten eine alge-
braische Beziehung von der Form besteht

(69) ----2="F(z, 2, ¢,
wobei angenommen werden soll, dass die unabhingige Variable in

diese Relation nicht eintritt*). Es folgt aus (68) und (69), wie leicht
zu sehen,

(10) -+ T f(, 2) + 5o 1z, ) = 1 (3, Far, 2, 9),

und da angenommen werden darf, dass nicht schon zwischen z, und
2, ein algebraischer Zusammenhang stattfindet, weil sonst die Gleichung
(69) auf ein Problem des vorigen Paragraphen zuriickfiithrt, die
Gleichung (70) somit eine in #z; und 2, identische sein muss, so folgt
durch Differentiation nach 2, 2, und ¢

*F o‘F of x, 2,) &fa: F)y oF
T 1@ )+ g az az o, 2= L5550 35
*F F of (z, 2 of(x, F) oF
02”,}2 f( Z, 1)+ 0 _LL_Q + 82 7 f( Ly z)— _f%fv 02y
of@, ) oF
é?zacf(x 4)+ azac & [, )= (;F : K
und hieraus die beiden Differentialgleichungen fiir £ (x, z,) und f(x, 2,)
oF oF
of @, 2,) 5 Zc . P be _
Tt — tog | 55 | Fl@, 2) + 52 log | 73 | @, )
0z, 02,
oF or
of @, Ui oc¢ 0 Pec |\ .
fgbzzza) = 72 log _ai f(z, 2)+ Fre log ié‘ f(=, 2),
02, 02,

welche fiir jedes 2, und #, stattfinden ‘miissen; betrachten wir daher
die erste dieser Gleichungen als eine Differentialgleichung zur Be-

¥) Es braucht kaum ausdriicklich hervorgehoben zu werden, dass die

Untersuchung des Falles, in welchem mehr als zwei particuliire Integrale in die
Beziehung (69) eintreten, genau in derselben Weise gefihrt werden kann.

‘s
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stimmung von f(z, #,) als Function von 2z, indem wir z und z, als
Parameter auffassen, so liefert die Integration dieser linearen Differen-
tialgleichung erster Ordnung

- oF  GF oF

(71) ""f(w; z,)=L—%—%jf(x, 52{/2% _—g_f;i‘ dzu
02, 07 de
worin L eine von z und 2z, algebraisch abhiingige Function sein
kann, und da man wegen der Unabhingigkeit der linken Seite dieser
Gleichung von gz, fiir diese Variable auf der rechten Seite irgend
einen numerischen Werth z. B. 2z, = O setzen darf, so folgt, da die
F-Function die Variable x nicht explicite enthalten sollte, fiir f(x, 2,)
die Form
@, 2) = o @) o, (2) + ¥ (@) ¥, (), .

und somit die nothwendige Form der Differentialgleichung erster Ordiung

12) - £ o) 9,(5) + ¥ (@) 0 (o)

Wir konnen aber fiir die Functionen ¢, (2) und #,(2) noch eine
weitere Bedingung aufstellen; da néimlich ausser der Gleichung (72),
in welcher # das allgemeine Integral bedeuten mag, noch fiir die
particuliren Integrale 2, und 2z, die Beziehungen bestehen miissen

(124) %% =9 @) 9,(2,) + ¥ () ¥, (2)
'Zli: =9 (2) @, (%) + ¥ (2) ¥,(2),
so folgt

(13) - - L@y (2) ¥4 (22) — @1 () ¥ (2) | dz - [, (2) %, (2) — 9, (D) ¥y (20)] 2,

A + (91 (D) 91 (21) — 9, (21) ¥1(#))d2, = O,

es miissen daher, da diese Differentialgleichung das allgemeine Integral
(74) Z=F(z17 23, €)

haben soll, die Functionen ¢, und 9, der Bedingung der Integra-

bilit#it jener Gleichung (73) geniigen®), und es muss ausserdem diese

*) Es mag hier eine kurze Bemerkung in Betreff der Integrabilitiitsbedingung
einer Differentialgleichung von der Form
(@ - - Zdz+ Z,dz, + Z,dz, =0
angefiigt werden; es ist bekannt, dass man daraus, dass z eine Function der

beiden unabhingigen Variabeln 2z, und 2, sein soll, auf das nothwendige Be-
stehen der Gleichung

gefiihrt wird, und es soll nur hervorgehoben werden, dass daraus, dass z eine
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Differentialgleichung ein algebraisches allgemeines Integral besitzen —
umgekehrt ist aber auch sofort zu sehen, dass, wenn die totale
Differentialgleichung (73) ein algebraisches allgemeines Integral be-
sitzt, eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (72),

Function der unabhiingigen Variabeln 2, und z, sein soll, noch nicht geschlossen
werden kann, dass die Gleichung (f) identisch fiir alle Werthe von 2z, z, 2,
befriedigt sein muss — nur die Annahme, dass z eine Function von 2z, und z,
und einer willkvirlichen Constanten sein soll, verlangt das identische Verschwin-
den von (f), weil sich aus dieser Gleichung z nur als bestimmte Function von
2, und 2, ergeben wiirde, aber jene mit einer willkiirlichen Constanten be-
haftete Function auch in dieser Gleichung enthalten sein muss; desshalb kann
aber eine von einer Constanten freie Beziehung zwischen 2, 7, 2, existiren,
welche («) und (f) befriedigt, ohne dass letatere identisch fiir alle 2, z,, z, er-
fiilllt wird — es kann somit ein von der willkiirlichen Constanten freies, also
particuliires Integral der Gleichung («) vorhanden sein, welches auch die
Gleichung () befriedigen wird, ohne dass diese jedoch identisch erfiillt wird; .
so wird z. B. die Differentialgleichung

22,2dz Y 22,d2, — 2,dz, = 0

das Integral 2z = —z—j— haben, wihrend die Integrabilit'é.tsbedingung ®
— 2, (222, — 2,) + #42=0

nicht identisch, aber fir z — j—? erfiillt wird.

1
Was nun die Gleichung (73) angeht, von der das Integral (74) gegeben
ist, so wird die Integrabilititsbedingung durch dieses mit einer Constanten be-
haftete Integral nur dann identisch erfiillt sein miissen, wenn 2, und 2, als
von einander unabhingige Grdssen zu betrachten sind, oder wenn die aus den
Gleichungen

8F oF
2= F (2, %, c) und dz=-871 dz, + 72, dz,
entnommenen Werthe von z und dz, welche die Gleichung (73) in
() ---- Pdz + Qdz, =0

verwandeln, P = 0 und @ = 0 identisch fiir alle z, und #, liefern und nicht
die Gleichung (y) als eine Differentialgleichung zwischen 2z, und 2z, definiren.
Da aber ferner aus (72a) die Beziehung folgt

@) - - - [p@ 9, (2,) + P@)Y; ()12, — [9 @)@, (21) + P (@)Y, (2,)]d2 = O,
so miisste, wenn nicht P = 0, @ = 0 wire,

(&) - - - [o@) @ (2) + v(@) 9, (2)]Q + [p@) @, (2) + vE@)P, (2] P =0

sein, d. h. es bestiinde, da die g- und w-Functionen so wie die Function F' alge-
braische Functionen bedeuten, zwischen 2, 2, und z eine "algebraische Be-
ziehung, was von vornherein ausgeschlossen war, und da die Gleichung (¢) in
den Klammerausdriicken die Grosse x enthilt, wihrend P und @ nur von 2
und 2, abhiingen, so wird diese Gleichung, wie leicht zu sehen, nicht anders
identisch verschwinden konnen, als wenn P = 0 und @ = 0 ist, wenn schon
im vorigen Paragraphen behandelte Fille der Gleichung (72) ausgeschlossen
werden.
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was auch die Functionen ¢ (z) und ¢ (x) sein mogen, stets eine alge-
braische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale, zwei parti-
culiren und einer willkiirlichen Constanten liefern wird.

So lautet fiir die lineare Differentialgleichung erster Ordnung
(66) die Gleichung (73), da ¢,(?) =— 2, ¥,(¢) =1 ist,

(2e —2,)dz + (2 — 2)dz + (5, — 2)d2, = 0,
welche in der That der Bedingung der Integrabilitit geniigt vind das
algebraische allgemeine Integral besitzt

- 2=0C(y — 2)+ 4,
welches mit (67) identisch ist.

Untersuchen wir nun die Form der Gleichung (69) niher, in
der jetzt die unabhingige Variable x noch explicite vorkommen
mag; nach dem Satze II des § 5, auch dort specialisirt fiir Differen-
tialgleichungen erster Ordnung, wird die Beziehung (69) erhalten
bleiben, wenn man fiir z und 2, beliebige Integrale der Differen-
tialgleichung (72) setzt, wenn man nur fiir 2, ein anderes passen-
des Integral eben dieser Differentialgleichung substituirt, voraus-
gesetzt, dass man die Differentialgleichung (68), was geschehen darf,

“als eine in Bezug auf g—; algebraisch irreductible betrachtet, ferner

die Integrale z und 2, transcendente sind und angenommen wird,
was selbstverstindlich ist, dass nicht schon zwischen z und z, eine
algebraische Beziehung stattfindet. Setzt man somit in (69) 2, statt
#, wihrend man 2, unveriindert lisst, so wird fiir 2, F (¢, 2, %) zu
setzen sein, und sich daher
(1) o2y = F(F(Zu %y, %), 2, C)

ergeben. Nehmen wir wiederum an, die Function F' sei in Bezug
auf 2, eine ganze Function, so kann, genau wie oben fiir die Gleichung
(27) des § 8, geschlossen werden, dass die Gleichung (75) als eine
in 2, und 2z, identische, wie es sein miisste, nicht bestehen kann,
wenn nicht der Grad in Bezug auf 2, gleich 1 ist, und da dasselbe
fiir 2z, behauptet werden kann, so folgt, dass fiir Differentialgleichungen
erster Ordnung, fiir welche das allgemeine Integral eine gamze Function
zweier micht  algebraischer particulirer Integrale, der unabhingigen
Variabeln und einer willkiirlichen Constanten -sein soll, diese Relation
eine in 2, und z, bilineare von der Gestalt

& =my2 2, + m 2 + myz, + m

ist, worin m,, my, my, m im Allgemeinen algebraische Functionen von
z sind.

.Setzt man nun unter der Voraussetzung, dass die unabhiingige
Variable z nicht explicite in F'(z, 2,, ¢) vorkommen soll, also
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m,, m,, m,, m Constanten bedeuten, den eben gefundenen Werth
F (2, 2y, ¢) = myz,2, + my 2, + myz, + m
in die Gleichung (71) ein, so folgt wegen
oF aom 6m or
“ﬁ__'x 0"‘ 2 2+3c) 32"‘—"’022‘}'7”“

wie man unmlttelbar aus der Bez1ehung

aml

oF ( om; 0Om, om, 6m)
¢ oz, Ao — m, 2, + m, dc dc  dc oc.
0z, oF 17 7 om, , om, \? om 01 ¢ 0
. dc ('527}_*- Bcl) Z‘Z2—co+ 'll+ #2 mz+d7:
my, om,
My g — My ———
oc ¢ oo ["1 2 {)Pmo 1z aml + 2, 02)”:;) + 8612}

‘a—mozm,z o
(= G- +F)

schliesst, dass, weil f(z, #;) eine algebraische Function von z, sein-
soll, also das logarithmische Glied fortfallen muss, nothwendig

¢ om, 0
21 %y e + 2 ml + 2 3"22 + T;::L
f(x7 %)=L mozg Fm,
om, omy,  Om, Om
dc dc  0dc oc
— x’ z PR
f( 2) ( am‘ )2

ist, sich somit, wenn 2, irgend einer numerischen Constanten gleich
gesetzt wird,

f(z, 2,) = Mz, + N
ergiebt, so dass die Diﬁ'erentialgleichung erster Ordnung in

dm =Mz-+ N

iibergeht, worin M und N noch unbestimmte algebraische Functionen
von z sind, und wir erhalten somit den folgenden Satz:

Die ecinzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir
welche das allgemeine Integral eine gamze Function zweier particuldirer
Integrale sein soll, deren Coefficienten von einer willkiirlichen Constanten,
nicht von der unabhingigen Variabeln abhingen, ist die der linearen,
und zwar ist die Beziehung dann auch eine ganze lineare — und um-
gekehrt licfert jede lineare Differentialgleichung eine derartige Integral-
beziehunyg.

Es mag schon hier eine Bemerkung hinzugefiigt werden, die*wir
am Ende dieses Paragraphen wieder aufnehmen, und die sich auf
das Abel’sche Theorem der durch eine beliebige lineare Differential-
gleichung erster Ordnung definirten Function bezieht; wir wollen, da
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jede lineare Differentialgleichung erster Ordnung, wie oben gezeigt
worden, die Eigenschaft hat, dass ihr allgemeines Integral sich als
eine algebraische ‘Function von zwei particuliren Integralen und
einer willkiirlichen Constanten ausdriicken ldsst, nunmehr zwei par-
ticulire Integrale als wesentliche Elemente des fiir diese Gattung von
Differentialgleichungen zu entwickelnden Abel’schen Theorems auf-
nehmen und finden somit, dass, weil fiir die Gleichung (66) sich

2 — 2= (c,—6) e_ﬂmdm

ergiebt, fiir den Fall, dass f f(x)dz ein Abel'sches Integral erster

Gattung fiir das Geschlecht p ist, und die den willkiirlichen Argu-
menten z,, &, - - - z, entsprechenden Werthe von 2, und 2, durch

(1) (2)

(1) 1 @)
2,

(1)
zl,...21’22,22’---z2

bezeichnet werden,
(1) (1) (2) (2) (2) (#)
(Zx — % )(31 % ) te (21 —"Zzl)=
_ (01 - 62);ne—ff(z.)dx. —ff@)dz, —: - —ﬁ(x“()(z;,,;

setzt man nun nach dem Abel’schen Theorem fiir Quadraturen

ff(xl)dxl -|—ff(zc2)dz2—|— . +ff(x#)dx,1:ff(X,)dX1+ - +ff(X:>)de
worin die X mit den z in der bekannten algebraischen Beziehung
stehen, und bezeichnet die den Argumenten X, --- X, entsprechen-
den Werthe von 2z, und 2z, durch Z;l), .. Zl(p ), Z;), .. Zz(” ), so ergiebt

sich offenbar das Abel’sche Theorem eciner jeden linearen Differential-
gleichung erster Ordnung wn der Form

(1) o (A1) (P50 (= )=

— (o) (@ =20 - (20— 27)

Es bedarf keiner weiteren Ausfiihrung, wie das Abel’sche
Theorem sich gestaltet, wenn f f(x)dx nicht ein Integral erster Gattung

ist, indem nur algebraische Functionen oder Exponentialgréssen hin-
zutreten.

Kehren wir wieder zu der oben angestellten Untersuchung zuriick
und nehmen an, die Function F' der Gleichung (69) sei eine rationale,

so wird die Gleichung (75) — sowie es die Untersuchung der ratio-
nalen Beziehungen (33) und (34) ergab — als einzig moglichen Fall
den der rationalen linearen Beziehang

4,2 + 4,

B,z 4+ Bl

b
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liefern; da aber auch ebenso

a2, + a

by 2, + by

sein miisste, und zwischen 2z, und 2, keine algebraische Beziehung
stattfinden darf, so wird # eine in 2, und 2, bilinear gebrochene
Function sein miissen, und wir finden, dass fiir Differentialgleichungen
erster Ordnung, fiir welche das allgemeine Integral eine rational ge-
brochene Function zweier nicht algebraischer particulirer Infegrale, der
unabhiingigen Variabeln und einer willkiirlichen Constanten sein soll,
diese Relation eine in 2, und 2z, bilineare von der Gestalt

L =

M2y 2y M2y Mz, +m
N2 2+ Mz N2+

ist, worin mgy, My, My, M, Ny, Ny, Ny, © 9 Allgemeinen algebraische
Functionen von x sind.

Setzt man nunmehr unter der Voraussetzung, dass die unab-
hiingige Variable x nicht explicite in F'(z,, 2,, ¢) vorkommen soll,

also m,, my, my, m, ny, ny, ny,, » Constanten bedeuten, den eben ge-
fundenen Werth

e — ’ _ myzZtmz myz, +m
(77) ? F(Z“ P C)— ":‘)o;x;z"‘”nzi""”:z:‘l‘”

in die Gleichung (71) ein, so folgt wegen

oF am am Bm 0
e [”05152'}'”151"'”222"'”)( 3; 3152+ - zl+ : 2"“3%)

on, on on. 0
—(my2, 25+ my 2, +m252+m)( a; 22+ 761‘ 2+ 3; 2 -+ 32)]
(n92, 23 + 1, 2 + 192, + n)?

und
oF (myz, 4 m) (my2, + my) — (my 2, + m) (n,2, +my)
0z, oz, 2 +m 2 +my2, +n)° ’
dass
2
/az, d [(ng 2, 4 m) (my 23 + m,) — (my2, + m) (g2, + 1,)]
adﬁ [("ozz +n;) (3m0 2z + aml ) (my 2, +m1)( 3”0 2+ om )]

5 —a
a—b log {zl—b }
ist, worin die Grossen a und b als Wurzeln einer quadratischen
Gleichung algebraisch aus #,,°den m, n und den Differentialquotienten
dieser Grossen nach ¢ genommen zusammengesetzt sind. Bezeichnet
man der Kiirze halber den gesammten Coefficienten des Logarithmus
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auf der rechten Seite der letzten Gleichung durch M, so wird

oF 0b da

02, 3_17_' A= (2, —a) (&, — b) ’
oc

wenn wieder beriicksichtigt wird, dass wegen des geforderten alge-

braischen Charakters der Function f(z, 2,) die logarithmische Trans-
cendente herausfallen, muss, und es wird somit

oF JoF ob Ja
e [ @ ErN i — (8, — a) . (&, — 1) Ern
oF [ 75, \ oF H = a—0b

0z, de
sein, so dass sich, wenn wieder 2, gleich einer numerischen Con-
stanten gesetzt wird,

f(z, ) = ¢ (x)(42° + Bz, + O) + v () Dz, + E)
ergiebt, also die Differentialgleichung erster Ordnung in
d
- =9 (2)(42* + Bz +C) + ¢ () (Dz + E)
iibergeht, worin A4, B, C, D, E Constanten, und ¢ (z) und ¢ (z)
noch beliebige algebraische Functionen von z sind.
Setzen wir nun

Adg(2) = @(2), By(2)+ Dy () = ¥(2),
worin wieder @ (z) und % (z) beliebige algebraische Functionen von
z sind, so wird
9@+ Ev(@) —ad@) + b ¥ (@),
wenn @ und b willkiirliche Constanten bedeuten, und es nimmt somit
die Differentialgleichung erster Ordnung die Form an

(18) - L — @)+ B@) s+ a D)+ P (),
fiir welche charakteristisch ist, dass das von der abhingigen Variabeln
freie Glied eine lineare Zusammensetzung der Coefficienten von 2*
und z ist, und wir erhalten somit den Satz:

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnuny, fiir
welche das allgemeine Integral eine gebrochene rationale Function zweier
particulirer Integrale sein kann, deren Coefficienten wvon einer willkiir-
lichen Comstanten, nicht von der unabhingigen Variabeln abhingen, ist
die durch die Gleichung (18) dargestellte, und zwar ist die DBezielany
dann eine bilineare von der Form (77).

Stellt man nun fiir die Gleichung (78) in der Form

L @)@+ a)+ T@) e+

Konigsherger, Differentialgleich. 7
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die Gleichung (73) auf, so iiberzeugt man sich leicht, dass die Be-
dingung der Integrabilitiit dieser Differentialgleichung nur erfiillt ist,
wenn a = — b?, d. h. die obige Differentialgleichung von der Form ist

(19) - ¥ — D) (2 — 1)+ B@) (e + ),

worin @ (x) und % (z) algebraische Functionen von z bedeuten.
Umgekehrt sieht man aber auch sofort, dass, weil die Gleichung (79)

durch die Substitution z =Zl — b in die lineare Differentialgleichung

erster Ordnung
iffi_ +(¥@) — 2bd§(x)) Z+ @) =0

iibergeht, und diese nach den obigen Ausfithrungen die folgende Be-
ziehung zwischen dem allgemeinen und zwei particuliren Integralen
liefert
Z4=0(Z— %)+ %,

fir die Ditferentialgleichung (79) die entsprechende Relation existirt
28, +b(C+ 1)z — bCz

CF¥ e, —0Cf+b
und es folgt daher der Satz:

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, fiir
welche das allgemeine Integral eine gebrochene rationale Function zweier
particuldirer Integrale sein soll, deren Coefficienten von einer willkiirlichen
Constanten, nicht von der unabhingigen Variabeln abhingen, ist von der
Form

L =

a

L =@ (@ — )+ @) ¢+,

worin b eine willkiirliche Constante bedeutet, und zwar existirt fiir alle
diese Differentialgleichungen in der That eine solche Bezichung in der
Form ciner bilinearen Relation.

Was die allgemeinere quadratische Differentialgleichung erster
Ordnung betrifft,

— 0@ s+ 2@+ @),

so geht dieselbe bekanntlich, wenn
po—= — 1 dlogu
w(x) dz
gesetzt wird, in
Fu o pd o g
@ T dx + Qu=
iiber, worin

P= — (m((:)) +.S2,(x)) Q=0 =)
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ist, und seien zwei particulire Integrale

- ' dw 1 dw
Hh=— 0@ dxr ' 2 o) .dz ?
Uy Uy
withrend das allgemeine Integral durch
du, dw,
1 as
7= @ (x) u, + cu,

dargestellt ist, so folgt
(80) - - z=%z_z§z_;
- bezeichnet man ferner ein dem Werthe der Constanten ¢; entsprechendes
particuldres Integral durch z;, so dass
o mzs e uy g,
wird, so folgt aus (80) und (81) durch Elimination von w, und w,
e p e &5 (2, — 2;) + 2, (23 — 2,)
(82) “3 e (2, — 23) + el —2)
und es st somit fiir jede Differentialgleichung erster Ordnung von der
Form

%i—= w(z) 2+ (z) 2 + = (),

worin o(x), &(x), 7(x) belicbige Functionen von z bedeuten, das allgemeine
- Integral eine rationale gebrochene Function zweiten Grades von drei
particuldren Integralen mit comstanten Coefficienten, die in Bezug auf
Jedes der drei particuliiren Integrale linear ist.

Zu den durch die Gleichung (79) charakterisirten Differential-
gleichungen mag noch bemerkt werden, dass vermoge der Substi-
tution
1

Z=1%%
und nach dem durch die Gleichung (76) dargestellten Abel’schen
Theorem fiir die linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, wenn
z, und z, zwei particulire Integrale der Differentialgleichung (79)
bezeichnen,

1 (2 () (1) (2) ()
xl,xz,....x’,gl ’-zl,...zl,z2,22’...22,

w willkiirliche Werthe der unabhéingigen Variabeln und die dazu ge-
horigen Werthe jener beiden particuliren Integrale bedeuten, endlich

(1) (2) (p) (1) (2) (2)
XI)X2)"'XP7 1 1)"'§17 2 2 52 5 7" 5y

die nach dem Abel’schen Additionstheorem definirten unabhiingigen
Variabeln und die zugehorigen Werthe der beiden particuliren

Integrale vorstellen, das erweiterte Abel’sche Theorem fiir die Differen-
7*
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tialgleichung A
=@ (z) (@ — )+ F(2) (¢« + D)

die Form annimmt

1 o 1 1 o 1 L 1 - 1
N e A N AW e L 2040 g4
—C 1 _ 1 1 _ 1
g+ g+ g+ 40 )

worin C eine Constante bedeutet.

Nachdem wir oben gefunden, dass nur solche in der Form (72)"
enthaltene Differentialgleichungen, welche durch eine - lineare Sub-
stitution aus den linearen Differentialgleichungen erster Ordnung ab-
leitbar sind, die Eigenschaft besitzen, dass das allgemeine Integral.
eine rationale Function zweier particuldrer Integrale und einer will-
kiirlichen Constante ist, liegt es nahe, die Bedingung der Integra-
bilitat der Differentialgleichung (73) iiberhaupt zu untersuchen, um
die Moglichkeit von Beziehungen der Form (69) festzustellen. Die
Integrabilititsbedingung lautet, wenn wir der bequemeren Schreib-
weise wegen die Variabeln #, 2,, 2, durch z, y, # und die Functionen
¢, und ¥, durch ¢ und ¥ ersetzen:

[9@v®)—o®)¥@)] [¢ W) ¥ —9@ ¥ H) 9@ ¥ @) +¢@v@)]
+ (o) ¥()—9@r®) | [¢ @) v(@) 9@V @) —9@¥ ®)+¢ 1)¥@)]
+ [9@ v@)—9@¥(®)] [¢ @) v —eW) ¥ @) o) ¥ ()~ ()¥@H)]| =0
oder, wie leicht zu sehen,
9@ v@)—9@v@]|[¢ vy — ¥ @) 9¥)]
+ o) ¥ @ — 9@ +@)]|[¢ @ () — ¥ @ 9]
+e@vH) — oW v@][¥@) v@) — ¥ (@ 9@)] =0,

oder endlich, indem wir diese Gleichung als Differentialgleichung
in ¢ (y) als Function von y auffassen, wobei x und 2z als Parameter
zu betrachten sind,

v, P
@ (y)—"P(:‘/)I:w(y) 11’(1‘/)] Qy
WOI'lIJ.

p_ @ (9 @) () — v () 9 ()] — v () [ (@)@ — ¢ () 9 @)]
P @) P @) — v @ @)
0 — 2@ [P@OvE—v @@ —9@)[¢ @) v @ —¢ @) o@)]
’ P @) YE) — v @) @)
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Die Integration der obigen Differentialgleichung liefert

) =Ry (y)e flP(y) + Qw(y)ef"’f./) / f‘//(Jr it A

w(y) !

worin R eine willkiirliche Function von z und z ist, oder
ay

00 = B () S50 — £ v )

Nun sollen aber ¢ (y) und v (y) algebraische Functionen von y

sein, es kann also entweder B =0, also ¢ (y) = T - ¢ (y) sein, oder
ay_

es ist e/ Y@ eine algebraische Function von y, d. h. es ist

¥ (y) =Tk)§m’ wenn yx(y) eine algebraische Function bedeutet,
dy
und daher
_Rp_ 1@ e 1
W) =L g0 ~ P dlogzm)
dy dy

im ersten Falle geht die Differentialgleichung (72) in

d_z = @ (z) Ty, (2) + ¥ (z) ¥, (¢),

d. h. in

(A4) - w"’(z) = U(#) dz

iiber, worin U eine algebraische Function von x darstellt, im zweiten
Falle nimmt jene Differentialgleichung die Form an

ds Ry (! Q 20 ¥ (®) 1 ()
= 9@ [ @& P "d::(z)‘} T a0
dz Tdz dz

in welcher P wegen des algebraischen Charakters der vorher mit @ (y)
bezeichneten Function eine rationale constante Zahl sein muss, oder

d d
B)---- %P G2 = 0@ 1 () + P() 1(2).

wenn @ (z) und ¥ (x) wieder algebraische Functionen von x bedeuten.
Was nun die Gleichung (A) angeht, so liefert diese den schon friiher
behandelten Fall der Quadraturen, andererseits ist aus (B) unmittel-
bar zu erkennen, dass die Substitution y(2) = Z dieselbe in

az

1z = @@) 28t + W (a) Z,
oder wenn Z—% = ¢ gesetzt wird, in

2 4 PT@)t=— PO (2)

tiberfilhrt, und da fir die letztere, wenn ¢ und ¢, zwei particulire
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Integrale bedeuten, wie oben gezeigt worden,
§=C(§1'—§2)+ &
ist, so wird dem entsprechend
7 =04~ 2" + 27"
sein, und daher, da y(¢) = Z die algebraische Beziehung zwischen z
und Z darstellte, die zwischen dem allgemeinen und zwei particuliren
Integralen der Gleichung (B) bestehende algebraische Beziehung
1@ " =Clx(a) F—2(@) 1+ 2()~"
sein; jedenfalls ist diese zweite Gattung von Differentialgleichungen
aus der linearen erster Ordnung durch eine algebraische Substitution
fiir die abhiingige Variable, welche die unabhingige Variable nicht
enthdlt, abgeleitet, und umgekehrt versteht es sich von selbst, dass
zwischen dem allgemeinen und zwei particuliren Integralen einer durch
eine algebraische Substitution aus der linearen Differentialgleichung
erster Ordnung abgeleiteten Differentialgleichung ein algebraischer
Zusammenhang stattfinden wird, so dass wir den nachstehenden Satz
erhalten:

Die einzige Klasse derjenigen Differentialgleichungen erster Ordnung,
fiir welche das allgemeine Integral eine algebraische Function zweier
particuldrer Integrale wnd einer willkiirlichen Constanten ist, in welche
die unabhingige Variable wicht eintritt, ist die der linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung und der durch algebraische Substitution aus
diesen abgeleiteten. ,

Bevor wir nun zur Aufstellung der allgemeinen Form des er-
weiterten Abel’schen Theorems fiir beliebige homogene lineare
Differentialgleichungen iibergehen, mogen noch einige Bemerkungen
iiber die Eigenschaft solcher Relationen vorausgeschickt werden.

Es ist bekannt, dass, wihrend die elliptische Function sinam u
ein Additionstheorem besitzt, vermoge dessen sich sinam (w -+ v) al-
gebraisch durch sinamu und sinamv ausdriicken lisst, der Funda-
mentaltranscendenten der elliptischen Functionen, der &-Function,
kein solches Additionstheorem zukommt, und man kann die Unméglich-
keit des Bestehens eines solchen unmittelbar einsehen, da, wenn z. B.

B (u+0) =F {9, (w), 9 ()}
wiire, worin I’ eine algebraische Function bedeutet, die rechte Seite
tiir alle Werthe von v, welche &, (v) = O machen, nur eine endliche
Anzahl verschiedener Werthe annehmen konnte, wihrend diese Werthe
v=m -+ nt, worin v den 9-Modul bedeutet, der linken Scite die
unendlich vielen verschiedenen Werthe
B (w4 m 4 nr) = (— Lymtn g "CTIT g ()

geben wiirden.
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Ebenso ist leicht einzusehen, wesshalb fiir Abel’sche Integrale
erster Gattung, deren Geschlecht p > 1, sich nicht die Summe be-
liebig vieler mit willkiirlichen Grenzen stets zu einem solchen Inte-
grale vereinigen lisst, da, wenn

1 Za ’f;t .Z
Jydz—l—jydz—l—]ydz+ ---=Jydz

wire, fiir fest angenommene Integrationswege auf der linken Seite
der Gleichung diese ganze linke Seite einen fest bestimmten Werth
haben wiirde, der jedoch fiir Z noch nichts bestimmen wiirde, da Z
bekanntlich keine Function des Integralwerthes von endlicher Viel-
deutigkeit ist. Vielmehr ldsst sich eine beliebige Anzahl solcher
Integrale stets zu p gleichartigen zusammenfassen, deren obere Grenzen
Losungen einer algebraischen Gleichung sind, deren Coefficienten
rational aus den Grenzen der gegebenen Integrale und der zu ihnen
gehorigen algebraischen Irrationalititen zusammengesetzt sind, und
dieselbe Beziehung findet dann fiir jedes zu dieser algebréischen
Irrationalitit gehorige Integral erster Gattung statt. Ferner weiss
man aber auch, dass, um als Beispiel die hyperelliptischen Functionen
erster Ordnung herauszugreifen, fiir die eindeutigen Umkehrungs-
functionen des Systems

Zy

VR(z) +fVR(z> =

o zdz *2dz
VE® +,/ VE®

Additionstheoreme von der Form bestehen:

aly (u,+ vy, u 4 vy) = F, {al, (uy,u5), aly (v,,0,),al, (u,,u,),al, (v, v,)}
aly (”1+’”1;'“2+”2)— {al, (uy, u5), aly (v, ), aly(uy, u5), aly(vy,0,) |,

worin F, und F, algebraische Functionen der eingeschlossenen Grissen
bedeuten, und man kann unmittelbar einsehen, dass al, (u, 4+ v,, u, 4+ v,)
sich nicht etwa nur durch eine Function fiir die beiden Argumenten-
paare algebraisch wird ausdriicken lassen; denn wire

aly (u, 4 v;, uy + vy) = [ {al; (uy, uy), al, (v;, v,)},
so wiirde man, #hnlich wie es oben fiir die &-Function geschehen,
nur eine endliche Anzahl verschiedener Werthe fiir die rechte Seite
der Gleichung erhalten, wenn man al, (v;, v,) = a setzt, worin «
eine fest gewihlte Constante bedeutet, wihrend die linke Seite wieder
unendlich viele Werthe annimmt; es miissen somit in das Abel’sche
Theorem zwei selbstindige Functionen eintreten, wie wir es schon
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oben fiir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung gefunden
haben.

Sehen wir nun von der Form des Abel’schen Theorems als
einem Additionstheoreme ab und betrachten fiir zwei Functionen
zweier Variabeln f; (u, v), f, (u, v) das Abel’sche Theorem in der
Gestalt

@) - £y (o (s 01), ¥y (U, 0) ) =
F [y (uy, ), f (g, %), i (V15 02), fo (25 05)]
() -+ fo { g (uy, 01), Yy (g, 0y)} =
= Fy[fy (uy, u3), f5 (uys ), f1 (01, v3), fo (01, 93)],

worin @, @,, ¥,, ¥, algebraische Functionen bedeuten sollen, so folgt
aus der ersten dieser beiden Gleichungen (a), wenn dieselbe nach u,
und v, differentiirt und aus diesen so entstehenden Gleichungen
ofy (@1, ¥y)
o,
Parameter betrachtet werden sollen, eine Gleichung von der Form

eliminirt wird, wobel v, und v, nunmehr als constante

al 12 2 52 12 2 *
(A) - D { h (gulu) ) h (auulu) ’ fl(“u'“2);’!22(“1’“2);u1;“2}=0;

und ebenso, wenn jene erste Gleichung nach u, und v, differentiirt
wird,
of, (uy, u)) 0f, (u,, u, .
(B) .- {‘Ja;z =, 1(6':42 1))f1 (41, Us), 702('“17“2))“17'“2} =0;
genau so aus der Gleichung (b)
\ of, (u,, u, of, (u, , u, . .
©) - @, { ' (5;1 2 ) (8121 ) NACANACR R “2} =0

Ofy (uy, ) Ofy (g, ) .
D) - ¥, { ' a;z =, du, RGN ACTUN IR “2} =0.
Fasst man nun in den Gleichungen (A) und (C) die Grosse u,
als Parameter auf, so wird man, nachdem jede derselben nach wu,

differentiirt ist, aus den so erhaltenen 4 Gleichungen die Grossen

. ofy (u,, u, %y (uy , u, C . v v
s (g, %), £ é;’ 2) s f‘a(u‘; 2] eliminiren konnen und erhilt
1 1

somit fiir dic den Gleichungen des Abel’schen Theorems (a) und (b) unter-
worfene Function f,(u;, u,) das Resultat, dass dieselbe als Function
von u; aufyefasst, eimer Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen
muss.  So folgen aus dem oben hingeschriebenen System hyper-
elliptischer Integrale unmittelbar die Beziehungen

02, 1 02, 1 0%, 2, 02, 2,

T VG T om yrey  om yEG) T ow vEG) O
oder
05 _ uVR@) 0z, _ 4 VE(®)
AaVEGE)

— )
0, 2 — 2, ou, 2, — 2,




§ 9. Untersuchungen iiber das erweiterte Abel'sche Theorem etc. 105

und hieraus durch Differentiation der ersten Gleichung nach w, und

Elimination von g,

fir 2, als Function von wu, aufgefasst. Dass diese letztere die
Variable u; nicht explicite enthilt, sieht man unmittelbar aus der
Form der Gleichungen, und es ist klar, dass dies stets der Fall sein
wird, wenn in den Gleichungen (a) und (b) die Functionen ¢, (u,, v,),
@y (w0, ), ¥, (g, v,), ¥, (4y, v,) lineare Functionen ihrer Variabeln
sind, also das Abel’sche Theorem ein Additionstheorem ist, da
nur die Differentialquotienten der ¢- und ¢-Functionen, welche in
diesem Falle Constanten sind, in die differentiirten Gleichungen (a)
und (b) eintreten, wie es in der That oben bei den hyperelliptischen
Functionen der Fall war. Schon aus diesem letzteren Umstande
konnte man, wenn man die Umkehrungsfunctionen der particuliren
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung zu Hiilfe nehmen wollte, schliessen, dass ein Abel’sches
Theorem, welches zu p = 2 gehirt, nie die linearc Form
() - A Z+ A, 7,4 ay+ a2+ a2, + azzy - - =0
haben kann, wenn z,, 2,, 2,, ---- die Werthe ein und desselben parti-
culdiven Integrales einer homogenen irreductibeln linearen Differential-
gleichuny zweiter Ordnung mit variablen Cocefficienten fiir die unablhingigen
Variabeln x,, x,, x5, - -+, Z, und Z, die Werthe desselben particuliiren
Integrales fiir die Variabeln X, und X, bedeuter, welche alyebraisch
von Ty, %y, Xy, - - abhdngen und endlich a,, a,, a,,--- 4, A, al-
gebraische Functionen der Variabeln vorstellen, ein Abel’sches Theorem,
wie es z. B. fiir Abel’sche Integrale erster Gattung, welche zum
Gebchlecht p = 2 gehoren, in der That durch die Form
Zv+ Zy—2,—2y— 28— - =0

gegeben ist. Man kann diesen Satz aber auch direct beweisen, doch
wollen wir, da das Resultat nur ein negatives ist, den Gang des
Beweises nur kurz skizziren: substituirt man némlich in Gleichung (m)
statt 2, w,2,, wo u, eine willkiirliche Constante bedeutet, so wird
man nach dem Satze I des § 5 Z, durch m,Z, + m,' Z und Z, durch
1, Zy+ nZ, zu ersetzen haben, wenn Z, und Z, Z, und Z, die
Werthe der beiden particuliren Fundamentalintegrale der gegebenen
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die resp. Argumente
X, und X, sind, und ihnlich, wenn z, durch g,z,, und z; durch pyz,
ersetzt Werden so dass man aus (m) die vier Beziehungen herleitet:

0-4,2'+1-4,2,+ 0- 4,2 + (A4, Z, + ay + a,2, + ay2, + ay2, +
m A, 2+ Ay Z, +n A, 2+ (my Ay Zy - ag+ wyay 2+ g2+ a2+
my Ay 2+ ny Ay Z, + ny A, Z) 4 (my A, Z, + ag+ a, 2, + pya,z,~+ azz,+

m A, 2 +n, 4,2, + ng A, Z) + (my A, Z, + a,+ a2+ ay 2, + P‘saazs'l'

) =0

)=
)
)

0
0
0.
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Betrachtet man dieselben als ein System linearer Gleichungen
in den Grossen 4,7/, A,Z,, A,Z, und 1, so muss die Determinante
verschwinden, und da diese wiederum eine lineare Function in
Zy, 2, &, 23, -+ sein wiirde, andererseits aber, wie vorher gezeigt
worden, ein Abel’sches Theorem mit der festen Zahl p =1 nicht
existirt, so miissen die Coefficienten der einzelnen Grossen verschwin-
den, und somit,

01 0 1 0101 010 1
my ngon omy =0, |m n n w|=0, |m nn’ 1|=0,
my n, ny m, my ny, ny 1 my ny My @y
mg N 1y My mg ny ny 1 msy ng ng 1
r0 1 01 |0 1 01
m mon’ 1|=0, \m’ nn" 1 =0
’ ’ ’ ’ |
my, n, 0, 1 my Ny ny, 1]
, ’ ’ ’ |
mg ng Ny g |mg ng ny 1

sein, woraus wiederum leicht vermoge der Willkiirlichkeit von u,, g, g,

Im,” n, n| my ny' — my 0, =0

my ny ny | =0, m ny—mn' =0
(g’ mg ng | my ny — my n, =0

geschlossen wird. Bemerkt man nun, dass aus diesen Bedingungen

m,’ m,’ m, .. I
folgt, dass ":' = nj = ”: von den Grossen g,, u,, us unabhingige

numerische Constanten sind, und geht wieder zu den vier oben auf-
gestellten linearen Beziehungen zuriick, so sieht man, wenn z B.
aus der zweiten und dritten Z, eliminirt und das Resultat mit einer
der anderen beiden Gleichungen zusammengestellt wird, dass jene
Gleichungen nicht mit der Annahme der Willkiirlichkeit der Grossen
W, Wg, Wy vereinbar sind.

Nachdem wir oben gesehen, dass schon bei den Differential-
gleichungen erster Ordnung zwei particuldre Integrale in das Abel’sche
Theorem eintraten, wollen wir nun zum Schlusse dieser Untersuchungen
die Frage erortern, welches die Form des Abel’schen Theorems fiir
alle homogenen linearen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung
sein muss oder welches die allgemeinste Form einer algebraischen
Beziehung zwischen particuliren Integralen derselben fiir algebraisch
von einander abhingige Werthe der unabhingigen Variabeln ist.

Sei die lineare Differentialgleichung m** Ordnung

. i z z
(83)_3_‘”%_'_% —dT’Z:T"_:T + +ym—1—j_x‘+ym =0

vorgelegt, in welcher ¥,, y,, « - + ¥n irreductible algebraische Functionen

’

dm—l
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bedeuten sollen, seien ferner z,, 2, - - - 2, m particulire Fundamental-
integrale derselben, und mogen die Werthe von z, fiir die Argumente
Lyy Byy v Bey Xy Xoy -+ Xp mib 21, 200, -+ 2o, Zg1, Zya, ++ - Ly
bezeichnet werden, wobei X, X, - - - X, algebraisch von z,, z,, - - - @,
abhéingen, so soll die Form einer algebraischen Beziehung, die zwischen
den particuliren Integralen fiir die angegebenen Argumente statt-
findet, ,
(84) - - F(?u» Ba1y * " Amiy Lyyy Lygy v Ziapy Lyyy Lagy v Ly,
Zml; Zm27 o Zmp) = 0;
in deren Bezeichnung wir die Werthe der Integrale fiir die unabhingigen
Variabeln x,, z,, - - 2, nicht aufgenommen haben, niher untersucht wer-
den. Machen wir nun die Annahme, dass das Integral 2, nicht schon
einer Differentialgleichung von niederer Ordnung als der m*® Geniige
leistet, so folgt aus dem Satze I des § 5 von der Erhaltung der alge-
braischen Beziehung, dass, wenn statt 2, resp. 2,,, #;,, * * Zu1 gesetzt
werden, die Gleichung (84) bestehen bleibt, wenn man nur statt Z, ,und z,.,

alQZlQ + 2o Z2g + R amQZmQ und b11 2y + bzl 251 + o + D121
substituirt, so dass sich m Gleichungen ergeben, aus denen sich
Zi1s %315 *+ * Zn1 10 der Form darstellen lassen

311 = ¢1 (Zu) Z12’ b Z]z:; Zg[; Zzz, M Z2p7 M Zmla Zmz, -t Zmp)
(85) 2y =Py (4yy, Zyyy -+ Zayy Zayys Ziggy Zaps * * Lty L2’ -+ Zup)

2ur=Qu(Zy1; Ly, - Znpy Loy, Zipss~* Lapy* * Lty Zinz, - - Zinp)-
Setzt man in einer dieser Gleichungen

(86) T Bl = @ (Zu; Zm o Zlm Zzu :Z22; o Z2p: ° Zml; Zm2: . Zmp)
o Zo1 statt 2,1, so wird man wieder statt Z;

(@) (@) ()

Mg Z1(; + my, Z2y + - +my:,~r Zmp’
zu substituiren haben, und erhilt somit
(87) I'L(’z(’lz(p@(,'n(ll]). le + te —I_ mirlt)l Zml’ o m(lli;) le + oo + /'nr(l'zlzzmp)’
und daher aus (86) und (87) die Beziehung

1) (1) (m) (m)
(88) q)(’(mll le + e + m’leml’ U mlp le+ Tt + mm;z Zmp)
= 0@ (Zis, -+ Zigy - Zimsy* L)

in welcher g, eine willkiirliche Constante und die Grossen 77@&7; von
dieser abhingige Constanten bedeuten.

Nimmt man nun an, dass die der Untersuchung zu Grunde ge-
legte Gleichung (84) eine algebraische Beziehung zwischen den par-
ticuliren Integralen der linearen Differentialgleichung fiir die kleinste
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Anzahl p + 1 algebraisch von einander abhdngiger Argumente liefern
soll, oder dass nicht schon zwischen den particuliren Integralen fiir
die Argumente X, X, --- X, eine algebraische Beziehung bestehen
soll, so wird die Gleichung (88) eine identische sein miissen und
daher fiir willkiirliche Werthe der Z,; und beliebige Werthe von g,
giiltig sein. Bezeichnet man nun der Kiirze halber die Argumente
der auf der linken Seite der Gleichung (88) befindlichen ¢-Function
mit
Il: 'II_U -+ My, I2’ 1L, - - M27 e Ip; IL‘U e MP

und die zugehorige @-Function durch @,, so folgt durch Differen-
tiation der Gleichung (88) nach Z,,, -+ Zn1, -+ Z1p, -+ Lmp

45 0, atp
(1) " (2) ()
"o oI mau +"'+mloaM,““"az
o, 0P 0P ¢

D Z @ % (m) e 9P

(89) -+ M2 71" + ™o 51T, Ty, Gy = e 02y,
8@ o 0P o9

(1) 2) () (ne) Q 4

L _37_ m 5T 011, e + LW gjn = U aZ ’

und wenn man (88) nach p, differentiirt

» n (1) (1) (1)
((N)) o 2 od"a 7., dmm 1 Z. d dmma
- ol d“’@ mo dpg

~ () (m) (m)
o dm b mg dmno
+9MQH(ZM duy T B gyt A L gy | (=9

o

Die aus dem Gleichungssystem (89) sich ergebenden Werthe fiir
i o,

‘
0

oI, oI liefern in (90) eingesetzt die Beziehung

» 3q,n
91) -+ - Z{az;‘; (@2 Z,, + ay) Z, 4 - + &, Zuia)

1
- 09 S
+ fafzf; (a‘fi, Z, a2+ a2,
+
(m) a™ m)
+ 34 ( Z 20Z2n + +amaZm¢r)}=q7('-’

worin die a von g, abhiéingige Constanten bedeuten, somit eine lineare
partielje Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung von g,.
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Bekanntlich reducirt sich die Integration dieser partiellen Differen-
tialgleichung auf die Integration des Systems totaler Differential-

gleichungen
92 d(p(’ J— lel _— . d7m1
(92) - % Pz 4. 44z _”'_a‘""z-}- +d™ 7
¢ 11 “n w1 Zom 11 m1 “m1
N az, aZ,s
=W (1) =T T, . 7
G Zipt - a2, Uy L+ -+, 7
J— leP o . ddmp
- (1) Dz T g m
+ + mp mp alp /;11;+ o + amp Amp
oder mit Hiilfe einer Vanabeln u auf das System
' az
1o 1) (1)
G =% A -|- a, 2 .

(93) ceee 0 dZ, (m) ()
dw =a10'Z10+ e + am(IZm(I

dg
e
du P
Bezeichnet man die Losungen der Gleichung
(1) (l) Q) !
la - '”a 20’ o T ama
(2) (2) (2) —
2P 26 s T g =0
(m) (m) (m)
aln a’2o‘ e a'ma Ve
mit 2", 1/(:), < 1/5:"), und bestimmt eine Reihe von Grossen A als

Losungen des Systems linearer Gleichungen

o 1 (¢ (‘)’
(a) — 29) 49 + ofy 49 + -- +a,,m 47, =0

no

@ 40 @ (@) 4@ 49 _
oA () A 4l A8, =0

7" o

(m) 4(0) (m) ()] (m) (q) 9
a"™ A ot 49 . +( )A =0,

m (7

so ergeben sich bekanntlich fiir das System der Differentialgleichungen
(93) die Integrale
(1) @ (m)
Zla—c +caA1(r 0 + ”+Cmu‘A a

1 2 ) (™)
Z  =c A2 ”n“—l—caA() +---+cm,,Agf,e”

mao

(m),,

P =cCc*,
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oder
(m)

7 = A(l) 939 1’571) A(Z) ("l) Yo
16— bio 410 ¢ + 20 + +Cm(i c

f;l) ® ,,0 ® (m)
— 1) @ 4 ce ) [ Po
Z 1 ‘Am ( ) + c2aAma(T> + + CmaAma( P )

Da nun diese Gleichungen, nach den ¢, aufgelost, Ausdriicke

von der Form liefern
1,(2) -

o= {BOLZ B At B2

worin die B wiederum Constanten bedeuten, so wird das allgemeine
Integral der partiellen Differentialgleichung (91), wenn @, der Gleichung
(86) gemiiss durch z,, ersetzt wird, durch die Beziehung gegeben sein

(94)....['{ —"gl)(B(l)Z + B(l Z, +- —I—B(I)Z ),

mlTml

o (B“)Z +B‘2)Z +----|—B‘2)Z )

(D)
2;—11’1 (B(IT)Z 4 +B£;"1)Zm1)
)
P (Bilp)le-l- ........... + ng mp)
_ () m - .
G n (BUZ, Ao + Bfn,’,Z,,.p)} —o,

worin F' eine willkiirliche Function bezeichnet, und die Grossen B
von den anderen unabhingigen Variabeln z,,--- 2, und den zu-
gehorigen Integralen algebraisch abhidngen. Dies wird somit die
allgemeinste Form der Gleichung (86) sein, welche den Gleichungen (85)
gemdss ein Element des erweiterten Abel’schen Theorems fiir eine alge-
braische Beziehung zwischen den particuliiren Integralen einer homogenen
linearen Differentialgleichung mit algebraisch unter einander verbundenen
Argumenten bildet.

Gehen wir nun ein wenig néher auf die linearen homogenen Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung ein; es war im § 3 gezeigt worden,
dass, wenn solche Differentialgleichungen reductibel sind, entweder
zwischen zwei Fundamentalintegralen eine algebraische Beziehung
stattfindet — worin der Fall, dass die Integrale selbst algebraisch
sind, eingeschlossen ist — oder dass dieselben eine lineare Differen-
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tialgleichung erster Ordnung als Integral besitzen, und zwar dann
auch stets ein Integral von der Form

eftp(z)d:c’

worin @(z) eine algebraische Function bedeutet; ist nun dieses letztere
der Fall, so erkennt man sofort die Form des Abel’schen Theorems
fiir zwei transcendente particulire Fundamentalintegrale z, und z,
der reductibeln Differentialgleichung zweiter Ordnung. Denn, da fiir
zwei bestimmte constante Werthe o und b
a2, + bay = P

ist, so folgt vermdge des Abel’schen Theorems der rechten Seite
dieser Gleichung, wenn z. B. vorausgesetzt wird, dass f o (z)dx ein

Integral erster Gattung vom Geschlechte p ist, in bekannten Be-
zeichnungen

(094 V) 02+ 1) - (o + )
=@z’ +02Y) - (a2 +bZ7);
so hat z B. die Differentialgleichung
d*z P dz 1 Pz —0
a5 T ’dj,;—( + P)z=0,

in welcher P eine beliebige algebraische Function bedeutet, die bei-
den Fundamentalintegrale

2 = e’fe_ﬁp"'m’ dz und 2z, =— e’fe_ﬁp+2)d’” dz + e,
und das fiir diese geltende Abel’sche Theorem lautet
0+ AV 4 ) e () =zt 2,
X=uz 42+ -+ 2z

4 + 2y =€,
also ¢* selbst ein Integral jener Differentialgleichung ist. Stehen da-
gegen zwei particulire Fundamentalintegrale in algebraischer Relation

(95) MR Y =f(£l), zl))
so folgt einerseits aus der bekannten Beziehung

2 4 (zg) — ce—fl’dw

! dz \'z,

‘wenn

ist, da

die Gleichung
of of dz, dz, | —frax
(96) -+ &g+ 215, G — gy = ¢ )
in welcher ¢, eine bestimmte, den in Frage stehenden 2z, und 2, zu-
gehorige .Constante bedeutet, andererseits fiihrt die Bedingung, dass
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z, und 2z, durch die Beziehung (95) mit einander verbunden sind,
wie schon aus der Gleichung (18) des § 3 gefolgert wurde, auf
die Beziehung

of (dz \* |, o, O dg o
CORME _1(7{) +2 0x0z dz + ox?

0 0
— Qa5 + P+ or=0;
da nun die beiden Gleichungen (96) und (97) zu gleicher Zeit statt-

finden miissen, so wird man den Werth von % aus (96) in (97)

einsetzen konnen und auf diese Weise eine Gleichung erhalten
(98) -+ Flx, 2, /") =0

Vor allem ist klar, dass diese Gleichung, vorausgesetzt, dass P
nicht das logarithmische Differential einer algebraischen Function ist,

nicht eine in der Transcendenten ¢ /7%* identische Gleichung sein
kann; denn es folgt, wie man durch Ausfithrung der Elimination un-
mittelbar sieht, dass das Verschwinden der Coefficienten von

e—2de.1: und e—ﬁ’d:v’

wenn #z, selbst als nicht algebraisch vorausgesetzt wird, die Gleichungen
nach sich zieht,
o*f 0 o f

95% ' 0moz

=O’

d. h. es wire 768{1 eine Constante, und jene algebraische Relation
“1

von der Form

2, =A4z + B,

worin A eine Constante und I eine algebraische Function von x ist;
dies kann aber nicht sein, da dann auch B ein Integral wire, und
die Differentialgleichung somit ein algebraisches Integral hitte, welcher
Fall ausgeschlossen werden soll; es kann somit (98) keine in der
Transcendenten identische Gleichung sein, sondern wird die Form
annehmen

cIrE — F,(z, 2,),

worin F, eine algebraische Function bedeutet, und hieraus folgt
offenbar wieder ein Abel’sches Theorem von der Gestalt

Fy(z,, 2) Fy(zs, &) F, (24, &) = F, (X, 2,7) - Fy(X,, Z217).

Es war nun oben die Annahme gemacht worden, dass P nicht
das logarithmische Differential einer algebraischen Function ¢ (z)

sein sollte, in welchem Falle die Transcendente ST — @ (z) wiirde;
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wire dies der Fall, so gincre die Gleichung (96) in
(CL)RERERA 6.2: + 2 g;l‘ 031: deI = ¢ 9(z)

iiber, und es fragt sich, was aus (98) und (99) fiir das Abel’sche
Theorem gefolgert werden kann. Wir wollen jedoch bei dieser Ge-
legenheit die Frage allgemein erdrtern, was man aus der Annahme,
dass zwischen zwei particuldren, nicht algebraischen Integralen einer
homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung eine alge-
braische Beziehung stattfindet, schliessen kann — eine Untersuchung,
welche die am Ende des § 3 angestellte ergiinzt — und erst dann
wieder auf das vorliegende Problem zuriickkommen.

Nehmen wir also an, es bestehe zwischen #, und 2z, eine alge-
braische Gleichung

an=[(z, 2),

so dass z,, wie oben gezeigt worden, der Differentialgleichung erster
Ordnung geniigt

a2f dzl dzl a2f f
322(—_)+29xazl v T e — €Ay, +P +Qf‘=0

so war friiher bewiesen worden, dass, wenn eine Dlﬁ’erentlalglelchung
zweiter Ordnung mit einer in Bezug auf den ersten Differential-
‘quotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung erster Ordnung
ein nicht algebraisches Integral gemein hat, diese letztere ein alge-
braisches Integral der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung
- ist; denken wir uns also die obige Difterentialgleichung erster Ordnung

in Bezug auf z und 2, rational gemacht, so wird ein in Bezug auf

g—; algebraisch irreductibeler Factor, weil derselbe durch z = 2, be-

friedigt wird, alle Integrale mit der Differentialgleichung zweiter
Ordnung gemein haben, alle seine Integrale werden also die Form haben
Z =% + W2y,
worin u, und w, von einer willkiirlichen Constanten abhiingige con-
stante Parameter sind; da nun ferner zwischen einem Integrale z,
der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und
dem nicht algebraischen Integrale z der in Bezug auf den ersten
Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung
erster Ordnung der oben angenommene algebraische Zusammenhang
stattfindet, so muss derselbe nach dem Satze I des § 5 erhalten
bleiben, wenn statt 2z, ein willkiirliches Integral der Differential-
gleichung erster Ordnung und statt 2, ein passendes derjenigen zweiter
Ordnung substituirt wird. Es folgt also die Beziehung
myay + myzy =f(z, w2 + Ue2y)

Konigsberger, Differentialgleich. 8
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oder

f(-”; w2+ wf(z, zl)) =m2 + myf (z, 2),
worin u,, p,, m,, m, bestimmte Functionen einer willkiirlichen Con-
stanten 4 sind. Die Differentiation dieser Gleichung nach 2z, und 4
— und diese ist erlaubt, weil jene Gleichultg 2, nicht als alge-
braische Function von z der Voraussetzung nach ergeben darf, also
in dieser Grosse 2, identisch sein muss — liefert die beiden Gleichungen

of (%, w2 + wf (@, 2,)) of @, 2) \ of (@, 2)
(e A+ @, 2) ( vt —371—) =my o=

8f(m, w2+, f, Zl)) du, do,
el O R NICEOE

d l d 2
=& -+ f(, 2) ;’; ;
woraus sich durch Division unmlttelba.r ergiebt
Af (@, 2) L 4 oy KGO, 2) + Day =0,

worin 4, B, C, D Constanten bedeuten, und diese Gleichung kann,
da sie fiir jedes #, bestehen muss, als eine Differentialgleichung in
der unabhiingigen Variabeln 2z, und der abhingigen f(z, 2,) = Z,
von der Form aufgefasst werden
dZ,(AZ, + Bz) + dz(0Z, + D2z) =0,
worin jeddch Z, eine algebraische Function von 2, sein soll.
Das Integral dieser homogenen Differentialgleichung erster Ordnung
ist bekanntlich, wenn Z, = z,u gesetzt wird,
* Au 4+ B)dw
log 2, +j Au (+ (B++ C?')u ¥D =69
worin ¢ eine von #, und u unabhingige, aber noch von x abhingige
Grosse bedeutet, oder wie unmittelbar zu sehen,
u
.
v g
(w—pH—"
worin «, 8, w, » Constanten, % von z abhingig ist, oder endlich,

Z .
da w = z: und Z, = f(z, #,) = 2, ist,

(100) - - - -
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Ohne nun auf die Functionalgleichung zuriickzugehen und weitere
Bedingungen fiir die in der zuletzt gefundenen Form vorkommenden
Constanten zu ermitteln, konnen wir unmittelbar folgern, dass, wenn
wir statt von der Beziehung sz, = f(z, #,) auszugehen, die inverse
Beziehung 2, = F'(z, 2,) zu Grunde gelegt hitten, wir zu dem Aus-

drucke gelangt wiren

(i _ )m—n
2, k

n 72. ’
; m—n
G
2,

worin wiederum a, b,.m, » Constanten und % von x abhingig ist.
Da nun aus der zweiten Gleichung folgt

m
(z2 1)7}"—" i n
2, @ AT
(101) oo =B =k P
(ig__ _ i)m—'n . am—'n
2, b

so wird diese Beziehung, da #, und 2, nicht algebraische Functionen
von z sein sollen, mit (100) identisch sein miissen, und es ergiebt

sich somit
v

a=%, b=%, m=u, n=v, k=—ux ﬁ#:w
Patnid
Da die Beziehung zwischen #, und 2, eine algebraische sein soll,
'so werden M_‘iv und P:V rationale Zahlen sein miissen, wobei offen-
bar w und » als ganze Zahlen betrachtet werden kinnen; da aber

w v
w—v u—v

=1,

so folgt, dass, wenn M—i—v = 1 gesetzt wird, die obige Beziehung in

2. l+1
(-,
e =
(-9
oder in
(2, — ez, ) T2
102).... &B—exn) "
( ) (zs_ﬁzl)l

iibergeht, worin 2 eine rationale Zahl und % eine algebraische Function
von z bedeutet. Hat die Gleichung A+ (B 4+ C)u+ D=0

zwei gleiche Losungen, so iiberzeugt man sich unmittelbar, dass das
. 8%
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Integral der oben aufgestellten Differentialgleichung in # und % nur
dann auf eine algebraische Beziehung fiihrt, wenn B = C ist, und
dann lautet die gesuchte Beziehung zwischen 2, und 2,

2y — 02 =%
und wire somit in der obigen fiir § = « enthalten. Ist endlich
A =0, so geht die obige Gleichung in
o8 5+ [ g =

iiber, welche somit, wie unmittelbar zu sehen, die Beziehung liefert

(% + a)) = wel™,

worin wieder ¢ eine rationale Zahl und % eine algebraische Function
von x sein wird¥); aber auch diese Beziehung kann man als in
der Form (102) enthalten betrachten, wenn man in jener § = oo,
A+41=p und » statt (—p)¢—'x setzt, — so dass die Beziehung (102)
die einzig mogliche algebraische Beziehung zwischen zwei particuldren
Integralen einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
liefert, vorausgesetst, dass diese Integrale nicht selbst algebraische Functionen
sind.

Wir kehren nun nach Feststellung der allgemeinen algebraischen
Relation (102) zwischen 2, und 2z, wieder zur Herleitung des fiir
diesen Fall einer reductibeln linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung geltenden Abel’schen Theorems zuriick, das jedoch nur
fiir den Fall noch zu entwickeln war, in welchem

P— d 103 : (x)
und @ (z) eine algebraische Function von 2z ist. Da aber in der
Beziehung (102) die Grossen
By — a8y =Ly, 24— Pz =12
wieder particulire Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung
sind, weil « und B Constanten bedeuten, jene Beziehung also in die
Form gesetzt werden kann
zkt

— = %,

Z

*) Ist A=0, D=0, B=— C, so geht die Differentialgleichung zwischen

z, und Z, in 2, dZ, — Z, dz, = 0O iiber, deren Integral Z, — xz, ist, so dass

die Beziehung zwischen den particuliiren Integralen die Form annimmt z,=uz,,

worin x eine algebraische Function bedeutet, wie dies z. B. der Fall ist bei

einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit constanten

Coefficienten, wenn die die Grosse m im particuliren Integrale ¢™® definirende
quadratische Gleichung zwei gleiche Losungen hat.
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worin w und v ganze Zahlen, oder in
u
v
(103) - ... Z, = K Z'*" |

wenn K wiederum eine algebraische Function von z bedeutet, so
wird die bekannte Beziehung

a7z, dz, de:r: ¢
Z dx — 2 dx T 9 (2)
wegen
iz — le
dx2=pipKZI u+t +KZ’+
in
d[ 2utv c
KZ#+v &4 utv
#+1’ + K'Z, P ()
tibergehen; setzt man nun
2utv
ZIM+" — t,
so folgt unmittelbar
dt  2p+v dlogK t__C(‘Zp,+v) 1
dx v de ° v Ko@) ’

" 0 CCut» dx
o 1t v 2t
K——F— 9@

worin C, eine Constante bedeutet; es ist somit
2uty 2uty
Zl'u+v : K7
ein Abel’sches Integral, und daher, wenn wir wieder von hinzu-
kommenden algebraisch-logarithmischen Theilen absehen, das Abel’sche
Theorem fiir das Integral Z, jener Differentialgleichung oder fiir
2, — Bz, in der Form enthalten

( y 2u—+v @) @ 2u-tv ) © 2utv
1) O\ wts N utv @ (D) yyrnrny
(sy —B2,) “F +(Z2 _Wl)”—‘_v 4o (zz —ﬁz1)’+v
2 u+v 2 u+v 2 u+v
K’ K," ‘ K,”

I et P Pyt
N ¢ i
2uty 2utv ’

K, K.’
wenn p das Geschlecht jenes Abel’schen Integrales bedeutet.

Wir haben vorher gefunden, dass, wenn zwischen zwei particu-
liren Fundamentalintegralen einer linearen homogenen Differential-
gleichung zweiter Ordnung und der unabhingigen Variabeln eine
algebraische Beziehung stattfinden soll, dieselbe nothwendig von der
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Form (102) sein miisse, dass dann aber auch immer zwei andere
particulire Integrale existiren, fiir welche diese Beziehung noth-
wendig die Form hat

(104) ---- Z, =K Z?,
worin K eine algebraische Function von z, und ¢ eine rationale Zahl

bedeutet. Bildet man nun aus dieser Gleichung die Beziehungen fiir
df; und (f;;” und setzt diese Werthe in die Differentialgleichung

zweiter Ordnung
da*z dz
(105) -+ gow + P g + Q2 =0

ein, so erhilt man mit Riicksicht darauf, dass auch Z, eben dieser
Differentialgleichung geniigt,

dK
az \* , , dx 2, dZ
(106) - - - - (dw) t2% e—1 dz
Z,2 dK  a&*K
= Kot LK@ — D) —P G — T
oder 07y ---- 24 1z,

worin L eine algebraische Function von x bedeutet, und hieraus
folgt fiir Z, die Gleichung

dK
: dz, dz ),
UOB)""W: 9L+_I?._ Zy;

es gentigen somit die beiden particuldren Integrale Z, und Z, zwei
linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung.
Da nun jedes andere particulire Integral der Differentialgleichung
(105) von der Form
109) - - - - Z=m, Z, + myZ,
ist, so wiirde die Annahme, dass auch dieses einer homogenen

linearen Differentialgleichung erster Ordnung von der Form
az

—— =RZ
dzx
geniigt, nach den Gleichungen (107) und (108) die Relation nach
sich ziehen iK
m(L—R)Z, —m,Z8 K| R— oL ——22_ |,

welche, da Z, nicht algebraisch sein durfte, in Bezug auf Z, identisch
sein muss und daher ¢ = 1 liefert; es werden somit die anderen
particuliren Integrale nur dann ebenfalls homogenen linearen Differen-
tialgleichungen gentigen konnen, wenn die zwischen den beiden
Fundamentalintegralen bestehende algebraische Beziehung

’ (110) ---- Z, =K Z,
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lautet; in diesem Falle wird aber auch umgekehrt jedes particuliire
Integral (109) einer homogenen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung geniigen, indem, wie leicht zu sehen,

dK
dm, Z Z, dx ,
(m, _1d+.7nmm2 DR i § + m7:12 +_mx:7f_ (my Z, + my Z,)

ist. .

Fassen wir nunmehr die im § 3 und eben jetzt erhaltenen
Resultate zusammen; dort war gezeigt worden, dass, wenn eine
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht irre-
ductibel ist, entweder zwei ihrer particuliren Fundamentalintegrale
in algebraischer Beziehung zu einander stehen miissen, oder dass
eines ihrer Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung
Geniige leistet, welche ein algebraisches Integral der gegebenen
Differentialgleichung zweiter Ordnung ist; wir haben aber jetzt nach-
gewiesen, dass auch, wenn zwei particulire Fundamentalintegrale und
die unabhingige Variable algebraisch mit einander verbunden sind,
nothwendig ein particulires Integral der Differentialgleichung existirt,
welches einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung
geniigt, und dass diese Eigenschaft nur dann fiir alle particuliren
Integrale statthat, wenn zwei Fundamentalintegrale durch die Gleichung
(110) mit einander verbunden sind. Wir erhalten somit folgenden
Satz:

Jede nicht irreductible lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung besitzt particuldre Integrale, welche einer homogenen linearen
Differentialgleichung erster Ordnung Geniige leisten, oder hat eine homogene
lineare Differentialgleichung erster Ordnung als Integral, oder auch,
‘wenn ein nicht algebraisches Integral derselben einer Differentialgleichung
erster Ordnung Geniige leistet, so giebt es jedenfalls auch andere particu-
lare Integrale, welche eine lineare homogene Differentialgleichung erster
Ordnung befriedigen.

Um fiir drreductible Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu
einem Abel’schenTheorem zu gelangen, wird man erst diejenigen Klassen
dieser Differentialgleichungen zu untersuchen haben, fiir welche zwischen
zwei particuléren Integralen und einem Integrale einer linearen Differen-
tialgleichung erster Ordnung ein algebraischer Zusammenhang be-
steht — die Erweiterung des vorher betrachteten algebraischen Zu-
sammenhanges zwischen zwei particuliren Integralen unter einander
— um dann mit Hiilfe des fiir die linearen Differentialgleichungen
erster Ordnung aufgestellten Abel’schen Theorems dasjenige fiir die
Differentialgleichungen zweiter Ordnung abzuleiten. Die Untersuchung
fiihrt auf analoge Sitze zu denen des § 3, in denen nur die algebraische



120 §9. Untersuchungen iiber das érweiterte Abel’sche Theorem etc.

Function durch das transcendente Integral der Differentialgleichung
erster Ordnung ersetzt ist, doch stehen wir davon ab, auf weitere
Einzelheiten niher einzugehen, da es uns nur darauf ankam, die Anwend-
barkeit der oben aufgestellten Sitze und Methoden zu zeigen, und
ziehen es vor, im Folgenden noch eine Reihe von Fragen, welche die
linearen Differentialgleichungen betreffen, ausfiihrlich zu behandeln,
sowie einige schwierigere Punkte der Integralrechnung zu erdrtern®).

#) Es mag hier nur noch einer Anwendung der im § 5 aufgestellten Satze
von der Erhaltung der algebraischen Relation kurz Erwihnung geschehen,
welche die Ermittlung des allgemeinen Integrales einer Differentialgleichung
zum Gegenstande hat, wenn man eine algebraische Beziehung kennt, welche
ein particuliires Integral derselben mit einem particuliiren Integrale einer anderen
Differentialgleichung derselben Ordnung verbindet, deren allgemeines Integral
bekannt ist. Seien z. B. die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben

f(a;,z,g—;)r-() und q;(x,z,éiz—)=0,

und ein particulires Integral z, der ersten mit einem particuliren z, der zweiten
durch die algebraische Beziehung verbunden

F(z, 2, 2,) =0 oder z, =1 (x, %),
so wird bekanntlich, wenn 2z, ein nicht algebraisches Integral und die erste
Differentialgleichung in Bezug auf Z—i algebraisch irreductibel ist, die alge-

braische Relation erhalten bleiben, wenn man fiir 2, ein beliebiges anderes
Integral der ersten Differentialgleichung setzt, vorausgesetzt, dass man fiir 2,
ein passendes Integral der zweiten substituirt; setzt man nun fiir 2z, das all-
gemeine Integral der zugehorigen Differentialgleichung, so wird z,, weil es ein
Integral der betreffenden Differentialgleichung bleibt und zugleich eine willkiir-
liche Constante enthiilt, das allgemeine Integral der zweiten Differentialgleichung
darstellen. So stehen die particuldren Integrale

2y =x-+xlogx und 2z, = 2?4 22%log x +x2(logx)2=(w+xlogx)"

der respectiven Differentialgleichungen

2
wﬁ——z=x und wz(d'z)—4xziz—=4mgz—4z2
dx dx

dx

in der algebraischen Beziehung
7 =2%;
da nun das allgemeine Integral der ersten Differentialgleichung bekanmtlith
durch den Ausdruck gegeben ist
Z, = cx -+ x log x,
worin ¢ eine willkiirliche Constante bedeutet, so liefert der Satz von der Er-

haltung der algebraischen Beziehung ein Mittel zur Auffindung des allgemeinen
Integrales der zweiten Differentialgleichung in der Form

Zy, = (cx 4+ x log x)2
&



