
Erstes Kapitel. 

Die Irreductibilität algebraischer Differentialgleichungen und die 
Anwendung des Irreductibilitätsbegriffes bei der Untersuchung 

von Transcendenten. 

§ 1. 
Die Irreductibilität algebraischer Differentialgleichungen. 
Die Aufstellung von Theoremen, welche grössere Klassen alge

braischer Differentialgleichungen umfassen, erfordert die Einführung 
des Begriffes der Irreductibilität der Differentialgleichungen, welche 
bisher*) nur bei gewissen Klassen linearer homogener Differential
gleichungen Berücksichtigung gefunden hat. 

Die Differentialgleichung mter Ordnung 
«/ dz dmz\ A 

f(x, Vi, *, • • • y9, e , - ^ , - - dx»r) = °> 
in welcher yļy y2, • * • yQ algebraische irréductible Functionen von x 
bedeuten, während f eine ganze rationale Function der innerhalb der 
Klammern enthaltenen Grössen vorstellt, soll dann eine irréductible 

dmz genannt werden, wenn sie weder in Bezug auf , ^m im algebraischen 

Sinne reductibel ist, noch mit einer Differentialgleichung niederer Ordnung 
und von demselben Charakter 

( dz ëlz \  
>[*, 1, 9*>- ,*, ^ ^ " ^ ) - 0 ' 

worin y> wieder eine ganze rationale Function bedeutet, und ^ < m ist, 
irgend ein Integral gemein hat 

Für m = 0 fällt diese Definition der Irreductibilität der Differential
gleichungen mit derjenigen für algebraische Gleichungen zusammen. 

Aus der gegebenen Definition folgt, dass eine irréductible Differential' 
gleichung mit keiner anderen algebraischen Differentialgleichung derselben 
Ordnung, welche jedoch in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 

*) Vergi, die Arbeiten des Herrn F roben ius über lineare Differential
gleichungen im Journal für Mathematik von orchard t . 
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von niedrigerem Grade ist, ein Integral gemein haben kann, oder 
auch, dass eine irréductible Differentialgleichung für Teein particuläres 
Integral sich in Factoren zerlegen lassen darf, welche den Charakter 
der gegebenen Differentialgleichung haben und in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienien von niedrigerem Grade sind. Besitzt 
nämlich eine irréductible Differentialgleichung mit einer Differen
tialgleichung derselben Ordnung, aber von niedrigerem Grade in 
Bezug auf den höchsten Differentialquotienten ein gemeinsames Inte
gral, so kann man mit den linken Seiten der beiden Differential-

dm z 
gleichungen, als Polynome von —— aufgefasst, nach der Methode 

dx 
des grössten gemeinschaftlichen Theilers verfahren, ohne noch z 
irgend ein Integral bedeuten zu lassen; i]dann kann sich im Laufe 
der Operationen ein Rest ergeben, der ohne Benutzung des speciellen 
Werthes des gemeinsamen Integrales verschwindet,/oder man ge-> 

dmz 
langt zu einem Reste, der gar nicht mehr enthält, sondern nur 

dxm 

aus einer rationalen Verbindung der m—1 ersten Differentialquotienten 

besteht; ist das erstere der Fall, so würde sich die gegebene Differential

gleichung für jedes z, als algebraische Gleichung in —— aufgefasst, 
in Factoren niedrigeren Grades in dieser Grösse zerlegen lassen, was 
nicht sein sollte, und träte das letztere ein, so würde, da bei der 
successiven Division in Folge der Annahme eines gemeinsamen Inte
grales der beiden Differentialgleichungen, auch stets der Rest durch 
dasselbe Integral identisch Null würde, somit auch der letzte Rest 
diese Eigenschaft besitzen, und daher das den beiden Differential
gleichungen gemeinsame Integral einer Differentialgleichung niederer 
Ordnung genügen, was wiederum der Annahme der Irreductibilität 
widerspricht. Da aber ferner, wenn die irréductible Differentialgleichung 
sich für irgend ein particuläres Integral z± mit Benutzung desselben in 
Factoren zerlegen lassen würde, welche in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten von niedrigerem Grade*wären, einer dieser Factoren 
verschwinden, und somit eine Differentialgleichung derselben Ordnung 
und in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten von niederem 
Grade existiren müsste, welche mit der gegebenen Differentialgleichung 
ein Integral gemein hat — was, wie eben gezeigt worden, nicht 
möglich ist — so kann also auch für kein Integral einer irreductibeln 
Differentialgleichung eine derartige Zerlegung stattfinden. 

So wird z. B. die Operation des grössten gemeinsamen Theilers 
zwischen den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung 

z'2 — z — 0 - x)2 — 0 — x) = 0 und z — z + x — 1 = 0, 
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welche das gemeinsame Integral z = ex + x besitzen, einen gleich 
Null identischen Rest liefern und daher die algebraische Reductibilität 
der Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades in 
der Form * 

z2 — z — [z —- xf — (z — x) = (z' — z + x — 1) (#' + -— x) 
nach sich ziehen; dagegen wird dieselbe Operation ausgeübt auf die 
beiden Differentialgleichungen 

z"* + xz" — s' — 8 = 0 und z"2 +xz'—2z—4 = 0, 
welchen das particuläre Integral z = x2 gemeinsam ist, als Rest der 
letzten Division 

0 ' + S)2 + {xz' - 2z — 4) (x - - xz' + 2z + 4)2 

liefern, welcher Ausdruck ebenfalls für z = x2 verschwindet. 
Es war oben gezeigt worden, dass, wenn der Rest nicht identisch 

verschwindet sondern ein Differentialausdruck niederer Ordnung wird, 
das gemeinsame Integral auch der hierdurch definirten Differential
gleichung niederer Ordnung genügen wird, aber es mag noch aus
drücklich hervorgehoben werden, dass nicht jedes Integral des Restes 
auch ein gemeinsames Integral der beiden Differentialgleichungen 
wird sein müssen, da man nur schliessen kann, dass für jedes Inte
gral des Restes die beiden Differentialgleichungen derselben Ordnung 
aber verschiedenen Grades, wenn die höchste Ableitung als Unbe
kannte aufgefasst wird, eine gemeinsame Wurzel haben, doch braucht 
diese nicht die höchste Ableitung jenes Integrales des Restes zu seiu. 
So wird. z. B. die Operation des grössten gemeinschaftlichen Theilers 
zwischen den Differentialgleichungen 

z"— <$z + 2^ = 0 und z"2 — zz = 0, 
welche das Integral z = e? gemeinsam haben, den Rest 

9 z'2— 13zz' + 4z2 

liefern, und es hat in der That auch die Differentialgleichung 
9z'2— I3zz'+4z2=0 

das Integral z — e?,' während ihr zweites selbständiges particuläres 
Integral z = e$x weder der einen noch der andéren Differential
gleichung zweiter Ordnung Genüge leistet; dagegen haben für z = e%x, 
z = %e^x die beiden Gleichungen 

Z-^- 3z'+2z = 0 und Z2 — zz"=0 
oder 

Z + ļ ^ - 0 und Z2— %{êx)2 

die Lösung Z— — \$x gemein, ohne dass diese die zweite Ableitung 
von e%x ist. 

l * 
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Ist eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung in Be
zug auf den Differentialquotienten erster Ordnung im algebraischen 
Sinne irreductibel, so muss sie, wenn sie reductibel sein soll, ein al
gebraisches Integral besitzen. 

Es mag endlich noch bemerkt werden, dass, wie schon hervor
gehoben worden, die Definition der Irreductibilitat algebraischer 
Gleichungen zwar in der oben für die allgemeinen algebraischen 
Differentialgleichungen aufgestellten enthalten ist, dass jedoch eine 
wesentliche Abweichung in den aus dieser Definition hergeleiteten 
Folgerungen statthat; während nämlich für eine algebraische Gleichung 
der Satz gilt, dass, wenn sie eine Lösung besitzt, welche nicht die 
Wurzel einer gleichartigen Gleichung niederen Grades ist, keine ihrer 
Lösungen einer Gleichung niedrigeren Grades genügen darf, da offen
bar eine einer solchen Gleichung angehörende Lösung in Folge der 
Zerlegbarkeit des Gleichungspolynoms dieselbe Eigenschaft für alle » 
anderen Lösungen nach sich zieht, wird eine Differentialgleichung 
particuläre Integrale haben können, welche Differentialgleichungen 
niederer Ordnung genügen, und auch solche, welche nur Differential
gleichungen derselben oder höherer Ordnung angehören, wie z. B. 
eine Differentialgleichung erster Ordnung ein transcendentes und ein 
algebraisches Integral haben kann. Eine Differentialgleichung, welche 
singulare Integrale besitzt, kann, wie aus der Definition der Irreducti
bilitat unmittelbar hervorgeht, nicht irreductibel sein, da ein solches 
Integral auch die durch Differentiation der Differentialgleichung nach 
dem höchsten Differentialquotienten hervorgehende Differentialgleichung 
befriedigen muss. 

Bevor wir nun zur Aufstellung einer charakteristischen Eigenschaft 
irreductibler Differentialgleichungen übergehen, sei eine einfache Be
merkung vorausgeschickt, von der wir im Folgenden häufig Gebrauch 
machen werden. Wenn zwei algebraische Differentialgleichungen 

f , z, z\ *", • • • *<">) = 0 und JF (x, z, z\ z\ • - • • *<»)) = 0 

irgend ein particuläres Integral gemein haben, so wird man durch 
w-malige Differentiation der ersten und -malige der zweiten Gleichung 
im Ganzen m -f- n + 2 Gleichungen erhalten, aus denen man, wenn 
z1 das gemeinsame Integral bedeutet, die m -f- n + 1 Grössen 

auf algebraischem Wege eliminiren, und so zu einer algebraischen 
Gleichung in x gelangen kann, welche nothwendig identisch erfüllt sein 
muss; man sieht aber sogleich, dass die Durchführung der successiven 
Elimination bis zu dem von z und dessen Ableitungen freien Ausdrucke 
nur dann möglich ist, wenn das gemeinsame Integral ein algebraisches 
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ist, weil sich die Grössen zlf #/ , ••• 0^™+") vermöge des Eliminations-
processes Hs algebraische Functionen von x ergeben, und dass somit die 
Existenz eines gemeinsamen transcendenten Integrales als nothwendige 
Bedingung erfordert, dass die successive Elimination undurchführbar 
d. h. die oben hergeleiteten Differentialgleichungen nicht von einander 
unabhängig sind; so haben z. B. die beiden Differentialgleichungen 

-^L — 3 - ^ - + 2* = 0 u n d AL — z = 0, 
dx* dx ' dx 7 

das gemeinsame transcendente Integral z = e*, daher liefert die 
dz d ̂  

Differentiation der zweiten Gleichung eine Beziehung -r-^ -£- = 0, 
et x & x 

welche mit der durch 2 multiplicirten zweiten Gleichung zusammen
gestellt, wieder auf die erste Differentialgleichung zurückführt. 

Wir beweisen nun folgenden für die weitere Theorie wesent
lichen Satz: 

Wenn eine algebraische Differentialgleichung mit einer anderen 
gleichartigen von niedrigerer Ordnung, welche in Bezug auf den höch
sten Differentialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel ist, ein 
Integral gemein hat, welches leiner Differentialgleichung nodi niederer 
Ordnung genügt4, so werden sämmtliche Integrale der ztveiten Differential
gleichung auch der ersten genügen, oder die Differentialgleichung niederer 
Ordnung ivird ein algebraisches Integral der erstcren sein. 

Hat nämlich die Differentialgleichung 

(1) .. . F (x, yl} y i 9 . . . y v z, 1^, - - - | ^ ) = 0 

mit der gleichartigen Differentialgleichung 

(2) • • • • f(x, y„ y,,--- y,„ s, %, • • • j-^) = 0, 
worin m < ft ist, ein Integral zx gemein, welches nicht zugleich einer 
gleichartigen Differentialgleichuug niederer Ordnung angehören soll, 
so denke man sich die Gleichung (2) für z = zx ([i — w)-mal diffe-
rentiirt, woraus sich mit Einschluss von (1) und (2) ļi — m + 2 
Gleichungen ergeben, aus denen die ļi — m -\- 1 Grössen 

dV% d w + 1 g 1 dV_2x 

dxm y dxm+l ' dx*' 
eliminirt werden sollen, so dass man vermöge der rationalen Ausdrück-
barkeit der Ableitungen der irreductibeln algebraischen Functionen 

) ' ' * » durch x und diese Functionen selbst eine algebraische 
gleichartige Differentialgleichung 

\ ( dzi dm"1zl \ A 

(3) . . . . cp [x, yu y2, . - . yQ, zn d x , . . . . -d^zzr) - 0 
erhalten würde. 
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Man kann diesem Eliminationsprocesse aber eine einfache über
sichtliche Gestalt geben; denn setzt man die Gleichung*^) in die 
Form 

0(m)P + ft ( ^ 09 #',... *C»-D) J'*)*-1 H  

+ & ( * , * , * > • • • ^ - 1 } ) ~ 0 , 

so folgt durch Differentiation 

durch nochmalige Differentiation mit Benutzung der zuletzt erhaltenen 
Gleichung 

[p&P-1 + (p — 1) №»*-* -\ + /p - i ] *<»+*> 
+ F , ( a ! , * , * ' , . . . . * W ) = 0, 

u. s. w. bis 
[P*»r~l + (P - i ) *»>*-" + • • • • + / ļ - d ^ 

+ Ffi-m(x, *, *',•••.*<»>) « 0 
oder 

^ 0 __ ( ^ g? z\ $0»)) = 0 , 
in welcher Gleichung eine rationale Function bedeutet, und welche 
ebenfalls durch das Integral $ befriedigt wird. Beachtet man, dass 
der Ausdruck 

wegen der für die Gleichung (2) gemachten Voraussetzung für = z± 

auf Grund der oben gemachten Auseinandersetzungen nicht ver
schwinden kann, und denken wir uns jetzt die aus den durch Diffe
rentiation abgeleiteten Gleichungen sich ergebenden Werthe von 

£i(w+1)> *i ( m + 8 ) , tŅ 
in die Gleichung (1) eingesetzt, so ergiebt sich eine Gleichung 

( , jgu * / , . . . . ^ ( - ) ) = 0 , 
welche mit (2) zusammengestellt, gegen die Voraussetzung eine al
gebraische Differentialgleichung m — l ter Ordnung (3) liefern würde, 
welche $x zum Integral hat; es muss daher, da auch eine Gleichung 
mteT Ordnung in #t und von niedrigerem Grade in z^ als dem pten 

nicht existiren soll, 
( , z, /, - • • • *<M>) = f(x, ,/,---- i№) • ( , ss, ', i№) 

sein. Ist somit #2 irgend ein anderes Integral von (2), welches also 
auch die durch Differentiation aus (2) hergeleitete Gleichung befriedigt, 
so wird dasselbe, von singulären Integralen abgesehen, der zuletzt 
erhaltenen Gleichung zufolge auch der Gleichung 

( , 02, / , - - - ^ - ) ) = 0 
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identisch genügen, d. h. auch im angegebenen Sinne ein Integral von 
(1) sein. Da dies nun von jedem Integral der Gleichung (2) gilt, so 
wird (2) ein algebraisches Integral der Gleichung (1) sein. 

So hat die Differentialgleichung erster Ordnung 

(« ) . . . - -^- — £ + ^ — i = o 
4 J dx ' 

das transcendente Integral 
z = e* -f- x 

mit der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

<0""(£)'-£(<-*) + ' - * -
geraein; in der That geht aus (cc) durch Differentiation mit Benutzung 

des Werthes von -y— dx 

dz d* z 
hervor, und setzt man aus (a) und (y) die Werthe von -3— und -, -, in 

7 v J Kf J dx dx2 

(ß) ein, so erhält man einen Ausdruck, der identisch gleich Null ist; 
es ist somit (a) ein algebraisches Integral erster Ordnung der Diffe
rentialgleichung (j8). 

Als specieller Fall dieses Satzes folgt, dass, wenn eine Differential-
gleichung erster Ordnung, welche in Bezug auf den ersten Differential
quotienten algebraisch irreductibel ist, mit einer anderen Differential
gleichung ein nicht algebraisches Integral gemein hat, jedes Integral der 
ersteren auch ein Integral der letzteren ist. 

Da eine irréductible Differentialgleichung in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductibel ist, und keines 
ihrer Integrale einer Differentialgleichung niederer Ordnung angehören 
darf, so folgt der Satz: 

Hat eine irréductible Differentialgleichung mit einer anderen Differen
tialgleichung ein Integral gemein, so muss sie alle Integrale mit der
selben gemein haben oder ein algebraisches Integral der letzteren sein. 

Mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes wird sich nun aber die 
Definition der Irreductibilität einer Differentialgleichung am einfachsten 
folgendermassen gestalten: 

Eine Differentialgleichung ist irreductibel^ wenn sie in Bezug auf den 
höchsten Differentialquotienten algebraisch irreductibel ist und kein al
gebraisches Integral irgend welcher Ordnung besitzt; denn vermöge der 
ersten Bedingung könnte sie nach der früher gegebenen Irreducti-
bilitätsdefinition nur dann reductibel sein, wenn sie ein Integral mit 
einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung gemein 
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hat; dann ist aber dieses Integral entweder selbst ein algebraisches, s 

oder, wenn man gleich die Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
nimmt, mit der sie jenes Integral gemein hat, es ist ein algebraisch 
irreductibler Factor dieser Differentialgleichung ein algebraisches 
Integral derselben, wie eben gezeigt worden, und dies sollte nicht 
der Fall sein. 

§2. 

Algebraische Beziehung zwischen Transcendenten 
und deren Integralen. 

Um die Irreductibilitätsbedingungen von Differentialgleichungen 
aufzufinden, wird man sich verschiedener Methoden bedienen können, 
die wir an einzelnen Klassen von Differentialgleichungen erläutern 
wollen. 

Werde zuerst die Frage aufgeworfen, wann die Differential
gleichung erster Ordnung 

worin y eine irréductible algebraische Function von x, und f eine 
rationale Function von x und y bedeutet, reductibel ist, so fällt diese 
Frage nach der oben gegebenen Definition der Irreductibilität offenbar 
mit der Untersuchung der Bedingungen dafür zusammen, dass 

ff(x, y)dx 
eine algebraische Function von x ist. Haben wir es also z. B. mit 
einer Differentialgleichung von der Form 

dz F{x) 
dx y 

zu thun, worin F(x) eine rationale Function von x bedeutet, welche 
in den Punkten 

1 ) 2 } * * *  

unendlich wird, und 
^ ?**1 + B0X

2P + B^P-1 -\ JB2p-iX + B2p — B(x) 
ist, so werden sich die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die Reductibilität dieser Differentialgleichung in der Form aus
drücken*): 

Lv*<o V , , - , Lvan J ( ( _ ^ L » \ ,_^ 
" j F(t) ,.Fr(t)dt-\ _ • F(t) rK^dt-\ ) = 

2."\lyBj)J vw J , VvmJ VW) J ,| ' 

*) Siehe die achte Vorlesung meiner Theorie der hyperelliptischen Integrale. 
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wenn [f(ty\i—xa)—i und [f(ty\t— i die Coëfficiënten von (t — « ) - 1 resp. 
irl in der Entwicklung der Function fit) in der Umgebung von 
xa und oo bedeuten, ferner 

und r = 0, 1, 2, • • • 2p — 1 gesetzt wird. 

Sind x und rationale Functionen eines Parameters t 

X = tp(t) = (()9 

so dass die zu untersuchende Differentialgleichung in 

|f=/-(ç>(o, IK*))?'(0 
übergeht, dann werden jene Bedingungen bekanntlich in der Form 
gegeben sein, 

[f(q>(t)> * ( 0 ) ( 0 ] =<>, ' • • • • ļ>(9>(*), <K0)<p'(0] - o , 

wenn r1? r2, • • • tv die Unstetigkeitspunkte der in der Klammer be
findlichen Function bedeuten. 

Handelt es sich um die Differentialgleichung erster Ordnung 

£ - + ƒ(#, ) = 0, 
so wird, da 

z = ceJJ y 

ist, die Frage nach den Bedingungen für die Reductibilität dieser 
Differentialgleichung oder für die Existenz eines algebraischen In
tegrales derselben mit der Untersuchung der Bedingungen zusammen
fallen, unter denen sich §f(x, y) dx als der Logarithmus einer alge
braischen Function darstellen lässt, und wir würden wieder für den 
Fall, dass = ]/B(x) ist, nach den oben angeführten Untersuchungen*) 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen in expliciter Ge
stalt hinschreiben können, was wir jedoch, da wir dieselben für das 
Folgende nicht brauchen, hier unterlassen. 

Was endlich die allgemeine lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung betrifft 

worin yx auch eine irréductible algebraische Function, und tp eine 
rationale Zusammensetzung von x und yt bedeutet, so unterliegt 

*) Siehe die hyperelliptischen integrale S. 145 ff. 
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offenbar f (x, y) gar keiner Bedingung, wenn nur <p (x, yx) durch die 
linke Seite der Differentialgleichung bestimmt wird, in der für z 
irgend eine algebraische Function von x gesetzt werden darf; über die 
Form dieser algebraischen Integrale werden wir weiter unten in einem 
besonderen Kapitel handeln, das sich mit den allgemeinen linearen 
Differentialgleichungen beschäftigen wird.*) 

Sei nunmehr die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(5) • • ' * -jļ = f(p> ) 
vorgelegt, in welcher y eine gegebene algebraische irréductible 
Function, und ƒ eine rationale Function bedeutet, und werde wiederum 
die Frage nach der ßeductibilität dieser Gleichung aufgeworfen; 
schliessen wir von vornherein den Fall aus, dass diese Differential
gleichung ein algebraisches Integral hat, oder dass fdxff(x, y) dx 
sich algebraisch durch x ausdrücken lässt — für welchen Fall die Be
dingungen, denen f(x9 y) unterworfen ist, nach den oben berührten 
Methoden aufzustellen sind — so wird nach den früheren Unter
suchungen nur zu ermitteln sein, wann die Differentialgleichung (5) 
ein algebraisches Integral erster Ordnung von der Form 

besitzt. Setzt man nunmehr 

Jf(x, y)dx = J, Jdx ff(Xj y) dx = E, 

so haben sämmtliche Integrale der Differentialgleichung (5) die Form 

z = E + ex + Cļ, 
worin und cx willkürliche Constanten bedeuten, und da nach den 
früheren Ausführungen alle Integrale von (6) in denen von (5) ent
halten sind, so wird das allgemeine Integral von (6) die Form haben 
müssen 

z = E + ( ) . x + V l ( x ) , 
worin eine willkürliche Constante, und < ( ) , sowie q>t ( ) fest be
stimmte Functionen dieser Constanten vorstellen**). Setzt man nun 

*) Es mag hier bemerkt werden, dass eine eindeutige doppelt periodische 
Function wter Ordnung nie das Integral einer irreductibeln Differentialgleichung 
von höherer Ordnung als der ersten sein kann, da eine solche bekanntlich stets 
einer Differentialgleichung erster Ordnung genügt, deren Coëfficiënten rational 
aus dieser Function zusammengesetzt sind. 

**) Die Function <jp(*) kann nicht eine von % unabhängige Constante dar
stellen, da sonst die Differentialgleichung erster Ordnung die Form haben 

dz müsste -=— = īļ>(x, ), also J eine algebraische Function wäre, welcher Fall doc 
gleich nachher ausgeschlossen wird. 

•« 
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in die auf die Form 

-*(£) 
gebrachte Differentialgleichung (6), worin F eine irréductible Function 
sein soll, in die auch x und y eintreten, den eben aufgestellten Werth 
für z ein, so folgt die für jedes x identische Gleichung 

E + <p(x) - x + 9>iO) = F(J + <p(x))f 

oder, wenn xv ein Werth von x ist, für den <p (x) verschwindet, also 

E+yl(*1) = F(J) 

ist, die Functionalgleichung 
(7) . . . . F(J+ <JP(V» = F(J) + «p (*) • x + 9 l (*) - vi (*i)-

Nehmen wir nun an, dass J selbst nicht eine algebraische Function 

ist — denn dieser Fall erledigt sich wieder nach dem Früheren, da 

es sich dann nur darum handelt, zu untersuchen, wann jf(x, y)dx 

sich algebraisch ausdrücken lässt, und dann -3— = J die Differential

gleichung erster Ordnung definirt, welche das algebraische Integral 

erster Ordnung der Differentialgleichung (5) darstellt — so muss die 

Gleichung (7) eine in J und x identische sein, aus der man durch 

Differentiiren nach J die Beziehung erhält 

F(J+q>(x)) = F'(J), d. h. F(J) = AJ + B} 

worin A und von J unabhängig sind; setzt man diesen Werth in 
(7) ein, so folgt 

A (J+ 9(x)) + = AJ + + 9 (x)z + ttOO - 9l(xt) 
oder 

= x + , 

worin a eine von x abhängige Constante bedeutet, und somit 

( 8 ) - . - . . E = (* + « ) J + 0 , 

wenn ß eine algebraische Function von x vorstellt. Differentiirt man 
nun die Gleichung (8), so erhält man 

J = J + + «) ƒ<>> y) + -^ā oder 0 ̂ ~" + ) #> ) J;r> 
und da ß eine algebraische Function sein sollte, so folgt, dass die 
Reductibilität der Differentialgleichung (5) erfordert, dass eine Con
stante cc existirt, für welche j(x -\- a)f(x, y)dx eine algebraische 
Function von x ist. Aber auch umgekehrt, wenn dies stattfindet, 
wird (5) reductibel sein; denn durch partielle Integration folgt 

E = Jjd{x + a) = (x-\-a)J—J{x + ot)f{x, y)dx = (x + a)J -f- ß} 
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oder es ist E, d. h. ein Integral der Differentialgleichung (5), ein 
Integral der Differentialgleichung erster Ordnung 

worin ß der Voraussetzung gemäss eine algebraische Function be
deutet. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Be-
ductibilität der Differentialgleichung (5) sind somit die, dass entweder 

Jdx jfix, y)dx oder ff(x,y)dx 

selbst algebraische Functionen sind, oder dass eine Constante a existirt} 

für welche das Integral 
f(x + a)f{x)y)dx 

sich als algebraische Function von x darstellen lässt-
So wird z. B. die Differentialgleichung 

d*z _ 1 
dxl x — s 

J dx (x — f) —; = x ist, und z wird nach x s 
Gleichung (9) der Differentialgleichung erster Ordnung genügen 

(x — £)-äj — * — x = 0> 
was in der That für 

2 = (x — e) log (x — e) — x 
der Fall ist; ebenso wird 

d*z _ 1 
dx2 y ' 

worin y = ļ / l — x2 ist, wegen I = — y reductibel sein und als 
« 

algebraisches Integral erster Ordnung die Differentialgleichung haben 
dz . A 

welcher das Integral 
z = x arc sin x +  

genügt. 
Man kann die eben angestellte Irreductibilitätsuntersuchung auch 

noch von einem anderen Gesichtspunkte aus auffassen. Da J ein 
Abel'sches Integral ist, so ist die Existenz einer algebraischen Re
lation zwischen J und E identisch damit, dass das Integral derjenigen 
Transcendenten, welche durch ein AbeVsches Integral defmirt ist, algebraisch 
durch dieselbe Transcendente ausdrüchbar ist, und wir haben dûs Be
dingung für die Existenz dieser Relation, und diese selbst nach 
Gleichung (9) stets als eine lineare gefunden-, so wird nach den 
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* obigen Auseinandersetzungen die Existenz einer algebraischen Be
ziehung zwischen dem hyperelliptischen Integral und dem Integrale 
dieser Transcendenten an die nothwendige und hinreichende Bedingung 
gebunden sein, dass eine Constante a existire, *für welche mit Bei
behaltung der oben definirten Bezeichnungen 

rF(t)(t + e)l _ 

L vw) J v> 

* \jF(t)(t + a) ÇFr{t)dt-\ _ VF(t){t+ 0 rFr(t)dtļ ] 

2ï\L vm 1 vM) \t_Xa)_X vw)J vm'^\~ 9 

worin r = 0, 1, 2, • • • 2p— 1 zu setzen ist. 
Allgemein würde nunmehr die Frage zu stellen sein, wann ist 

das Integral einer Transcendenten algebraisch durch eben diese 
Transcendente ausdrückbar, und bildet also nicht selbst eine neue 
selbständige Transcendente. Da nun, wenn £ diese Transcendente 
bedeutet, und 

jldx = 0 — F(œf Ö 

sein soll, worin .F-eine algebraische Function bezeichnet, durch 
Differentiation 

é ' " " 'di dx 
folgt, so ergiebt sich, dass £ das Integral einer algebraischen Differential
gleichung erster Ordnung sein muss, und man kann entweder durch 
Zusammenstellung dieser Differentialgleichung mit der die Transcen
dente % etwa definirenden Differentialgleichung die Bestimmung der 
Function F — häufig mit Hülfe einfacher partieller Differential
gleichungen, wofür sich später noch Beispiele finden werden — aus
führen, oder auch von der Ueberlegung ausgehend, dass die die 
Transcendente £ definirende Differentialgleichung vermöge der oben 
für £ aufgestellten Differentialgleichung erster Ordnung eine réductible 
sein muss, die Frage auf eine Irreductibilitätsuntersuchung zurück
führen, was im Folgenden geschehen soll*). 

*) Die Frage, wann das Integral einer durch eine algebraische Differential
gleichung definirten Transcendenten wieder durch eben diese Transcendente 
algebraisch ausdrückbar ist, kann auch als Frage nach den Bedingungen auf-
gefasst werden, unter denen die Differentialgleichung erster Ordnung 

dz £ 
• dx ~ S> 

in welcher £ die Lösung einer algebraischen Differentialgleichung ist, ein durch 
ihre Coëfficiënten — also von x abgesehen nur durch £ — algebraisch ausdrück
bares Integral besitzt, so dass die allgemeinere Frage sich mit den Bedingungen 
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Sei zuerst die in Rede stenende Transcendente als das Integral* 
einer linearen homogenen Differentialgleichung 

definirt, und die Frage aufgeworfen, wann zwischen £ und fldx = z 
eine algebraische Beziehung stattfindet, so wird z als Integral der 
Differentialgleichung 

aufgefasst werden können, während die algebraische Beziehung zwischen 
z und % in die Form gesetzt werden soll 

(12).... *(*,*, , , - £ ) - ( > oder —9(%), 

wenn <p eine irréductible algebraische Function bedeutet; es muss 
dann also die Differentialgleichung (11) eine réductible sein. Setzen 
wir wieder voraus, dass z selbst nicht algebraisch ist, so wird nach 
dem Früheren die Gleichung (12) ein algebraisches Integral erster 
Ordnung von (11) sein müssen, und da alle Integrale der letzteren 
in der Form enthalten sind 

e-cj/'^'dx + b, 
so wird, wenn 

gesetzt wird, das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster 
Ordnung (12) lauten 

(13) . . . .* = *(*). + ^ ( ), 
somit nach Gleichung (12) 

*(%) • H + ^ ( x ) = (*(*) • G) 

sein, und daher, da diese Gleichung für willkürliche % gültig ist, 
wenn für x = xx ( ) der Einheit gleich wird, 

27 = 9 > ( G ) - * i ( « i ) ; 

zu beschäftigen haben wird, unter denen eine Differentialgleichung 

f(~ 9 » dz dmz\ n 

V dx 7
 dxm ) 

deren Coëfficiënten algebraische Functionen von x und f, und worin f die Lösung 
einer anderen algebraischen Differentialgleichung 

ist, ein in und g algebraisch ausdrückbares Integral besitzt. 
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die obige Gleichung liefert somit die Functionalgleichung 

(14) - - - - <p (iK*) . G) = *{«) . <p(G) — i>(x) tM + *i (*)• 

Schliesst man wiederum den Fall aus, dass G eine algebraische 
Function oder dass ffipc, y)dx der Logarithmus einer algebraischen 
Function ist — welcher Fall wieder wie früher zu behandeln ist — 
so wird (14) wieder eine in G identische Gleichung sein, aus wel
cher durch Differentiation nach dieser Grösse folgt 

9>'(* (*) .<?)=ç> ' ( f f ) , d. h. (G) — A G + , 

worin A und von G unabhängig sind. Setzt man diesen Werth 
in (14) ein, so ergiebt sich 

( ) • G + = 4 * ( ) • G + ( ) — ( ) ^ ( ) + ^ ( ) , 

d. h. JB ist eine Constante, während A algebraisch von x abhängt; 
setzt man die eben erhaltene Relation zwischen <p(G) und G in die 
Form um 

(15) • • .-JJ^'^dx = AJHx'y)dx+ , 

so sieht man unmittelbar, dass eine nothwendige Bedingung dafür, 
dass die beiden in Betracht kommenden Transcendenten in alge
braischem Zusammenhange stehen, oder dass das Integral der Lösung 
der Differentialgleichung (10) eine algebraische Function dieser Lösung 
selbst ist, derart ausgedrückt werden kann, dass die lineare Differen
tialgleichung 

(16) d£ + f(x,y)Z=l 

ein algebraisches Integral besitzt, da das allgemeine Integral derselben 

2 _ Qe~f^ix' y)dx i e~ff{Xi y)dx fe^nx'y)dx dx 

vermöge der Gleichung (15), wenn = — gesetzt wird, in  
übergeht. Es ist aber auch umgekehrt unmittelbar zu sehen, dass, 
wenn die Gleichung (16) ein algebraisches Integral besitzt, eine Be
ziehung von der Form (15) sich ergiebt, und wir finden somit: 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Transcen
denten 

ƒ' ff(x, y)dx ff{x, y)dx 

e dx und <r 
in einer algebraischen Beziehung zu einander stehen, oder dass die 
Differentialgleichung 

-7—2 f(X, ) -=— = 0 
dx2 ' K J VJ dx 



\Q § 2. Algebraische Beziehung zwischen Transcendenten und deren Integralen. 

eine réductible sei, ist die, dass die lineare Differentialgleichung 

!£- + ƒ(*, !Ô* = 1 ' 
ein algebraisches Integral habe, oder dass diese selbst wieder reductibel 
sei; das algebraische Integral ei'ster Ordnung jener Differentialgleichung 
zweiter Ordnung hat dann stets die Form 

* = Ä e + B> 
worin eine Constante, A eine algebraische Function von x ist. 

So wird z. B. die Differentialgleichung 
d2z 1 -\- x dz ~ 
dx2 x dx 7 

eine réductible sein, da die Gleichung 
dz , 1 + x H IE z = 1 
dx ' x 

das algebraische Integral z = hat, und zwar hat jene das 

algebraische Integral erster Ordnung 
x — 1 dz 

x dx ' 
in der That stehen die beiden Integrale 

Je • - , ( . • _ ! ) »»d « - _ „ 
in der algebraischen Beziehung 

§3. 

Die Irreductibilitätsuntersuchung für die linearen homogenen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Nachdem die Irreductibilitätsuntersuchung für eine specielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung durchgeführt worden, wollen 
wir die Bedingungen zu ermitteln suchen, unter denen die allgemeine 
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung irreductibel 
ist, eine Frage, deren Beantwortung wir zu den später folgenden 
Untersuchungen nöthig haben. 

Sei die gegebene Differentialgleichung 

so ist vor allem leicht einzusehen, dass, wenn zwischen zwei Funda
mentalintegralen 0X und #2 derselben eine algebraische Beziehung 

(18).- . .*, =/4*,*,) 
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stattfindet, diese Gleichung nothwendig reduetibel ist ; denn aus 

dz2 df , df dzx 

dx dx "•" dzx dx 7 

d2z2 = d*f . s d'f dz± tJPf_ /dz^y , 1 ^ <*4 
da;2 da?2 • 0 ? d^ da? ' dzt

2 \dx) ' d^ d ^ 2 

folgt durch Einsetzen in (17), da auch zx dieser Gleichung genügt, 

d2f / * * . 9 d2f dz, d2f ü df , p 8f , 0 f _ ( ) 

und es würde somit #± die Lösung einer algebraischen Differential
gleichung erster Ordnung sein, wenn nicht 

&L = -^f- =  
d^ 2 dxdzx

 9 

d. h. - — eine Constante und somit #2 = Az± -f- wäre , worin  

eine Constante, eine algebraische Function von x sein wird; in diesem 
Falle wäre aber auch ein Integral der Differentialgleichung (17), die 
dann also ein algebraisches Integral hät te und ebenfalls reduetibel 
wäre — da = 0 der Voraussetzung widerspräche, dass #± und #2 

Fundamentalintegrale sind — es wird somit die Differentialgleichung 

jedenfalls reduetibel sein, wenn zwei Fundamentalintegrale in einer al

gebraischen Beziehung m einander stehen.*) -Dass aber eine homogene 

*) Wir wollen im Hinblick auf die Untersuchungen des dritten Kapitels noch 
die Frage erörtern, ob für eine irréductible, nicht lineare algebraische Differential
gleichung zweiter Ordnung 

zwei particuläre Integrale zx und z2 in einem algebraischen Zusammenhange 

( 2 ) . . . - * = ƒ ( * ) 

stehen können, in welchem die Variable x nicht explicite vorkommen soll. Da 

nach (2) 

ist, so folgt aus (1) 
/ox d/fe) •&{„ „ „'4 1 d*f(zt) , 8 w/ f, . df(zx)  
W - { 9 u 01> "*" dz,2 *i =Jj \X> ' ^ ~ā^~~*i )> 

und diese Gleichung muss, da zt der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung 
(1) wegen nicht einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung genügen 
darf, eine in zx und zx' identische sein. Setzen wir für zx in (3) eine Lösung £x 

der in zx algebraischenGlëichung — = 0 , so wird noch für willkürliche zx 
~* 0Zx 

die Beziehung bestehen müssen: 

( d2f(z ) \ 
— ' ) = sein. Differen

t i / t i 
tiirt man die Gleichung (3) nach zx, wobei man zx als von zx unabhängig be-

Königsberger , Differentialgleich. 2 
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lineare Differentialgleichung auch reductibel se in , kann , ohne dass 
ihre Fundamentalintegrale in algebraischer Beziehung zu einander 
stehen, sieht man z. B. aus der Differentialgleichung 

- -» + (x — 1) - j xz = 0 , 
d^2 ' J dx 7 

deren Fundamentalintegrale 
—~ — 0i = e*? z% = ex I e T * da; , 

wie man leicht erkennt, nicht in algebraischem Zusammenhange 
stehen, und die trotzdem wegen des Integrales e? eine réductible ist. 

Schliessen wir also den Fall aus, dass zwei Fundamentalintegrale 
in einem algebraischen Zusammenhange stehen und suchen die Be
dingungen, unter denen die Gleichung (17) reductibel ist, so wird sie 
jedenfalls — den Fal l ausgenommen, in dem sie ein algebraisches 
Integral besitzt — ein algebraisches Integral erster Ordnung von der' 
Form 

(19) • • • • • £ - * ( * , * ) 

haben müssen, worin <p eine algebraische irréductible Function be
deuten soll; da nun das allgemeine Integral von (IT), wenn z1 und z2 

trachten darf, da die Gleichung eine in zt und #/ identische war, so erhält man, 
wenn zugleich zx = ix gesetzt wird, weil der erste und zweite Differential
quotient der Function f(zx) für zx = £x Null waren, wie leicht zu sehen, auch 

— — ̂ 1„ = 0 , u. s. w., so dass f(z1)1 weil alle seine Differentialquotienten 

für zt = ļt verschwinden, nothwendig eine Constante sein müsste. Dieser Schiuse 

wäre unrichtig, wenn die Gleichung — = 0 gar keine Lösung hätte, also 
Qi Zļ 

- von zx unabhängig eine Constante a wäre; in diesem Falle würde aber 
Zļ 

die Beziehung (2) zwischen den Integralen in z2 = azx + übergehen, und die 
Functionalgleichung (3) 

aF(x, 0X, # / ) = F(%, azx + , « # / ) 
werden, welche als eine in zx und zx' identische algebraische Gleichung 

F(x,01,01') = Q01+Pgl' 
liefert, worin P und Q algebraische Functionen von x bedeuten ; die Gleichung (1) 
würde somit die Form annehmen 

d2z -n dz . s\ 

und wäre daher eine homogene lineare; findet also für die irréductible Differential
gleichung (1), in welcher F eine algebraische Function ist, eine Beziehung von 
der Form (2) zwischen zwei Integralen derselben statt, so muss jene Gleichung 
eine lineare sein, und die Integrale sind nicht von einander unabhängig. 
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zwei Fundamentalintegrale sind, durch 

g = M01 + N#2 

dargestellt ist, worin M und N willkürliche Constanten bedeuten, so 
wird auch das allgemeine Integral von (19) diese Form haben, wenn 
nur M und N bestimmte Functionen einer willkürlichen Integrations-
constanten bedeuten. Bezeichnen wir nun zwei Integrale von (19) 
mit Zx und Z2, so dass 

Z± = Mxzx + N±02 und Z2 = M20t + N2z2 

ist, so darf vorausgesetzt werden, dass MXN2— M2NX im Allgemeinen 
von Null verschieden ist, da, wenn dieser Ausdruck stets Null wäre, 
zwischen je zwei particulären Integralen von (19) die Beziehung 
existirte Z2= xZly in der ZY ein bestimmtes, Z2 jedes andere parti-
culäre Integral, und % eine willkürliche Constante wäre, dann müsste 
aber (19) eine lineare Differentialgleichung sein, und gerade dies 
wollen wir in allen Fällen nachweisen. Wir können somit #± und #2 

homogen linear durch Zt und Z2 ausdrücken und erhalten somit das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung (19) in der Form 

0 = RZ1 -f- SZ2J 

wenn R und S bestimmte Functionen einer willkürlichen Integrations-
constanten sind. Setzen wir diesen Werth für s in (19) ein, so 
folgt 

(20) - . . . (p{x, RZ1 + SZ2) = Bq>(x, ZJ + S<p(x, Z2), 
und da diese Gleichung vermöge der Annahme, dass zwischen 01 

und z2, also auch zwischen Zt und Z2 keine algebraische Beziehung 
stattfinden soll*), eine in ZY und Z2 identische sein muss, so folgt 
durch Differentiation nach Zx und Z2 

dyjXtBZi+SZj) dtpjx^Z,) _dy{x,Z2) 
d{BZx + 8Z%) dZx ~ dZ2 > 

und daher 
<p(x, Z) = *(x)Z + %(x), 

worin ip (x) und % (x) algebraische Functionen von x bedeuten, für 
welche, wie durch Einsetzen dieses Werthes der ^-Function in (20) 

• 
*) Denn eine algebraische Beziehung F{ZX, Z2) = 0 würde F(M1 zx -J- Nxz21 

M2zx -f- N2z2) = 0 hervorrufen, und diese Gleichung kann keine in zx und z2 

identische sein, da sonst durch Differentiation nach zx und £2, wenn Mxzx -\-Nxz2 = i , 
M2 zx + N2 z2 = II gesetzt wird, 

™LM +1L.M - 0 8F N I 8 F N - 0 
$j 1Y±i ^ ^jjj m2 — u ; $j iyi ^ fin 1 2 — u ; 

dF dF 

also -~y = 0 -örjj = 0 oder Mx N2 — M2 Nt = 0 folgen würde, was un

möglich ist. 
2* 
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hervorgeht, 
R + S = 1 oder %(x) = 0 

folgt. Es wird somit die Differentialgleichung erster Ordnung, welche 
ein algebraisches Integral der Gleichung (17) ist, jedenfalls die Form 
haben * 

(21)....-g--,Ks)* + zf*), 
und wir erhalten den Satz: 

Ist eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
deren Fundamentalintegrale nicht selbst algebraisch sind und auch nicht 
in algebraischer Beziehung zu einander stehen, nicht irreductibel, so 
muss sie als algebraisches Integral erster Ordnung eine lineare Differential
gleichung erster Ordnung besitzen, oder anders ausgedrückt, alle jene 
linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die nicM 
ein algebraisches Integral erster Ordnung von der Form 

/ A \ fy{x)dx fxp{x)dx —ßp(x)dx 
(A) ce -\- e le %(x)dx 

besitzen, worin iļ> (x) und % (x) algebraische Functionen von x sind*), 
sind irreductibel.' 

So wird z. B. die Differentialgleichung zweiter Ordnung für die 
Perioden der elliptischen Integrale erster Gattung 

« ( 1 - * ) - f £ + ( 1 - 3 * ) £ — « - 0 , 
weil 

sein müsste, und E bekanntlich nicht durch ü mit in x algebraischen 
Coëfficiënten linear ausdrückbar ist, irreductibel sein. 

Zur Charakteristik jener Functionen . (x) und % (x) werde be
merkt, dass, wenn das allgemeine Integral (Ä) jener Differential
gleichung erster Ordnung 

J\p (x) dx 
z = ce + W(x) 

in die Gleichung (17) eingesetzt wird, wegen 
n fy{x)dx 

2 - J*ip (x) dx fxfJ (x) dx 

-— = clķ{xfe + '( ) + "( ) 

*) Ueber die rationale Ausdrückbarkeit dieser Functionen, sowie der in den 
früheren Untersuchungen vorkommenden algebraischen Functionen wird später 
in der Theorie der allgemeinen linearen Differentialgleichungen ausführlich ge
handelt. 
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sich 
/ (x) dx f ì 

\1>'( ) + ( + ( ) +Q] + 
+ ¥"( ) + " ( ) + ( ?) =  

ergiebt, welche Gleichung für willkürliche identisch erfüllt sein 
muss, so dass 

'( ) + ( )2 + Pļ>(x) + Q = 0 ( ) + ( ;) + ( ) = , 

d v f- ( ) dx 

• h- e und ( ) 
selbst Integrale der Gleichung (17) sind; da nun aber das erstere 
dieser Integrale der linearen homogenen Differentialgleichung 

genügt, so folgt, dass die nicht irréductible lineare homogene Differential
gleichung zweiter Ordnung jedenfalls auch eine lineare homogene Differen
tialgleichung erster Ordnung mm algebraischen Integrale erster Ordnung 
haben muss*). 

Es mag bemerkt werden — und es ist dies aus der Natur der 
vorher gemachten Schlüsse leicht einzusehen —, dass, wenn eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung auch ein algebraisches 
Integral besitzt und mit einer Differentialgleichung erster Ordnung 
ein nicht algebraisches Integral gemein hat, so dass diese Differential
gleichung nach früheren Sätzen ein algebraisches Integral erster 
Ordnung jener Differentialgleichung ist, diese Differentialgleichung 
erster Ordnung ebenfalls eine lineare sein wird; so hat z. B. die 
Differentialgleichung 

» • - ( f — 5 ^ £ + ( "-«)- -+( , - *)—» 
4t ~î 

das algebraische Integral ^ = — x , und es genügt ein zweites 
4 f Ķundamentalintegral £2 = - - + ex der linearen Differentialgleichung 

erster Ordnung 
dz 2 I / i 2 \ 

_ _ * = _ * ( 1 - * ) , 
welche ein algebraisches Integral erster Ordnung von (a) ist, während 
das particuläre Integral g = eF der homogenen linearen Differential
gleichung erster Ordnung 

dz  
dx 

genügt, die ebenfalls ein Integral erster Ordnung von (a) darstellt. 

*) Vergi, die Arbeit des Herrn Fro ben in s im 76. Bande des Crelle'schen 
Journals. 
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Wir werden den oben für lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung erwiesenen Satz gleich nachher auf solche beliebiger Ordnung 
ausdehnen, an dieser Stelle werde nur noch erwähnt, dass für den 
Fall, dass Q = 0 ist, das nothwendige Bestehen der oben hergeleiteten 
Gleichung 

'( ) + t(xf+ ( )+ = 0 
auch so aufgefasst werden kann, dass die Differentialgleichung 

ein algebraisches Integral hat, d. h. wenn z = £—1 gesetzt wird, dass 

algebraisch integrirbar ist, was in der That im § 2 als Bedingung 

für die Reductibilität der Differentialgleichung -r-y- — f(x>y)-j— = 0> 
(XX (tOC 

gefunden war. 
Die obige Untersuchung war für den Fall durchgeführt worden 

dass die beiden Fundamentalintegrale der linearen homogenen Differen
tialgleichung zweiter Ordnung nicht in algebraischem Zusammenhange 
stehen; fassen wir jetzt den Fall auf, dass eine solche algebraische 
Beziehung zwischen den Fundamentalintegralen existirt, wobei natür
lich der Fall, dass eines derselben algebraisch ist, ausgeschlossen 
werden muss, da es dann das andere auch sein würde. Betrachten 
wir zuerst als Beispiel die Differentialgleich un g 

d*z dz i 2z =  
dx1 dx ' ' 

zwischen deren beiden Fundamentalintegralen #t = e?, £2 = e2x die 
algebraische Beziehung 

02 = &2 

besteht; fassen wir das particuläre Integral z = e* + e2x auf, so sieht 
man sogleich, dass dieses nicht einer linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung genügen kann, sondern das Integral der Gleichung 

(£)2-(^ + 1)£+^(^ + 1)=0 

ist, welche wiederum ein algebraisches Integral erster Ordnung der 
gegebenen Differentialgleichung sein wird mit dem allgemeinen Inte
grale cex -f- c2e2x, dagegen genügen die particulären Integrale 0t und £2 

linearen homogenen Differentialgleichungen. 
Wenn also für eine lineare homogene Differentialgleichung 

zweiter Ordnung (17) zwei Fundamentalintegrale ^ und #2 in der 
algebraischen Beziehung 

(22) •••• * - ƒ ( * , * , ) 
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stehen, unter welchen Bedingungen wird dann ein particuläres Inte
gral existiren, welches einer linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung Genüge leistet? Oben ist bereits gezeigt worden, dass, 
wenn ein particuläres Integral dieser Art existirt, jedenfalls auch ein 
anderes vorhanden sein muss, das eine lineare homogene Differential
gleichung erster Ordnung 

( 2 3 ) - . . . *L-.PJI, 

befriedigt, in welcher p eine algebraische Function von x bedeutet. 
Die unter Voraussetzung der Gleichung (18) oben erhaltene Gleichung 
wird, wenn wir unter gx grade das Integral der Gleichung (23) ver
stehen — und das dürfen wir, weil, wenn unter zwei Fundamental
integralen eine algebraische Beziehung besteht, dies für je zwei solcher 

dz Integrale der Fall ist — also die Beziehung -~- =p#t benutzen, die 
Form annehmen: 

und machen wir nunmehr die Annahme, dass in der algebraischen 
Relation (22) zwischen 0± und #2 die Variable x nicht explicite vor-

kommt, so wird wegen -x— = 0 - — = 0 -^-4— = 0 die letzte 
ex x> Zļ 

Gleichung in 

übergehen, woraus 

folgt. Da nun Q und p algebraische Functionen von x sind, die 
rechte Seite dieser Gleichung aber nur von #± algebraisch abhängt, 
welche Grösse aber selbst nicht eine algebraische Function von x 
sein sollte, so müssen die beiden Seiten der Gleichung (24) constante 
Grössen sein, also 

(25). . . .£-« und V ^ = * ( ^ - / ) -
Aus der zweiten Gleichung (25) folgt 

1 dzx* l dz1 \z1J dzx #i 
worin x19 da f von x frei sein sollte, wiederum eine Constante sein 
wird, somit durch nochmalige Integration: 
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wenn eine willkürliche Constante und , da f(z^) eine algebraische 
Function von zx sein sollte, eine rationale Zahl ist; ausserdem kann 

z2 + ~ 3 ļ #i als ein zweites Fundamentalintegral zu zx aufgefasst werden. 

Wenn also für eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(17), deren Fundamentalintegrale in einem algebraischen, von der unab
hängigen Variabein freien Zusammenhange stehen, eines derselben z± einer 
homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung genügen soll, 
so muss die algebraische Beziehung zwischen z± und einem anderen 
Fundamentalintegrale z2 lauten 

(a) . • . . z2 = cz\ , 
und jene Differentialgleichung erster Ordnung 

sein, welcJie wieder ein algebraisclies Integral erster Ordnung der Differential- ' 
gleichung (17) ist, und wie man leicht sieht, wird auch umgekehrt, wenn 
zwischen z± und z2 eine algebraische Beziehung von der angegebenen 
Art existirt, zx die Lösung einer linearen homogenen Differentialgleichung 
(b) sein. 

So wird z. B. die Differentialgleichung 

d2z (l + 3 ļ /2aA dz .  
-d^-\—^x ) + * = 0 

die beiden Integrale 

3 X 3 X 

zt = e und z2 — e 
besitzen, welche in der algebraischen Beziehung z2 = z* zu einander 
stehen, und von denen z. B. z1 der linearen homogenen Differential
gleichung erster Ordnung genügt 

dz l i 
— yy x *-

Es mag noch hinzugefügt werden, dass, wenn der Quotient zweier 
particulären Fundamentalintegrale eine algebraische Function von x, 
also 

ist, dann aus der bekannten Beziehung 

g2A±LL = ce-S™* 

sich 

z1= (p(x)e~~~typdx 
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ergiebt, worin <p (x) eine algebraische Function bedeutet, und jst 

somit, wie unmittelbar zu sehen, der linearen homogenen Differential
gleichung erster Ordnung genügt 

dx \(1 ( ) l I ' 

und ähnlich für £2. Wir werden die Frage der algebraischen Be
ziehung zwischen 0t und #2 noch allgemeiner am Ende des dritten 
Kapitels erörtern. 

§ 4. 
Die Irrediictibilitätsuntersuchung für die allgemeinen linearen 

Differentialgleichungen. 
Es soll nun noch die Frage nach der Reductibilität einer all

gemeinen linearen homogenen oder nicht homogenen Differential
gleichung aufgeworfen werden. 

Sei die Differentialgleichung 

vorgelegt, in welcher /1 , f2, . • • fm, f algebraische Functionen von x 
bedeuten, und werde ihre Reductibilität angenommen, so wird sie ein 
algebraisches Integral niederer Ordnung besitzen 

(«,....,(.,.,-£-,...£.)_o, 
worin Q < m y und dessen Eigenschaft ermittelt werden soll. Seien 

m particuläre Fundamentalintegrale der reducirten Gleichung der 
Differentialgleichung (26), so lautet bekanntlich das allgemeine In
tegral von (26) 

und greift man unter der Voraussetzung, dass nicht je m particuläre 
Integrale der Gleichung (27) mit % in homogener linearer Relation 
stehen, m solcher Integrale 

• ^ l ; ^ 2 ? * " * ^ » i 

heraus, so müssen diese, da sie auch Integrale der Differential
gleichung (26) sein müssen, in die Form gesetzt werden können 

( Zx = an zx + a12 z2 + • • • + aim zm + g 

(28) • • • i ^2 = a21 ^1 + a22 2̂ + * " • + <hm*m + £ 

l Zm= ūmļZļ + 2 + ' ' ' + Clmm^m + £; 
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aus denen sieh der gemachten Annahme zu Folge 

(29) .. .. U = b« (̂ i— Ö + b» (̂ 2 - Ö + • • • + V ( ^ - E) 

\^n=bm(Z1~ Ç)+bm2(Z2 — g) H h bmm(Zm— t) 

ergiebt. Da nun alle Integrale der Gleichung (27) in dem allgemeinen 
Integrale der Gleichung (26) enthalten sein müssen, so wird das all
gemeine Integral von (27) lauten 

(30) • - • • g = AtZL + A2Z2 + - • - + AmZm + , 

worin Al7 A27 • • • Am, M Q willkürliche Constanten enthalten; stehen -
dagegen je m particuläre Integrale der Gleichung (27) mit £ in 
homogener linearer Relation, so hat das allgemeine Integral offen
bar die Form 

=* &-\ +Am-1Zn-1+Mt, 
in allen Fällen wird also (30), wenn man auch Nullwerthe für die 
^.-Grössen zulässt, die Form des allgemeinen Integrales der Differen
tialgleichung (27) darstellen, und setzt man diese Gleichung in die 
Form 

/ Q i \ dPz ( dz d2z d(^-1z \ 

<31> • • • • 1 * - ~ *''»-an s?-'•'•-;*=?)' 
so folgt, da 

ist, durch Einsetzen des allgemeinen Integrales (30) mit abgekürzter 
Bezeichnung der Ableitungen 

(32) • •4>(x,A1Z1 + --- + AmZm + , AxZ}-\ h AmZ'm -f MC,• • 

• • & -» +••• + AnZji-V + M^-1) 

= Al9 (x, Zu Z;, • • • Z * - x ) ) + A2cp(x, Z„ Z2', • • • i ^ - 1 ' ) 

+ • • • + Amcp (x, Zm, ZJ, • • • Z%-iy) + M&\ 

worin die Q willkürlichen Constanten in den -Grössen und in M 
vorkommen. Nehmen wir nun ferner an, dass zwischen den m par-
ticulären Fundamentalintegralen z17 z2i • • • 2m der reducirten Differen
tialgleichung (26), der Function g und deren Differentialquotienten 
bis zur (p — l) t en resp. pten Ordnung hin keine algebraische Beziehung 
stattfindet, dass also diese Annahme vermöge der Beziehungen (28) 
auch für Z19 Z2, • • • Zmf £ und deren Ableitungen statthat, so muss 
die Gleichung (32) für alle Werthe von 

(a) • • • • Zu Zt, • • • Zm, Z / , • • • Zm' • • • • Z^-x\ • • • Z{l~l\ t, , • • 6«> 
l 
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identisch bestehen, und wir erhalten somit einerseits M = 0 , anderer
seits, wenn wir 

AZi H 1" A*Zm = J, A& + • • • + AmZm' = 1 7 , . . . 

setzen, durch Differentiation nach den einzelnen Grössen (a) 

dtp(x,i,ii,... p) _ ayfo, z^z/, • •- zft-1*) 

= ay(s,z„z,', ... zft-1) = = gy^z^z; ••. z%-v) 
dZ2 dZm 

dy(x, i, iit •. P) = ayfrjZ^z/,... z^-1)) ^  
— dzp-v 

_ g y (^z2 ,z ; , ...z^-1)) = e = a y (^zM ,z ; , ...zff-1}) 
gZ(?-D ••• azļf-x> ; 

d. h. es ist für £ = 1, 2, • • • m 

(33) - - <p (x, Z£, Z;,.. ^ - x ) ) =L0Ze + i i Z / H - •. + L ^ Z ^ + L , 

worin L0, Ll7 - • • LQ—I, L Functionen von x bedeuten, oder nach 
(31) die Form der Differentialgleichung (27) 

somit eine lineare, deren Coëfficiënten N0> Nl7 • • • Nç> Q algebraische 
Functionen von x sind. 

Unter den gemachten Voraussetzungen muss also ein algebraisches 
.Integral ņier Ordnung einer linearen Differentialgleichung eine lineare 
Differentialgleichung çter Ordnung sein. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn die Q particulären 
Fundamentalintegrale der reducirten Gleichung von (34) 

mit £ u £2, • • • ÇQ bezeichnet werden, wieder das allgemeine Integral 
von (34) die Form haben wird 

(36) • •.. g = 1 + + • • • + *„Ļ+ to, 
worin x1} 2, • • « xQ willkürliche Constanten und £0 eine bestimmte 
Function von x bedeutet; da aber das allgemeine Integral von (34) 
jedenfalls ein Integral der vorgelegten linearen Differentialgleichung 
mteT Ordnung (26) sein muss, so folgt, dass auch gl, ein Integral von 
(26) sein wird, und dass daher auch die Differentialgleichung (35) 
ein algebraisches Integral der reducirten Gleichung von (26) sein 
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wird; somit stets eine homogene lineare Differentialgleichung pter 

Ordnung auch ein Integral der reducirten Gleichung der reductibeln 
Differentialgleichung (26). 

Specialisiren wir den eben bewiesenen Satz für homogene lineare 
Differentialgleichungen? so ergiebt sich das folgende Theorem: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung mt€r Ordnung 
reductibel ist, also ein algebraisches Integral Qter Ordnmig hat, und 
zwischen den m particulären Fundamentalintegralen und deren Q — 1 
ersten Ableitungen besteht keine algebraische Beziehung, dann ist jenes 
algebraische Integral eine lineare Differentialgleichung Qter Ordnung, 

oder anders ausgesprochen: 
Hat eine lineare homogene Differentialgleichmig mit einer alge

braischen Differentialgleichung niederer Ordnung, welche in Bezug auf 
den höchsten Differentialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel 
ist, ein Integral gemein, welches nicht zugleich ein Integral einer Differenz 
tialgleichung noch niederer Ordnung ist, so ist unter der oben gemachten 
Voraussetzwng jene algebraische Differentialgleichung eine lineare und 
zugleich eine Integralgleichung der vorgelegten Differentialgleichung, und die 
letztere hat noch die reducirte Differentialgleichung eben dieser zum Integral. 

Zweites Kapitel. 
Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 

verschiedener Differentialgleichungen. 
§ 5. 

Zwei Satze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen 
Integralen von Differentialgleichungen und deren 

Differentialquotienten. 
Wir wollen im Folgenden zwei Sätze herleiten, welche die Grund

lage für die Ausdehnung des AbeTschen Theorems sowie aller der
jenigen Untersuchungen, die bisher an Integralen algebraischer 
Functionen angestellt worden sind, auf Integrale algebraischer Differen
tialgleichungen bilden werden. 

Sei ein System von Differentialgleichungen vorgelegt 

I f ( J!. dmiz \ —  
/ i ļ xi> Viu 12? ' * * VIQJ 9 0> dx y dx™1 Ì 

/14 iff' 1± **""* \ n 
\\) • * " lh I X2> 21> #22> ' ' ' #2Ç>> Z) dx* ' ' ' ' dx™* ) 

/. / dz dm*z \ A 

ļ/*(xx, yxl, yxi, ••• ,*,- ,--- -J^rj =°° °' 


