CAPITOLO V.

Grandezze geometriche.

§ 1. Definizioni.

1. Sonvi delle categorie di grandezze geometriche tali che prese
due grandezze della stessa categoria, non si pud presentare che
I'uno o l'altro di questi due casi: 1° le due grandezze si possono
sovrapporre, o si possono decomporre in parti a due a due sovrap-
ponibili; e allora si dicono eguali; 2° le due grandezze si possono
decomporre in parti in modo che ogni parte della seconda sia
eguale ad una delle parti della prima, ma non viceversa, e allora
le due grandezze diconsi diseguali, e la prima maggiore della se-
conda.

Questo avviene per le lunghezze di segmenti rettilinei, per le
aree piane limitate da linee rette, pei volumi di prismi o di solidi
decomponibili in prismi, e per alcune altre categorie di grandezze
geometriche, che soglionsi chiamare principali. Ma sonvi altre gran-
dezze, per le quali pué avvenire che, paragonandone due, non si
presenti né 1'uno né I'altro dei due casi suddetti. Per queste gran-
dezze & necessario di ben definire che cosa si intenda per egua-
glianza di due grandezze, e per misura d'una di tali grandezze.

2. Diremo campo di punti, od anche figura, ogni insieme di punti,
in numero limitato od illimitato. Cosi alcuni punti in numero finito,
i punti d'una linea, d’una superficie, d’un solido, sono campi di punti.
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Un campo di punti si dird rettilineo, se tutti i punti stanno su d'una
retta; si dird piano, se tutti i punti stanno in un piano. Nei comin-
cieremo a studiare i campi rettilinei.

Sia A un campo rettilineo. Si dird che un punto P & énterno al
campo A, se & possibile determinare una lunghezza p in guisa che
tutti i punti della retta, i quali distano da P meno di p, apparten-
gano al campo A. Si dird che un punto & esterno al campo A, se
& possibile determinare una lunghezza p in guisa che tutti i punti
della retta, i quali distano dal punto P meno di p, non apparten-
gano ad A. Un punto né interno né esterno ad A si dird punito
limile di A; quindi, se P ¢ un punto limite di A, fissata comunque
una lunghezza p, si troveranno sempre dei punti sulla retta, che
distano da P meno di p, e che appartengono al campo A, e dei
punti, che pure distano da P meno di p, e che non apparten-
gono ad A. I punti limiti di A possono appartenere, ovvero non,
al campo A; essi formano un nuovo campo, che si dird campo
Uimite di A.

E noto che ad ogni punto P d'una retta si puo far corrispondere
la sua ascissa, ossia il numero che misura la sua distanza da un
punto fisso della retta, tenendo il debito conto del segno. Conver-
remo che, reciprocamente, ad ogni numero corrisponda sulla retta
uno ed un sol punto avente per ascissa quel numero. Quindi ad
ogni campo A corrisponde un gruppo di numeri, o, come diremo,
campo di numer:; e viceversa, ad ogni campo di numeri corri-
sponde un campo di punti sulla retta. A causa di questa corrispon-
denza univoca, potremo, ove ci convenga, invece dei campi retti-
linei di punti, considerare dei campi di numeri.

Come esempi, si considerino sulla retta i punti le cui ascisse sono
maggiori di 0 e minori di 1. Si avrd un campo rettilineo di punti;
ogni punto del campo & interno al medesimo; i punti limiti sono i
punti di ascisse 0 ed 1; ogni altro punto & esterno al campo.

Si considerino ancora i punti della retta, le cui ascisse sono nu-
meri razionali, maggiori di 0 e minori di 1. Questo campo non avra
punti interni; i punti le cui ascisse sono =0, e =1, sono punti li-
miti; gli altri punti sono esterni.



— 154 —

Se un campo di punti contiene alcuni, ma non tutti i punti della
retta, esso avra certamente dei punti limiti. Invero, suppongasi che
P sia un punto del campo dato A, e Q un punto non appartenente
ad A. Siano p e ¢ le ascisse dei punti P e Q, e sia p. e. p<q.I
punti del campo A, le cui ascisse sono minori di g, avranno un li-
mite superiore, non minore di p, perché p é appunto I’ascissa d’'uno
di tali punti, né maggiore di ¢; sia » questo limite superiore, e R
il punto della retta avente per ascissa ». Dico che R & un punto
limite di A. Invero, fissata ad arbitrio una lunghezza p, esiste qualche
punto del campo A la cui ascissa & maggiore di »—p, e quindi tale
che la sua distanza da R & minore di p; mentreché ogni punto la
cui ascissa & compresa fra » e la piu piccola delle due quantitd
r-+p e g, i quali punti distano pure da R meno di p, non appar-
gono al campo.

I punti d’'una retta, che stanno fra due punti dati, contando ov-
vero non questi punti, formano un campo, che si dird segmento
rettilineo. La sua lunghezza é una grandezza principale ; ogni campo
formato da un numero finito di segmenti ha pure una lunghezza
paragonabile a quella d'un segmento rettilineo.

Abbiasi ora un campo formato da punti in linea retta, dato in
un modo qualunque. Potremo in generale immaginare dei campi
formati da un numero finito di segmenti, e dei quali fa parte il
campo dato; e potremo immaginare dei campi formati pure da un
numero finito di segmenti, i quali fanno parte del campo dato. Cia-
scheduno di questi campi ha wuna lunghezza, e la lunghezza dei
primi & maggiore della lunghezza dei secondi.

Se il limite inferiore delle lunghezze dei primi campi coincide
col limite superiore delle lunghezze dei secondi, al valore comune
di questi due limiti daremo il nome di lunghezza del campo ret-
tilineo dato.

Ma potrebbe avvenire che questi due limiti non siano eguali, e
quindi, che il limite inferiore delle prime lunghezze sia maggiore
del limite superiore delle seconde. In questo caso diremo che il
campo proposto non ha una lunghezza paragonabile con quella d’'un
segmento rettilineo; e al limite inferiore delle prime lunghezze po-
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tremo dare il nome di lunghezza esterna del campo dato, e chia-
mare lunghezza interna il limite superiore delle seconde. Potrebbe
anche avvenire che non esistano campi formati da segmenti, i quali
contengano il campo dato, nel qual caso diremo che la lunghezza
esterna del campo & infinita; ovvero che non esistano segmenti
contenuti nel campo dato, e allora diremo che la sua lunghezza
interna & nulla. Cosi dei due esempi gid portati, il primo campo &
un segmento avente lunghezza — 1; il secondo campo non ha lun-
ghezza paragonabile con quella d’un segmento; la sua lunghezza
esterna vale 1, e la sua lunghezza interna & nulla.

Se da un campo formato da un numero finito di segmenti, e con-
tenente nel suo interno A, si toglie un campo pure formato da un
numero finito di segmenti, contenuto nell'interno di A, si avra un
campo formato altresi da un numero finito di segmenti, la cui lun-
ghezza vale la differenza fra le lunghezze del primo e del secondo
campo, e che contiene nel suo interno tutti i punti limiti di A. Ora
affinché A abbia una lunghezza paragonabile con un segmento, &
necessario e sufficiente che la differenza fra le lunghezze dei primi
campi e quelle dei secondi possa rendersi tanto piccola quanto si
vuole; quindi & necessario e sufficiente che si possa costrurre un
campo formato da segmenti in numero finito, contenente nel suo
interno tutti i punti limiti di A, e di grandezza tanto piccola quanto
si vuole. In ogni caso si vede che la differenza fra la lunghezza
esterna e la lunghezza interna d’'un campo A & eguale alla lun-
ghezza esterna del campo limite di A.

3. AREE PIANE. Le cose dette pei campi rettilinei si possono ri-
petere pei campi di punti che giacciono in uno stesso piano. Di-
remo che un punto P & énferno al campo piano A, se & possibile
determinare una lunghezza p in guisa che tutti i punti del piano,
che distano da P meno di p, appartengano ad A. Un punto si dird
esterno al campo A se & interno al campo formato dai punti non
appartenenti ad A. Un punto né interno né esterno si dird punio
timite. 11 campo formato dai punti limiti di A si dird campo limite,
o contorno di A.
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Se il campo A contiene alcuni punti del piano, senza contenerli
tutti, esso avra dei punti limiti. Invero, se P e Q sono due punti,
T'uno appartenente, e I'altro non, al campo A, si consideri il campo
formato dai punti del campo A che giacciono sulla retta PQ. Esso
avra, per quanto si & sopra dimostrato, almeno un punto limite
appartenente al segmento PQ, ed esso sard un punto limite del
campo A.

Abbiasi un campo piano qualunque. Potremo in generale imma-
ginare delle aree piane limitate da linee rette, che contengono nel
loro interno il eampo A, e delle aree piane, pure limitate da linee
rette, contenute nell'interno del campo dato. Se, come avviene nei
casi piu comuni, il limite inferiore delle prime aree coincide col
limite superiore delle seconde, al valor comune di questi due limiti
daremo il nome di area del campo piano dato.

Ma potrebbe avvenire che questi limiti non siano eguali; in
questo caso chiameremo area esterna della figura data il limite in-
feriore delle aree poligonali che contengono nel loro interno la fi-
gura data, e area interna della figura il limite superiore delle
aree poligonali contenute nell'interno di essa.

Se da un campo limitato da linee rette, contenente nel suo interno
il campo A, si toglie un campo pure limitato da linee rette e con-
tenuto in A, si ottiene un campo (striscia) limitato da linee rette
e che contiene nel suo interno il campo limite di A. L’area di questo
campo ¢ la differenza fra le aree dei due primi. Quindi noi ci as-
sicureremo che il limite inferiore delle prime aree coincide col li-
mite superiore delle seconde, se la loro differenza si pud rendere
tanto piccola quanto si vuole; vale a dire affinché un campo piano
abbia un’area paragonabile ad un’area poligonale & necessario e
sufficiente che si possa formare un campo piano limitato da rette,
contenente nel suo interno tutti i punti limiti del campo dato, e la
cui area sia tanto piccola quanto si vuole. Potrebbe anche avvenire
che non esista alcun poligono, di area finita, contenente nel suo
interno il campo dato, e allora si dira che l'area esterna di questo
campo ¢ infinita. Se non esiste alcun poligono contenuto nell'interno
del campo dato, si dira che la sua area interna é nulla.
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E noto, p. e., come si dimostri in geometria elementare che se
la figura data & un cerchio, il limite superiore delle aree dei poligoni
interni coincida col limite inferiore delle aree dei poligoni che com-
prendono il cerchio, e che quindi il cerchio abbia un’area paragona-
bile alle aree poligonali. Se si immagina il campo formato dai punti
del piano la cui distanza da un punto fisso O & razionale (rispetto ad
una lunghezza —1) e minore di 4, si avrd un campo piano la cui
area interna & nulla, e la cui area esterna vale I’area del cerchio
di raggio 1.

4. Alle aree cosi definite si possono estendere alcune proposizioni
che si riferiscono alle aree piane. Cosi & noto che se si proietta orto-
gonalmente un’area piana poligonale sopra un secondo piano, I'area
proiezione & eguale all’area proiettata moltiplicata pel coseno del-
I'angolo dei due piani. Sia ora A un campo piano qualunque, e sia
A'’la sua proiezione ortogonale su d’un secondo piano che faccia
col primo I'angolo a. Ogni poligono P contenente nel suo interno il
campo A si proietta secondo un poligono P’ contenente nel suo in-
terno A’, e viceversa, ogni poligono P’ contenente A’ & la proiezione
d’'un poligono P contenente A. Ma l'area del poligono P' & eguale
all’area di P moltiplicata per cosa; quindi il limite inferiore delle
aree dei poligoni P’ & eguale al limite inferiore delle aree dei po-
ligoni P moltiplicato per cosa. Ma il limite inferiore delle aree dei
poligoni P & l’area esterna di A, il limite inferiore delle aree dei
poligoni P’ & I'area esterna di A’; dunque l'area esterna della proie-
zione d’'un campo dato vale I'area esterna di questo campo moltipli-
cata per cosa. In modo analogo si dimostra che I'area interna della
proiezione del campo vale l'area interna di questo campo molti-
plicata per cosa. Se il campo che si proietta ha un’area parago-
nabile alle poligonali, ossia se coincidono le aree esterna ed interna,
si deduce che lo stesso avviene per la sua proiezione, e I'area proie-
zione & eguale all’area proiettata moltiplicata pel coseno dell’angolo
che fanno i piani delle due aree.

Come applicazione, se si proietta un cerchio di raggio asu d'un
piano che faccia col primo I’angolo «, si otterra un’ellisse i cui
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semiassi sono a e b—=a coso; e poiché I'area del cerchio vale wa?,
I'area dell’ellisse vale ma? cosa —=mab,; ossia I'area d’un ellisse
é eguale all’area del cerchio il cui raggio sia la media
geometrica fra i semiassi della ellisse.

In modo analogo si dimostra che in due figure piane simili le
aree (esterne, o interne, o proprie) stanno come i quadrati dei lati
omologhi.

5. VoLUMI. Abbiasi un campo di punti nello spazio. Un punto si
dira #nlerno al campo se esiste una sfera di centro il punto con-
siderato, tale che tuttii punti interni ad essa appartengano al campo.
Se invece esiste una sfera di centro il punto considerato e di cui
tutti i punti non appartengono al campo, questo punto si dira esterno.
Un punto né interno né esterno si dird punfto lLmite. I punti li-
miti formano un campo, che dicesi campo lmite, o contorno del
campo dato.

Dato un campo A, potremo in gefnerale immaginare dei solidi
formati da prismi (e che diremo solidi prismatici), i quali contengano
nel loro interno A, e dei solidi pure prismatici, interni ad A. Se il
limite inferiore dei volumi dei primi solidi coincide col limite supe-
riore dei volumi dei secondi, al loro valore comune si dara il nome
di volume del campo dato; e si dird anche che il campo dato ha un
volume paragonabile coi volumi di prismi.

Ma se questi volumi non coincidono, chiameremo volume esterno
del campo il limite inferiore dei volumi dei solidi prismatici con-
tenenti il campo dato, e chiameremo volume interno il limite su-
periore dei volumi contenuti nell’interno di esso campo. Potrebbe
avvenire che non esista alcun solido prismatico contenente il campo
dato, e allora si dirad che il volume esterno di quel campo & infi-
nito; e se nessun solido & contenuto nel campo, si dird che il suo
volume interno & nullo.

Se da un solido composto di prismi, contenente nel suo interno
il campo A, si toglie un solido analogo contenuto in A, si avrd un
nuovo solido che contiene i punti limiti di A, e il cui volume & la
differenza dei volumi dei due solidi precedenti. Se questa differenza
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si pu6 rendere tanto piccola quanto si vuole, il limite inferiore dei
primi solidi & eguale al limite superiore dei secondi, e viceversa.
Quindi, affinché un campo abbia un volume paragonabile coi prisma-
tici, & necessario e sufficiente che si possa formare un solido prisma-
tico, il cui volume sia piccolo ad arbitrio, e che contenga nel suo
interno il contorno del campo dato.

E noto dalla geometria elementare come si dimostri pei solidi pit
comuni, come tetraedri e poliedri in generale, sfera, ecc. che il loro
volume & paragonabile con quello dei solidi prismatici.

Si osservi poi, sia a proposito dei volumi che delle aree, che se una
grandezza o & il limite superiore d'un sistema di grandezze b, e se
ogni grandezza b & il limite superiore di certe grandezze c, la gran-
dezza a & pure il limite superiore delle grandezze c¢; e se a & il
limite inferiore d'un sistema di grandezze b, e ogni grandezza b &
limite inferiore di altre grandezze c, sara a il limite inferiore delle c.
Quindi, poiché I'area d'un cerchio, o d’'una figura limitata da linee
rette e da archi circolari, & ad un tempo il limite superiore delle
aree dei poligoni interni ad essa, e il limite inferiore delle aree po-
ligonali che la contengono, si deduce che l'area interna d'una fi-
gura qualunque & anche il limite superiore di tutte le aree piane
contenute in essa, e limitate da linee rette o da archi circolari (o
in generale da linee che racchiudono aree paragonabili alle poligo-
nali); lo stesso si puo dire per le aree esterne.

Ancora, siccome & facile il vedere che l'area d'un poligono & il
limite superiore delle aree di figure interne ad esso, e composte di
tanti rettangoli aventi due lati paralleli ad una retta fissa, ed &
il limite inferiore delle aree di figure analoghe, che contengono il
poligono dato, cosi si deduce che l'area interna d'un campo qua-
lunque & anche il limite superiore delle aree di figure composte
di rettangoli aventi una coppia di lati paralleli ad una retta fissa,
e interni al campo dato, e che l'area esterna dello stesso campo &
il limite inferiore delle aree di figure analoghe contenenti il campo
dato.

Analogamente si puo conchiudere che p. e. il volume interno d’un
campo qualunque & anche il limite superiore dei volumi di solidi
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limitati da piani qualunque, o da superficie sferiche, o cilindriche,
o coniche, ecc. (i quali solidi sono pilt generali di quelli impiegati
nella definizione), e che esso & pure il limite superiore dei volumi
di solidi formati da tanti prismi retti, le cui altezze siano parallele
ad una retta fissa (solidi meno generali di quelli impiegati nella
definizione).

6. Ai volumi cosi definiti potremo estendere alcuni teoremi che
si dimostrano in geometria elementare per solidi particolari.

Sia A una figura piana; per ogni punto di A si conduca una
retta parallela ad una retta fissa. Il solido formato dall'insieme di
queste rette, e compreso fra il piano della figura A ed un suo pa-
rallelo, & un prisma se A & un poligono; noi lo chiameremo in ge-
nerale cilindro. I1 volume (proprio, o esterno, od interno) di questo
cilindro & eguale al volume del prisma avente per base un’area po-
ligonale eguale all’area della figura A (o propria, o esterna, od in-
terna), e compreso fra gli stessi piani paralleli. Infatti si immagini
un poliedro interno al cilindro in questione. Se per ogni punto di
questo poliedro si conduce la parallela alla generatrice del cilindro,
compresa fra le due basi, si otterra, come luogo di queste rette, un
prisma, maggiore o eguale al poliedro dato, e la cui base & un po-
ligono interno ad A. Ma il limite superiore dell’area di questo poli-
gono & l'area interna di A; il limite superiore dei volumi di quei
poliedri & il volume interno al cilindro; dunque il volume interno
del cilindro & eguale al volume del prisma avente per base 'area
interna della base del cilindro, e la stessa altezza. Lo stesso si pud
dire del volume esterno, e del volume proprio, ove esista.

Se A ¢ una figura piana, e V un punto fuori del piano, il luogo
delle rette (terminate) che vanno dal punto V ai punti di A & un
solido, che & una piramide, se A & un poligono, e che in generale
dicesi cono. Si dimostrerd in modo analogo che il volume del cono
¢ il terzo del volume del prisma avente una base eguale in area a
quella di A, e la stessa altezza.

Siano A una figura piana, » una retta parallela al piano di A, e
m un piano qualunque. Il luogo delle rette parallele al piano 7 che
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passano pei punti di A e incontrano la retta », queste rette essendo
comprese fra il piano A e la retta », & un solido detto conoide. 1l
suo volume (proprio, o esterno od interno) & eguale alla meta del
volume del prisma avente per base un’area eguale all’area di A
(propria, o esterna od interna) e per altezza la distanza della retta
7 dal piano della figura A. La cosa & evidente se la figura A & un
parallelogrammo avente due lati paralleli ad », e gli altri due pa-
ralleli allintersezione dei piani m e A. Lo stesso avviene se la fi-
gura A & la somma di pit parallelogrammi di tal fatta. Se la figura A
¢ qualunque, si immagini una figura B interna ad A e composta
di tanti parallelogrammi della specie descritta, e il conoide di base B.
Sara il limite superiore delle aree B eguale all’area interna di A;
il limite superiore dei conoidi di base B eguale al volume interno
del conoide di base A; e poiché il conoide di base B vale la meta
del prisma di egual base e di eguale altezza, si deduce che il vo-
lume interno del conoide di base A & la meta del volume del prisma
di base eguale all’area interna di A, e di egual altezza. Lo stesso
vale pel volume esterno, e pel volume proprio.

7. LUNGHEZZA DI ARCHI CURVILINEL. Dato un arco continuo AB,
lo si decomponga in parti, che siano nuovi archi continui, e si dispon-
gano queste parti I'una dopo I'altra in modo da formare una nuova
linea continua. La distanza dei punti estremi di questo nuovo arco
dipendera in generale dal modo con cui si & diviso 1'arco AB e dal
modo con cui si dispongono queste parti. Al limite superiore di questa
distanza (ove esista) daremo il nome di lunghezza dell'arco dato.
Dire che un arco ha una lunghezza significa che esiste questo li-
mite superiore.

E chiaro che, decomposto I'arco AB in parti, converra di disporre
queste parti in modo che la distanza degli estremi della curva ot-
tenuta sia massima, il che si otterra facendo in modo che gli estremi
di tutti questi archi parziali siano in linea retta; ed allora la di-
stanza fra gli estremi dell’arco cosi ottenuto & la somma delle corde
che sottendono gli archi in cui si & decomposta la linea data. Quindi
la lunghezza d’un arco € il limite superiore delle lunghezze delle
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linee poligonali i cui estremi sono gli estremi dell'arco, ed i cui
vertici sono punti successivi dell’arco.

Si deduce immediatamente dalla definizione, che la lunghezza d’un
arco, la quale & il limite superiore delle lunghezze delle linee poligo-
nali i cui estremi sono gli estremi dell’arco e i cui vertici sono punti
successivi dell’arco, & maggiore delle lunghezze di queste linee po-
ligonali. Come caso particolare, la lunghezza d'un arco (continuo) é
maggiore della sua corda.

TEOREMA. Se mentre un punto P percorre una linea AB
da A in B, le sue tre proiezioni P’ P'' P''' fatte su tre
assi Ox Oy Oz, ogni proiezione essendo fatta parallela-
mente al piano degli altri due assi, percorrono rispet-
tivamente i segmenti A'B’, A”B"”, A" B" sempre muoven-
dosi nello stesso senso, la lunghezza dell’arco AB ¢&
minore della somma delle lunghezze delle sue proie-
zioni A’B', A"B", A" B".

La cosa & evidente se la linea AB é& retta, perché essendo il
segmento AB equipollente alla risultante dei segmenti A'B’, A"”B",
A''B"', sard gr AB < gr A'B' -+ gr A""B" +gr A"'B'".

Se la linea & una spezzala ACDB, sara grAC < grA'C' 1 grA’'C"
+ grA"'c"; grCD < gr0'D'+grC"'D" + C'""D"; gr DB < grD'B' -+
9rD"B" 4 grD"B""; quindi sommando, ed osservando che grA'C’
—+ grC'D' 4-grD'B' —=grA'B/, e formule analoghe, si deduce che la
lunghezza della spezzata & minore della somma delle lunghezze delle
sue tre proiezioni.

Se la linea ¢ qualunque, si immagini una spezzata, i cui estremi
siano A e B, e i cui vertici siano punti successivi dell'arco. La sua
lunghezza sard minore di grA'B' -+ grA"B"” 4 grA’'B'"; e poiché
il limite superiore della lunghezza di questa spezzata & la lunghezza
dell’arco, si deduce che la lunghezza dell’arco & minore della somma
delle sue proiezioni.

TEOREMA. Se un arco curvilineo ha in un suo punto P
la tangente, e se questa ¢ il limite della retta che con-
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giunge due punti qualunque della curva, quando questi
tendano a P, il rapporto d’un arco della curvaalla sua
corda, ove gli estremi di questo arco tendano a P, ha
per limite I'unita.

Infatti, si determini un arco QR nelle vicinanze di P, in modo
che ogni retta che unisce due punti di quest’arco faccia colla tan-
gente in P un angolo minore d'un angolo € fissato piccolo ad ar-
bitrio. Sia ¢ la corda dell’arco QR; si decomponga quest'arco in
parti, le cui corde siano ¢, c,...cn. Si proiettino queste corde sulla
corda QR; detti a, 0, ... as gli angoli che esse fanno con questa
retta, sara

Cc=2¢, COSa, + C, COSAy + . . .+ Cn COSOn.

Ora, poiché gli angoli che le corde ¢ ¢, ¢, ...cs fanno colla tan-
gente in P sono minori di €, gli angoli «, a,...a, saranno minori di
2¢; quindi si deduce

c<c,Hcit...4cm c>(c,+cy ...+ cn)cos2e;

ovvero, dividendo l'ultima per cos2e (supposto 2¢ < %)

(4
cos2¢’

G+ C+ .o e <

Percio la lunghezza s dell'arco QR, che & il limite superiore della
somma ¢, + ¢, + ...+ ca soddisfera pure alle stesse diseguaglianze
€ <S8, C> 8C082€; ossia —Z—< 1, e —:—> cos2e. E poiché I'angolo
€ si puo prendere piccolo ad arbitrio, col prendere gli estremi del-
I'arco sufficientemente prossimi a P, si conchiude Zim z— =1,c.v.d.

Sara utile il ricordare a questo proposito la proposizione a pag. 59:

« Se il punto P & funzione della variabile £, ed ha derivata prima
continua e non nulla, la tangente alla curva descritta da P & anche
il limite della congiungente due punti qualunque della curva, quando
questi tendano a P ».
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8. AREE DI SUPERFICIE NON PIANE. Abbiasi una superficie qua-
lunque. Proiettandola ortogonalmente sopra un piano avremo una
figura piana; supporremo che questo abbia un’area propria, e che
la superficie data si possa decomporre in parti che godano della
stessa proprietd.

Si scomponga la superficie data in parti e, dopo averle trasportate
comunque nello spazio, si proiettino queste ortogonalmente su d’'uno
stesso piano. La somma delle aree di queste proiezioni sara un’area
piana, variabile col variare del modo di divisione della superficie
e del modo con cui si dispongono queste parti. Il limite superiore
dei valori di quest’area piana si dird I'area della superficie data.

Si deduce immediatamente dalla definizione che l'area d’una su-
perficie qualunque e maggiore della sua proiezione ortogonale su
d’un piano qualunque.

§ 2. Funzioni distributive d’un campo.

9. Se un campo A & decomposto in parti A,, A,,... "An esso si
dira somma delle sue parti, e si scrivera

A=A, A+ ...+ A

Un campo dicesi chiuso, se tutti i punti limiti del campo appar-
tengono ad esso.

Un campo dicesi findlo, se la distanza d’ogni punto del campo da
un punto fisso non pud superare una certa grandezza finita. E chiaro
che se un campo & finito, si potrd determinare un parallelepipedo
nel cui interno si trovino tutti i punti del campo proposto.

Fra le proprietd, o qualitd, che possono avere i campi, alcune
sono tali che se un campo ha una di esse, decomponendolo in piu
parti, una almeno di queste parti ha la stessa proprietd. Cosi
se il campo ha la proprietd di contenere infiniti punti, decompo-
nendolo in parti, una almeno di queste parti dovra avere la stessa
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proprietd di contenere infiniti punti. Ci sard utile la proposizione
che segue:

TEOREMA. Se ¢ ¢ una qualitd che possono avere dei
campi, tale che se un campo ha la proprieta ¢, de-
componendolo in parti, una almeno di queste parti
abbia la qualita ¢, allora, se un campo finito A ha
la proprieta ¢, esiste un punto P (appartenente o al
campo dato o al suo campo limite) tale che, fissata
ad arbitrio una lunghezza #, si puo sempre deter-
minare un campo, parte di A, i cui punti distano da
P meno di », e il quale ha pure la qualita gq.

Invero, riferiti i punti del campo a tre assi cartesiani, e dette
2y z le coordinate d'un punto, poiché il campo & finito, i valori
di queste coordinate sono compresi entro limiti finiti, che diremo
(a, a"), (b, V') (c, ¢'); il campo proposto sara compreso entro il paral-
lelepipedo formato dai piani di equazioni x =a, r=a'; y=5,
y="b'; 3=c¢, z=¢. Si dividano gli spigoli del parallelepipedo in
n parti eguali, e pei punti di divisione si conducano.i piani paral-
leli alle faccie di esso. Si avra decomposto il parallelepipedo dato
in »n® nuovi parallelepipedi, i cui spigoli sono 'n™ parte degli spi-
goli del primo; e il campo dato risultera pure decomposto in parti,
il cui numero sara o »®, o minore di »® (il che avviene quando al-
cuno di questi parallelepipedi non contenga alcun punto del campo).
Quindi, in virth delle ipotesi fatte, una almeno di queste parti gode
della proprietd ¢; il campo parziale, che ha la proprietd ¢, sia
quello compreso nel parallelepipedo, i cui piani hanno per equazioni
r=a,, x=a,; y=>b, y=0V,; 2=¢,, z2=c'y; sara a, = a,

1
@, =a;b =0, 0V, SV 6,=¢ ¢ Zc;ed,—a,= ~(d—a),

v — b, = %— ®—=0), ¢—c,= % (¢’ —c). Si operi su questo

\

nuovo campo come si & operato sul proposto; si trovera un nuovo
campo avente pure la proprietd g, e in cui le coordinate dei punti
sono comprese fra a,, a@'y; by, by; C, C',; € cosi via.

Le quantitd a, a,, a,, ..., quando variano, vanno crescendo, e le
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a, ay, a, ... vanno decrescendo; e poiché le differenze o' —a,
a,—a, 0'y—a, ... vanno diminuendo indefinitamente, esse ten-
dono verso un limite wx,; analogamente le quantita b, b,, b,, ... e
v, v, b, ... tendono ad uno stesso limite y,, e le ¢, ¢, ¢, ... ©
¢, ¢y, Cy ... verso z,. Dico che il punto P di coordinate &, ¥,, %,
gode della proprietd enunciata. Invero, fissato ad arbitrio », si de-
termini # cosi grande che tutti i punti le cui coordinate sono com-
prese fra @a, @'n; Un, U'n; Cn, C'n, distino da P meno di » (per il che
basta prendere # in guisa che le differenze o, —an, a'n—x;
Yo— bn, U'n— Yy 2y — Cn, C'n— 3, che hanno per limiti zero, siano

minori di% 7). Allora i punti del campo proposto, le coordinate dei

quali sono compresi negli stessi intervalli, distano da P meno di 7,
e formano un campo avente la proprieta q.

COROLLARII — 1° Se il campo finito A ha infiniti punti, esiste
un punto P tale che, fissato ad arbitrio », si pud determinare un
campo, parte di A, i cui punti distano da P meno di », e che ha
pure infiniti punti.

2° Se U ¢ una grandezza funzione della posizione d'un punto P, e
se ¢ & il limite superiore dei valori di U corrispondenti ai punti
d’'un campo finito A, esiste un punto P tale che, fissato ad ar-
bitrio », si pud determinare un campo, parte di A, i cui punti di-
stano da P meno di », e che il limite superiore dei valori di U
corrispondenti ai punti di questo campo & ancora !.

3° Se U & una grandezza funzione continua della posizione del
punto P, data in un campo finito e chiuso, essa assume in questo
campo il suo massimo ed il suo minimo valore.

4° Se tutti i punti del campo finito e chiuso A sono interni al
campo B, si pud determinare una lunghezza » in guisa che ogni

punto, che disti da qualche punto di A meno di », apparlenga
a B.

10. Una grandezza dicesi funzione d'un campo, se ad ogni campo,
o assolutamente arbitrario o obbligato a certe condizioni, corri-
sponde un valore di quella grandezza.
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Una grandezza dicesi funzione distributiva d'un campo, se il
valore di quella grandezza corrispondente ad un campo & la somma
dei valori di essa corrispondenti alle parti in cui si pud6 decomporre
il campo dato.

Cosl, se i campi che si considerano sono segmenti d’una retta,
o archi d'una linea, la loro lunghezza & una funzione distributiva,
perché la lunghezza d'un arco & la somma delle lunghezze delle
sue parti. Se i campi che si considerano sono figure piane aventi
aree proprie, I'area d’un campo & funzione distributiva, perché 1’area
d’'una figura & la somma delle aree delle sue parti; e cosi via per
le aree di superficie qualunque, e pei volumi.

La lunghezza del campo comune ad un campo variabile e ad una
retta fissa & funzione distributiva di quel campo; 'area del cono
che proietta da un punto fisso un arco variabile & funzione distri-
butiva di quest’arco, ecc. Se i campi che si considerano sono corpi
materiali, la massa d'un corpo & una grandezza fisica funzione di-
stributiva di esso, perché la massa d’'un corpo & la somma delle
masse delle sue parti.

Ma il quadrato della lunghezza d’un arco non & funzione distri-
butiva di esso, peiché questo quadrato & minore della somma dei
quadrati delle lunghezze delle parti dell’arco.

Due funzioni distributive d’uno stesso campo diconsi anche, con
Cauchy, coesistenti. La ragione di questo nome si & che, quando
I'una si annulla, in generale si annulla pure l’altra.

11. Ad un campo variabile si possono far corrispondere, oltreché
grandezze, anche altri enti; e se questi sono sommabili, come av-
viene se sono segmenti, o campi, si potra estendere loro la defini-
zione di funzione distributiva.

Indicheremo con segni (lettere) le funzioni distributive. Cosi con
grA intenderemo la grandezza del campo A, cioé la sua lunghezza,
0 area, o volume, a seconda del numero delle sue dimensioni. Sia
a il simbolo d’'una funzione (o operazione) distributiva, e a(A), ov-
vero, pil semplicemente, aA il valore di questa funzione corri-
spondente al campo A. La proprietd distributiva e indicata dalla
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formola

a(A -+ B) = aA - aB,

ove A e B sono campi.

Se a e B sono i segni di due operazioni distributive, e se oA e
BA sono sommabili (il che avviene se sono numeri, o grandezze
omogenee, 0o campi, o segmenti, ecc.) ad ogni campo A si pud far
corrispondere il valore aA--BA, che indicheremo anche con (a-B)A.
L’operazione indicata col simbolo a 48 & pure distributiva. Invero
si ha, per definizione (a4 B8) (A 4+ B)=oa(A 4 B)-+B(A 4 B); e
poiché o e B sono operazioni distributive,

(¢ +B)(A+B)=0A +aB 4 BA + 8B
=(a+B)A +(a-+B)B,

il che dimostra la proprietad distributiva dell'operazione a - B.
Il prodotto di A per un numero 72, che indicheremo con 7maA,
¢ pure funzione distributiva, poiché

ma(A + B) = m(aA + aB) = moA -+ maB.

Se a & il simbolo d’'una operazione distributiva d’'un campo A, e
B & il simbolo d'una nuova operazione distributiva eseguibile su aA,
sarad BaA pure funzione distributiva. Invero si ha Ba(A 4 B)=
B(aA +-aB), a causa della proprieta distributiva di ¢, e = BaA +BaB,
a causa della proprieta distributiva di B, il che dimostra la proprieta
distributiva dell’operazione Bo.

Si osservi che se x & un numero, ed ¥y =f(x) & una funzione
numerica continua di  avente la proprieta distributiva, ossia tale
che f(x, + x,) =[(x,) + f(a,), allora f(x) & il prodotto di & per
un numero costante a (V. Calcolo, pag. 28, 9°).

12. Sia 2 ==x(A) una grandezza, funzione distributiva del campo A.
Supporremo che ad ogni campo che si considera corrisponda sempre
un valore di & positivo e mai nullo; questo avverra se si fa p. e.
x(A)=grA, e si considerano solamente quei campi la cui gran-
dezza non ¢ nulla.
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Sia y —=y(A) una seconda funzione distributiva del campo A; sicché
2 e y sono grandezze coesistenti. Preso un campo qualunque nelle
vicinanze d'un punto P, siano Ay e Az i valori corrispondenti di

y ed «, e si immagini il loro rapporto%i— col che intenderemo o

il rapporto delle due grandezze, se esse sono omogenee, ovvero il
rapporto dei numeri che le misurano.

Diremo che, in un punto P, il rapporto delle due
funzioni distributive ¥y ed # d’un campo vale p, se p
¢ il limite verso cui tende il rapporto dei valori di
queste funzioni, corrispondenti ad un campo di cui
tutti 1 punti si avvicinano indefinitamente a P.

Indicheremo alcune volte che p & il rapporto delle funzioni y
ed a nel punto P colla notazione, analoga a quella delle derivate,

d d; <.
p = ( d_;%)P, ovvero anche p :EZ’ o dy —=pdx. Se p é il rapporto

di ¥ ed 2 nel punto P, diremo anche che, in questo punto, la fun-
zione y & eguale alla funzione « moltiplicata per p. II numero p
variera in generale col variare del punto P, e sara una funzione
della posizione di P.

Vedremo fra breve molti esempi di questi rapporti. Per ora ci
limiteremo al seguente. Se i campi che si considerano sono corpi
materiali, « & il loro volume, e ¥ la loro massa, il rapporto della
massa al volume d'un campo dicesi la densith media di esso. Se
questo rapporto & costante, quel corpo € omogeneo; se variabile,
esso & eterogeneo, e dicesi appunto densitd del corpo in un suo
punto il limite del rapporto della massa al volume d'un campo di

cui tutti i punti si avvicinano al dato, ossia il rapporto CTZ in quel

punto.
E chiaro che se, nel punto P, il rapporto di ¥ ad & ha un va-

. 1
lore p, non nullo, il rapporto di x ad y vale 5:



— 170 —
se i rapporti delle funzioni y e 2z alla « valgono p e g, il rapporto
di y+2z alla « vale pto0:

dly +2) __ .
T dw T dr—Ydw

se il rapporto di z ad y vale p, e quello di y ad « vale o, il rap-
porto di z ad « vale po:

d . a i
se d—%: p, ed m € un numero costante, sara g:y = mp, ossia:

dmy _ . %

de — 7 da’

13. TEOREMA. Se il rapporto p delle funzioni distribu-
tive y ed « in ogni punto d’un campo finito e chiuso S
éminore d’un numero M, e maggiore di =, anche il rap-
porto dei valori di y ed x corrispondenti ad un campo A,
parte di S, sard compreso fra M ed m:

y(A)
@(A)
Si divida il campo A in parti A — A1 -+ A,. Corrispondentemente
ad una di queste parti dovrad essere il rapporto dei valori delle y
e o maggiore di M, poiché se fosse y(A,) < Mx(A,) e y(A,) < Ma(A,),
sommando si ricaverebbe y(A,) -+ y(A,) < M[x(A,) + x(A,)], ov-
vero y(A) < Ma(A), il che & contrario allipotesi fatta. Dunque la

y(A)
@(A)

proprieta, dividendolo in parti, una di queste ha la stessa proprieta.
Pertanto in virta del teorema del N. 9, esisterd un punto P tale
che, fissata ad arbitrio una lunghezza », si pud determinare un

Infatti, pongasi per assurdo che sxa >M, ossia y(A) > Mx(A).

proprietd d'un campo A d’essere =’ > M & tale che, se A ha questa
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campo AA in modo che i suoi punti distino da P meno di 7, e pel

Y(DA) . . .  y(BA)
o@A) ~ M. Ora questo & assurdo, poiché, siccome (58}

tende ad un limite p < M, si pudé determinare una lunghezza » in
guisa che, per ogni campo AA i cui punti distano da P meno di r,

;’Eﬁ:; < M. Dungue non pud essere il rapporto y(4) maggiore

@(A)
di M.
Nello stesso modo si dimostra che questo rapporto non pud es-

sere minore di 7, e cosi si conchiude che esso & compreso fra M
ed m.

quale

sia

CoroLLARIO L. Se il rapporto p delle due funzioni distributive y
e x & costante in ogni punto del campo S, anche il rapporto dei
valori di ¥ ed « corrispondenti ad un campo qualunque A, parte
di 8, & eguale a quel valore costante di p.

Infatti, il rapporto %((%)) & minore d’ogni numero maggiore di p,

e maggiore d’ogni numero minore di p; dunque esso vale p.

CororLARIo II. Se il rapporto di 7 ed « & in ogni punto di S nullo,
sara sempre nullo il valore di y corrispondente ad un campo qua-
lunque parte di S.

CoroLLARIO III. Se i rapporti delle funzioni y e 2 alla « sono
eguali in ogni punto, i valori di queste funzioni corrispondenti ad
un campo qualunque sono pure eguali.

Bastera applicare il corollario precedente alla funzione z—y.

14. TEoreMa. Il rapporto p = gg delle due grandezze

coesistenti y e «, in un punto, & funzione continua
del punto.

Invero, sia P un punto del campo, e sia p(P) il valore corrispon-
dente di p. Fissato ad arbitrio un numero ¢, si potra determinare
una lunghezza r in guisa che, preso un campo qualunque AA i cui

y(BA)

punti distino da P meno di 7, il rapporto 7=y

dei wvalori corri-
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spondenti di ¥ ed « differisca dal suo limite meno di ¢, cioé sia
compreso fra p-+¢€ e p —Ee.

Sia ora P’ un punto che dista da P meno di », e sia ' <r —
grPP’. Sia AA un campo di punti che distano da P’ meno di »';

y(AA)

questi punti disteranno da P meno di », e percio sara S(BA)

com-

preso fra p}ee p—e.

y[(AA)
x(AA)
mite p (P") = p'; e poiché quel rapporto & compreso fra p -+ € e
p — €, anche il suo limite p’ sara compreso entro le stesse quantita,
¢ quindi la differenza p’— p & minore di €. Pertanto, fissato piccolo
ad arbitrio un numero e, si poté determinare una lunghezza » tale
che il valore di p corrispondente ad un punto qualunque P’, che
dista dal punto fisso P meno di », differisca dal valore di p corri-
spondente al punto P meno di ¢ quindi p & funzione continua del
punto P.

Ma, col tendere di ' a zero, il rapporto

tende verso il li-

§ 3. Applicazioni.

15. Ecco alcune applicazioni delle proposizioni che precedono.

Se, in un piano fisso, da ogni punto M d'una retta AB, si con-
ducono, normalmente ad AB, e sempre da una stessa parte di
essa, due rette MN e MP, la prima costante in lunghezza, e I'altra
la cui lunghezza, variabile con M, sia funzione continua di M; allora,
se M percorre un segmento su AB, la retta MN genera un rettan-
golo di area Aw, e la retta MP genera una figura, di area (esterna
od interna) Ay; Ax e Ay saranno evidentemente funzioni distri-
butive del campo descritto da M. Dico che, per ogni posizione di M,
il rapporto fra le due aree descritte da MP e MN, ossia il limite
by
Ax’
vicinino ad un punto fisso, vale il rapporto delle lunghezze delle

del rapporfo ove tutti i punti del campo descritto da M si av-
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rette MP e MN che descrivono queste aree:

dy _ MP
doe — MN

Infatti, sia Ac il campo, parte di AB, descritto di M. Dette 7, e /,
due lunghezze, la prima minore e l'altra maggiore delle lunghezze
di MP corrispondenti ai punti del campo Ac, sard il rettangolo di
base Ac e di altezza ¢, parte della figura descritta da MP, e quindi
la sua area minore di Ay; ma questa figura descritta da MP &
parte del rettangolo di base Ac, e di altezza /,, e quindi I'area Ay
& minore dell’area di questo rettangolo.

Ora i rapporti delle aree dei rettangoli di basi Ac e di altezze ¢,
e {, all'area Az, che & pure un rettangolo di base Ac, e di al-

- : A I oo
tezza MN, sono eguali ai rapporti delle altezze MN © MN Quindi

sara anche
A Ay ly
MN < Bz < MN

E siccome la lunghezza della retta MP & funzione continua
di M, potremo supporre i punti del campo Ac cosi prossimi
ad M che le lunghezze /, ed /,, le quali comprendono le lunghezze
delle perpendicolari MP nei punti di Ac, differiscano da quella
corrispondente al punto considerato M tanto poco quanto si vuole;

quindi anche %% differira da IxM_'fg tanto poco quanto si vuole,

ossia

. A d; MP
lim 51/9,7 = Ez_ = MK
Da questa proposizione possiamo dedurre alcune conseguenze.

a) Se, nel piano fisso, da ogni punto M della retta terminata
AB si conduce una retta MP, normale ad AB, rivolta sempre dalla
stessa parte di AB, e la cui lunghezza, variabile con M, sia fun-
zione continua di M, la figura descritta da MP, mentre M percorre
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il segmento AB, o una sua parte qualunque, ha un’area propria,
ossia il limite superiore delle aree dei poligoni interni ad essa é
eguale al limite inferiore delle aree dei poligoni che la contengono
nel suo interno. Invero, nelle ipotesi fatte, I'area esterna e I'area
interna hanno, in ogni punto M di AB, coll’area Az rapporti eguali,
e quindi sono eguali.

b) Se, nel piano fisso, da ogni punto M della retta AB si con-
ducono normalmente ad AB due rette MN ed MP, variabili amendue
in lunghezza, e funzioni continue di M, il rapporto delle aree de-
scritte dalle due rette sard, in ogni punto M, eguale al rapporto
delle lunghezze delle rette mobili.

¢) Se, nel piano fisso, da ogni punto M di AB si conducono,
normalmente ad AB, una retta MN funzione continua di M, ed

. M .
una seconda retta MP tale che il rapporto \HI\)I sia costante, anche

le aree descritte da MP e MN, mentre M percorre un campo qua-
lunque, hanno fra loro questo rapporto costante.

d) Se, nel piano, da ogni punto M di AB si conducono, normal-
mente ad AB, due rette MN, MP, le cui lunghezze variino conti-
nuamente con M, ed una terza retta MQ eguale in lunghezza alla

. somma, o differenza, delle MN e MP, anche I'area descritta da MQ
& la somma, o differenza, delle aree descritte da MN e MP.

e) Cambiando lettere, e detto il numero che misura l'area
descritta da MP, o il numero che misura la lunghezza del campo
descritto da M, e y la lunghezza variabile MP, supposto ancora di
prendere la lunghezza costante MN per unitd di misura, la formula
precedente si puo scrivere

gg =y, ovvero du — ydx.
16. In modo analogo al precedente si dimostrano queste altre
proposizioni:
1“ Se, in un piano fisso, da ogni punto M d’una retta AB, si con-
ducono, parallelamente ad una retta data OY, due rette MN e MP,
la prima costante in lunghezza, e l'altra variabile continuamente
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con M, il rapporto fra 'area descritta dalla retta MP, all’area de-
scritta da MN, & eguale al rapporto delle rette MP ¢ MN che le
descrivono.

Detto « il numero che misura l'area descritta da MP, « il nu-
mero che misura il campo descritto da M, e w 1’angolo della retta
AB colla OY, il rapporto fra I'area p del parallelogrammo descritto
da MN e la lunghezza del campo descritto da M vale MNsenw;
quindi

du _dudp _ MP

dz = @ de — MN MNsenw —= MPsenw,

ovvero, anche, chiamando ¥ la lunghezza di MP:

ZT: — ysenw, du = ysenwdx.

2° Se da ogni punto M d’una figura piana fissa si conducono, nor-
malmente a questo piano, e sempre da una stessa parte, due rette
MN e MP, la prima costanie in lunghezza, e la seconda variabile
continuamente con M, il rapporto fra i volumi descritti dalle rette
MP e MN, mentre il punto M descrive nel piano un campo parte
della figura data, vale, in ogni punto M, il rapporto delle rette MP
e MN che li descrivono. Detto » il volume descritto da MP, e ¢’
dv _ MP
dv' T MN
Se supponiamo che dv e dv’ siano i numeri che misurano questi
volumi, detto w il numero che misura I'area piana descritta da M,
il volume del cilindro ¢’ & eguale all’area base w moltiplicata per
I'altezza MN; quindi do'=MNduw ; sostituendo si ricava dv —MPduw,
ovvero anche, fatto MP=z3:

quello descritto da MN, sara quindi

dv = zdw.

3° Se da ogni punto M d'un arco di cerchio AB si conduce il raggio
OM, e si porta su esso a partire dal centro O un segmento OP la
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cui lunghezza, variabile con M, sia funzione continua della posizione
di M sull’arco, se M descrive un arco, parte di AB, il raggio OM
descriverd un settore circolare, e la retta OP una figura piana (un
settore curvilineo); le aree descritte da OM e da OP sono funzioni
distributive dell’arco descritto da M, ossia sono grandezze coesistenti.
Dico che, per ogni posizione del punto M, il rapporto fra le aree
descritte da OP e da OM ¢& eguale al quadrato del rapporto delle
lunghezze OP e OM.

Infatti, siano OP, e OP, due rette, aventi la direzione della retta
mobile OM, e le cui lunghezze, fisse, comprendano i valori che as-
sume la lunghezza di OP mentre M varia nel campo Ac. Le rette
OP, e OP, descrivono due settori circolari, che comprendono l’area
descritta da OP. Quindi sard area OP, < area OP < area OP,.

Ora le aree descritte da OP, e da OP, sono settori circolari, si-
mili all’area descritta da OM; quindi esse stanno come i quadrati
Toi lati . 0P  OP,",
dei lati omologhi o e o

percio

OP;? _area OP _OP,’
OM* ~area OM ~ OM*

Se ora tutti i punti del campo descritto da M si avvicinano ad
uno stesso punto M, le lunghezze OP, e OP,, che comprendono i
valori di OP, si possono rendere tanto prossime quanto si vuole al

area OP
area OM

valore di OP corrispondente al punto M. Quindi il rapporto

- oo . . . op?
si puo far differire di tanto poco quanto si vuole da T e

i, 2TER OP _ d area OP __ OP”
area OM ~ d area OM ~ OMY*

Se indichiamo con % il numero che misura I'area descritta da
OP e con a la lunghezza dell’arco descrittc da OM, supposto che
la lunghezza costante OM sia eguale all'unitd di misura, si avrd
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area OM — % o, d area OM = % da, e quindi, fatto ancora OP —=7»:

1
du-—'z'Tda.

4° Se da ogni punto M d’una sfera si conduce il raggio OM, e su
esso si porta a partire dal centro un segmento OP la cui lun-
ghezza varii con M, essendo perd funzione continua di M; allora
se M descrive un campo sulla sfera, i volumi descritti da OM e da
OP sono grandezze coesistenti, ed il loro rapporto &, in ogni punto M,
eguale al cubo del rapporto delle lunghezze delle rette che li de-
scrivono.
La dimostrazione & analoga alla precedente.
Preso per unitd di misura il raggio della sfera (OM=1), detto »
il volume descritto da OP, w l'area sferica descritta da M, e » la

. . 1 o o
lunghezza di OP, si avra volOM = 3w, d volOM = %duu; quindi, so-
stituendo in

d vlOP 0P
dvolOM — OM®

si ricava

dv = % 7% dw.

17. Sia, nello spazio, OX un asse fisso, P un prisma indefinito,
avente le generatrici parallele ad OX, ed F una figura solida finita.

Per ogni punto M di OX conducasi il piano TT normale a questo
asse; esso incontrerd il prisma P secondo un poligono p, ed il so-
lido F secondo una figura piana f. Se M percorre un segmento su
0X, il poligono p descrive un prisma finito, parte di P, e la figura
un solido, parte di F. I solidi descritti da p e da f sono funzioni
distributive del campo percorso da M. Dico che se, per una posi-
zione speciale di M, il piano TT incontra il campo limite di F se-
condo una figura piana la quale si possa racchiudere con linee po-
ligonali che comprendano un’area tanto piccola quanto si vuole

Peaxo, Geom. infin. 12
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(ossia, se l'area esterna dell’intersezione di T col campo limite di F
& nulla), allora il rapporto dei solidi descritti dalle figure fe p &
eguale, nel punto M, al rapporto delle aree delle due figure fe p
che descrivono quei solidi.

Infatti, poiché la figura F ¢ finita, potremo immaginare un solido
poliedrico S, p. e. un prisma avente le generatrici parallele ad OX,
che contenga nel suo interno F. Facciasi S=F -+ F', ossia chia-
misi F’ il campo formato dai punti di S non appartenenti ad F;e
sia L il campo limite di F. Il piano T incontri le figure solide S,
F, F/, L secondo le figure piane s, f, ', I; sard s =f-f'. Sia €
un'area piccola ad arbitrio; in virtu delle ipotesi fatte, potremo for-
mare un campo piano ¢, limitato da linee rette, che comprenda nel
suo interno il campo /, e'la cui area sia minore di e

I punti del campo ¢ appartenenti ad f formano un campo che
diremo c¢,, e quelli appartenenti ad /' un campo ¢,, sicché ¢ =¢,
—+ ¢,. Se da [ si sottrae ¢, si avrd un poligono ¢ interno ad f, e
quindi anche ad F; e se da [’ si sottrae c, si avrd un poligono ¢’
interno ad F'. Quindi, in sostanza, il poligono s & decomposto in
quattro parti s=¢q+¢,+¢,+¢'5 ¢a+c¢, =1, ¢, +a =1, ¢,+
C,=¢; g-}c & un poligono contenente f, e ¢c-+¢' & un poligono
contenente .

Si immaginino ancora i prismi indefiniti aventi per basi i poligoni
g, ¢, q', che diremo Q, C, Q.

Poiché tutti i punti del poligono ¢ sono interni ad F, potremo
determinare una lunghezza #, in guisa che ogni punto distante
da qualche punto di ¢ meno di »,, appartenga ad F (N. 9, 4°). Per
la stessa ragione, potremo determinare una lunghezza », in guisa
che ogni punto distante da qualche punto di ¢' meno di », appar-
tenga ad F'. Sia r la piu piccola delle lunghezze », e 7,.

Preso su OX un segmento ad arbitrio, di cui tutti i punti distino
dal punto considerato M meno di », siano AF¥, AF/, AP, AS, AQ,
AQ', AG i solidi descritti da f, 1, p, s, g, ', ¢ mentre M percorre
quel segmento. Ogni punto di AQ dista dalla sua proiezione su g
meno di r; quindi ogni punto AQ appartiene a AF. Per la stessa
ragione, tutti i punti di AQ' appartengono alla AF'. Il campo AC
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si pud scomporre in due parti, I'una formata dai punti appartenenti
a AF, e che diremo AC,, e l'altra, AC,, formata dai punti appar-
tenenti a AF'. Quindi si avra AS =AQ- AC, + AC, +AQ';
AQ -+ AC, = AF, AC, + AQ = AF', AC=AC, + AC,.

Pertanto la figura AF comprende il prisma AQ, ed & compresa
nel prisma AQ 4 AG, e il suo volume (esterno od interno) &
compreso fra i volumi di AQ e di AQ -} AC. Ora, poiché i volumi

. di due prismi aventi le stesse altezze stanno come le basi, si ha:

vol AQ _ areag vol AQ 4 vol AC __ area g + area c
vol AP T areap’ vol AP - area p ?

quindi

areaq _ vol AF _ areaq 4 areac
areap vol AP area p. :

Ma si ha pure area ¢ < area f << area g -} area ¢, quindi
vol AF area [

. . . areac 1 1 . .
——— differisce da ——— meno di ——; e poiché l'area di c¢ si
vol AP areap area p

pud supporre piccola ad arbitrio, si conchiude

vol AF __ area f
vol AP 7 areap’

Se indichiamo con v il numero che misura il volume di F, e
supponiamo che il poligono p, base del prisma P, sia il quadrato
costrutto sull'unitd di lunghezza, detta « la lunghezza del cammino
descritto da M, e fatto w —=areaf, il numero che misura il volume

Av .
— —uw, ossia dv = wdx.
Ax

Ecco alcune conseguenze della proposizione che precede:

a) Se ogni piano TT incontra il campo limite di F secondo una
figura piana di area nulla, allora i rapporti dei volumi esterno ed
interno della figura descritta da f al volume descritto da p, sono
eguali in ogni punto M di OX; quindi i volumi esterno ed interno
della figura descritta da F mentre M percorre un segmento finito
qualunque, sono eguali, e quella figura ha un volume proprio.

AP & Ax; quindi Zim
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b) Se F e G sono due solidi, e per ogni punto M di OX si con-
duce il piano T normale ad OX, che incontri i solidi secondo le
figure piane [ e g, supposto sempre che le aree delle figure inter-
sezioni di T coi campi limiti di F e G siano nulle, il rapporto fra
i volumi descritti da f e g, mentre M varia su OX, vale, in ogni
posizione di M, il rapporto delle aree delle figure piane f e g.

¢) Se ogni piano T normale all’asse OX in un suo punto qua-.
lunque M incontra i due solidi F e G secondo due figure piane .
eguali in area, i volumi dei due solidi, compresi fra due piani TT
qualunque sono eguali.

d) Se ogni piano T incontra i tre solidi F G H secondo figure
piane tali che la somma, o differenza, delle prime due sia eguale
alla terza, la somma, o differenza, dei volumi dei due primi solidi
& eguale al volume del terzo.

18. Si dimostrano allo stesso modo, e con maggior facilith, queste

altre proposizioni :

1° Sia F una figura piana, e nel suo piano sia segnato un
asse OX. Conducasi per ogni punto M di OX la normale a questo
asse, la quale incontrera la figura F secondo un campo rettilineo f;
si porti su questa normale, a partire da M, un segmento % di lun-
ghezza costante. Se, per una posizione speciale di M, la normale
ad OX incontra il campo limite di F secondo un campo lineare di
lunghezza esterna nulla, allora il rapporto dell’area descritta dalla
figura f, mentre M percorre un segmento di OX, all’area descritta
contemporaneamente da &, & eguale, nel punto M, al rapporto delle
lunghezze di f e di & che descrivono quelle aree.

2° Sia F un solido qualunque e ™ un piano. Per ogni punto
M di ™ conducasi la normale a m, che incontrera F secondo una
figura rettilinea f; e si porti su questa normale, a partire da M,
un segmento % costante in lunghezza. Se, per una posizione di M,
la normale a T incontra il campo limite di F secondo un campo
lineare di lunghezza esterna nulla, il rapporto fra il volume de-
seritto da f mentre M descrive un campo nel piano T, al volume
descritto da k, & eguale, per quella posizione di M, al rapporto
delle lunghezze di f e % che descrivono quei campi.



19. Sia AB un arco curvilineo continuo, e A’B' la sua proiezione
ortogonale su d’una retta. Supporremo che ogni punto di A’B’ sia la
proiezione d’'un sol punto di AB; che la curva abbia in ogni suo
punto una tangente, la quale si possa considerare come il limite della
congiungente due punti della linea, che si avvicinano al punto dato;
e che I'angolo che questa tangente fa con A'B' non sia mai nullo.
Ad ogni arco parte di AB corrisponde la sua proiezione, parte di
A'B, e viceversa; la lunghezza s dell’arco e la lunghezza « della
sua proiezione sono grandezze coesistenti. Dico che, in ogni punto P
di AB, il rapporto fra la lunghezza dell’arco e la lunghezza della
sua proiezione & eguale al coseno dell’angolo che la tangente alla
curva in P fa colla retta A'B'.

Infatti, preso un arco As nelle vicinanze del punto P, e detta ¢
la sua corda, e Ax la proiezione su A'B’ sia dell’arco che della
corda, sard

Ax Ax ¢

As T ¢ AS

Ora, per le ipotesi fatte (N.7), lz'mf;:i; il rapporto écf— vale

il coseno dell’angolo che la corda ¢ fa colla sua proiezione, ed ha
per limite il coseno dell’angolo che la tangente in P fa con A'B'.
Quindi, detto & quell’angolo, si conchiude

. Ax __dw _ __ dx
lim A €080, dx =cosd ds, ds= oy

Si deduce da questa formula che, se in tutti i punti dell’arco AB
P’angolo 6 & compreso fra 6, e 8,, il rapporto fra I'arco finito AB,

s . i 1 .
e la sua proiezione & compreso fra — e ——. In particolare, se
cos6, ~ c0s6,

I’angolo 6 & costante, come avviene p. e. nell’elica ove la si proietti
sul suo asse, il rapporto fra un arco finito e la sua proiezione ha

. 1
il valore costante —.
cos0
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20. Sia A una superficie qualunque, e B la sua proiezione orto-
gonale su d’'un piano; supporremo che ogni punto di B sia la pro-
-iezione d’un sol punto di A. Ad ogni parte di A corrisponde una
parte di B e viceversa, e le aree della figura che si proietta e
della sua proiezione sono grandezze coesistenti. Dico che, se in un
punto P di A la superficie ha un piano tangente, e 1’angolo che
ogni retta che unisce due punti della superficie fa con quel piano
ha per limite zero, ove i due punti tendano al punto P, allora,
nel punto P, il rapporto fra I'area proiezione e 'area che si proietta
vale il coseno dell’angolo A che il piano tangente in P fa col piano
su cui si proietta.

Infatti, sia a una porzione di superficie situata nelle vicinanze del
punto P, e tale che I’angolo che una retta qualunque che unisce
due punti di a fa col piano tangente in P sia minore €. Sia B la
proiezione di a su TT. Si proietti ortogonalmente a su d’'un nuovo
piano TV, e sia B’ la nuova figura cosi ottenuta.

Se il piano T fosse parallelo a TT sarebbe l'area ' —=8.

Se TV non & parallelo a TT, sia OX la loro intersezione. Si imma-
gini un sistema di piani normali ad OX. Uno di essi incontra a se-
condo una linea s, e incontra B e B’ secondo due rette finite 7 ed 7/,
che sono le proiezioni di s. Detta & la corda di s, sard 2 =¥ cos(zk),

=kcos(kr’'), e quindi ' =h CZZ((:;;)) Ma I’angolo kR & minore

della somma dell’angolo che % fa col piano tangente in P, e del-
I'angolo A che questo piano tangente fa con T; quindi kh<e +\e

n< Ora, variando il punto di OX da cui si conduce il

_h
cos(e+ M)’
piano normale ad OX, le rette z e »' descrivono le aree piane B
1

cos(A +¢)°

Pertanto, se si proietta I'area a su d’'un piano qualunque, o, cid
che fa lo stesso, se si sposta nello spazio in modo qualunque la
figura o, e poila si proietta su d’un piano fisso, p. e. T, si avra
B
cos(A + ¢€)’ ‘
Si decomponga ora l'area a in parti a=a,+ o, ..} an, €

e B/, e quindi sard anche B’ < B

per proiezione un’area minore di
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e siano B, B, ... Ba le loro proiezioni su T. Trasportando queste
parti in modo qualunque nello spazio, e proiettandole su d*un piano
fisso, dette B!, B, ... B's le loro proiezioni, sara

1 1 .
B'1<Bxc—o—s(m, 3':<Bgms(,“-—+;), cee s

e sommando

B+ Bt 4B < (B, Bat - 4 B0) c_o\iﬁ)

ossia
Bt Bat B < B

Iy

Ora l'area di o & appunto il limite superiore della somma
B’y +B's+ ...+ B'n; quindi si conchiude

1
O<B Ty 1)

Suppongasi ora che il piano TV sia il piano tangente alla super-
ficie in P. Sard I'angolo k%' <€, e I'angolo k2 > N\ — €; quindi

cose
cos(A — €)'

h,>h COS€e ), e B,>B

cos(A — €
Ma l'area o & maggiore della sua proiezione B’, quindi

COSE

cos(A —€)° @)

a>B

Dalle due formule (1) e (2) si deduce immediatamente, poiché € si
pud rendere piccolo ad arbitrio, che

lim 2= !
B cos\
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Nella proposizione precedente si & fatta I'ipotesi che l’angold, che
la retta, la quale unisce due punti P’ e P'" della superficie, fa col
piano tangente in P abbia per limite zero col tendere di P’ e P
a P. E facile il vedere che se la superficie ha in ogni suo punto P
un piano tangente il quale si sposti con continuitd spostandosi P,
la condizione precedente & soddisfatta. Invero, il piano passante
per P’ e P e normale al piano tangente in P incontrerd la su-
perficie secondo una curva piana avente tangente in ogni suo punto.
La corda P’ P" & parallela alla tangente all’arco P’ P” in un certo
punto Q; quindi I'angolo che la P'P” fa col piano tangente in P &
uguale all’angolo che la tangente in Q alla curva P'P” fa collo
stesso piano. Ma la tangente in Q alla P’ P” & contenuta nel piano
tangente in Q alla superficie; quindi I'angolo che la tangente in Q
fa col piano tangente in P & minore dell’angolo che fa con esso
il piano tangente in Q. Ora, per le ipotesi fatte, I’angolo dei piani
tangenti in P e Q tende a zero, ove P' e P”, e quindi Q, si avvi-
cinano indefinitamente a P. Dunque l’angolo che la P'P” fa col
piano tangente in P ha per limite zero col tendere di P'e P” a P.

Dalla proposizione dimostrata risulta che se in tutti i punti della
superficie A il piano tangente fa col piano di proiezione un angolo
A compreso fra A, e \,, il rapporto fra I'area A e l'area della sua

.. 1
roiezione ¢ compr — e ——
P e € compreso fra s N, € o x

A & costante, il rapporto fra lI'area A e la sua proiezione vale

. In particolare, se I’angolo

v Questo caso avviene p. e. nel cono di rivoluzione, ove lo si

proietti sulla base; e cos N vale il rapporto fra il raggio della
base al lato del cono. Quindi: 'area d’una porzione qua-
lunque di un cono di rivoluzione sta alla sua proie-
zione sulla base del cono come il lato del cono sta
al raggio della base. Prendendo la porzione a considerarsi in
modo che la sua proiezione sia quadrabile, si possono determinare
sulla superficie conica infinite aree quadrabili.
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§ 4. Integrali estesi a campi.

21. Sia  una grandezza, funzione distributiva d’ un campo, e che
assume soli valori positivi. Ad ogni punto dei campi considerati corri-
sponda un numero p, che pud variare col punto. Dicesi inilegrale
dai pdx esteso al campo A una grandezza tale che:
1° sia sempre maggiore del risultato che si ottiene
decomponendo il campo 4 in parti, in modo qualunque,
moltiplicando il valore di « corrispondente ad ognuna
di queste parti per un numero minore di tutti i va-
lori assunti da p in questo campo parziale, e som-
mando questi prodotti; 2° sia minore della somma
dei prodotti dei valori di & corrispondenti alle parti
di 4 per numeri rispettivamente maggiori di quelli
assunti da p nelle parti stesse; 3° e che sia l'unica
grandezza che goda di queste proprieta. ’

Indicheremo I'integrale di pdx esteso al campo A4 colla scrittura

f A PO Pertanto con f A pda intendiamo una grandezza (omogenea
con ) tale che, decomposto il campo A in parti in modo qualunque
A=A, A, +...+ A, indicando con x(A,), x(A,) ...x(A,) 1 va-
lori corrispondenti di 2, e detti p,/ py ... p,/ e P, p)" ... p,)" dei
numeri, i primi minori e gli altri maggiori dei valori assunti da
p in quei campi parziali, siano sempre soddisfatte le disuguaglianze

“

fapdm>p! @A)+ 0, @(h;)+ ... 0, 2(4,)
[apde <o a(d) + 0 @A)+ ...+ 0 2 (A,

qualunque sia la legge di divisione del campo A, e comunque si
prendano i valori di p'; e p”; purché p’; sia minore dei valori as-



— 186 —

sunti da p nel campo A;, e p”: maggiore degli stessi valori; inoltre
sia 'unica grandezza che soddisfi a queste condizioni. Nelle formule
precedenti si pud supporre che p's, che non deve superare i va-
lori di p nel campo A:, sia il limite inferiore dei valori di p in
questo campo; e si pud supporre che p'; ne sia il limite superiore.

2%2. Suppongasi che i valori di p corrispondenti ai punti di A
siano compresi fra limiti finiti, e si considerino le somme:

§ =0 @(h)+ py alh) 4.0 @A)
e 8" =p," W(Ay) + p," @(Ag) +- - ..+ " X(A,),

le quali dipendono dalla legge con cui si & diviso A in parti, e dalla
scelta dei numeri p'; e p”;.

Ogni somma §' & sempre minore d’ogni somma s”, sia che esse
corrispondano alla stessa divisione di A, o a divisioni diverse. La
cosa & evidente se &' e §"” corrispondono alla stessa divisione di A,
poiché in tal caso p;/ & minore di tutti i valori di p nel campo A,
e p:"" ne & maggiore, quindi p;" < p;", e moltiplicando per x(As),
quantitd positiva, si ha p;' 2(A¢) < pi"" 2(As), e sommando §' <.
Se poi &' e §'" corrispondessero a divisioni diverse di A, si imma-
gini quella divisione di A che risulta dalla sovrapposizione di
amendue. Sostituendo in &' e §' ai termini @(A¢) la somma dei va-
lori di @ corrispondenti alle parti in cui & decompoto As, s’ e §”
diventano la somma dei valori di « corrispondenti a questa nuova
divisione di A, moltiplicati rispettivamente per numeri minori e
maggiori dei valori assunti di p in questi campi, e quindi sard
sempre § <§'. '

Pertanto, le quantitd &' avranno un limite superiore, e le s” un
limite inferiore, e il limite superiore delle s’ sarad minore o eguale
al limite inferiore delle s”.

Se il limite superiore delle s’ & eguale al limite inferiore delle s”,

il loro valore comune sara I’ f A Pd, perché questa sard una quan-

tith sempre maggiore dei valori di &', minore dei valori di s”, e la
sola quantitd compresa fra i valori di &’ e di s".
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Ma se il limite superiore delle s’ & minore del limite inferiore
delle s”, allora questi due limiti, ed ogni quantith compresa fra essi,
¢ maggiore delle s’ & minore delle s”; e non si pud pit parlare di
integrale nel senso precedentemente definito. Perd a questi limiti
daremo dei nomi; chiameremo éntegrale inferiore di p dx, e in-

dicheremo con f A P d, il limite superiore dei valori di ¢, e chia-

meremo #nfegrale superiore di p dx, e indicheremo con r AP dx ,

il limite inferiore dei valori di s".

Potrebbe anche avvenire che non esistano valori finiti p* e p”
entro cui siano compresi i valori di p; anche in questo caso
non si pud parlare di integrale propriamente detto, ma potra
ancora presentarsi uno dei due integrali, inferiore o superiore, o
nessuno.

23. TEorREMA I. — L’integrale di pda (proprio, o supe-
riore, o inferiore) esteso ad un campo somma di piu
campi & eguale alla somma degli integrali di Pdx estesi
a questi campi.

Siano gli integrali inferiori di p dx estesi ai campi A, B, e A 4 B.
Dico che la somma dei due primi & eguale al terzo.

Infatti, si decomponga il campo A - B in parti, in modo qua-
lunque. Una qualunque di queste parti, che indicheremo con (A -+ B);
si pud decomporre in due A; e By, 'una appartenente al campo A,
e l'altra al campo B, badando che di queste due parti una puo
anche mancare. Si calcoli la somma s’ corrispondente a questa di-
visione ; detto p;’ un numero minore dei valori di p nel campo
(A4 B) = Ai -} By, si avra

§= 3 p's w(As+ Bi) = 3 p's 2(As) + 30 (B;).

Ora p’s € minore dei valori di p sia nel campo A; che nel campo
B;; quindi sara:

;p’.' 2(As) <prdw, e gp’.- w(B.-)<prda:;
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e percid

s <‘[Apdm+Idew.

Draltra parte, fissato ad arbifrio €, lo si decomponga in due parti ¢,
ed €,; potremo dividere i campi A e B in parti, e prendere in
modo i valori di o' che

S0 a(Ar) > [yodr—c¢, S0 a(B) > [ pdv—e;

onde, sommando, si conchiude che & possibile decomporre il campo
A 4B in parti A; e B; in guisa che la somma dei prodotti dei
valori di & corrispondenti a queste parti, per numeri minori dei

valori assunti da p nelle medesime 'differisca da fA pdo -+ f g P az

meno d'una quantitd comunque piccola e. Dunque questa somma &
il limite superiore dei valori di s, ossia

_[Apdw—{-prdw:IA_‘_dew.

Nello stesso modo si dimostra che

]'Apdw+]‘3 pdw:fA_l_dew;

e se gli integrali inferiori coincidono coi superiori, ossia se p do &
integrabile nei campi A e B, esso sard pure integrabile nel campo
A | B, e viceversa, e sara:

J‘A p dw —{—fB pdw:fA-{-B p dax.

Il teorema precedente si pud pure enunciare dicendo che l'inte-
grale, proprio o inferiore o superiore, di p dw, esteso ad un campo,
é funzione distributiva di questo campo.
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TEOREMA II. — Se p & funzione continua del punto P,
nelle vicinanze d’una sua posizione speciale P, il rap-
porto fra il valore dell'integrale (proprio, o inferiore
o superiore) di pda, esteso ad un campo qualunque AA
nelle vicinanze di P, al valore di & corrispondente
a questo stesso eampo, col tendere di tutti i punti di
AA aP, tende verso il valore di p corrispondente a P,.

Infatti, sia p, il valore di p che corrisponde a P,. Fissata una
quantitd piceola ad arbitrio € si determini una lunghezza » in
modo che il valore di p corrisponda ad ogni punto P che dista da
P, meno di 7, differisca da p, meno di e. Sia AA un campo i cui
punti distano da P, meno di ». I valori di p corrispondenti a AA
saranno compresi fra p,—e e p, -+ €; quindi gli integrali, proprio
" inferiore e superiore, di p dw, estesi al campo AA sono compresi
fra (p,—€) 2(AA) e (p,+ €) x(AA); e i loro rapporti ad a(AA)
sono compresi fra p,—e e p, -+ €; ossia il limite del rapporto di
uno qualunque di quegli integrali al valore di « vale p.

COROLLARIO, — Se in ogni punto d’un campo finito e
chiuso S, p &é funzione continua, esiste I'integrale di
pdx esteso al campo S, 0 ad una sua parte qualunque.

Infatti, poiché gli integrali inferiore o superiore di pdz estesi
ad un campo A, parte di S, sono funzioni distributive di questo
campo A, [led in ogni punto P di S il rapporto del loro valore al
valore corrispondente di & p, ossia & lo stesso per amendue gli
integrali, si conchiude che i valori degli integrali inferiore o supe-
riore di p dx estesi al campo S, o ad una sua parte qualunque

sono eguali, ossia che esiste l'integrale proprio di p dx esteso agli
stessi campi.

TeEOREMA III. — Se & e y sono grandezze coesistenti
funzioni distributive dei campi che fanno parte d’un
campo finito e chiuso S, le quali abbiano in ogni punto

P di S un rapporto %:p, determinato e finito, il va-



— 190 —
lore di y corrispondente ad un campo qualunque A,
parte di S, vale

y(A)=prdW-

Infatti, diviso il campo A in parti A=A, +A,+}...4A,, sei
valori di p corrispondenti ai punti di A; sono maggiori di p'; e
minori di p”;, sard pure y(A:) > p's 2(As) e Y(Ai) < p" 2(As);
quindi, sommando le varie diseguaglianze che si ottengono facendo
i=1,2,...n, si ricava:

Y(A) > 0y 2(As) + pa 2(Ag) +-. . -+ 0 B(A) =8
e y(A) <p", 2(A) 0"y 2(Ay) +. .. +p"a 2(A,) =5,

ossia y(A) soddisfa alle due prime condizioni dell'integrale, di es-
sere cioé maggiore della prima somma s’ e minore della seconda s''.
D’altronde, p & funzione continua del punto P; percid pel corol-
lario precedente, non esiste altra quantitdh compresa fra s’ ed s”

<

che JA p doc; quindi
v ()= f, o do.

24. Gli integrali geometrici precedentemente definiti presentano
massima analogia cogli integrali definiti fab f(x) dx che compa-

iono nel calcolo integrale; anzi ridurremo il calcolo dei primi al
calcolo di questi. Sard percid utile di ben fissare il significato di
quest’integrale definito, nel modo che sard per noi pil conveniente,
e di ricordare a questo proposito alcune proposizioni.

Dicesi intervallo (a, b) il sistema di tutti i numeri compresi fra
a e b, esclusi 0 non questi estremi.

Supponiamo, per maggior semplicitd, @ < b, benché le proposi-
zioni che seguono siano pure applicabili, con leggiere modificazioni,
senza questa ipotesi.



— 191 —

Se un intervallo & decomposto in parti, dicasi che esso & somma
delle sue parti.

Dicasi ampiezza d'un intervallo (a, b) la differenza b —a. Se
Pintervallo (a, b) é decomposto in parti, la sua ampiezza é la somma
delle ampiezze delle sue parti: quindi I'ampiezza d'un intervallo é
funzione distributiva del medesimo. '

Se una grandezza & funzione distributiva' d'un intervallo, la di-
remo coesistente con quell’intervallo.

Cosi, se f(x) & funzione della variabile numerica &, l'incremento
f(b)—f(a) che essa riceve mentre « varia nell'intervallo (a, b),
coesistente con questo intervallo, perché I'incremento della funzione
nell'intervallo (@, b) & la somma dei suoi incrementi nelle parti di
(a, b). Cosi ancora, se P & un punto, la cui posizione dipende da
una variabile @, variando « in un intervallo (a, b), il punto P de-
scriverd un campo (un arco di linea) e la lunghezza di questo
campo, ed ogni funzione distributiva di esso, & una quantitd coesi-
stente coll’intervallo (a, b).

Se una grandezza y & coesistente coll'intervallo percorso dalla
variahile «, potremo considerare il limite verso cui tende il rap-

porto del valore Ay di y corrispondente ad un intervallo qua-

lunque (a, b), all’ampiezza A« di questo intervallo, ove si facciano
tendere i suol estremi ad uno stesso valore «. Indicheremo questo

limite con Zw , elo chiameremo, conformemente a quanto si & fatto,
il valore di %w pel valore considerato di . Cosi, se la quantitd

coesistente coll'intervallo (@, b) descritto da 2 & I'incremento
f(b)—f(a) d’una funzione f(x), se questa funzione f(x) ha una
derivata continua f’(x), sara

f(b) —‘f(a) f' (.’1:)

lim ————

Risulta dalle cose dette che se ¥ ¢ una grandezza coesistente
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coll'intervallo descritto da @, e per ogni valore di « esiste il rap-

porto %:’ questo rapporto & funzione continua di .

25. Essendo f(«) una funzione di @, indicheremo con fab f(x) dx

una quantitd tale che: 1° sia maggiore della somma dei prodotti
delle ampiezze degli intervalli parziali in cui si pud dividere l'in-
tervallo (a, b) per valori minori dei valori assunti da f(x) negli
stessi intervalli; 2° sia minore della somma dei prodotti delle am-
piezze degli intervalli in cui si pud decomporre (a, b) per valori
maggiori di quelli assunti da f(«) negli stessi intervalli; 3° e che
sia I'unica quantitd che soddisfi a queste proprieta.

La funzione f(x) si dice integrabile nell'intervallo (a, b) se esiste
una quantitd che goda di tutte le proprietd enunciate.

Sia dalla teoria precedente degli integrali geometrici, sia da pro-
posizioni dimostrate nel calcolo integrale (N. 190-193) si deduce:

1. L'integrale di f(x) do preso nell'intervallo (a, b) & la somma

degli integrali di f(«)dx presi negli intervalli in cui si pud decom-
porre lintervallo (a, b):

[ r@aw={* r@yaw + [ ? @) ax.

In altre parole, I'integrale di f(«)dx preso in un intervallo (a, b)
& coesistente con questo intervallo.
II. Se f(x) & funzione continua di @, il rapporto dell'integrale
di f(«)dx esteso ad un intervallo qualunque (a, b), all’ampiezza
b —a di questo intervallo, ove a e b tendano ad uno stesso valore z,
ha per limite f(x):

. r@)aw
lim¥———

g =@

III. Se ¥ & una grandezza coesistente coll'intervallo descritto
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dalla variabile @, e se il rapporto ZA—: del valore Ay di y corrispon-

dente ad un intervallo qualunque, all’ampiezza Az di questo intervallo,

tende al limite % = f(«), ove i limiti di quellintervallo tendano
ad =, il valore di y corrispondente all'intervallo finito (a, b) vale

{2 1) aw.

In questa proposizione sta la regola pit comune per calcolare un
integrale definito. Se f(x) & funzione continua, si determini, colle
regole del calcolo integrale, quella funzione F (x) avente per deri-
vata f(«). Allora il rapporto fra Iincremento di F(«x) in un inter-
vallo qualunque all’ampiezza di questo intervallo, col tendere degli
estremi di questo intervallo ad uno stesso valore @, ha per limite
f(«); quindi lincremento di F (x) nell'intervallo (a, b) & eguale al-
Iintegrale di f(x)d«x preso in quell’intervallo:

F@)—F@= [, f() .

§ b. Calcolo di alcune aree piane.

26. Coordinate cariesiane.

TeoREMA I. — Se la funzione positiva f(x) & integrabile
nell’intervallo (a, ), I'area descritta dall’ordinata MP
d’'un punto P della curva, la cui equazione in assi car-
tesiani ortogonali & y—=/(x), mentre I'ascissa « varia
da @a b>a, & misurata da

.u:fa" f (&) da.

Infatti, decomposto l'intervallo (a, b) in parti coi valori x;,=a
Xy Zyy ... Xn—1, X,—=Db, e detti ', ¥’y ...y, dei numeri minori
dei valori assunti da f(«) rispettivamente in ciascheduno di quegli
intervalli parziali, e detti ¢/, ¥', ... y", dei numeri magg‘ori dei

Puano, Geom. Infin. 13
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valori di f(«) in quegli intervalli parziali, poiché per ipotesi f(x) &
integrabile nell’intervallo (a, b), I’ {‘ ab f(2) do sara una grandezza

maggiore della somma
S =@, —x) Y+ @ —2) Y+ @ — 2 1) Y,
e minore della somma
' =@, —2) Y + (@ —2) Y+ (@ — @ 1)V

J

0 A M ﬁ’ B z

e sard l'unica grandezza sempre maggiore dei valori della prima
somma, ¢ minore di quelli della seconda, comunque varii la divi-
sione dell'intervello (a, D), e la scelta dei valori di ¢': e ¥"s.

Ora i rettangoli aventi rispettivamente per base i segmenti de-
seritti da M, mentre « varia in ciascheduno di quegli intervalli
parziali, e per altezza ¢', ¥/, ...y, sono interni alla figura data, e
la loro area totale & misurata da s'. Analogamente la figura for-
mata dai rettangoli aventi le stesse basi e per altezze 3", Y ooi
contiene nel suo interno I'area data, e la sua area & misurata da s”.
Pertanto il numero che misura 'area (interna, o esterna, o propria)
della figura descritta da MP & maggiore di s’ e minore di s". Ma

il sol numero f ab f(x)da gode di questa proprietd ; dunque

Iy b f () dzz misura l’area deEcritta dall’ordinata MP.
Ja

Se la funzione f(x) non & integrabile nell’intervallo (a,d), ma
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ammette solo gli integrali inferiore e  superiore, questi misurano
le aree interna ed esterna della figura descritta da MP.

TeEOREMA II. — L’area descritta dall’ordinata MP d’una
curva di equazione y =f(x) in assi cartesiani obliqui
che fanno fra loro 1’angolo w, mentre x varia nel-
I’intervallo (a, b), supposta la f(x) positiva e integra-
bile in quell’intervallo, e @ < b, & misurata da

sen w fab f(x) dx.

La dimostrazione si ottiene dalla precedente sostituendo alla
considerazione dei rettangoli aventi le basi sull’asse delle « e per
altezze le y, i parallelogrammi aventi le stesse basi, e gli altri
lati paralleli all’asse delle ¥ e misurati dai valori delle ordinate.

TeoREMA III. — Se nel piano della figura F si segna un
asse OX, e da ogni punto M di quest’asse si conduce la
perpendicolare ad OX, che incontra la F secondo una
figura rettilinea, se il campo formato dai punti d’in-
contro di questa retta col campo limite di F ha una
lunghezza esterna nulla, detta o 'ascissa del punto M, e
hlalunghezza della intersezione della perpendicolare
in M col campo F, 'area di quella parte della figura F
formata dai punti le cui ascisse sono comprese fraaebd

& misurata da fab h dz.

Infatti, sia A il numero che misura 'area formata dai punti
di F le cui ascisse sono comprese in un intervallo di ampiezza Ax.
Si consideri I'area del rettangolo avente per base il segmento
Az e per altezza 1, la quale & misurata da Az. In virtu delle
ipotesi fatte (N. 18, 1°) col tendere degli estremi dell’ intervallo Ax
ad uno stesso valore z, lim %—: = gi; = h; quindi il valore di %

corrispondente all’ intervallo (a, b) vale f ab h da.
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2'7. Applicheremo le formole precedenti ad alcuni esempi.
Parabole. — Nella parabola d’ordine m si ha

Yy = ax™,

e quindi I'area descritta dall’ordinata, mentre I'ascissa fra i valori
x, ed o, & misurata da

axy +1— azymtl

ey , supposto m = 1.

&y
senw f ax™ doe = senw
Zo

Se m & positivo, si pud fare &, =0, e ponendo x invece di x,
I'area della parabola, contata a partire dall’origine, vale
ax ™1 senw

Yy
w1 SeNW =

ossia vale I'(m - 1)me parte dell’area del parallelogrammo costrutto
sull’ascissa e sull’ordinata del punto estremo dell’arco considerato.

Se m=—1, si ha y:% , € la curva & un’iperbole riferita ai

suoi asintoti. La sua area sari misurata da
&y
a &y
senuuf —da =asenw log —.
@, @ x,

Ellisse. — L’equazione dell’ellisse, riferita ai suoi assi, &

da cui si ricava
b ——
y=- Va’ — -

L’area descritta dall’ordinata, mentre l'ascissa varia fra i valori
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0 ed o, & misurata da

b %
u=-EJOVa’—w’ dae

Si seriva l'integrale del membro di destra sotto la forma

x - .x 3
fo Vaa_.mzda;—_:fo V%,——i @x dx,

e poi si integri per parti, prendendo come fattore ad integrarsi
2 da; si avrd

@
¢ a1 u da
—_— 1 a —_— sy
fo i/a’—w’dos=§xll/;-,—-1+—2— wV£—1
. x2
0
ovvero
& x dx
I | -1 2 __ 2 1,2 g
jo l/a x dw_§ :pl/a @ _{_?a fo l/a’—w”

e siccome

fx ax @
= arc sen —,
2 2 a

0 Vot —w

si deduce infine

1 b 1 x
—_— —_ S __ — —
u_zxaVa a;+2abarcsena.

Se si fa ¢ = a, si avrd l'area della quarta parte dell’ellisse
%nab; quindi I'area totale dell’ellisse di semiassi @ e b vale mwab

come gid si era trovato.
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Iperbole. — Gia si & trovata l'area delliperbole riferita agli
asintoti. Se la si riferisce agli assi, la sua equazione sara

. x?

Z e b

da cui si ricava
b
y — E '/w! ai ;

e I'area descritta ‘dall’ordinata mentre ’ascissa varia fra i valori @
ed & & misurata da -

@
=%fa l/w"——a”da:.

Integrando per parti, prendendo come fattore ad integrarsi o dw,
si ha:

1%
=3 E—wi/m’—-a’——abf l/w’—a’

ed infine

U=

otV —a@
vtVe =@

b —_ 1
;w;/m’—a’*-—gablog

va—h

Curva logaritmica. — La sua equazione &
Yy =a

e, supposti gli assi ortogonali, variando « fra i valori z, ed x,,
I'area corrispondente ¢ misurata da

a® — qXo
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Osservando che T%‘a ¢ la lunghezza della sottotangente, si deduce

che l'area compresa ‘fra un arco di curva logaritmica, le ordinate
estreme e l'asse delle z, & eguale all’area d'un rettangolo di base
1a sottotangente e di altezza la differenza delle ordinate estreme.

Supposto @ > 1, se si fa tendere z, verso — oo, lima% =0, e

I'area precedente ha per limite h;% . Contemporaneamente la figura

di cui si determina 1’area acquista dei punti che si allontanano
indefinitamente dall’origine; il limite trovato misura I’area interna
compresa fra 'asse delle z, il ramo infinito della logaritmica, e I'or-
dinata che corrisponde all’ascissa a,.

28. Curve riferite @ coordinate polari.

TEOREMA. — Se 7 =f(a) & ’equazione d’una curva rife-
rita a coordinate polari, e » & funzione continua di o,
I'area descrittadal raggio vettore, mentrea varianel-
Iintervallo (o, @,) & misurata da

Infatti, sia OP il raggio vettore di lunghezza », e che fa coll’asse
polare I'angolo a. Sia OM il raggio vettore avente la stessa dire-
zione di OP, e di lunghezza = 1. Mentre o descrive un intervallo

. . . . . 1
di ampiezza Aa, OM descrive un settore circolare di area 5 Aa,

e OP un settore Aw della curva data. Ora, supponendo che gli
estremi dell’intervallo descritto da a tendono ad uno stesso valore
o, si & visto che




quindi |

. Au__du 1 o I _ .
llmm_a;_zr, du_zr da, e ¥ = fr da,

Pintegrale essendo preso fra i limiti a, e a,.

29. Ecco aleune applicazioni di questa formula.
Nella spirale d’Archimede, in cui

r=aa,

I'area generata dal raggio vettore, mentre 1’argomento varia da 0
ad a, & misurata da :

1

1 a
- f‘ a’o? da = T a’od,
~0

e quindi essa vale la terza parte dell’area del settore circolare OPM
avente per raggio » = aca, e per angolo al cenfro a, ovvero la
terza parte del triangolo OPT limitato dal raggio vettore OP, la
tangente PT, e la sottotangente OT.
Nella spiraie logaritmica, in cui » — Ces®, 'area descritta dal
raggio vettore sard t
1 j.ai C? gtaa gy — o (6%t — e%)
2 . o ~ 4a :
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Se qm si fa tendere a, a — 0o, supposto @ > 0, l'area conside-
rata, che consta di infinite parti sovrapposte, tende ad un limite
finito —
1/
dell’area del triangolo compresa fra il raggio vettore, la tangente
e la sottotangente. : ,
Sia » = f(a) I'equazione d’'una curva riferita a coordinate polari;
si immagini la sua concoide, con polo in O, e sia % la lunghezza
costante che si porta sul prolungamento del raggio vettore. Detto ,
il raggio vettore della concoide, sard », = -}- h, ovvero

e*™, ed & facile il riconoscere che questa vale la metd

7, =f(@) + h.

Dette A e A, le aree descritte dai raggi » ed », mentre a varia
fra a, ed o,, sard

Az—% fr'* da, e A1=;—f7‘12 da:-—;—f(r—l—h)”da,

ovvero
Aiz_é_fr’da-}-hfrda—k%h’faa,

gli integrali essendo tutti presifra i limiti a, ed a,. Delle tre parti
di cui consta A, la prima rappresenta l'area A della curva data;

1 . 9 1) 3
la terza vale —- h? (¢, — a,), ossia & l'area d'un settore circolare

di angolo a, — a, e di raggio %; la seconda poi dipende dall’ r 7 da,

e una volta calcolato questo integrale, si potrd determinare I'area
di tutte le concoidi della curva data corrispondenti ai varii valori
di A.

Se si fa
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si avra
A, — A 4 2Bh + CR?,

e cosi A, éuna funzione di secondo grado in %. Essa si pud scrivere

B\® AC—B
A,=G(h+T)+ =,

Si scorge di qui che, variando #, varia pure A,; il suo minimo

— R2
valore corrisponde ad 7 = — —g—, ed & AG G B

tima quantith & di necessitd positiva, e nulla sol quando sia », =0,
e quindi » = costante. I valori di A,, corrispondenti a due valori

; quindi questa ul-

: . . . B . .
di %z la cui semisomma sia eguale a — < Sono eguali; se si fa

2B
h = — -, l'area A, diventa eguale all'area della curva data A.

§ 6. Formule d’approssimazione per le aree.

30. L’area piana descritta dall’ordinata y — f(x) d’'una curva, in
assi cartesiani ortogonali, mentre « varia fra @ e b, &, per appros-
simazione, eguale all’area del trapezio costrutto sulle ordinate
estreme. Cosi facendo, si sostituisce all’arco della curva la sua

corda, e all'integrale J f(@) dz, che misura I'area in questione,
a .

la quantita
® — a) f(b)-;- f(a)’

che misura I'area del trapezio.
Potremo facilmente stimare I’errore che si commette sostituendo

b
all'integrale | f(x)da il valore approssimato (b — a) f————(sz'f @,
a
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Invero, se la funzione f(x) ha derivata seconda f*’(x) pei valori di
-2z compresi fra a e b, si ha dalla teoria delle funzioni interpolari
che

f(@) =f(a) + (@ — a) f(a, b) + (x — a) (x — b) l;;_)

ove f(a,b)= &2:—';(“), e % & un valore, che dipende da «, e che,
se ¢ & compreso fra a e b, & pure compreso fra gli stessi limiti.
Quindi

f:f(w) dx =f: l:f(a) + (@ —a) f(b;:g(a)] dw +
: s

+3f @—a)@—0rwa.

Il primo integrale del membro di destra vale appunto

06— [OL10)

ossia il valore approssimato dell'integrale dato. Il secondo integrale
rappresenta percio I'errore che si commette prendendo invece del
vero valore dell’integrale, il suo valore approssimato. Chiamandolo
R, si avra:

N/
R = —%Ja (x —~a) (x—D0) " (u) dao.

E poiché il fattore (x —a) (¥ — b) conserva un segno costante
mentre & varia nell'intervallo ((a, b), potremo portare il fattore
7" (u) fuori dell'integrale, e si ha cosi:

b
R=%f”.(u)f (x — a) (x — b) du,
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ovvero, eseguendo l'integrale del secondo membro :

i
R=— ® — a)® " (u),
ove % & un valore di & compreso fra a e b. Sostituendo si deduce

b
[ r@yae =@ —a) 2T L0 —ay 7 ()

Cost si ha il vero valore dell'integrale espresso mediante un suo
valore approssimato, pii un resto nel quale comparisce la quantita
incognita % di cui si sa solo che & compresa fra a e b. Sostituendo
invece di f"(w) il massimo ed il minimo valore che esso assume
mentre % varia nell'intervallo (a, b), si ottengono due espressioni
entro cui & compreso il resto.

Ad esempio se si fa in questa formula

f(x) = ,a_i b=2, f"(w)-—

x
si ha

S =t ) -4

log2 = 0,75 + R;

ossia

il primo termine & il valore approssimato di log?2; il secondo

1 . .
R:-—g— rappresenta I'errore. Siccome v & compreso fra 1 e 2, si

deduce — — < R<— 18, ossia 0,75 & un valore maggiore di log?2,

e si ha preclsamente 0,5933 < log2 < 0,739166.
Il resto R si pud anche mettere sotto forma d’integrale definito.
Invero, si ha applicando due volte I'integrazione per parti:

[1@ e @ e =r@)o @—r @ o @+ [o@r @ d.
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Pongasi @ (x) = -% (@ —a) (@ —10); si avra

[y do=fo) (0 —2$2) — 3 @ @—a) @—D) +
+ [ w—a) @—0) 1" (@) aw.

Prendendo gli integrali fra i limiti @ e b si ottiene
’ rO+r@ | 4 ("

f f (@) dx =(b—a) —2———1—?} (x—a) (x—0) "' (x) dx.
a a

11 primo termine del secondo membro & il valore approssimato
dell’integrale; il secondo & quindi I'errore che si commette in questa
approssimazione.

81. Potremo avere un valore pitt approssimato dell’area, decom-
ponendo l'intervallo (a, b) in » parti eguali, segnando pei punti di
divisione le ordinate della curva, e costruendo sopra queste succes-
sive ordinate i trapezii, come si & detto. La somma di questi tra-
pezii sard un valore approssimato dell’area.

Dette ¥y, Y Yoy --- Yn—1, Yn le ordinate di questa curva corri-
spondenti agli #» 4+ 1 punti di divisione di (@, b), le aree di questi
trapezii valgono

b— b— b—
et v St WA D )

quindi, sommando, si avra per approssimazione

fbf(w)dw=

a

b

o Wo 200+ 20+ -+ 2Un—1+ V).

L’errore che si commette adoperando questa formola, ossia la
quantitd R che bisogna aggiungere al membro di destra per avere
il vero valore di quello di sinistra, & la somma degli errori com-
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messi in ciascheduno di quegli intervalli parziali, vale a dire

R=— 2 O [Py + 7 0) .+ 7 (W)

dove u, u, ...u, sono valori di & compresi rispettivamente in quegli
intervalli parziali. La quantiti entro parentesi si pud mettere sotto
la forma » f"'(u), ove w & un valore medio fra i precedenti; quindi
il resto si pud esprimere mediante la formola

1 (b—

R=—p 5010

Cosi, se nell'esempio precedente f %‘” si fa n =10, la formola
1

ora trovata di per approssimazione

log 2 = 0,69377,

e il resto R = 5100 s Ove % & & compreso fra 1 e 2. Quindi il

T 6.100.
valore precedente & approssimato per eccesso, e differisce dal valore

ero meno di ! iu di 1
Vi 0 ﬁm,epu Im.

32. Se la funzione y =1{(«) & di grado non superiore al terzo,
larea descritta dall'ordinata f(«), mentre x varia nell’intervallo
(a, b), vale esattamente

+ 4y, +v,),

b
J,r@ao="5*

ove ¥, e ¥, sono le ordinate corrispondenti alle ascisse estreme a
e b, cioé y,=f(a) e y, = (b), e y, & l'ordinata corrispondente

all'ascissa media %b.
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Infatti, conservando fisso 1’asse delle «, si prenda per nuova ori-
gine il punto medio di @ e b; ossia facciasi nell'integrale

a

v=2t" 4 x

e pongasi

La funzione f(x) di «, di grado non superiore al terzo, diventera
una funzione dello stesso grado in X, quindi si potrd porre

f(w) = A + BX -+ CX* - DX,

b +h N
ef f(w)da::f h(A+BX—I—GX’—{—DXa)dX=2Ah—|——3—Ch3.

Ma, facendo X =0, — &, A, la & diventa a—';——b, a, b, e f(x) as-

sume i valori ¥,, ¥, ¥,,; onde si ha
Yi=A,
Yy =A — Bh 4 Ch® — Dh®
Y, = A - Bh - Ch? | Dh¥;

yo+4y1+ys=6A+2Gh,;

quindi
b h
f (@) de =~ (¥ + ¥ 1+ ¥s)-

b—a

5 si ha la

Sostituendo in questa formola ad % il suo valore

formola a dimostrarsi.
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33. La formola

5 o+ 4¥i+ i),

fbf(a;) dx =

vera quando f(«) & una funzione intera di grado non superiore al
terzo, puo ritenersi ancora vera per approssimazione, anche quando
f(2) non soddisfa a queste condizioni. Cosi facendo, si commette un
errore R, tale che

R W
[ f@) aw =T @y + 49+ v)+R;

noi ci proponiamo di calcolare approssimativamente questo errore.
Percid facendo come prima

a a

e=2% 1 x n=222, ef(“—“zt-’i+x)=cp(X),

si avra
b +2
J r@aw=f " oxax,
a —

e P(—h) =Yy 90)=Y;, O(+ )=y,

Si determini quella funzione F(X), intera di terzo grado in X, che
per X=~—~h, 0, 4 % assume i valori y,, ¥,, ¥, € che per X =0
ha la stessa derivata di @(X), ossia F'(0) = ¢'(0). Allora si ha che,
per ogni valore di X compreso fra — /% e - £,

ol (%)

P(X)=F(X) +X(x* — ) T,
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ove % & un valore di X medio fra 2 e — & (*). Quindi, integrando,

+h ) | o+
[ e@ax={ F@aX+ 5 [ X(X*—1?)o(u)dX.
—h —n Y —bh

b
Ma Pintegrale del primo membro valef f(2) do; il primo in-
a

tegrale del secondo membro, poiché F(x) & di terzo grado, vale
appunto

2 o+ v, Fu) = 5L o+ 4v, 1)

quindi

T
R=g X — 1) (w) aX.

Per avere un’espressione pill conveniente di R, si osservi che il
fattore X*X® — h?) & costantemente negativo, mentre X varia fra
—h e + & ; quindi portando fuori Yaltro fattore, si ha

v +h
R=2"0 (7 xyxr — n%)ax;
nJ_,

() In generale, data una funzione f(x), si pud sempre determinare una fun-
zione intera @ (x) di @, di grado n, tale che soddisfi alle condizioni

@ (@) =[ (@), @' (@o)=[" (9ig)y DD (250) = [(*) (o),
@ (x) = [ (@), @(B) () — F(B) (@)se0e
@ (@m)= [ (@m)... P(") (@m)=[*) (@m),
ove @+H+E+D+...+r+DH)=n+1.
Allora si ha:
r@=0@) + (@ —ager! @—2)5+] .. @ —amp+1 LEED,

in cui # & un valore medio fra z, Zy,... Tn.

Peaxo, Geom. infin. 14
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ovvero, poiché

OV ()= (@), ove z=""F" {u,

ed eseguendo l'integrale del secondo membro:

b — a)
P‘:_(-zu 5? (),

ove & & un valore compreso fra a e b.
Cosl, riprendendo I'esempio gia trattato, se si fa

f(@=-=, a=1 v=2,

si avra
Yo=1, y,=0666..., y,=0,5:

e la formola precedente da come valore approssimato di log?

1
T 1205

0,6944 ..., con R =
ove & & compreso fra 1 e 2. Quindi la formola da per log2 un
valore piu grande del vero, e l'errore che si commette ¢ minore

I |
dl@.

34. Si pud avere con maggiore approssimazione 1’ f f(x) dzx,

decomponendo T'intervallo (, b) in 2n parti; detti yo ¥, ¥, ¥s ... Yoy
i valori di f(«), ossia delle ordinate della curva corrispondenti a

questi punti di divisione, potremo applicare successivamente la for-
" mula precedente alle aree comprese fra le ordinate y, e y,, ¥, €
Yus « -+ Yau_s © Ya, © sommare i risultati ottenuti. Queste aree val-
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gono rispettivamente

% (o + 49, + v2), 6n = s+ 40+ U, -

b—a

“Bn Yan—a2 + Wau 1 + Vs4) 5

quindi, sommando, si ha per approssimazione:

b
[ r@yae =22 vyt va+ 20 + v+ v F

+ 4y, +Ys+ o+ Yoo ,)]-

Questa formola, che permette di calcolare per approssimazione
un’integrale, ossia un’area - piana, porta il nome di formula di
Stmpson. Applicandola si commette un errore R che potremo sti-
mare facilmente. Invero quest’errore & la somma degli errori com-

messi in ciascheduno degli » intervalli parziali, eguali in ampiezza

b —
a

a, in cui si & diviso (@, b). Ora questi valgono rispettivamente

—O= vy, 4T @), ... =T v (a,),

in cui 2, @, ..., sono valori di  compresi in quegli intervalli.
Quindi, sommando,

(b — a)®

R=—STor M@+ @)+ @) s

la quantitd entro parentesx si pud mettere sotto la forma x fIV (),
ove & & un valore compreso fra @ e b; si deduce quindi per R la
seguente espressione

R=— (,144!51 ().
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Applichiamo questa formola di Simpson al solito esempio

2
fi i:-—zlog&

facendo n =5, e quindi 2n = 10.
Dando percid ad « i valori 1,0; 1,4; 1,2;...14,9; 2,0, e detti

Yo U, .. Yy 1 valori corrispondenti di ) I'operazione si pud dis-

porre come segue:

Yo =1 ¥,=0,83333 4,==0,90909
Ye—0,5 y,=0,71429 9Y;—=0,76923

Yo t¥ =15 9¢=0,62500 ¥,=0,66667
Y,==0,565556 y,=0,58824

Ya+¥ityetvs=2,72818 Y= 0,52632

Yoy Yy +y=—3,45955

Addizionando la prima somma col doppio della seconda e col qua-
druplo della terza si ha 20,79456; e moltiplicando questo risultato

per @ ;.y_na) 30 (cioé dividendolo per 30) si ha per valore di log2

dato dalla formula di Simpson, 0,693152. L’errore che si commette

1 1 o e
é dato da R = — 55T & e & compreso fra 1 e 2. Quindi

il valore trovato per log2 ¢ pilt grande del vero, e ne differisce

meno di =~ 1
75000°

35. In generale, se si conoscono i valori ¥, ¥,... ¥, della funzione
v corrispondenti ai valori z, «,... &, della variabile, si pu6 formare
un polinomio intero di gradd n, e che diremo @ (x), tale che pei
valori suddetti della variabile assuma gli stessi valori di f(«). Si

avra allora

£ )

(@) =0 @)+ (& — &) (@ — &,)-... (¥ — @,) T35~ m+ D
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ove % & un valore medio fra i precedenti. Quindi integrando si ha

fb f (@) dow = fb ¢ () dz +R,

a

ove si & posto

1 b (
= —_ ) (X — 1) .
ai T J @) (@ =) [+ () da
‘ b
L’ integrale f @ (x) dz & un valore approssimato dell'integrale
a

cercato. Il suo valore si ottiene con tutta facilitd; invero mettendo
la funzione @ (x) sotto la forma data da Lagrange:

—,) (@ — Ty)... (5 — )
—w.) @ — @) (@0 — @n

(x—m0) (x— @) (€ —@n—1)
(@0 — @) (20 —2y)-.- (T — Tn—1)

+ (x —xy) (@ —x5)... (T —2n)

(@) (B =23)... (2y—2n)

1+ + yu

si avra

b
[ e@do=8v0+A v+t A,

a

ove si & fatto

A, ___f (x —xy) (@ —x3)... (=)

{wo==2,) (@g==ay)... (g —2n)

Cosi I'integrale & una funzione lineare omogenea dei valori
Yo Yy Gn poiché i coefficienti A, A,... dipendono bensi da a, b, z,,

2,,... ,, ma non dai valori di y.
L'errore che si commette in questa approssimazione & rappre-
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sentato da R; ma siccome in esso il fattore (x—=x,) (r—=,)... (x—2,)
cambia segno quando « assume i valori &, &,,... non si potrd ap-
plicare un procedimento analogo a quelli di prima per ridurlo ad
una forma pit comoda.

36. I valori @, @,... x, si possono prendere ad  arbitrio; come
caso particolare si pud supporre che il primo sia a, I'ultimo b, e
che essi formino una progressione aritmetica. Ma essi si possono
scegliere in un modo speciale, proposto da Gauss, assai conveniente
nei casi pratici.

Per semplicitd di scrittura, supporremo che i limiti dell’ integrale
siano —1 e -+ 1; poiché, ove fossero qualunque a e b, basta fare

a+b 4 bte b+a

la trasformazione x = t affinché si riducano ai pre-

cedenti. Cid premesso, d1c0 che si pud determinare una funzione
Xnt1 di @, intera, di grado » -} 1, in cui il coefficiente del termine
di grado pilt elevato sia 1’unitd, e tale che, essendo U una funzione
intera qualunque di grado non maggiore di », si abbia sempre

+1
f U Xp+1dx=0.
-1

Per determinare questa funzione si osservi che dall'integrazione
per parti pit volte ripetuta si ha

g v dnt+l V ar'V _au dr1V d*U dr—2V
f “dam 1 der ~ da den! + da® dav—m T

— drtl U
L G _d'ac'"“ v+fvdw»+1dw‘

Suppongasi che V rappresenti la funzione di grado 2n -+ 2
V= (*—1)+1

che ha le radici 1 e —1 multiple n1 volte. Per note proposizioni di
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algebra si deduce che % sara una funzione di grado 27 -}- 1, che

ha le radici 1 e —1 multiple » volte, ed una radice compresa fra
¢ ] .

—1e-+1; Z——; é una funzione di grado 2n, avente le radici 1 e

— 1 multiple % — 1 volte, e due radici comprese fra —1 e 4 1;....

che Z;—V é di grado »-42, avente le radici 1 e —1 semplici,'

e le altre radici tutte reali comprese fra —1 e 41; e che infine
dntt V
da;»-l-l
e comprese fra —1 e 1. Allora, prendendo gl'integrali nell’ultima
formula fra —1 e 1 ed osservando che tutti i termini fuori del
segno integrale si annullano per questi limiti, si dedurrd:

——¢& una funzione di grado n -1, aventi le » 41 radici reali

L gen g — e dH U
j 1U—— _.J (@ —1p T dw. (1)

Ora se U ¢ una funzione intera di grado non maggiore di », sara
a1 U

——5 = 0, e quindi

dx = 0.

.+ g Fi@—tph
J " damt1

dntl (22 — {)n+l

11 coefficiente del termine di grado pilt elevato in Sl &
n+2) (n +83)... (2n -+ 2); quindi, se si fa
S 1 At (a? — 4)nhl
= hE)(n+3)..Cnt2) damtl ?

Xn+1 sard appunto un polinomio intero di grado » -1 in «, in cui
il coefficiente del termine di grado piu elevato & I'unita, e tale che
essendo U una funzione intera qualunque di grado non maggiore
di »n si abbia sempre
. +1
f UXnaaz=o.
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Inoltre questa funzione Xu4+1 ha tutte le sue radici reali com-
prese fra —1 e 1. Dettele x, ,.... s, sara

Xnt1 = (@ — x,) (x —x,)-.. (T— Tn).

Sia ora f(x) una funzione qualunque di @, avente le successive
derivate fino all'ordine che ci occorrerad. Si determini il polinomio
intero @(z) di grado », che per & =, &,,...&n, radici dell’equazione
Xu+1=0, assume gli stessi valori y,y,... y, che assume f(z). Sia
y () quella funzione intera di grado 2» -1 definita dalle condizioni

W (X)) =T (@), w(@)=1 (@), - Y (@n) =71 (@n);
Y (@) =1 (%) W (@) =1"(Z)), - W (Zw) =T" ().

Siccome la differenza y () — @ () si annulla per x =z, ,,...%n,
essa sard divisibile per (x — @) ( — @,) ... (& — @) =Xn—1; detto
A () il quoziente della divisione che sard un polinomio di grado =,
si avra

7 ¥ (@) = @ (&) + Xn+1 M ().
Inoltre, poiché i valori di f(«) e y(x), e delle loro derivate sono
eguali per & =, «,, ... Tn, SiL pud porre:

f@nt2)(u)

f@)=vy@) +(@—ax,) (x—x)...(x — 2)* B2’

ovvero sostituendo

(2n+2)
(@) = @)+ Xus M (@) + X 20,
ove % & un valore di  compreso fra i considerati.
Integrando fra —1 e 1 si ottiene

+1 +1
J_f@aw={" o@do+

+ i +1 2 In+2
f ixwlx(a,-)awqu qux.mf( n+2) (1) dez.
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Ora A (x) & una funzione intera di grado % in «; quindi, in virta
della proprietd delle funzioni X, sari

I

€ la formola precedente diventa

+1
Xpr1 M@)dw =0,
1

.+1 A1
j 1f(w)alx=j 1cp(w)dwntl’m,
ove
1 +1 2 2n42
R=(2n—+2)_!- f_iX'H-lf(”"')(u)dm-

+1
i 0 f @ (x)dz & il valore approssimato dell'integrale proposto,
1

ottenuto col metodo di Gauss. Esso si pud calcolare come si & detto,
e mettere sotto la forma

+1

f 1¢(w)dx=Aoyo+Al Yo+ o+ Antm,

ove

A __‘)‘+1 (v —m,) (& — @) ... (¢ — @n)
o —1 (g = @) (% — @) s (Tg —@n)

R & lerrore che si commette in questa approssimazione. Siccome
X2,1& sempre positivo, si porti fuori del segno integrale f@n+2 (w).
Si avra:

LR ONI

R= "Gy 4

X”H-l dx!

in cui % & un valore di # compreso fra —1 e -+ 1. Per eseguire
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+1
r f X%, 11dx, che & un numero che dipende puramente da =,
—1

si decomponga il differenziale ad integrarsi in Xu41.Xny1d, e lo
si integri per parti » 41 volte; ovvero, cid che fa lo stesso, si ap-
plichi la formula (1), in cui si faccia U=2Xyu41; dopo alcune ridu-
zioni si avrd:

-1 1.2...(n+1) +1
. _ 2. _owir
J _ 1X"+1d“‘" = 0F2) (n+3) . 2n+2) f _ 1(1 @yl do.

Ora

41 A
[ d—ayraz=2 | (@ —a*p+ida,
. Jo

- colla sostituzione & =-cos? diventa

+1

™
f (1—%’)”"‘1dx=2fésen2n+3 tdt:z—g— . 4 6 2n+42

57" 2n+3’

e quindi

1.2...(n+1) 2.4.6...2n 4 2 Fontt) (u)

R=2 m+2(n+2)..Cn+ 2 3.5..'7....2n+3 Crn+ !

La funzione Xu1, le sue radici @, &, ... T, i coefficienti A A, ...An
del valore approssimato dell’integrale

AcYo+ AU+ .+ Ann,

b
e lerrore che si commette nell'integrale J f () dc applicando il
a

metodo di Gauss, per i pilt semplici valori di z sono i seguenti:
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b
b
[ r@aw=p—ar(*3) +r
@ y
dove
— (b—aPr )
R=-"% 30 (a<u<b).
IL
X,:x’—}g—;
1
—_—Ly=T, = —i/-g'_ =0,57735.....
1
AO=A£:—2-.

La formula generale diventa

fo(&‘)da‘z‘I b;a lif(a-|2-b+b;a

a4+b b—a 1
+f@7“—777§

ove

o

_ =9 V@)
R= 180 4!
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III.

stds—% .

X, =0; —Xy =T, = l//-:;- =0,77602.....

5

8
Alz—g, AO:A2=E.

1

La formola generale &

fbf(w)dwz ”1;8“[5f(a;b+b-2—a l/g) e (a_,z_b) N

a

a+b b—ay/3
+5f(_2——_2_'/3)]+3’
ove
R=0—9" O
T 2800 6!
IV.

6 3
X4 =gt — 7‘ a? + 3—5
—2y=2;=086113..... ; — x, = o, = 0,33999.
A, =A,=0,17392; A, =A, =0,32607.

b
L’ errore che si commette in questa formula nell’ f f(x)dx &
a

dato da

(o—ay

R = 0,000022..... = 1O ().
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§ 7. Volumi.

37. TEOREMA.— Se F é una figura solida, e per ogni punto
M d’'un asse fisso OX si conduceil piano normale ad OX,
che incontri F secondo una figura piana, se I'interse-
zione di questo piano normale ad OX in M col campo 1i-
mite di F & una figura piana di area esterna nulla,
allora detta w 'area dell’intersezione di questo piano
con F e detta o I'ascissa OM del punto M, il volume
di quella parte di F i cui punti hanno ascisse com-
prese nell’intervallo (@, b) ¢ misurato da

b
vzf w da.
a

Infatti sia Av il volume di quella parte di F i cui punti hanno
ascisse comprese in un intervallo di ampiezza Ax. Si immagini un
cilindro avente le generatrici parallele ad OX, di altezza Ax e la
cui base sia I'unitd di area; il suo volume sard misurato da Az.
Ora, in virtu delle ipotesi fatte, il limite del rapporto di questi due

volumi 2‘2’ ove gli estremi dell'intervallo Az tendano ad uno stesso

valore «, ha per limite 'area w:
—=uw, dv=wdux,

quindi, il valore di » corrispondente a tutto I'intervallo (a, ) &

. b
dato da v=f w dz.
a

38. Applichei'emo la formola precedente ad alcuni casi particolari.
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Cono. — Vogliasi determinare il volume del cono (o piramide)
avente per base una figura piana di area B, e per altezza h. Sia
O il vertice del cono; prendasi per asse OX la perpendicolare ab-
bassata da O sulla base; allora il piano normale ad OX in un
punto M di ascissa o taglia questo cono secondo una figura simile
alla base. Quindi, detta w l'area di questa sezione, sard

w:B=2a: 712
onde
x2?

w B

w=

e il volume totale del cono

= 'h‘”’Bd — 1o
’U—Jo-k-; .’E—3 ,

come si dimostra in geometria elementare per le piramidi, e come
gid abbiamo dimostrato per i coni a base qualunque.

Ellissoide. — Riferito D'ellissoide ai suoi tre assi, la sua equa-
zione &

x? yﬂ 22
= TEta=t

Il piano normale ad Ox nel punto d’ascissa @ incontra l'ellissoide
secondo una ellisse; detti o e B i semiassi di questa ellisse, i punti
di coordinate (z, a, 0), (z, 0, B) stanno sull’ellissoide ; quindi si hanno
le equazioni

2 a? 22 p?
arte=t Ft+ta=1
da cui si ricavano le incognite a e B8:

b _
°‘=7Va’—w2, B=%Va’—m2.
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L’area w di questa ellisse vale

be
uu=1taB=n—aT(a2—w2).

Il volume totale dell’ellissoide si ottiene prendendo 1’( wdx fra
i limiti — a e -+ a; quindi
t+a 4

v=1r—{ (a’—x’)dw:—g—
Y —a

™ abc.

Se si fa @ = b = ¢ = r, l'ellissoide diventa una sfera di raggio »,

. 4
e il suo volume vale 3T 7e,

In modo analogo si determina il volume degli iperboloidi ad una
¢ a due falde di equazioni

x? y, z’

Paraboloide di rivoluzione. — La parabola conica, di equazione
y* = 2pw, ruoti attorno al suo asse Oz. Essa generera un parabo-
loide di rivoluzione. Il piano normale all’asse Oz, in un punto di
ascissa a, incontra la superficie secondo un cerchio di raggio y, e
di area w = my? = 2npx. Il volume del segmento compreso fra la
superficie del paraboloide e il piano normale al suo asse nel punto
di ascissa x vale

x x
— — — 2
v._fo uudw_21rpf0 X Adx = T pxd,

che si pud pure scrivere

1

_.1 2 — .
V=5 2MPT L= 5w T
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quindi il volume del segmento di paraboloide & eguale alla meta
del volume del cilindro avente la stessa base e la stessa altezza.

Solidi di rivoluzione. — Se la curva di equazione y = f(x) in
assi ortogonali, ruota attorno all’asse delle z, il volume generato
dall'area limitata dalla curva, da due ordinate corrispondenti alle

b
ascisse a e b e dall’asse delle «, ¢ misurato da f y* da.
a

39. Poiché il volume d’un solido F, limitato da due piani normali
b

all’asse Ox, corrispondenti alle ascisse @ e b & misurato da f wdax,
a

potremo applicare al calcolo di questo integrale, e quindi al calcolo
del volume i noti metodi di approssimazione. Come caso particolare,
se segando il volume con tre piani normali ad Oz, ed equidistanti
fra loro, le aree delle sezioni sono w,, w,, w,, siavra in generale
per approssimazione

b—a

, :
f war = 3 (w, + 4w, + w,),

e questa formola é rigorosamente vera se w & una funzione intera
di & di grado non superiore al terzo. Quindi, in questo caso, il vo-
lume cercato & eguale alla distanza (b — @) dei piani estremi, mol-
tiplicata per la sesta parte della somma delle aree delle sezioni
estreme, e del quadruplo dell’area della sezione media.

Cosi, ad esempio, poiché l'area w sezione d'un ellissoide con un
piano normale al suo asse Ox & funzione di secondo grado z, si de-
duce che il volume totale dell’ellissoide, cioé il volume compreso
fra i due piani tangenti all’ellissoide nei suoi punti d’incontro con
Oz, & eguale alla distanza di questi piani 2a moltiplicata pel sesto.
della somma delle aree sezioni estreme e del quadruplo di quella
media. E poiché le aree estreme sono nulle, e la media vale wbc,

il volume dell’ellissoide vale —;— T abc, come gid sié trovato.
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Come altro esempio, si consideri il volume comune a due cilindri
circolari retti, aventi lo stesso raggio », ed i cui assi si incontrano
sotto I'angolo 6. Il piano passante per gli assi dei due cilindri in-
contra il solido secondo un parallelogrammo di area 4,* send; ogni
piano parallelo ad esso, alla distanza , incontra lo stesso solido
secondo un parallelogrammo, simile al primo, e la cui areaw vale.
4(r® — x?) send. Percid, siccome w & funzione di secondo grado di
@, applicando la formola precedente, si ha che il volume del solido

comune ai due cilindri vale i -—23— del volume del parallelepipedo

avente per base il parallelogrammo 4r? sen6, e per altezza 2r, dia-
metro comune ai due cilindri.

§ 8. Archi curvilinei.

40. TEOREMA. — Se la posizione del punto P & funzione
della variabile numerica ¢, avente per derivata il seg-
mento u, funzione continua di {, detto ©# il numero che
misura la lunghezza diu, I'arco descritto da P, mentre
t varia nell'intervallo (¢,, ¢,) ¢ misurato da

L
8 =f u dt.
L)

Infatti sia As la lunghezza dell’arco descritto da P, mentre ¢
varia in un intervallo parte di (¢, Z,), e la cui ampiezza sia At

As _As c  pa

Sia ¢ la corda di quest’arco As. Si avrd A o A

cendo tendere At a zero, il fratto -%‘3-, che & il rapporto fra la
lunghezza dell’arco alla sua corda, ha per limite I'unitd, per quanto
si & visto. I1 rapporto % ha per limite %; quindi

4
—=u, ds=udl, e s=f udt.

b

PraNo, Geom. infin. 15
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41. Se il punto P & riferito a coordinate, cartesiane o polari,
sostituendo, in s, ad # la sua espressioné mediante le derivate di
queste coordinate, la formola precedente pud assumere forme varie.
Cosi :

Il punto P si muova in un piano, e siano « ed y le sue coordi-
nate cattesiane ortogonali, che supporremo funzioni d'una varia-
bile 7. :

Detti i e j i segmenti di riferimento, si avra

OP=zi+vy,j
quindi, derivando,
_ de . dy .
u= E 1 + W Js
e
—y dx \2? dy \?
yﬂ-u—‘/(ﬁ) + (Ti?) )
quindi

ds=udt=‘/(%)2+ (%) at=ya T a-

Se la variabile ¢ coincide coll’ascissa , sard

ds=‘/1+(%)’dw.

Siano » ed « le coordinate polari del punto P, e sia » funzione
di a. Si avrd, conservando le notazioni della pag. 80,

OP=ra, u=ra |ra u=yr 1= ‘/r’—l— (%)”
e
ds = udo = Vi T aat
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Siano @, ¥, # le coordinate cartesiane ortogonali del punto P,
funzioni di £ Si ha

w= V(‘%Y+ (%) + (%—i) e ds=V da®+ ay® + dz*.

Siano 7, 6, @ le coordinate polari del punto P, che supporremoy
funzioni di ¢ Si & trovato (pag. 110) che

% =‘/(%)2+r’(§)a+r’ cos’e(%)’;

quindi

ds =V ar* + r® de* | r* cos®0 do*.

42. Parabole. — Sia dapprima la parabola coniea riferita all’asse
e alla tangente nel vertice. La sua equazione sara

y* = 2pz.
Differenziando, si ha ydy = pdz. Quindi sostituendo in
ds =V dx* F ag?,

’ . dy .
a dx il suo valove Lpl, si ha

P T,
ds=‘/i—,+1 dy=7 Vo' Fp° dy;

e la lunghezza dell'arco compreso fra I'origine, per cui ¥y =0, e
un punto qualunque di ordinata y & misurata da

L g —
s=- fo Vo1 dy.
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L’integrale che qui comparisce si pud scrivere

1 oY l/ I
S$= — L oay;
AR A

quindi, integrando per parti e prendendo come fattore da integrarsi
y dy, si ha, dopo alcune riduzioni,

8_—'|/Zl +* 4+ 2f Vy’+p’ )

em’ ﬁne
— y V4 y+ ’+ o
s < Vy‘ I p’+ = log Vy p .

Sia, pit generalmente, la parabola di equazione in assi ortogonali

Yy = axrm™.

Si avra dy = max™—1 dx, e sostituendo in ds= l/ da? + dy? si ha

ds = V1 + mPa*z*™—) dz.

Il differenziale che qui comparisce & un differenziale binomio.

Esso & integrabile, sotto forma finita, tutte le volte che & intero

. . 1 1 1 .
uno dei numeri Sm—T) e 2(m_1)+ < vale a dire quando m
'l.- 1, ove 7 sia un intero qualunque. Attribuendo

2 3 4

1T 2 3
attribuendo ad 7 i valori — 2, — 3, ... si hanno per m i valori
1 2
T’ 3
" cosi ottenute si scambiano 1'una nell’altra scambiando gli assi fra
loro.

ha la forma m =

ad¢ivalorii, 2, 3,..., si hanno per m i valori .; ed

.. reciproci dei precedenti; ma le due serie di parabole
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Se si conviene di contare I'arco a partire dall’origine, supposto
m > 0, si ha

x X
s= f l/ 1 + m?a’xim=1) dyx = f axm=1 ) g—2m—1) | m2q® dg;
0 Y0

integrando per parti, essendo «™!da il fattore ad integrarsi, si ha

z ax
o)1 + e T

@ - m —1
$=-— V1 F miadr?e—D) +- oo

—_—
La parte integrata, che si pud scrivere ‘/ (%) -+ (axm™)*, rap-

presenta la lunghezza TP della tangente all’arco nel suo estremo P,
cioé la porzione di tangente compresa fra il punto P, e il suo punto
d’incontro T coll’asse delle .

43. Ellisse. — Se si fa

o =a senl, Yy = Db cosi,
variando ¢, il punto P, le cui coordinate cartesiane ortogonali siano
x e y descrive, come & noto, un’ellisse, i cui semiassi sono diretti
secondo gli assi cartesiani, e valgono a e b.
Differenziando si ha

dx = a cost dt, dy = — b senl dl,

quindi

ds = Vax® + ay® = Va*cos*t -+ vPseni dt,
ed

§= f Va® cos*t + b* sen*t dt.

Se lintegrale si prende fra i limiti 0 e 12'—, il punto P descrive
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un quadrante di ellisse. Percio la lunghezza E dell'intiero perimetro
dell’ellisse vale

™

@) E=4 f OE Va? cos’t + 0% sen’t dt.

L’integrale che qui comparisce non si pud calcolare sotto forma
finita colle funzioni algebriche o trascendenti elementari. Lo calco-
leremo per approssimazione.

Supposto @ > b, pongasi nell’espressione di E invece di cos®¢ il

. . at—=0? . .
suo valore 1 —sen®{, e facciasi = €%, sicché il numero e &

T'eccentricitd dell’ellisse. Si avra:

- T
E=da "2 V1 — ¢ sen't dt;
Y0

Pintegrale di destra dicesi, con Legendre, integrale ellittico completo
di seconda specie. Noi lo svilupperemo in serie. Percid si ha dalla
formola del binomio

V1—e*sen®t = (1 — e* sen® t)% =1 ——;— e*sent —

6 6f 8 8f .
546¢ sen¢ 5 168¢ sen®t —...;

i 4 2
—me sen®t —

e la formola & valida qualunque sia #, perché, essendo e* <1 e
sen® < 1, sard pure e?sen®l << 1. Inoltre la serie di destra & di
convergenza equabile, perché i termini di essa sono rispettivamente
minori, in valore assoluto, di quello che diventerebbero ove si fa-
cesse senf—1, i quali termini sono indipendenti da { e formano
una serie convergente. Quindi, moltiplicando per df ed integrando,
si ha

T ™ ™
E=4a l:fz dt—%e’f2 sen’t'dt—z—iz e‘fz sen‘tdt—-...:f,
o o : ’ o
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e sostituendo agli integrali del secondo membro i loro valori (Cale.
pag. 309).

€9 E=2na [1—(-%—)’3’_ (:2%)238‘—-

1.3\2, . {1.3.5\1_
"(2.4.6) Se _(2.4.6.8) Te ".]

La quantitd racchiusa entro parentesi, moltiplicata per a, ossia

E—i-, rappresenta il raggio del cerchio la cui circonferenza & eguale

al perimetro dell’ellisse.

44. Invece dellp sviluppo precedente potremo dare delle formole -
di approssimazione di E, che in alcuni casi possono riuscire pilt
comode.

Poiché la quantitd )'a® cos® 1 bsen? si pud serivere

Va* — (a> — b*) sen*,

ovvero

Vb® + (a® — %) cos?t,

si deduce che essa & minore di ¢ e maggiore di b:

b < Va*cos* -+ b* sen* < a,
quindi, sostituendo nell’espressione (1) si ricava
3) 2mh < E < 2ma;

la quale formola ci dice che la lunghezza dell’ellisse & maggiore
della circonferenza di raggio il semiasse minore b, e minore della
circonferenza di raggio il semiasse maggiore a, cosa del resto evi-
dente.

Quindi si avrd un valore approssimato di E prendendo la semi-
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somma dei valori precedenti

™ (a + ),

ma questo valore & pilt piccolo del vero. Infatti si ha

V a*cos’t + b*sen’t = a cos*t -+ bsen -

4 (a—by sen*! cos*
"~ acostt + bsen* 4 V a*cos®t | bsent

L
e sostituendo in (1), ed eseguiti i calcoli indicati, si ha

us

o 2 2
(4) E=mn(a-}+0b)+4(a—0b)? 2 sen*t cos*t di¢ .
Y0 acos’t—{-—bsen’t_H/ alcostt _I_ bisentt

e siccome il secondo termine & positivo, si conchiude E > m(a-}-b).
Si possono trovare dei limiti entro cui & compreso lintegrale di
destra; invero si ha

b < acos’t+ bsen’t < a,

b < Va?cos* + b? sen’ < a,

quindi
1 1
= > Z %
a cos®t -+ bsen®t - V a? cos*t | b* sen®t
si moltiplichi per sen? cos*t di, e si integri fra O e % Osservando
che
T
2 2 2 I
fo sen* cos* df = 16’
si deduce
. f z sen’t cos* dt o
26 o @cost -+ bsen* 4+ Vatcos’t + bPsen’t ~ Ra’
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onde sostituendo nell’espressione (4) di E:

® E>mnatt)+n?? B<n@tn4nl

Quindi il raggio del cerchio la cui circonferenza & eguale ad E,

E
€ioé —

o risulta compreso fra

a+b  (@a—b)?
16a > °© e+ "6

Cosi, se p. e. si fa ¢ =44,b =40, si trova applicando queste
formole, che il raggio del cerchio la cui circonferenza & eguale
all’ellisse di semiassi 41 e 40 & compreso fra

40,50152 e 40,50156,

e cosi resta determinato con quattro cifre decimali esatte.
In modo analogo si possono trovare infinite altre espressioni che
comprendono il valore di E. Cosi, se nella formola (4) invece di

V a’cos*t }- b’sent si pone acos* -+ bsen’, che ne & minore, si
deduce

sen¥ cos* di
acos’t + bsen’t

E <ma-t)+2Aa—0y [ 2

ovvero, calcolando questo integrale,

_@—bp

Bttt 3 ey

che si pud anche scrivere

E<mat0)+5 (Va —Vo).
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45. Un’altra formula approssimata per I'arco d’ellisse si pud ot-
tenere per quest’altra via. Si ha ’

Va*cos*t -+ b*sen®t =b - (@—b)cost
cost(1 —cos?) .
b+ (a—b)cost + Vatcosit + bisent

—2b(a—"b)

quindi
T

B=4 (2)/g¥cos i1 t*sen’ L dt =2 b+ 4(a—D)
Y0

cost (4 —cos?)
——— (¢,
b+ (a—b)cost + Va?cos?t + bisen? ¢

—Sb(a—b)f%
0

Ora, poiché l'ultimo integrale & positivo, si deduce
E<2nb-t4(a—b)
che si pud pure scrivere

E _2a4+@m=2b
2w 2+m—2)

E poiché 2~E; & il raggio del cerchio la cui circonferenza é eguale

a quella dell’ellisse, ricordando quanto si & detto precedentemente,
si deduce che il raggio del cerchio la cui circonferenza
& eguale a quella dell’ellisse di semiassi a e b & mag-

giore di a:b, ed & minore di b+24_n (a—b)zw———ﬂf_—zz);.
Se in questa seconda formula invece di m si sostituisce 3 < m, si
aumenta il valore della frazione, quindi:
Il raggio del cerchio la cui circonferenza & eguale
a quella dell’ellisse di semiassi a e b& maggiore di

a+4b 2a+b
2 3

, ed & minore di
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Poiché il raggio » del cerchio la cui lunghezza & eguale a quella
dell’ellisse, &, come si & visto, minore di @ e maggiore di b, esso
si potrd mettere sotto la forma

_a+zb
=7 +z’
. . eps .1t . b
ove z & una quantith positiva, poiché la frazione %:’_—zz col va-

riare di 2 da 0 ad oo va decrescendo da @ a b, ed assume tutti i
valori compresi fra @ e b. E poiché si & trovato

T
“+b<r<~—a+(§_i)b
2 N
s

si conchiude che i valori di z risultano compresi fra
T
1>2> 3 —1=10,57029.....

_Dico che i due limiti or ora trovati, entro cui sta compreso z,
sono appunto il limite superiore ed il limite inferiore dei valori
di z, sicché non esistono altri limiti, pitt prossimi fra di loro, che com-
a + zb

1+z S1 ricava

prendano i valori di z. Infatti dalla » =

2T
Tr=—"¥

e sostituendo

T
2 Y —_—
7'=7§f2 Vi—e’sen*tdt, b-:al/i—“—e’,
0

e sviluppando in serie secondo le potenze ascendenti di e il nume-
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ratore e il denominatore, si ha

1 1 \2 1.3
z_z*‘(m) 36+ (grg)5 +
=1, 1 3\ ,, 1.3 5
7153 (‘—2—1)" +é.—.6(1—5——.4.6) et

Facendo tendere e verso zero, lim z=—1; quindi poiché i valori
% sono tutti maggiori di 1 e si possono approssimare all’uniti quanto
si vuole, sard 1 il limite superiore dei valori di z.

o s , . . . 2

Facciasi invece tendere I'eceentricitd e verso 1. Si avra lim» = Ta
limb=0, e lim 2 = ;—— 1.Pertantoivalori di z sono tutti maggiori
di —123 — 1, ma si possono approssimare quanto si vuole a questa

quantitd ; dunque -;- —1 & il limite inferiore dei valori di z.

46. Sia la spirale d’ Archimede di equazione » = @ o. Si avra
dr =ado, e

ds=Vdr* +r*do*=a )1+ a* da;

quindi integrando fra i limiti 0 ed o si avrd la lunghezza d’un arco
della spirale, di cui un estremo & il polo

a
s=a fo Vit da:—;— aeYifa+

—+ % a log (a+V1_—1—_ct’).
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Siano « e y le coordinate cartesiane ortogonali d’un punto P
nel piano, e siano » ed a le coordinate polari d'un altro punto Q;
suppongasi che x, y, , a siano funzioni d’una stessa variabile ¢, e
tali da soddisfare alle equazioni

dr=dx, rdo=ay.

Detti s ed §' gli archi descritti da P e Q mentre ¢ varia in un
intervallo qualunque, si avra

das = l/d:c’—}—dy’, das'=— Vdr’—{—r’ dal,

ed a causa delle equazioni precedenti ds—=ds', e s =3¢, ossia gli
archi corrispondenti delle due curve sono eguali.

Dalle equazioni precedenti, dati - ed ¥, si possono ricavare » ed a,
e viceversa

.. x? z dw .. .
Facciasi p. e. y = 2p onde dy = -5 Le equazioni precedenti

diventano
dx,
dr=dx, rdo=— a—v—’;—i;

la prima equazione & soddisfatta ponendo » — ; allora la seconda
diventa dazj’{ la quale & 'soddisfatta facendo » —pa. Quindi le

curve ® — 2py (parabola conica) e » =pao (spirale d’Archimede)
sono tali che se un punto P, di ascissa @, descrive un arco della
prima, ed un punto Q di raggio vettore »—=x descrive un arco
della seconda, i due archi sono eguali in lunghezza.

§ 9. Formule generali per le aree.

47. TEOREMA. — Se le posizioni dei due punti AeB nel
piano sono funzioni d’una stessa variabile numerica
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dA dB

t, aventi per derivate i segmenti 5 a7 funzioni

continue di ¢, e se variando ¢ fra {, e , la retta finita
AB non passa mai due volte per uno stesso punto,
allora 1'area descritta dalla retta AB é misurata da

t,
1 1 dA dB
u=-3 ft AB-(% +W) at,
0

dA dB\ . . . . ,
ove AB.(E E) indica il numero che misura 1’area

del parallelogrammo compreso fra segmenti equipol-
. dA dB
lenti ad AB e W"’E‘

Infatti, dati a ¢ i valori ¢ e ¢ + A¢f, siano AB e A'B’ le posi-

zioni corrispondenti della retta mobile, e sia Aw I'area descritta da
AB mentre { varia in questo intervallo. Si avra

Au=ABB A" €e+¢,

s ove ABB' A’ rappresenta I'area del quadrilatero di
vertici ABB'A’; € & I’area compresa fra I’ arco cur-
vilineo AA’ e la sua corda, ed € l'area compresa fra
I'arco BB’ e la sua corda, queste due aree essendo
prese positivamente o negativamente -secondoché si

debbono aggiungere o sottrarre al quadrilatero per avere Aw.
Ora si ha che

A

ABBA'=  AB'.BA'=_ (AB+4BB).(BA+AA)

[z

= 5 AB.(AA'4+BB) 4+ 5 AA'.BE;

e dividendo per At si ha

ABB'A’ 1
At T

(S]]

AA’ BB 1 AA’Y BP
AB. (G + ) + 2 ar - ar O
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Facciasi tendere Atf a zero. Poiché

. AA" dA .. BB __dB
hm——A—t-= a5’ lim F——— ac’
si avra
. ABBA' 1 dA dB
llm-—-—At =3 B. (W+'&?)

L’area € & minore dell'area del rettangolo di base AA’ e di al-
tezza la massima distanza dei punti dell’arco A A’ dalla sua corda. Se
X &il punto dell’arco A A’ per cui la distanza dalla corda & massima,
T'area di questo rettangolo vale AA’.AX; quindi, in valor assoluto

€e<AA'.AX, e Az < Y; . AX. Facciasi tendere A? a zero; Yy

tende ad un limite finito; ma AX tende a zero, perché il punto X

dell’arco AA’ tende ad A; quindi lim A—% — 0. Analogamente si di-

. €
mostra che lim A—t_-—_o.

Dividendo pertanto I’ espressione trovata di Aw per Af, e pas-
sando ai limiti si ha

. Au du i dA dB
m 70 = Z EAB‘(TE'{'W)’
ossia

1 dA dB
au = gAB.(CW—}—ﬂ)dt

ed il valore di w, ove ¢ varii nell'intervallo (¢, ¢,) & dato da
4
1 1 dA dB
u_-z-ft AB.(%-;- Zﬁ)dt,
0
c.v.d.

48. Se nella formula precedente si tralasciano i limiti, e invece
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di ‘% dte Z—? dt si scrive dA e dB, essa diventa
i -
u=§J AB.(dA 4 dB). ()

Sia C il punto medio del segmento AB. Essendo O un punto fisso
qualunque, si avra 20 C = OA + OB, e differenziando 2dC=dA +
~+ dB. Quindi, sostituendo, la formula precedente diventa

u= fAB .dC. )

SihadAB=dB —dA, da cui dB = dA | dAB. Sostituendo nella
(1) si ha una terza espressione dell’area

uzf(AB.dA—}—%AB.dAB). 3)

Le formule precedenti contengono tutte quelle finora trovate. In-
vero, laretta mobile che descrive I'area w sia 'ordinata MP d’un punto
d’'una curva. Si avrd OM =xi, MP =yj; OP=2i-+ yj; quindi
d0M =dM =idx; dMP = jdy; e sostituendo nella formola (3),

che nel nostro caso diventa u:f (MP.dM+ -;— MP. dMP) si
ricava

u_—_j.ifydw.

Se i segmenti di riferimento sono eguali all’unitd di misura ed
ortogonali, cioé la curva & riferita a coordinate cartesiane ortogo-
nali, sard j.i=1, e

u:fydm.

Se i segmenti i e j, ancora eguali all’'uniti di misura, fanno fra
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loro I'angolo w, che & il caso delle coordinate cartesiane oblique,
gard j.i=senw, e :

-u=sen u)fyd:v.

Supposto che « ed y siano ancora le coordinate cartesiane del
punto P, la cui posizione dipende da #, detta O l'origine delle coor-
dinate, 1'area descritta dalla retta O P sard data da

u=%f0p .dP,

che si ottiene dalla (1) ponendo invece di A, B, dA, dB rispettiva-
mente O,P,0,dP. Ora si ha OP =i 4 yj; dP = dwi } dyj
OP . dP = (wdy — ydx)i.j. Quindi sostituendo si ha

1. .0
u=gzi .JJ (xdy —ydx);
e l'area i.j vale l'unity, ovvero senw, secondoché gli assi sono
ortogonali od obliqui.

Siano » ed o le coordinate polari del punto P, e sia » funzione
di o. Detto O il polo, e conservando le notazioni della pagina 80,
si avra

OP=7ra, dP=(ra’ 4 r'a)da;
quindi OP .dP =17?%a.a/, e I'area descritta da OP vale
— 1 — 1 4 2 .
u_g‘{‘OP.dP_—éa.a fr da;
ovvero, poiché a.a =1,
R 1 '7.2 d(l
w=1 | r* da.

Prano, Geom. infin. . 16
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Se la retta AB si muove in guisa da riuscire sempre tangente
B in A alla curva descritta dal punto A,
2 sard AB.dA =0, e l'area u si riduce in
virta della (3), a

M:%J AB.dAB;

0 d’altra parte se da un punto fisso O si con-
duce un segmento variabile OP = AB, I'area

sl v descritta da OP sara data da

o= %J'op.dp;

ma siccorne OP = AB, e dP =dOP =dAB, si deduce =7, ossia
I'area descritta dal segmento AB & eguale all’area descritta dal
segmento equipollente OP.

Se la retta AB ha una lunghezza costante /, e si mantiene sempre
normale alla curva XY descritta dal suo punto medio C, si avra

AB.dC=1Xgr.dC,

uzfAB.dczzxfgr.dc.

Ma J gr.dC é la lunghezza dell'arco XY descritto dal punto C.

Quindi 'area descritta dal segmento AB & eguale all’area del rettan-
golo avente per base la lunghezza dell’arco descritto dal punto C e
per altezza la lunghezza costante del segmento A B.

49. La posizione d’un punto P nel piano o su @’ una superficie
pud essere data mediante due variabili numeriche, che indicheremo
con % e v. Cosl, nel piano, % e v possono essere le coordinate car-
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‘tesiane, ovvero le coordinate polari del punto P. In generale i due
numeri % e v soglionsi chiamare le coordinate del punto P nel
piano o su quella superficie. Supponiamo sempre che ad ogni
coppia di valori » e v, se occorre convenientemente limitate, cor-
risponda una posizione di P, e che a coppie distinte corrispondano
posizioni distinte di P. Attribuendo ad » un valore qualunque, e
variando v fra due valori 6, (u) e 0, (u), che possono dipendere da
w, il punto P descrive un arco di curva in quel piano o in quella
superficie. Variando poi w« fra due valori @ e b, questa curva si
sposta e descrive un’area. Quest’area si pud esprimere con due in-
tegrazioni successive, come dimostra la proposizione che segue:

TEOREMA. — Se la posizione del punto P & funzione
delle due variabili numeriche » e v, avente per de-
rivate rispettoa v e a v i segmenti p e q, funzioni con-
tinue di v e v, il luogo dei punti P che corrispondono
alle coppie dei valori di v e v che soddisfano alle
diseguaglianze

a<u<b 6 (u) <v<6, (v

essendo 0, (») e 0, (w) funzioni continue di %, ha un’area
misurata da

N4 .8, (v)
S= ; au w av,
“a 8y (w)

ove w & il numero che misura 1’area del parallelo-

grammo p.q, cioé w:gr(p.q):grp)(gqusenﬁ
Suppongasi dapprima che il punto P giaccia in un piano fisso.

Sia MN una qualunque delle linee descritte da P mentre, attri-

buendo ad # un valore fisso, v varia da 6, (u) W

a 0, (#). Sia M'N' una nuova posizione di questa ¢ , »

linea, corrispondente ad un nuovo valore % - Aw e

di w. Dicasi AS la porzione dell'area S com- x

presa fra le linee MN ed M'N’, cioé I'area descritta da MN mentre
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« varia nellintervallo (u, » -+ Awu). Siano P e P’ due punti delle
linee MN ed M’ N' corrispondenti ad uno stesso valore di-». Va-
riando v fra 0, e 0,, la retta PP’ descrive un’area MNN,M,, la
quale’ differisce dalla AS solo per due triangoli mistilinei MM, M,
e NN, N’ che possono appartenere all'una e non all’altra delle due
figure :

AS=MNN,M, + MM, M + NN, N

Ora la prima parte in virtu delle formule dimostrate & espressa
da
dv + do

MNN,M, = & fPP' (dP dP’) av

e dividendo per Aw,

MNNM, 1 PP aP dP') d
Av T~ 2) Au’

iy
gli integrali essendo estesi da 6, a 8,. Ora, col tendere di Au a
zero, lim — PP 9P — p; il segmento LA q; ed il segmento 4ar
Au = du dv
che & cid che diventa g, ove ad w si sostituisce % + Aw, ha per
limite q col tendere di Aw a zero. Quindi, supposto fisso o, si avra
lim 4 B (4P 2P
2 Au dv dv
nuitd di p e q, il membro di sinistra converge equabilmente verso
w qualunque sia v, ossia, fissata una quantitd piccola ad arbitrio,
si pud supporre Aw cosi piccolo che la differenza fra il membro
di sinistra ed il suo limite w sia minore di questa quantita, per
ogni valore di ». Allora il limite dell'integrale sard I'integrale del
limite, ossia

) = p.q—=w; inoltre, a causa della conti-

MNN,M,

lim A

dev

* La figura MM,M’ & minore del rettangolo di base MM, e di al-
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tezza la massima distanza b dei punti di MM’ da MM,; quindi

MMM _ MM, . MM,
“QAu < A 0; e, col tendere di Aw a zero, A tende ad un

limite, d tende a zero, percio

MMM __

lim A — 0.
Analogamente

. NN,N

lim S = 0.

Si divida I'espressione di AS per Aw, e si faccia tendere Au a
zero. Poiché sono noti i limiti dei termini in cui & decomposto

AS i avra:
Ag Sioavrd:

. AS as .
lim Au %—J wdv,

e quindi il valore intero di S, ove % varii nellintervallo (a,b) sara
dato da

s:f(J'wdv) du,

quest’ultimo integrale essendo preso fra i limiti (a,d) mentre il
primo lo & fra 6, e g,. Questa & la formula a dimostrarsi.
Suppongasi ora che il punto P, la cui posizione dipende da %
e v, si muova su d’una superficie qualunque. Si decomponga questa
superficie in parti, e, dopo averle trasportate comunque nello
spazio, le si proiettino ortogonalmente su d’un piano fisso TT. Detta
P’ la proiezione del punto P gid trasportato, e dette p' e q' le de-
rivate parziali di P’ rispetto ad « e v, le quali sono le proiezioni
dei segmenti p, q, gid trasportati, e fatto w' = gr (p'.q’), il quale
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w’ sard la proiezione dell’area p.q di grandezza w, 1'area S’ della

proiezione della figura data sard misurata da §8' = fdu f w' dv;

e poiché w' & minore di w, si deduce S'<C fdu f wdv; ossia, se si

decompone la superficie descritta da P in parti, e, dopo averle tra-
sportate nello spazio, le si proiettano su d'un piano fisso, la somma
8’ delle proiezioni di queste parti & sempre minore dell'integrale

duplicato fd % fw dv. Si decomponga ora in parti la figura data,

in modo che I’'angolo che il piano tangente alla superficie (cioé il
piano dell’area p.q) fa in due punti di una di queste parti sia
minore d’'un angolo piccolo ad arbitrio €, cosa possibile a causa
della continuitd di p e q. Si trasportino queste parti in guisa che
il piano tangente in uno dei loro punti sia parallelo al piano TT su
cui si proietta. Si avra w'=w cos(w,w’) indicando con w, w' l'an-
golo che il piano dell’area w', cioé il piano TT, fa col piano dell’area
w, cioé p.q, dopo il trasporto. Allora, siccome per ipotesi @' <€,
sara w' > w cos €; quindi

S’:fdufw’ dv > cose fdu {‘wdv,
quantitd che si pud supporre tanto prossima quanto si vuole a

’. auw ’ w av,
percheé si pud supporre cos € differente dall’'unith meno d'una quan-
tith comunque piccola.

Dunque, se si decompone la figura descritta da P in parti, e queste,
dopo averle trasportate comunque nello spazio, vengono proiettate
ortogonalmente su d’uno stesso piano T, la somma S’ di queste

proiezioni ¢ sempre minore diJ du j wdv, e visi pud avvicinare

quanto si vuole; ossia questintegrale & il limite superiore di S'.
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Ma, per definizione, il limite superiore delle aree S’ & I'area S della

figura data; quindi
S= f duf w dav, -

c.v.d.

50. Come esempio, comincieremo ad applicare le formule prece-
denti ad aree piane.

Siano « ed y le coordinate cartesiane del punto P. Detti i, ji
segmenti di riferimento, sarh OP = « i 4 y j. Derivando si ha

ap . dpP

dw = b d_yE']'

L’area w=1i.j & in questo caso costante; quindi l'area descritta
dal punto P mentre le sue coordinate variano entro i limiti

a<<x <b, 8, (w) <y <6, (x)
sard data da

b 0,()
S=i.j f dx [‘ dy.
a ~ By(x)

Eseguendo il secondo integrale

0,(w)
f dy =0, () — 8, (),
8y(x)

si avra

S:i.jfb (e, () — 6, (m)) dz,

formula che & conseguenza diretta di quelle gid dimostrate.
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Se r ed a sono le coordinate "polari di P, detto a il segmento

eguale all’'unitd di misura e che fa 'angolo a coll’asse polare, sara

dap apP .
OP=ra; =™ i = ra'; w=ra.a, e siccome a.a’' =1,

sard w=7r; quindi I'area descritta da P & data da

[ [raraa,

gl'integrali essendo presi entro limiti convenienti.

§ 10. Calcolo di alcune aree non piane.

51. CILINDRI. — La posizione del punto A sia funzione d’una
variabile . Variando w, il punto A descriverd una curva qua-
lunque, piana o non. Per ogni posizione di A si conduca una retta
parallela ad una retta fissa Z. Il luogo di queste rette sara una su-
perficie cilindrica.

Sia a un segmento fisso parallelo alle generatrici del cilindro.
Detto P un punto della generatrice che passa per A, il segmento
AP avra la direzione di a; quindi esisterd un numero v tale che

AP =va.

Variando », il punto P descrive la generatrice che passa per A.
In tal modo la posizione d’un punto qualunque P sul cilindro &
determinata dai due numeri » e v; il primo determina la genera-
trice su cui il punto si trova, e il secondo la posizione del mede-
simo sulla generatrice.

Supposto # fisso e variabile v, derivando 1 equipollenza prece-
dente si avra

ap
dv
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supposto invece v fisso e variabile % si avra

dP  dA _

du ~ du =0,
ossia
aP _IdA
du ~ du
Quindi
o r(dP dP)_ A
=g du " dv | (du a/’

e l'area d'una porzione del cilindro sara data da

:ffgr (%%.a) du av,

lintegrale essendo esteso a limiti convenienti. Delle due integra-
zioni indicate, quella rispetto a v si eseguisce subito, perché la
funzione da integrarsi & indipendente da v. Se v, e v, sono i limiti
entro cui varia v, i quali possono dipendere da w, si avra

S=f gr (% .a) (v, —v,) du.

Merita menzione speciale il caso in cui la linea descritta dal
punto A & una sezione fatta nella superficie cilindrica con un piano
normale alle generatrici. Supposto ancora che I’area a determinarsi
sia quella generata da una porzione AP di generatrice, di cui un

estremo & il punto A, I'area del parallelogrammo %ﬁ- . a sara
data da

dA dA
gr (—d;.a) =gr E‘-Xgra,

perché 1'angolo dei segmenti %:— e a & retto. I limiti v, e v, sono
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rispettivamente 0 e il valore di v corrispondente all'estremo P di
AP, il quale valore indicheremo semplicemente €on v. Quindi in
questo caso

dA
S:fgr—d—d— Xgra X vdu.

Ma poiché AP = va, sard gr AP = wvgra; quindi posto 2 = gr AP,
ossia detto 7 la lunghezza del segmento mobile AP, si avra

* dA
S = [ ar 22 nau;

.

ovvero ancora, detto s 'arco di curva descritto da A, sara

dA
gr —— dw = ds,

S:fhds.

Esempio. — Un cilindro di rivoluzione, la cui base & il cerchio
OAB, & tagliato con un piano OBC passante
pel centro O della base. Trovare 'area della
superficie cilindrica compresa fra questo piano
e la base (cioé il doppio del triangolo misti-

o 4
lineo ABC).
N Sia a il raggio OA, e o l'angolo diedro
’, * dei due piani AOB e COB, che & misurato
® dall’angolo piano AOC. Detta s la lunghezza

dell’arco AM che va dal punto A al punto variabile M della base,

e quindi

c

sara l'angolo AOM — %; la distanza di M da OB, che diremo MN,

' S . . .
sara espressa da a cos =i e dal triangolo MNP si ricava che
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MP =a cos 72 tang a. Questa &la 1unghezza del segmento mobile MP,

che prima si era chiamata A. Variando s fra 0 e % a, il punto M

va da A in B, ed MP descrive il triangolo mistilineo ABC. Si avra
quindi

T m
T2¢ s 2 s
ABG:J @ cos — tang ads = a tang o a cos —ds =a’tanga.
0 . 0

Ma l'area del triangolo OAC —= —;— a*tang a; quindi I'area della

figura ABC & il doppio dell’area del triangolo OAC, sua proiezione
sul piano OAC.

52. Cont. — Sia O un punto fisso, ed M un punto variabile, la
cui posizione & funzione d’una varigbile numerica %. Variando M
la retta OM descrive una superficie conica, avente per vertice O,
che contiene la curva descritta da M.

Sia P un punto qualunque della generatrice OM. Si potra deter-
minare un numero v in guisa che

OP = vOM.

Cosl la posizione di P sulla superficie risulta determinata me-
diante due numeri » e v; il primo determina la generatrice su cui
si trova P, il secondo la posizione di P sulla generatrice. Derivando
I'equipollenza precedente rispetto ad « e v si ha

ap daM ap
= q o =M
quindi
dP dP aM \
w=gr (GG ) =g (v G -oM),
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¢ la superficie S descritta da P, mentre % e v variano entro certi
limiti & data da

S:ffgr (v %.OM) du dv.

L’integrazione rispetto a » si pud eseguire immediatamente.
Supponendo di voler considerare l'area descritta dal segmento
OM, v dovrd variare da 0 ad 1; quindi

i 1
I gr(vd_ OM) d'v._gr(dM OM)f vdv =
Jo &\ du 0

1 dM
5 8r (T OM)

percio, sostituendo

1 [ dM
S__gfgr (—J;‘.OM) au.

Come esempio, se si suppone che OM sia di lunghezza costante
7, e quindi che M si muova su d’una sfera di centro O e di raggio

. . . dM .
7, la direzione di al che & tangente alla sfera, sard normale al

raggio OM; quindi
aMm

ar (Ef OM) =7rgr —

aM
e

sostituendo, si avra

= -rfgr—— au.

Ma il secondo integrale rappresenta la lunghezza dell’arco di
curva sferica descritta da M; quindi I'area della superficie conica
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limitata da una sfera di centro il vertice del cono & eguale al-
Tarca del triangolo avente per base la lunghezza della linea inter-
sezione della sfera col cono, e per altezza il raggio della sfera.

53. SFERA. — La posizione d’un punto P su d’una sfera di raggio
7 si puo determinare mediante le sue coordinate geografiche, cio&
mediante I’angolo 6 che il raggio OP fa col piano d'un cerchio
massimo fisso (equatore), il quale angolo dicesi latitudine, e me-
diante V'angolo diedro ¢ che il piano che proietta OP sul piano
dell’equatore fa con un piano fisso (primo meridiano), al qual an-
golo si d& il nome di longitudine. Il luogo dei punti corrispondenti
ad uno stesso valore di 8 & un parallelo, il luogo di quelli corri-
spondenti ad uno stesso valore di @ & un meridiano.

Gia si & visto (pag. 109) che la derivata del punto P rispetto a
6 & un segmento tangente al meridiano passante per P ed eguale
in grandezza ad r; e che la derivata di P rispetto a @ & un seg-
mento tangente al parallelo passante per P ed eguale in grandezza
ad r cos 6. Quindi 'area w del rettangolo compreso fra queste due
derivate sara ‘

w=17?%cos9,

e l'area d'una porzione qualunque di sfera sard espressa da
S:y"f cos 6 de do.

Delle due integrazioni indicate, la prima, sia rispetto a 6 che rispetto
a @, si pud eseguire immediatamente.

Se, per esempio, si fa variare 6 da — g a + g—, epda 0 a

2w, il punto P descrive l'intera sfera, e si avra
™
+ P 2n
cos 0 do f ap = 4mr.
0
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Si consideri ancora la porzione di superficie sferica descritta

dal punto P, ove @ varii da 0 a T e0dada @. L’area di questa

5’
figura sard data da

T
— ,,q)
S::r’fzdcp J cos® do = 7,
<0 0

ossia vale il quadrato del raggio.

54. Superficie di rivoluzione. — Sia { una linea data comunque
nello spazio. La posizione d’un punto di questa linea sia data in
funzione d'una variabile %. Se questa linea ruota attorno ad un
asse fisso OX, generera una superficie di rivoluzione. Dicasi a 'an-
golo di cui & ruotata la linea per passare da una sua posizione
iniziale ad una posiziene qualunque. Allora la posizione d’un punto
P su questa superficie & data dai due numeri # e a; il secondo
determina la posizione della generatrice che passa per P, e il primo
la posizione del punto su questa’ generatrice. Se a & fisso e varia
u, il punto descrive una generatrice; se » & fisso e varia q, il
punto descrive un parallelo, cioé un cerchio contenuto in un piano
normale all’asse di rotazione, ed il cui centro sta su quest’asse. Sia

dpP

T la derivata del punto P rispetto ad %, che sard un segmento

tangente alla generatrice passante per P. La derivata di p rispetto
ad o sard un segmento eguale in grandezza alla distanza di P da
0X, e tangente al parallelo passante per P. Quindi si potra cal-
colare 'area w compresa fra queste due derivate e, integrando, de-
terminare 1'area cercata.

Se la linea che ruota & contenuta in un piano passante per
l'asse di rivoluzione OX, ossia se & un meridiano della superficie,
cosa che si pud sempre supporre senza ledere alla generalita della
superficie, allora, detta y la distanza del punto P da OX, sard

ap

w:ygr'ﬁy



— 255 —

ap
S_Jvfygr-a; du do;

I'integrazione rispetto ad o si pud eseguire immediatamente. Se si
suppone che o varii fra 0 e 2m, ossia si vuol determinare l'area
descritta dall’arco AB di curva in una intera rivoluzione, poiché

2n
f da=2m; si avra
0

ap
S_2nfygr—(iu— au.

Si osservi ancora che, detto s un arco di meridiano AB, si ha
ap
8T - du = ds,;

quindi la formola precedente si pud pure scrivere
S=2n f y ds.

Applicheremo questa formula ad alcuni casi particolari.

Sia y* =2px l'equazione d’'una parabola conica riferita all’asse
¢ alla tangente nel vertice. Prendendo la y come variabile indi-
pendente, si & trovato pel differenziale dell’arco di parabola

1 -—
m:;V¢+ﬂ%;
quindi l'area descritta da un arco di parabola di cui un estremo &
il vertice e l’altro estremo & un punto di ordinata y, ove questo
arco ruoti attorno all’asse della parabola, & dato da

Yy 2 y
s:%fym=1fvT+MWM
0 P Jo
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ossia, eseguito il calcolo,
2 2 .
S=gm [(y2 ) Vi + 5 ——p’] ;
e se alla variabile y si sostituisce la « si avra
2 (9 L Y, 2
s=75 | Rz +olVpEs+P)—* |

Si & visto che se si fa # —=asent, y—=—~=cos ¢, variando ¢, il
punto le cui coordinate cartesiane ortogonali sono x ed y descrive
un’ellisse, i cui semiassi, diretti secondo gli assi coordinati, sono a
e b; e si & trovato pel differenziale dell’arco di ellisse

ds=Va*cos*{+ b*sen*t dt.

Quindi, sostituendo nell’espressione di S, si avra

S=21rfl/a’cos’t+b’sen’t bcost dt.

Se si prende I'integrale entro i limiti 0 e g, e si raddoppié il ri-

sultato, si avrd per area totale dell’ellissoide di rivoluzione

™
S=4rrbf2 Va*cos* t +b*sen®f cost dt.
0

Per eseguire quest’integrale converra distinguere i tre casi di

a="b,a>be a<b.
Se a=b,

Va*cos't | b¥sen*t =a,
™

2 cost dt =1,

J,
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e quindi si ha per la superficie della sfera di raggio a

S=4mna

Se a > b (ellissoide allungato), si ha, sostituendo 1 — sen?®¢ invece

a2 — b
di cos* ¢, e fatto = 5 b =e?,

T

S=41rabf2 Vi——e’sen’t cos ¢ dt
0

Ora, fatto esen{—z2, si ha

™
— /‘e

J’2 Vi—e’sen’tcostdt:ij Vi—z’dz:
0 ¢Jo

1 — 1 .
7 Vi—e +2—earcsene,
ossia

e

S=2nab|:l/1—e’+ M].

Se a < b (ellissoide schiacciato), si avra in modo analogo

2m ab? lo b+ Vot —a?

S=2nd*4 o P

Esercizii.

1. Caleolare I'area descritta dall'ordinata della sinusoide
@
y=2~> sen P

2. Costrurre un arco di ellisse eguale ad un dato arco di sinusoide.

Peano, Geom. infin. 17
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3. Nella catenaria

x x

gl

I'area descritta dall’ordinata & proporzionata all'arco.

4. Calcolare l'area della concoide di Nicomede (pag. 85).

5. Calcolare 'area della lumaca di Pascal (pag. 85).

6. Costrurre un arco di ellisse eguale ad un dato arco della curva precedente.

7. Se nella curva precedente si suppone che il segmento costante che si porta
sia eguale al diametro del cerchio (& = 2a), la curva che ne risulta dicesi car-
dioide. Essa & rettificabile, e la sua lunghezza totale vale 8 volte il diametro
del cerchio.

8. La cardioide, rotando attorno al suo asse, genera un solido il cui volume
vale 16 volte il volume della sfera descritta dal cerchio.

9, L’area della superficie che limita questo volume vale %2— dell’area della

sfera descritta dal cerchio.
10. Se, nel piano, da un punto fisso O si conduce una retta che incontra due
linee 7, ed I, nei punti P, e P, (V. pagg. 86, 87); e si costruiscono su questa

retta il punto Q tale che 0Q = YOP; x OP,, ed il punto R tale che
OR = m, OP, + m,0P,,
dette A,, Ay, B, S le aree descritte dai raggi vettori OP,, OP,, OQ, OR, sari
S =m?A; + my?A, + 2m;m,B.

11. L'area interna della figura limitata dalla cissoide indefinita (pag. 86) e
dal suo assintoto 7, vale a dire il limite superiore delle aree poligonali com-
prese nell'interno di questa figura indefinita, vale tre volte 1'area del cerchio Z,.

12. La figura precedente rotando attorno all’assintoto !, genera un solido, il

cul volume interno vale i—n’ a3, a essendo il diametro del cerchio.

13. L’area limitata da un arco di parabola e dalla sua corda vale i ‘?,_ del-

Tarea del triangolo formato da questa corda e dalle tangenti nelle estremith
- dell’arco.

14. 11 volume limitato dalla superficie d'un paraboloide ellittico e da un piano
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segante qualunque é la meth del volume del cilindro avente per base Iellisse
sezione di questo piano col paraboloide e per altezza la distanza fra questo piano
segante ed il suo parallelo tangente alla superficie.

15. Si ha una sfera OABC di raggio a, ed un
cilindro di rivoluzione di cui una generatrice OG
passa pel centro della sfera ed avente per diametro
il raggio OA della sfera. La lunghezza della curva
APC intersezione delle due superficie é eguale al
perimetro dell’ellisse di semiassi a}/2 e a.

16. L’area della porzione di superficie cilindrica
interna alla sfera vale il quadrato del diametro della
sfera.

17. Se si immagina un secondo cilindro sim-
metrico del primo rispetto al piano COB, tangente
al primo secondo la generatrice OC, I'area della superficie sferica, esterna ai
due cilindri, vale 2 volte il quadrato del diametro della sfera (V. pag. 254).

18. Il volume della porzione di sfera esterna ai due cilindri vale i 3— del

cubo del diametro della sfera.



