
GAPITOLO III. 

C u r v e n e l l o s p a z i o e s \ iper f i c i e -

§ 1. Tangente e piano osculatore. 

1. Già si è definita la tangente ad una curva, anche quando questa 
non è contenuta in un piano, e si è visto che se il punto P, che 
descrive la curva, ha derivata prima u non nulla, la tangente alia 
cuΓva è la retta avente la direzione della derivata prima; e se 
alcune delle derivate successive di P sono nulle, la tangente è la 
retta avente la direzione della prima fra le derivate non nulle. 

Ma per le curve sghembe si presentano ancora altri elementi. 
Dices i piano osculatore ad u n a l inea in un suo pun to 

P0 i l l i m i t e de l p iano che c o n t i e n e la t a n g e n t e a l i a 
c u r v a in P0, e che passa pe r un a l t r o p u n t o P del la l i n e a 
ove il p u n t o P t enda a P0. 

Si è pure detto che retta normale ad una curva in un punto è 
ogni retta passante per esso, e normale alia tangente. Queste rette 
formano un piano, detto piano normale. 

Si è pure dimostrato che il piano normale alia curva nel punto 
P0 si può considerare come il limite del piano luogo dei punti equi-
distanti da P0 e da un altro punto P della curva, ove questo ahbia 
per limite P0. 

Fra le normali meritano menzione speciale quella contenuta nel 
piano osculatore, e che dicesi normale prineipale; e quella che è 
normale al piano osculatore, e che dicesi Mnormale. 
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2. II piano osculatore ďuna curva è determinato, ove si conoscano 

le derivate del punto P, come mostrano le proposizioni che seguono. 

TEOREMA I. — Se il punto P ha per t = t0 derivate prima e 
seconda u≡≡P<,U e v≡≡P0V, nè nul le nè coincident i in di-
rezione, il piano P0UV è il piano osculatore al ia curva. 

Invero si ha dalla formula di Taylor 

PĴP = Λπ+¾V + ¾, 

ove e è un segmento che col tendeΓe di h a zero ha per_limite 
zero. Questa equipollenza dice che i segmenti P0P, u e v -f- € sono 
contenuti in uno stesso piano, ove per origine di questi si prenda 
sempre il punto P0; e φiindi il piano che contiene la derivata u, 
ossia la tangente, e il punto P contiene pure il segmento v-f-e. 
Facciasi tendere ħ a zero. II segmento v -f- e ha per limite v, ed 
il suo estremo il punto V estremo di v; quindi il piano che passa 
per la tangente e per P ha per limite il piano P0UY, c. v. d. 

TEOREMA . — Se il punto P ha per t=t0 derivate prima e 
seconda continue, nè nulle nè coincidenti in direzione, 
il piano osculatore è anche i l l imite de lp iano che passa 
per t r e punt i della curva, ove quest i si avv ic in ino in-
def ini tamente a P0. 

Infatti, đati a t tre valori t± t213, e detti P£ P2 P3 i punti corri-
spondenti della linea, facciasi 

P Q ≡ PJP¾ P R = _ZJĨJL. e P S ≡ 2 - ^ -
ř2 — tļ_ ts — tļ í3 — t2 

I punti Q ed S trovansi nel piano P4 P2 P3. 
Presa una origine fìssa O e posto OP ≡ a,(t), si avrà: 

P4Q ≡ a¾ t2), P,R ≡ a(í4 ts), e P,S ≡ 2a(ř, t2 ¾). 

Facciansi ora tendere tL t2 ts a t0. II punto P4 ha per limite P0; 

inoltre poichè lim a(^ t2) ≡ a'(ř), e lim a(řt t2 tz) ≡ -<? a“(ř),si deduce 
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limP¿Q = P¢U, limP¿S ≡≡P0V, ę quindi il piaņx) PA P2 P3 ¢lie passa 
pei punti P¿<JS aventi per limiti P0 U ^ Y ha µçr limite il piano 
P0UV, c. v. d. 

Ovvero: 
ßia ω xm'area contenuta nel piano PiP2P3 (p. e. Γarea <ļęl trļ-

angolo Pjy?g), e si consi<ļeri il volume 

V(O = P!P.ω, 

ove P è u n punto della curva. Questo volume è funzione di t, ed 
ha derivate prima e seconda 

Y(t) = u.ω, e V“(¿) = v.uj. 

Ora il volume V(¿) si annulla pei valori tL t2 tz di t, perchè per 
< uesti valori di t il punto P coincide rispettivamente con P ^ P s , 
e giace nel piano ω. Quindi, se t± < tt < t3, pel teorema di Rolle, 
la derivata di Ύ(t) si annullerà per un valore di t medio fra t± e 
t2, e per un secondo valore medio fra t2 e t3; ma se Y'(ř) = u.ui 
è nullo, sarà u parallelo al piano ιu; perciò il piano P ļ P ^ è 
parallelo alle derivate di due punti delΓarco PiP2P3, β quindi 
anche alle tangenti alia curva in çpiesti punti. Inoltre, poichè Yr(t) 
si annulla per due valori di t, la sua derivata Y“(t) si annullerà 
per un valore intermedio, ossia il piano uu è parallelo alia derivata 
seconda ďun punto delΓarco considerato. 

Si passi al limite. I punti PiP2P3, e tutti i punti di quest'arco 
hanno per limite il punto P0; le derivate prime e seconde di questi 
punti hanno per limiti le derivate prima e seconda di P0; e il piano 
P1PÎP3, parallelo a due derivate prime, ¢ ad una derivata seconda 
ha per limite il piano passante per P0, e che contiene le direzioni 
delle due derivate prima e seconda. 

Si*vede da questa dimostrazione che, sottoļe condizioni enunciate, 
il piano [osculatore è ancora il limite del piano passante per P0 , 
e parallelo alle tangenti alia curva in due punti che si avvicinano 
a P0. 

TEOREMA III. — Se delle der iva te successive del punto 
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P per t = t0, a l c u n e sono nul le , e l a p r i m a non n u l l a è 
q u e l l a ď o r d i n e jp, up; e se a l c u n e d e r i v a t e s u s s e g u e n t i 
a l Γ o r d i n e p sono nul le , o v v e r o la l o r o d i r e z i o n e coin
c i d e co l l a d i r e z i o n e di %, e la p r i m a di ques te , nè nul la , 
nè c o i n c i d e n t e in d i r e z i o n e con Up è la uq, il p iano oscu-
l a t o r e a l i a c u r v a in P0 è il piano c h e c o n t i e n e le dire-
zioni del le d e r i v a t e d ' o r d i n e p e ď o r d i n e q. 

Infatti, se le derivate ďordine 1, 2, ...p — 1 sono nulle, e se le 
derivate ďordine p + 1, ... q — 1, sono o nulle o parallele ad %, 
mentrechè tale non è la %, dalla formula di Taylor si ha 

ove i è un segmento che ha per limite zero. Osservando che, per 
le ipotesi fatte, u¡>+i, ... u g _ ι sono eguali ad % moltiplicati per 
numeri, si deduce 

P¡Þ≡≡mi¼> + n(ug + ē) 

ove m eå n sono numeri. Quindi il segmento ug + ē è contenuto 
nel piano che passa per P0, per la tangente P0Uf, alla-curva, e pel 
punto P. Sia P ^ Q ≡ % + €, e P¡Ū¢≡Ug. Sara limP¡Q≡P^Ūg ed il 
punto Q ha per limite U¢, e il piano P0ÜPP ossia P0UPQ ha per 
limite il piano P 0 ¾ ¾ c. v. d. 

Si osservi però che, se alcune delle derivate successive del punto 
P sono nulle, non è piu vero in generale che il piano osculatore 
sia ancora il limite del piano passante per tre punti della curva. 

3 . Sia lo spazio diviso in due parti da una superfìcie. Diremo che 
la linea AB tocca la superfìcie nel loro punto comune P se un 
arco AB della linea, contenente nel suo interno il punto P, giace 
tutto da una stessa parte della linea. 

Diremo invece che la linea AB taglia la superfìcie in P, se due 
archi PA e PB aventi Γestremo comune P giacciono Γuno da una 
parte e Γaltro dalΓaltra della superfìcie. 

In modo analogo a quanto si è fatto per le curve piane, si può 

PEANO, Geom. infin. 7 
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studiare il mođo đi comportarsi <Γuna eurva rispetto ai piani che 
passano per un suo punto. 

TEOREMA. Se i l p u n t o P è funz ione di t a v e n t e d e r i v a t a 
p r i m a u non nu l l a p e r t=t0, la l i n e a l u o g o dei p u n t i P 
tag l ia t u t t i i piani passan t i per P0, e non per la t a n g e n t e . 
Se i n o l t r e P h a d e r i v a t a s e c o n d a v non nul la , nè coinci-
d e n t e co l la d e r i v a t a pr ima, la l i n e a t o c c a t u t t i i p i a n i 
passant i p e r la t a n g e n t e , e d i s t in t i da l p iano oscu la to re . 
Se in f ine P h a d e r i v a t a t e r z a w n o n n u l l a , nè g i a c e n t e 
nel p iano o s c u l a t o r e , la l i n e a t ag l i a il piano oscu la to re . 

Invero, sia P0AB un piano passante per P0. Si consideri il volume 
V(¿) = P0P.P0A.P0B, il quale è funzione di t, che si annulla per 
t=:t0. La sua derivata prima è V(ż)=:u.P0A.P0B; e se il piano 
P0AB non contiene la tangente, sarà V(t) di verso da zero; e quindi 
Y(t) crescente o decrescente; e, siccome si annulla per t=tQ, esso 
passa dal negativo al positivo, o viceversa, ossia il punto P passa 
da una parte alΓaltra del piano. 

Se invece il piano contiene u, sarà Y'{t) = u.P0A.P0B = 0, e 
Y“(t) = v.P0A.P0B; e se il piano non contiene v, ossia è di verso dal 
piano osculatore, sarà V“(í) diverso da zero; quindi Ύ(t) avrà il 
segno di V“(ź), ed il segmento P0P è rivolto verso la stessa regione 
dello spazio verso cui è rivolto v. 

Se infine il piano coincide col piano osculatore, sarà V“(ż) = O, 
e V“'(ř) = w.P0A.P0B; quindi, se la derivata terza di P, cioè w, non 
giace nel piano osculatore, sarà V'“(t) diverso da zero; quindi Ύ(í) 
assumerà, nelle vicinanze di t = tQ9 valori di segno contrario, e il 
punto P passa da una parte alΓaltra del piano. 

TEOREMA. Se del le succes s ive d e r i v a t e u4 u2.... del pun to 
P per t=i0 la p r i m a non n u l l a è ι¼,, e de l le s u s s e g u e n t i 
la p r i m a nè nu l l a nè c o i n c i d e n t e in d i r e z i o n e con Upè%, 
e d e l l e s u s s e g u e n t i la p r ima nè nu l la nè g i a c e n t e n e l 
p i a n o UpUq è ur, a l l o r a : 

Ogni p i ano passan te p e r P0 e non c o n t e n e n t e la tan-
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gente è secato đalla linea se p è đispari, è toccato se p 
è par i . 

Ogni piano passante per la tangente, e diverso da l 
piano osculatore, è secato dalla linea se q è dispari, è 
toccato se q è pari. 

II piano osculatore infine è secato dal la l inea se r è 
dispari , è toccato s e r e pari . 

Invero, sia P0AB un piano passante per P0. Si consiđeri il volume 

V(*)=P0P.P0A.P0B; 

la derivata n* di V(t) è 

V(«)(¿) = u«.P0A.P0B. 

Per t = tQ si annullano, per le ipotesi fatte, V(t) e le successive 
derivate ia, .,p — la, e la derivata d'ordine p è Y(p)(t) = ι½. P0A. 
P0B, la quale non è nulla se il piano P0AB non contiene la tangente, 
cioè il segmento %; e quindi V(t) per t = t0 cambia di segno se 
p è impari, ed in questo caso il punto P passa da una parte al-
Γaltra del piano, e la linea seca il piano. Se invece p è pari, V(t) 
conserva un segno costante nelle vicinanze di t = t0, e il punto P 
si trova nelle vicinanze di P0 sempre da una stessa parte del piano; 
ossia la linea tocca il piano. 

Se il piano P0AB contiene la tangente, sarà VM(t) = Up.P<,A. 
P0B = 0, e saranno pure nulle alcune successive derivate, fino a 
quella ďordine q, che sarà V(¢) (t) = u¢.P0A.P0B, e questa non sarà 
nulla se il piano P0AB non contiene uqy ossia è distinto dal piano 
osculatore. Se ora q è dispari, V(t) per t=t0 cambia segno, e la 
curva seca il piano P0AB; se invece q è pari, V(t) conserva nelle 
vicinanze di t=t0 un segno costante, e la linea tocca il piano. 

Se infine il piano P0AB coincide col piano osculatore, saranno 
nulle le successive derivate di V(t) fino a quella ďordine r, V(r) (t) 
= ur.P0A.P0B, la quale non è più nulla, perché ur non è nullo, 
nè giace nel piano osculatore. Quindi, s e r e dispari, la curva seca 
il piano osculatore, e se r è pari, la curva lo tocca. 
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4. Un punto ďuna curva đicesi ordinario, se la curva taglia 

tutti i piani passanti per esso e non contenenti la tangente, tocca 
tutti i piani passanti per la tangente, e đistinti dal piano oscula-
tore, e taglia il piano osculatore. Questo avviene se il punto P 
ha derivate prima, seconda e terza non nulle, nè giacenti in 
uno stesso piano; avviene pure se, conservando le notazioni del-
Γultimo teorema, si ha p dispari, q pari e r dispari. Ogni punto 
non ordinario è detto singolare. Così se in un punto la curva 
tocca ogni piano non passante per la tangente (il che avviene 
quando p è pari), questo punto è detto punto stazionario o di 
regresso\ se la curva taglia ogni piano passante per la tangente, 
e distinto dal piano osculatore (il che avviene se q è dispari), a 
questa tangente si dà il nome di tangente stazionaria o di flesso; 
e se la curva tocca il piano osculatore (il che avviene quando 
r è pari), questo vien detto piano osculatore stazionario. In 
uno stesso punto possono presentarsi anche due, o tutte e tre 
le singolarità accennate; e combinando insieme tutti i casi di pa-
rità o non dei tre numeri p, q, r, si hanno otto casi, uno dei quali 
corrisponde al punto ordinario, e gli altri sette a punti singolari 
variamente conformati. Oltre a queste singolarità della curva pro-
veniente da elementi (punti, tangenti, piani osculatori) stazionarii, 
la curva ne può presentare altre, ove il punto che la descrive passi 
più volte per una stessa posizione, ovvero manchi di derivata. 

II volume formato colle tre prime derivate del punto P, cioè 
u.v.w ha un'importanza nello studio della curva; se esso non è 
nullo, le tre derivate del punto P non stanno in un piano, e P è 
un punto ordinario della curva che esso descrive. Anche questo 
volume si può considerare come un limite. 

Se P ha d e r i v a t e la, 2a, 3a, u, v, w c o n t i n u e , se P¿PgPgP4 
sono q u a t t r o p u n t i de l l a c u r v a c o r r i s p o n d e n t i ai va
lor i t± t2 ¿3 tA di t, s i h a : 

volPJPoP3P4 1 
ļ i r x ύ z=Z U V W 

ih-h){h-h){U-h)(,k- tύ<ýt—tύ(**—tύ 72 
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Infatti, si ha 

(1) PiP,PΛ = PiP3.PiP3.PiP4 • 

PΓβsa un'origine fissa 0, e fatto OP≡a(¿), sarà 

OP,≡a(¿J, OP2≡≡a(¿2), OP3≡a(í3), OP4≡a(¿4), 

^ < uindi 

P,PΛP, = - i [a(¿,) - a(ft1] . K Q - a(íj] • N¿4) - a(í,)J . 

Ora, ricorrendo alle funzioni interpolari, si hanno le formule 

a(í,)≡≡a(*«) + (*,—*Ja(*Λ) 
a(¿3) = a(í,) + (<8 - ř,) a(¿Λ) + (¿3 - ř£) (í8 - Ί) a(¿t^g > 

a(¿4) ≡ a¾) + (í4 - íf) a(¿Λ) + (¿4 — ¿i) (** - *«) a(ÍΛ*β) + 
+ <¿4 ~ ĥ) (ĥ ~ tt) (h - h) a ( ¿Λ¼) ; 

quindi sostituendo 

PiP2P3P4 = 4 (ĥ - h) (Í3 - *i) ('a - h) (t, - tt) (¿4 - ít) (ř4 - ř8) 

Passando ora al limite, dopo aver diviso pel prodotto delle diflfe-
Γenze delle t, ed osservando che 

1 1 
l ima(f^)≡a'( í)≡u, l ima(ř/2g ≡ -y a“(í) ≡ - ğ -v , 

lim a(MΛU ≡ 4" a“'(*) ≡ 4" w ' 

si ha la formula che volevasi dimostrare. 
Si deduce da questo teorema che se u.v.w non è nullo, dovrà 

anche essere il volume P ^ ^ P ^ per posizioni suföcientemente pros-
sime di questi punti, diverso da zero, ossia nelle vicinanze del punto 
considerate si può determinare un arco della curva in modo che 
ogni piano non Γincontri in più di tre punti. 

http://PiP3.PiP3.PiP4
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§ 2. Formule. 

5. Siano le coordinate œ y z <Γun punto P nello spazio funzioni 
ďuna variabile t Sara la posizione del punto P funzione di questa 
variabile; e detti i, j , k i tre segmenti di riferimento, si avrà 

OP ≡= œi + */j + zk, 

onde derivando, 

dœ . . dy . . dz , 

Quindi, se u non è nullo, ossia se -r-, -~ , ^ non sono nulle ad 

un tempo, la retta parallela ad u è la tangente alia cιιrva. 
Se M è un punto di questa tangente, e XYZ sono le sue coordinate, 

le coordinate del segmento PM sono X — æ, Y — y, Z — z; e se 
questo segmento è parallelo al segmento u, le loro coordinate sono 
proporzionali, ossia le equazioni: 

X — a? _ Y— y _ Z—z 
(i) dx dy dz 

dt dt dt 

sono soddisfatte dalle coordinate di tutti e soli i punti M della 
tangente; e perciò queste sono le equazioni della tangente. 

II piano normale alia curva è il piano passante per P e normale 
al segmento u; quindi Γequazione 

PMXu = O, 

che è soddisfatta da tutti i punti M del piano normale e solamente 
da essi, è Γequazione del piano normale, colla notazione dei seg
menti. 

Se XYZ sono le coordinate di M, e gli assi di riferimento sono 
ortogonali, Γequazione precedente diventa 
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(2) ( X _ * ) £ + - ( Y - V > £ + < Z - * ) § = O , 

la quale è Γequazione del piano normale in coordinate cartesiane 
OΓtogonali. 

La derivata seconda del punto P è 

ŵ . . d*y . . dŭz . 

se essa non e nulla, ossia se -=-j-, -j~, -^– non sono ad un tempo 

nulle, e se la sua direzione non coincide con quella di u, ossia 
non si ha 

d**x dx d2y dy ď2z dz 
¯¯ďF ' ~ďt ~¯ ̄ ďF ' ΊΓt dP ' It ' 

il piano passante per P, e che contiene le direzioni di u e di v è 
il piano osculatore. Se M è un punto di esso, la sua equazione, 
colla notazione dei segmenti, è 

PMΛLV = O, -

ossia, dette X, Y, Z le coordinate di M e sviluppando: 

IX — x Ύ — y Z — z\ 
dx dy dz \ 

(3) ¯di ¯dt ¯đi I = 0. 

d*x đ*y d2z ļ 
I ¯dF ¯dF dP \ 

II piano normale e il piano osculatore si incontrano secondo la 
normale principale. Quindi le equazioni (2) e (3) sono le equazioni 
della normale principale. 

La binormale è la perpendicolare in P al piano osculatore; quindi, 
se M è un punto di essa, ed X, Y, Z sono le sue coordinate, sarà 
PM perpendicolare ai segmenti u e v, e perciò le equazioni della 
binormale, colla notazione dei segmenti, sono: 

PMX = O e P M × v = O; 
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introducendo le coordinate, esse diventano 

<X-*)f+<ï-»)* + lz-*)j! = «, 

(x - - i¢+(T-r t¢ + d - * =α 
Queste due equazioni si possono pure scrivere 

x— x r— y _ z—z 
dyd*z — dzd?y dzdŭx — dxd*z dxd-y — dydŭx ' 

La derivata teΓza w del punto P è 

d3x . . d3y . . dzz 

e se essa non è contenuta nel piano u v, ossia se u.v.w non è nullo, 
la cuΓva taglia il piano osculatore, e P èun punto ordinario. In
troducendo le coordinate, si ha 

ļ dx dy dz I . . , 
u - ™ = W dt ~ďt ^ k -

d*x d*y dŭz 
¦ dl- ¯ďĩ? ¯dfi 

d3x d3y d3z 
I ¯¯đ¡P ¯d¡? ďΓå ] 

Sono troppo facili a scriversi le equazioni della tangente, del 
piano osculatore, e delle altre rette e piani con essi collegati, e a 
discuteΓsi le singolarità della curva ove sia nulla u, ovvero v sia 
o nulla, o coincidente con u, ovvero w o nulla, o contenuta nel 
piano uv. 

6. La variabile indipendente t potrebbe coincidere con una delle 
coordinate, p. e. colla æ. In questo caso saranno y e z funzioni di œ 

V=f(pc), z = φ(œ); 

e le formule precedenti sono applicabili a questo caso, ove si sosti-

tuisca invece di -£-, -ğ-, ~ rispettivamente 1, - ~ = f'(x), 
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— = φ'(x). Le equazioni (1) della tangente diventano, fatti sparire 

i đenominatori: 

e Γequazione del piano osculatore 

*> *-<* (2- £ - - Ž Ŵ) =ff-«S-¢«-«iS • 
Le y e 2 possono essere date < uali funzíoni implicite di œ> cioè 

legate ad essa da due equazioni 

F(æ,y,z) = O, e Φ(x,y,z) = O, 

ed in questo caso servono pure le formule precedenti, ove in esse 
si sostituiscano alle derivate di y e z i loro valori ricavati colle 
regole note. 

I valori delle derivate prime sono dati dalle equazioni 

dF dF dy . dF dz dΦ . dφ dy dφ dz 
dx ' dy dx~^ dz dx ' dx ' dy dx de dx ' 

e se fra queste equazioni e le (i') si eliminano -¦¦¦- e -ğ , si avranno 
le equazioni della tangfente, espresse mediante quantità note. 

II metodo più comodo di eseguire questa eliminazione è di rica-
vare le derivate dalle (1'), e sostituirle nelle nuove equazioni. Mol-
tiplicando per X — x> esse diventano 

g(X-,c,+ ¾(T-ì,)+g(Z-,) O, 
“ ï f f - i + ¾ σ - i ) + ï β - i = » 

Si osservi che ciascheduna di queste equazioni dipende solamente 
da una sola delle due equazioni date F = O, e Φ = O. Derivando 
una seconđa volta le equazioni date, si ottengono nuove equazioni 
che determinano le derivate seconde di y e z, e che sostituite nella 
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(3') determinano il piano osculatore; ma il risultato così ottenuto 
ha poca importanza, a causa della sua complicazione. 

7. ELIGA. — Un esempio basterà ad illustrare le cose dette. 
Sia OA un segmento, il quale parte da una origine 0 fissa, è con-

tenuto in un piano fìsso ocOy, ha una lunghezza costante r, e fa con 
un asse Ox, fissato in questo piano, un angolo variahile α. Sia OB 
un altro segmento avente la direzione della normale Oz al piano 

yOx, e la cui lunghezza è proporzionale 
alΓangolo α. Sia infìne OP la loro somma 
geometrica 
(a) OP = OA + OB; 

(il punto P si ottiene o conducendo da A 
il segmento AP≡≡OB, ovvero da B il 
segmento BP≡≡OA). Variando α, il punto 
P descrive una curva, detta elica. La retta 
mobile indefinita AP genera un cilindro 
circolare retto, avente per base il cerchio 
descritto da A, e sopra questo cilindro 
giace Γelica. La retta indefinita BP si muove 
pure, appoggiandosi sempre alΓasse Oz e 

mantenendosi parallela al piano xOy; essa genera una superfìcie 
detta eίzcoíđe retto, e anche questa superfìcie contiene Γelica. 

Se si fa α = O, il segmento OA viene in OA0 sulΓasse delle x, 
e OB si annulla; quindi A0 è un punto dell'elica. 

Se si fa α=z2ττ, il segmento OA coincide di nuovo con OA0, 
mentre il segmento OB assume un certo valore, cui si dà il nome 
di passo dett'elica. Noi indicheremo con h questo passo e con ħ il 
numero che lo misura. Attribuendo ad α un valore arbitrario, a 
causa della proporzionalità del segmento OB alΓangolo corrispon-
dente α, si deduce — ≡ - , ossia 
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Si derivi Γequipollenza (a); detta u la derivata di P, e OA' e OBr 

le derivate dei segmenti OA e OB, si avrà 

(&) u = OA' + Oß'. 

Ora OA' è un segmento contenuto nel piano œy, eguale in lun-
π

 ι 1 
ghezza ad OA, e tale che Γangolo AOAf = — ; e OB' vale -5— h; 

1 
quindi, se si fa A'U ≡ OBř ≡ 5- h, sarà OU la derivata del segmento 

OP, ossia del punto P, e la sua direzione la direzione della tan-
gente alΓelica in P. Poichè OU è perpendicolare ad OA, sarà la 
tangente alia curva in P perpendicolare a BP. Inoltre, detto θ 
Γangolo che la derivata OU fa col piano œy, ossia Γangolo che la 
tangente alia curva fa collo stesso piano, si ricava dal triangolo 
rettangolo OA'U: 

. Λ A'U' Tπh h 
tangθ = — = _ = — ; 

quindi la tangente alΓelica fa un angolo costante col piano œy, 
vale a dire essa taglia sotto Γangolo costante le generatrici del 
cilindro su cui è tracciata. 

Se la tangente alia curva in P incontra il piano œy nel punto T, 
sarà AT tangente al cerchio base in A, e dal triangolo rettangolo 

AP 
TAP si ricava AT = = αr, ossia AT è eguale alΓarco di 
cerchio AA0. 

Si derivi una seconda volta Γequipollenza OP ≡ OA + OB. Poichè 
la derivata seconda di OA è un segmento OA" eguale in lunghezza 
ad OA, ma rivolto in senso opposto OA" ≡= — OA, e poichè la de
rivata seconda di OB è nulla, detta v la derivata seconda di P, sarà 

(c) v≡≡ — OA≡PB; 

e il piano osculatore alia curva, che contiene la tangente e la di
rezione di v, è adunque il piano che passa per PB, e per la tan
gente alia curva. La sua traccia coi piano œy passa pel punto T, 
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ed è parallela a PB, poichè questa retta è parallela al piano œy; 
dunque la traccia del piano osculatore col piano œy è la parallela 
condotta per T ad OA, cioè la normale ad AT. 

Se si riferisce la curva agli assi cartesian! ortogonali Oœ, Oy, Oz, 

le coordinate del segmento OA sono (rcosα, rsenα, 0), e le coor
dinate del segmento OB sono (0, 0, - h); quindi le coordinate del 
segmento OP, cioè del punto P, sono 

æ = rcosa, y = rsena, z = -^~ħ. 

Se fra la prima e la seconda equazione si elimina α, si ha Γe-
quazione 

x% -ļ- y* = r* 

del cilindro retto su cui è descritta Γelica; ovvero, interpretata nel 
piano œy, si ha Γequazione della proiezione delΓelica su questo 
piano. Eliminando α fra la seconda e terza equazione, si ha 

2TΓ y = rsen~ z, 
h 

che è Γequazione ďuna sinusozăe, proiezione delΓelica sul piano 
yz. Se fra le tre equazioni si eliminano r ed α, si ha 

y . 2π 

che è Γequazione della superfîcie che contiene tutte le eliche aventi 
lo stesso passo h, lo stesso asse Oz, e la stessa origine A0. Questa 
superfîcie è evidentemente Γelicoide retto generato dalla retta in-
definita BP. 

8. COORDINATE POLARI. — Un punto P nello spazio può essere 
determinato mediante coordinate polari. 

Segnati tre assi ortogonali Ox, Oy, Oz, dato il punto P, sono 
determinati il numero r che misura la distanza OP, Γangolo diedro 
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φ che il piano zV fa col piano zoo, e Γangolo θ che OP fa col 
piano coy; e viceversa, đati questi numeri, è determinato il punto P. 
Le quantità r, φ, θ sono le coordinate 
polari di P, e diconsi anche rispetti-
vamente raggio vettore, longitudine e 
latitudine. 

La posizione del punto P è adunque 
funzione dei tre numeri r, θ, φ. Se si 
mantengono fisse θ e φ, e si varia r, il 
punto P si muove sulla retta OP, e la 
derivata parziale di P rispetto ad r è un 
segmento, che diremo a, eguale in lun-
ghezza alΓunità di misura, e diretto se-
condo OP. Mantenendo fissi r e ψ , e va-
riando θ, il punto P si muove su d'un cerchio contenuto nel piano fisso 
zP e di centro 0; quinđi la derivata parziale di P rispetto a θ, cħe coincide 
colla derivata di OP, è un segmento b contenuto in questo stesso piano, 
eguale in lunghezza ad OP, e che fa con questo unangolo retto. Infine, 
mantenendo fissi r e θ , e variando φ, il punto P descrive un cerchio 
contenuto in un piano normale ad Oz, avente il centro su questo asse, 
e il cui raggio è quindi la distanza PR di P da questo asse, la quale 
vale rcosθ; quindi la derivata parziale di P rispetto a φ è u n seg
mento c tangente a questo cerchio in P, ossia normale in P al piano 
zP, e misurato dal numero rcosθ. 

Gosì conosciute le derivate parziali a, b, c di P rispetto ad r, θ, 
φ, se queste coordinate sono funzioni d'un numero ř, sarà anche P 
funzione di t, e la sua derivata è 

dr . _ dQ . dφ 
u ≡ a — — \ - Ό — — \ - c -37 . 

dt ¦ dt ' at 

Poichè i segmenti a, b, c formano un triedro trirettangolo, u è 
la diagonale ďun parallelepipedo retto, i cui spigoli sono misurati da 

dr dQ ãφ -77, r--Γ-, rcosθ-=-¯; 
dt dt dt 
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quindi, đetto u il numero che misura la lunghezza đi u, si avrà 

Se r è costante, la curva sta su ďuna sfera di centro 0 e di 
raggio r; i numerí θ e φ sono le coordinate geografiche ďun punto 
della sfera; in questo caso nella espressione di u manca il primo 

dr termine a -5— . at 

9 . Raccoglieremo qui alcuni risultati, già ottenuti, su limiti di segmenti, aree, 
volumi, distanze, ecc. collegati coi punti ďuna curva, e da essi, con operazioni 
analiticħe, dedurremo nuovi limiti che hanno una certa importanza nello studio 
delle curve. 

Sia P un punto funzione di t; indicheremo con P1 P2, .... le posizioni di 
questo punto corrispondenti ai valori ř¿ t2 ... di t; supporremo che P abbia 
derivate u, v, ... continue, e che segneremo con indici, ove corrispondano a 
valori di t pure segnati colΓindice; riferiremo inoltre il punto ad assi cartesian! 
OΓtogonali, e diremo x y z le coordinate di P ; indicheremo con accenti le 
loro derivate. I limiti che seguono sono ottenuti facendo tendere řA t2 ... verso 
uno stesso valore t. 

Si è visto che (Gap. I, 16, e Gap. 11,13, teor. II) 

(1) lim ļ^Λ≡≡ ≡≡ x'i + ž/'j + Λ -

Se indichiamo con u il numero che misura la grandezza di u, ossia, se poniamo 

(2) u =:gru }/ærŭ + Î/2 + zn, 

la formula (1), ove si considerino i valori assoluti di ambo i membri, diventa: 

(3) tìmÇl!íĒi t,. 
H — h 

Si è visto che (Gap. II, 9) 

ļj.k k.i^ ļ 
(4) lim P l P ¾ P g = i u . ? = ì ¿ ý ¿ L 

\ oc" y r z" 
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Per maggior semplicità nei calcoli, invece di un'area della forma 

ω ≡≡αj.k + ßk.i + γ i.j, 

ove α ß γ sono numeri, si può considerare il segmento 

a≡≡αi-f ßj + T k , 

poichè, data Γarea è dato il segmento, e vιceversa. Questo segmento, che rap-
pΓesenta ΓaΓea è stΓettamente collegato colΓarea stessa poichè la sua direzione 
è noπnale al piano de!Γarea ω, ed il numero che lo mιsura è eguale al numero 
che misura Γarea (V. pag 28, Eserc. 5°). 

Invero, se b = xi + yj + zk è un nuovo segmento, sarà, eseguendo i calcoli, 

ω.b = (ax -h ßž/ + Y*) i j-k , 

e a × b = ax + ßy + Y* » 

ossia il prodotto a × b è il numero che misura il volume ω.b, (poichè i.j.k è 
Γunità di volume). Dunque, se b è parallelo al piano dell'area ω, e quindi 
uj.b = 0, dovrà anche essere a X b = 0, e a perpendicolare a b : pertanto il 
segmento a, che è normale a tutte le Γette parallele al piano ω, è noπnale a 
questo piano. noltre, poichè il numero che misura ω.b vale il prodotto del 
numero che misura ω per la proiezione sulla normale ad ω, ossia sulla dire-
zione di a, del segmento b, e siccome a X b vale il prodotto del numero che 
misura a per la proiezione di b sulla direzione di a, dalΓeguaglianza di questi 
prodotti si deduce che il numero che misura a coincide col numero che mi
sura uu. 

Giò premesso, se nel nostro caso diciamo IT il segmento che rappresenta Γarea 
u.v, ossia poniamo 

ļ i j k ļ 
U ≡ ¦af ý zΛ , 

I ď y" z" I 
sarà gr.T5 τ=z gr.uv. Ora la grandezza di U si sa calcolare coi metodi noti; 
dunque, detto ω il numero che misura il valor assoluto delΓarea u.v, si deduce 

(5) ω = gr(n.v) = γ(y'z" — ¿y“f + (ć%" — afsT)* + (χ'prΓ— ÿx“f-

E se nella formula (4) non si considerano in ambi i membri che i valori 
assoluti, si deduce: 

(6) lim , ¾ — - ~ ^ —~ruj. 
(¾—¾)(¾ —¾)(¾ —¾) 4 
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La formula (4) si può scrivere 

Se qui si passa al limite facendo teπđere dapprima íj e ¾ verso uno stesso 
valoΓβ ¾, tenendo conto della (1), e dopo il calcolo posto Γindice 2 invece del-
Γindice 3, si ha 

Sia Λ il numero che misura la distanza di P2 dalla tangente in PA, la quale 
tangente ha la direzione di τų; Sara 

griτų,PJPý = (gm¿ × ħ. 

Quindi se nella formula (7) si considerano le gΓandezze di ambo i membri 
e si divide per u=gru, si ha 

(8) ^ s = ¾ ? = ā Γ -
Le foΓmule (1), (4), (7) si possono applicare a segmenti, invece che a punti, 

ricorrendo alle relazioni P ^ ^ ≡≡ OP2 — OPA, PiP2P3 ≡ -ğ- PA P 2 . P¿ P3 ≡≡ 

1 
ψ (OP2 — OP^.(OP3 — OPj); e poi sostituendo ad OP un s«gmento a. Se a', 
2¿1.... sono le derivate di questo segmento, si ricava 

lim &ì¯~ aJ — w li™ (ā 2 ~ ftļ)-(a3 ̄ " aι) = J_ a ' o'/ 
~ W Γ = ' ( ¾ - í i ) ( ¾ - ¾ ) ( ¾ - ¾ ) ~ 2 ' 

,. aY(a2 — at) 1 , „ 

Se in queste foπnule si sostituiscono ad a, ar, a",... rispettivamente u, v, w,..., 
si ha 

l i m * > - * * ≡ v , lim, ( ¾ ¯ ^ - i ϋ 4 , w , 

. . Vi .( β H i ) 1 

e quindi 
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(9) l i m - ¾ ¾ - = n . v , 
h h 

(10) Jim; Γ ¦ ^ ¾ π ≡ 4" n-v-w. 

(11) l i m ( ï ¾ ≡ F"-"-
Prendansi, nella (9), i valori assoluti di ambi i membri; indicando coniųτi2 

Γangolo acuto che fanno le đirezioni di Uj e u2, ossia le tangenti alia curva 
nei punti P¿ e P 2 , si avΓà 

gr(jųnύ = {gr*ύ X (gm2) × sen IU u2 

quindi, dividendo per (grvCf =. v? , 

Si indichi con sen(‰ TL2, U3) il seno del triedro fomiato colle direzioni xų, 
u2, u3, ossia il rapporto del volume del parallelepipedo compreso fra i segmenti 
u4 u2 u3 al parallelepipedo rettangolo, i cui spigoli sono eguali in grandezza 
ad Uj, tų, u3. Si avΓà 

Ui.tų.U3 = førτų) X (gm2) × (gm3) × sen (u4, u2, u3). 

Quindi dalla (10), dividendo per (gruf — w3, e posto 

! x' ý z' ļ 
(13) Δ = gr (u.v.w) = \ x" ÿr z" , 

¦ ď' y'" z'" ¦ 

si ricava 

(14) lim genfa,T*»¾) = A_ . 

Indicando con (cų/v^; u¾) Γangolo formato dal piano che contiene ΓaΓβa lų.Vļ, 
ossia il piano osculatore alia curva in P i ţ colla direzione u2, ossia colla tangente 
alia curva in P2, si ha 

i-Vi-¾ = I X M I ) ] × fø™a) × sen(iiļ.Vi; u2); 

quindi dalla (11), dividendo per #r(u.v) = ω, e per gru ==u, si ha 

(Ì5) sen(u,.v,; ¾) _ ^  
(15) l ιm (¾-¾* ~ 2 u73Γ^-

PĸàN0, £¢om. 7wjfîw. 8 



— 114 — 
Se nella formula (12) invece del segmento u si legge il segmento IT, e quindi 

invece di v si legge V, derivata di U, e invece di w r= gr(τί.v) si legge gr(U.V) 
si ha: 

l i m sen(π,,U,) = gr(ĪJ.Y) 

Ora, poichè il segmento U rappΓesenta Γarea u.v, il segmento V, derivata 
di U Γappresenta Γarea u.w derivata di u.v, e quindi 

gr(TJ.Y) = (grU) × (grY) sen (U, V) = 

= (gni) × (grγ senuv × (grπ) førw) sen uw sen (u.v; u.w), 

ove si indichi con (u.v; u.w) Γangolo formato dai piani delle aΓee u,v e u.w, 
che coincide colΓangolo U, V fo nato dalle loro normali. Ora, da foπnule note 
di trigonometria si ha 

(grτL) (grv) (grw) sen uv sen uw sen (uvw) = gr (u.v.w) = Δ , 

quindi sostituendo 

(16) U m JEÜEÍL½L Ĵ * . 

Si osservi che, a sinistra, Γangolo piano UiU2 misura Γangolo diedro dei piani 
osculatori in P¿ e P2. 

Si è pure trovato (N. 4) 

(17) lιra ½ - h) (tz - tù (h - k)(h - h) (h - 1 ¿ ¾ - h) = 

1 1 Λ 
= _ - ,v .w = ^ - Δ . 

Questa formula si può scrivere 

lim ¾ ¾ & . P Λ = _ 1 _ Δ . 
(t2-ĥ)(h-t¿(ts-tç>) (tt-tù(h-h)(h-h) 24 ^ 

e se nel membro di sinistra si fanno tendere t\ ΐ2 t3 ad uno stesso valore ř1¾ 

servendoci della (4), e sostituendo Γindice 2 al 4, si ha 

Detto k il numero che misura la distanza di P2 dal piano delΓarea u^Vj , 
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<ossia dal piano osculatore in P 4 , e osservando che 

øK*i-Vi-PiP2) = l>*(u ι-v ι)] × k , 

si deduce 

<19) l i m / / k / N 8 = - ^ ~ • 

La formula (17) si può pure scrivere 

r PļP2 P ¿ s P3P4 _ l _ Λ 

e passando al limite, facendo tendere ¿4 e ¿2
 ad uno stesso valore ¿„ e ¿3 e ¿4 

ad uno stesso valore ¿3, e poi scambiando Γindice 3 in 2, si ha 

u í.P1P2.n2 _ 1 

Ora è noto dalla trigonometria che 

#r(xų.PiP2.U2) =r før ų) × førrug) × δ sen ΐųiζ, 

ove ò rappresenta la minima distanza delle Γette su cui t iwansi VLL ed u2, ossia 
la minima distanza delle tangenti alia curva in P ļ e P^. Quindi dalΓultima 
formula scritta si ricava 

(20) ^5-¾^=^_, 

e dividendo questa formula per la (12) si ha 

(21) 1 Ì m½^=ìtυ^-

§ 3. Piano tàngente alle superficie. 

10. Diremo superficie il luogo delle posizioni ďun punto varia-
bile P, la cui posizione dipenđe da due numeri variabili u e v. 
Supporremo che attribuendo ad u e v due coppie di valori distinte, 
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almeno in certi intervalli, anche le posizioni corrispondenti đi P 
siano distinte. Supporremo inoltre che P sia funzione continua di 
u e v, cioè se i valori di u e v corrispondenti a P ħanno per li-
miti uQ e v0 corrispondenti a P0, il punto P abbia per limite P0, e 
viceversa, se P tende a P0, u e v abbiano per limiti u0 e v0. 

Se, dopo aver assegnato il valore di v, si fa variare u, il punto 
P descrive una curva giacente sulla superfìcie e determinata đal 
valore attribuito a v. Yariando questo valore, si hanno infinite curve 
analoghe, il cui insieme forma la superfìcie. Si otterrebbe un altro 
sistema di infinite curve sulla superfìcie scambiando le veci delle 
variabili u e v. 

Sia P0 un punto fisso della superfìcie, e P un altro punto della stessa, 
cbe si avvicini indefìnitamente a P0. Nei casi più comuni esiste un 
piano passante per P0 e tale che Γangolo acuto fatto dalla retta P0P 
con questo piano ha per limite zero quando P tende a P0. A un 
piano siffatto si dà il nome di piano íangente alia superfìcie; la 
sua giacitura dicesi anche gìacìtura della superfìcie nel punto P0. 
La perpendicolare al piano tangente nel punto P0 dicesi normale 
alia superfìcie in questo punto. 

Gosì ad esempio, se la superfìcie è un piano, in ogni suo punto 
P0 il piano tangente è il piano stesso; poichè la retta P0P che 
unisce P0 ad un altro punto P della superfìcie fa con questo piano 
un angolo nullo, e che quindi ha per limite zero. Se la superfìcie 
è una sfera di centro C, il piano tangente in un suo punto P0 è il 
piano perpendicolare in P0 al raggio CP0, ossia coincide col piano 
tangente quale è defînito dalla geometria elementare; invero Γangolo 
che la retta P0P fa con questo piano è eguale alia metà delΓangolo 
PCP0, ed ha per limite zero se tende a P0. 

Vedremo più tardi che, in generate, il piano tangente si può 
anche considerare come un limite. 

1 1 . Invece di considerare Γangolo che la retta P0P fa col piano 
tangente, riesce spesso più conveniente adoperare il teorema che 
segue: 
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TEOREMA. — Se, p e r ogni r e t t a P0P cħe u n i s c e il p u n t o 

fisso P0 col p u n t o v a r i a b i l e P de l la s u p e r f i c i e , si può 
c o n d u r r e tin piano che, col t e n d e r e di P a P0, a b b i a p e r 
l imi te un p i ano fisso, q u e s t o p iano fisso è il piano tan-
gen te a l i a s u p e r f i c i e in P0. 

V i c e v e r s a , se la s u p e r f i c i e ha un p i a n o t a n g e n t e in 
P0, p e r ogni r e t t a P0P che unisce P0 con un a l t r o p u n t o 
P d e l l a s u p e r f i c i e si può c o n d u r r e u n p i a n o c h e abb ia 
p e r l i m i t e il p i a n o t a n g e n t e a l i a super f ic ie , ove P t e n d a 
a P0. 

Infatti, sia α il piano passante per P0P, ed avente per limite il 
piano fisso π. L'angolo di P0P con π è minore delΓangolo dei piani 
α e π. E poichè quest'angolo ha per limite zero, anche Γangolo di 
P0P con π ha per limite zero e π è il piano tangente. 

Viceversa, se π è il piano tangente alia superficie in P0, sia α 
il piano passante per P0P e per la normale a P0P contenuta in π. 
L'angolo dei piani α e π è uguale alΓangolo che la retta P0P fa 
col piano τr, e poichè questo angolo ha per limite zero, anche gli 
angoli dei piani α e π ha per limite zero, ed il piano α ha per 
limite π. 

È chiaro che se u n a s u p e r f i c i e ha un p iano t a n g e n t e 
in P0, e su essa s ta d e s c r i t t a u n a cu rva a v e n t e t a n g e n t e 
in P0, ques ta t a n g e n t e a l i a c u r v a è c o n t e n u t a nel piano 
t a n g e n t e a l ia supe r f i c i e . Invero, sia P un altro punto della 
curva, e quindi della sup3rficie; e sia α un piano passante per 
P0P ed avente per limite il piano tangente. Poichè la retta P0P 
ha per limite la tangente alia curva, il piano α che contiene la 
P0P ha per limite un piano che contiene la tangente alia curva. 
Ma il piano α ha per limite il piano tangente; dunque il piano tan
gente alia superficie contiene anche la tangente alia curva descritta 
su essa. 

Viceversa, dal sapere che una superficie ha un piano tangente 
in P0, e che una curva passa per questo punto e giace sulla super
ficie, non è lecito deđurre che questa curva abbia una tangente 
in P0. Però questa conseguenza sarà lecita qualora siano imposte 
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alia curva altre condizioni convenienti. caso che più spesso si 
presenta è il seguente: 

TEOREMA. — Se due superficie hanno comuni i punt i 
di una linea, e in un punto P0 di questa l inea le super
ficie hanno piani tangenti dis t int i , anche la l inea d'in-
tersezione đelle superficie ha in P0 una tangente, che 
è Γintersezione dei piani tangenti alle superficie. 

Infatti, sia P un altro punto appartenente alia linea, e quindi 
alle due superficie; e siano π e πr i piani tangenti alle superficie 
in P0. Per la retta P0P si può condurre un piano α avente per 
limite π, ed un piano αf avente per limite π'. Ora, passando al 
limite, la retta P0P, intersezione dei piani α ed αf, ha per limite 
Γintersezione dei piani π e π', cioè la tangente alia linea ďinter-
sezione della superficie è Γintersezione dei loro piani tangenti. 

Gome caso speciale, la linea ďintersezione ďun piano colla super
ficie ha per tangente in un suo punto Γintersezione di questo piano 
col piano tangente alia superficie in quel punto. 

12. Un criterio analitico per riconoscere Γesistenza e determinare 
il piano tangente ad una superficie è somministrato dalla propo-
sizione che segue. 

TEOREMA. — Se il punto P è funzione delle va r i ab i l i 
uev, avente derivate parziali di primo ordine continue, 
non nulle e non coincidenti in direzione, il piano tan
gente in un punto della superficie desc r i t t a da P è il 
piano passante per questo punto e contenente le dire-
zioni delle due der ivate parziali. 

Infatti, siano p e q le derivate parziali del punto P; data alle 
variabili la nuova coppia di valori u + Λ, v + ħ, detto Pf il punto 
corrispondente della superficie, si ha 

PP'≡(P + ā)ŵ + (q + ß)¿, 

ove ā e ß sono segmenti che hanno per limite zero col tendere 
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di ħ e Ä a zero. Facciasi PA ≡≡ p, PB ≡≡ q, PC ≡≡ p + ā, PD ≡ q -ļ- ß~. 
II segmento PP' è una combinazione lineare di PC e PD, quindi 
la retta PP' è contenuta nel piano PCD. Si passi al limite. I punti 
G e D hanno per limiti A e B, quindi il piano PP'CD ha per limite 
il piano PAB. 

Perciò ogni retta PP' è contenuta in un piano avente per limite 
il pianp fisso PAB, dunque questo è il piano tangente alia super-
fìcienel punto P. 

13. Per giudicare del modo di comportarsi della superfìcie ri-
spetto al piano tangente, dicansi ancora p e q le derivate di primo 
ordine del punto P, e r, s, t le sue derivate del secondo ordine, che 
supporremo anche continue. Si ha dalla formula di Taylor 

PP' ≡ pÄ + qfe + | f(r + α ) ht + 2 (S + ß) hk + (t +T)¾2] , 

ove α, ß, γ sonô  segmenti aventi per limite zero. Si consideri il 
volume V = p.q.PP' formato dalΓarea p.q che sta nel piano tan
gente e dal segmento PP\ Si ricava 

V = p.q.PP' = i [(p.q.r + p.q.α)Ä2 + 2 (p.q.s + p.q.ß) hk 

4-(p.q.t + p.q.γ)^J, 

ovvero, posto 
A = p.q.r, B — p.q.s e C = p.q.t, 

e chiamando αf ßf γř i volumi infìnitesimi p.q.α, p.q.ß e p.q.γ, si ha 

V = |[(A+α f)Λ2 + 2(B + ß')M + (G + τ)¾2J, 

la quale formula si può pure interpretare supponendo che A, B, G, 
α', ß', Ï'J V, invece di rappresentare i volumi, rappresentino i nu-
meri che misurano questi volumi. 

Ora è noto dal calcolo (N. 133 e segg.), che se la quantità 

Δ = AC — B2 
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è positiva, V conserva un segno costante per valori sufflcientemente 
piccoü di ħ e k, e quindi il volume p.q.PPf ha sempre uno stesso 
senso, purchè P' sia prossimo a P; vale a dire nelle vicinanze del 
punto considerato la superfìcie giace tutta da una parte del piano 
tangente. Un punto per cui Δ > 0 dicesi punto ellittico. 

Se invece Δ è negativo, V assume valori di segno contrario va-
riando ħ e Ķ e comunque si prendano questi piccoli; quindļ la su
perfìcie ha i suoi punti, nelle vicinanze di P, alcuni da una parte 
ed altri dall'altra del piano tangente. Un punto per cui Δ < 0, 
dicesi punto ίperbolîco. 

Se infìne Δ = 0, il punto dicesi parabolico, e Γesame del modo 
di comportarsi della superfìcie rispetto al piano tangente presenta 
maggiori difiicoltà. 

14. Si riferisca il punto P, funzione dei numeri u e v, e che 
genera la superfìcie, a tre assi cartesiani ortogonali, e siano x, y, z 
le sue coordinate, che son pure funzioni di u e v. 

Gonservando le notazioni precedenti, si avrà 

dx . , dy . , dz , __ dx . dy . dz ‰ 
p = ¯ ā ^ 1 + ¯ā*7 J+¿¡7 k ' q = = ŵΓ1 + ¯ā¾ΓJ + ŵΓk , 

_ đïx . . dìy . , dH _ d*x . d*y . dïx 
Γ = ^ 1 + ŵ ? J ' ŵ ¿ , S = dudv λ ¯^¯ďūdv3 ¯^¯dūdv7 

__ d*x . , ď*y . , d/z 
(W * "+" d^ J ~^“dv^ 

Se M è un punto del piano tangente, sarà 

PM.p.q = O; 

e, dette XYZ le coordinate di M, Γequazione del piano tangente 
diventa 

¦ X— x Y—y Z — z ¦ 
| dx dy dz \ 
\ du du du ¡ = 0 . 

¦ dx dy dz 
ι dv dv dv 
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Se il punto M sta sulla normale alia superficie, sarà 

P M × p = O, PMXq = O; 

questesono le equazioni đella normale colla notazione dei segmenti. 
Introđucenđo le coordinate di P, M, p, q, esse diventano 

<x-»>£+σ-y)g+<z-,)£=o. 
<X_«)£+(Y_,,)¾+(Z_,)*=o, 

che si possono pure scrivere 

X—x _ Y—y __ Z—z  
dy dz dy dz dz dx dz dx dx dy dx dy 

du dv dv du du dv dv du du dv dv du 

I volumi A = p.q.r, B = p.q.s, C = p.q.t si possono pure espri-
mere mediante le coordinate, e si ħa 

ļ dx dy dz \ 
du du du ! 

A = I 
dx dy d:> ¦ 

\ dv dv dv ļ ' 

d2x ď*x d>x 
\ diâ- dudv dv1 \ 

e analogamente per B e G. 

15. Le variabili u e v, da cui dipende la posizione del punto P 
della superficie, possono essere due delle coordinate del punto P. 
Se le coordinate æ ed y sono le variabili indipendenti, sarà z fun-
zione di x ed y 

z = f(æ, y). 

Si avrà in questo caso, facendo u = x e v = y, 

_ . , dz dz 
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_ đ*^ = dH d¦h_ 
Γ ^ ^ k , S¯"ā ĩāy ' dy* k ' 

Γequazione del piano tangente điventa 

i volumi indicati con A, B, G si riducono alle derivate seconde di 
z rispetto ad œ ed y9 ove i.j.k sia Γunità di volume, e 

d*s ď-z I dH \ s 

Δ — ι —- I . dx1 dy* \ dxdy ¡ 

La z potrebbe essere funzione implicita di æ ed y, cioè legata ad 
essa mediante un'equazione 

F(x,y,z)=O. 

Supposto che questa equazione determini effettivamente la z in 

funzione di œ ed y, e supposto anc0ra--7- non nulla, si avranno, 

per determinare — e -^– , le equazioni 

dV . dF dz d¥ , dF dz 
α# <:ÍJ dx dy ' α¿ <% 

eliminando, fra queste due equazioni e quella del piano tangente, 

—^– e -^– , il che si ottiene aggiungendo alΓ equazione del piano 

tangente queste due moltiplicate per X — æ e Y — y, ú ha 

dF dF dF 

che è Γequazione del piano tangente alia superfìcie, ed in questa 
equazione non compaiono che le derivate parziali di F rispetto alle 
tre variabili 00, y, z. 

Gosì p. e. se Γequazione della superfìcie è di secondo grado 

F {æ, y, z) — a^ař -ļ- ¿½?/2 + ¿¾^ + ¿½ + 2ai2æy -ļ- 2ai3ooz + 
+ 2a23yz + 2al æ + 2aMy -f 2aMz2 = 0 , 



— 123 — 

si ricava 

1 dF . 
2 ¯d¿ = Ältα? + ^ + a*Z + ö" 
1 ÆF , . 
2 ^ = ^12^' + «22Î/ + #23* "I" ¾4 

1 _ďF __ , ^_ r , 

e quindi Γequazione del piano tangente è: 

{auœ + ai2y + α13sr + α14) (X — œ) + 

+ O½∞ + « 22*/ + ¾3 + ¿½) (Y — ÿ) + 

+ (ßi*x + ¿½2/ + a∞z + ¿½) (Z — z) = 0. 

Se a questa equazione si aggiunge la F (æ, y, z) = 0, Γequazi one 
del piano tangente assume la forma 

(aiLæ + al2y + aiītz + α14) X + {ai2x + α22ΐ/ + α23s + a2i) Y + 
+ (αl3a? -f- α23ι/ + α333r + α34) Z + (α14a? + a2íy + α34¿ + α44) = 0. 

§ 4. Esempi. 

16. GONI. — Se da un punto fisso V si conducono le rette a 
tutti i punti ďuna linea ¿, queste rette formano una superficie detta 
cono. II punto V ne è il vertïce, la linea I la base, 0 dírettrice; ed 
essa può essere piana, ovvero non; ogni retta che imisce V con 
un punto della I dicesi generatrice. 

TEOREMA. — Se At è la t a n g e n t e a l ia l inea base ne l suo 
p u n t o A, ed essa non c o i n c i d e col la g e n e r a t r i c e VA del 
c o n o , il p i ano VAż è t a n g e n t e a l i a s u p e r f i c i e con i ca in 
t u t t i i p u n t i del la g e n e r a t r i c e VA. 

Infatti, sia P un punto della generatrice VA, P' un altro punto 
della superficie e VA' la generatrice passante per esso. La retta 
PP' è contenuta nel piano VAA'. Facciasi tendere P' a P; la 
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retta AAf ha per limite la At tangente alia base in A, e il piano 
VAA' ha per limite il piano VA¿. Dunque la retta PPr è contenuta 
in un piano che ha per limite il piano fisso VAř; quindi questo 
piano è il piano tangente alia superfìcie in P, cioè in ogni punto 
đella generatrice VA. 

CILINDRI. — Dicesi superfìcie cilindrica o cilindro, la superfìcie 
luogo delle rette passanti per i punti d'una linea fissa I, e pa-
rallele ad una retta fissa r. La linea I dicesi ancora base, o direί-
trice del cilindro. Un cilindro si può considerare come un cono in 
cui il vertice sia alΓinfìnito. 

In modo analogo a quanto si è detto pel cono, si dimostra che : 
Se kt è la t a n g e n t e in A a l i a l i n e a base ď u n a super

f ìc ie c i l i n d r i c a ed essa non c o i n c i d e co l l a g e n e r a t r i c e 
p a s s a n t e p e r A, il p i ano c h e c o n t i e n e q u e s t a g e n e r a 
t r i c e e la t a n g e n t e kt è i l p i ano t a n g e n t e a l c i l i n d r o 
in t u t t i i p u n t i d e l l a g e n e r a t r i c e p a s s a n t e p e r A. 

L'intersezione d'un piano con un cono o con un cilindro è la pro-
iezione su questo piano della linea base I, fatto o dal centro V, o 
parallelamente alia direzione r\ quindi dalle proposizioni precedent! 
si deduce la stessa costruzione della tangente alia proiezione d'una 
curva, che fu indicata al Gap. II, N. 21. 

17. Sia I una linea rigida che si muove nello spazio, ossia si 
muove in guisa che non si alterano le reciproche distanze dei suoi 
punti. Durante questo ntovimento i punti della I descrivono nuove 
linee, che diremo m\ e le varie posizioni di ¿, come pure le linee 
m stanno su ďuna superfìcie, che si dice generata dalla linea I. 

Noi supporremo che per ogni punto della superfìcie passi una 
sola linea /, ed una sola linea m\ e supporremo che se sulla super
fìcie il punto P' ha per limite il punto P, tutti i punti della I che 
passa per P' abbiano per limiti i punti corrisponđenti đella I che 
passa per P. 

II p i a n o t a n g e n t e a l i a supe r f ì c i e in un suo p u n t o P è 
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il p i a n o che con t i ene le t a n g e n t i a l le d u e l i n e e I ed m 

d e l l e supe r f i c io p a s s a n t i p e r P, s u p p o s t o c h e esse ab-

biano t a n g e n t i , e che q u e s t e non co inc idano . 
Infatti, sia Pf un altro punto della superflcie, e siano V e m! le 

linee I ed m che passano per Pr. Sia Q il punto che sta sulle linee 
(¿', m), e R il punto che sta sulle (¿, m'); si consideri il piano PQP'. 
Col tendere di P' a P, il punto Q ha per limite P, per Γipotesi fatta, 
e poichè PR è in valor assoluto eguale a QP' (poichè questi seg-
menti sono posizioni distinte ďun segmento invariabile in lunghezza) 
anche R ha per limite P. 

La retta PQ ha per limite la tangente alia curva m in P. Dico 
poi che la retta QP' ha per limite la tangente alia I in P. Invero, 
dette t e t' le tangenti alle I ed V nei punti P e Q, sarà Γangolo 
/ \ / \ / \ / \ / \ 
QP',¿ < QP',¿' + í',f; ma l'angolo QP',¿ = PR,¿ perchè posizioni ďuno 

κ\ / \ / \ 
stesso angolo; quindi QP'¿ < PR',¿ -f- tr, t. Si faccia tendere P ' a P ; 
le rette PR e V hanno per limiti la tangente t alia linea I in P; 

κ\ / \ 
quindi gli angoli PB,¿, e V, t tendono a zero, e lo stesso avviene 

/ \ 
delΓangolo QP',¿ ossia la retta QP' ha per limite la tangente alia 
I in P. 

Pertanto ogni retta PP' che unisce il punto P ad un altro punto 
P' della superfìcie è contenuta in un piano PQP', che ha per limite 
il piano che contiene le tangenti alle linee I ed m in P; dunque 
questo è il piano tangente alia superfìcie. 

18. Si dice che una fìgura rigida ruota attorno ad un asse, se, oltre 
al conservarsi inalterate le reciproche distanze dei suoi punti, ri-
mangono pure inalterate le loro distanze da due punti fissi delΓasse. 
Durante questo movimento ogni punto della fìgura descrive un 
cerchio contenuto in un piano normale alΓasse ed il cui centro 
sta su quest'asse. 

La superfìcie generata da una linea I, che ruota attorno ad un 
asse, dicesi superfìcie di rivoluzìone. I cerchi descritti dai punti 
della linea diconsi paralleίi; ogni sezione fatta nella superfìcie 
con un piano passante per Γasse dicesi meriāiano. 
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Dalle cose dette precedentemente risulta che il piano tangente 
alia superficie di rivoluzione in un suo punto è il piano che con-
tiene le tangenti alia linea I ed al parallelo, che passano per questo 
punto. Siccome poi la tangente al parallelo in P è normale al piano 
del meridiano passante per P, così il piano tangente in un punto 
P della superficie è il piano normale al piano del meridiano, e 
passante per la tangente alia l\ in altre parole, la n o r m a l e 
a l i a supe r f i c i e di r i v o l u z i o n e i n c o n t r a Γasse . 

Fra le superficie di rivoluzione, oltre alia sfera, che si può con-
siderare come di rivoluzione attorno ad ogni suo diametro, è a 
menzionarsi la superficie generata dalla rivoluzione ďun cerchio 
attorno ad un asse posto nel piano del cerchio ma non passante pel 
centro, la quale vien detta toro\ e la superficie generata dalla ro-
tazione ďuna retta attorno ad un asse che non incontra, ne è pa
rallelo ad essa, che è Γiperì)oloide di rivoluzione. 

19. Un altro esempio di superficie cui è pure applicabile la proposi-
zione precedente, è Yelicoide retto, ossia la superficie generata dalla 
retta BP del N. Ί, la quale incontra Γasse delΓelica, si appoggia alΓelica, 
ed è parallela al piano normale alΓasse delΓelica. Ogni punto della 
retta BP alia distanza costante r da B, descrive un'elica sulla su
perficie; e le linee chiamate I ed m sono rispettivamente le varie 
posizioni della retta BP, che điconsi generatrici, e le varie eliche 
descritte dei punti della BP. II piano tangente alia superficie nel 
punto P è perciò il piano contenente la generatrice BP, e la tan
gente alΓelica passante per questo punto, la quale tangente sappiamo Λ 

costrurre. 
Detto θ Γangolo che il piano tangente alΓelicoide in P fa col 

piano æy, e ħ il passo delΓelica, si ha 

tang¢=-¿- ; 

quindi, muovendosi P sulla generatrice BP, ossia variando r, varia 
pure θ, e quest'angolo diminuisce man mano che P si allontana 
dalΓasse. 
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20 . In modo analogo a quello con cui furono trattate le questioni 
precedenti, se ne possono tΓattare altre simili. In generate, se su 
ďuna superfìcie sono segnati due sistemi di linee I ed m, in modo 
che per ogni punto P della superfìcie passi una sola linea I ed 
una sola linea m, e si conoscono le tangenti alle linee I ed m pas-
santi per P, se la superfìcie ha un piano tangente in P, questo 
deve contenere quelle tangenti, e quindi è determinato, se esse 
sono distinte. Ma dal supporre Γesistenza delle tangenti alle linee 
I ed m non si può conchiudere Γesistenza del piano tangente alia 
superfìcie, SΘ non si introducono alcune condizioni restrittive. 

Detto P' un altro punto della superfìcie, ed V ed mf le linee I 
ed on che passano per esso, sia Q il punto ďintersezione delle linee 
m ed ì!, e si consideri il piano PQP'. Col tendere di P' a P anche 
Q tende a P, e la retta PQ ha per limite la tangente alia linea rn 
in P. Se ora noi possiamo accertarci che la retta QPr, col tendere 
di P' e Q a P, abbia per limite la tangente alia I in P (il che non 
è conseguenza necessaria delΓesistenza di questa tangente) si con-
chiuderà che la retta PP' è contenuta in un piano PQP' che ha 
per limite il piano che contiene le tangenti in P alle linee I ed m, 
e quindi che esso è il piano tangente alia superfìcie. 

2 1 . OMOGRAFIA. — Suppongasi che ad ogni punto P dello spazio 
(soggetto se occorre, a convenienti limitazioni) corrisponda un punto 
P#, che diremo omologo del primo, in guisa che, se P descrive una 
retta r, anche P* descriva una retta r* che diremo omologa della prima; 
inoltre si supponga che se P tende a P0, il punto P* abbia per limite 
P0*. Si deduce allora che: se P descrive un piano TT il suo omologo 
descrive pure un piano TT* omologo del primo; se la retta r ha 
per limite la r0, la retta r* ha per limite la r0*; e se il piano TT 
ha per limite 0, il piano TT* ha per limite TT0*. 

Una corrispondenza fra i puníi P e P0*, nella quale siano veri-
fìcate le ipotesi enunciate, dicesi omografia; e si potrebbe dimo-
strare Γidentità di questa defìnizione delΓomografia con quelle che 
soglionsi dare nei corsi di geometria proiettiva. 
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Se il punto P d e s c r i v e u n a c u r v a C a v e n t e t a n g e n t e t, 
e p i ano o s c u l a t o r e TT, il p u n t o P# đ e s c r i v e r à u n a c u r v a 
C* la cui t a n g e n t e è la r e t t a t* o m o l o g a di ¿, ed i l cu i 
p i a n o o s c u l a t o r e è TT* omologo di TT. 

Se il p u n t o P d e s c r i v e u n a super f ic ie S, aven te p i a n o 
t a n g e n t e , i l pun to P* d e s c r i v e una s u p e r f i c i e S* i l 
cui p iano t a n g e n t e è TT* o m o l o g o di TT. 

Infatti, se P e P' sono due posizioni del punto P cħe descrive 
la curva C e P * e F * i loro omologhi, la retta p*pf* è Γomologa di 
PP r; e col tendere di Pf a P la PP' ha per limite la tangente t alia 
curva C nel punto P, e quindi la p*pf* ha per limite la retta t* 
omologa di t; dunque t* è la tangente alia C* in P*. II piano che 
passa per ¿, e per P' ha per limite il piano osculatore alia curva 
C; quindi il suo omologo, cioè il piano che passa per t* e per P*, 
ha per limite il piano TT# omologo di TT. Dunque TT* è il piano oscu
latore alia C* in P*. 

Se P e Pf sono due posizioni del punto P che descrive la super
ficie S, e P* e P'* sono i loro punti omologhi sulla S*, si immagini 
il piano α, che contiene la PP', e che ha per limite il piano TT 
tangente alia superficie in P. II piano α*, omologo di α, contiene 
la p*p'*, ed ha per limite il piano *; dunque ogni retta p*p'* 
che unisce il punto P* ad un altro punto P'* della S* è contenuta 
in un piano avente per limite TT*; e questo è il piano tangente alia 
superficie. 

Esercizii. 

2 2 . 1. La proiezione delΓelica (N. 7) sul piano xy fatta parallelamente 
ad una retta obliqua rispetto a questo piano è una cicloide (Gap. II, eserc. 5). 

La proiezione delΓelica sul piano xy fatta da un centro di proiezione che 
giace sulΓasse è una spirale iperbolica (Gap. II, eserc. 3). 

2. Siano ¾ lŭ ...ln n linee descritte sopra uno stesso cono di vertice 0 ; una 

generatrice di questo cono incontri queste linee nei punti P± P2 ...P^; si deter-
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mini sulla stessa generatrice un punto P tale che 

OP = /-(OP,, OP2,...OPn). 

Variando la generatrice, il punto P descrive sul cono una nuova linea I. La 
costruzione della tangente a questa linea si ottiene a < uesto modo. Si immagini 
il piano tangente al cono lungo la generatrice considerata; esso conterrà le 
tangenti alle linee l l2 ...ln ed I. Le normali alle linee lx ¾ — K contenute in 
φiesto piano incontrino la perpendicolare in O alia Γetta OP1P2...PnP in N^.-.N,, ; 
si determini su questa perpendicolare il punto N tale che 

0N = ā¾ ∞¾ + śk °Ni + • + ¾ °N-
La NP è normale alia cuΓva descΓitta da P, e la perpendicolare in P alia 

NP, contenuta nel piano tangente al cono è la tangente alia linea descritta da P. 

3. Si porti sulla Γetta OP che unisce il punto fisso 0 al punto variabile P 
d'una cuΓva un segmento PQ di lunghezza costante; conoscendo la tangente 
alia linea descritta da P, trovare la tangente alia linea descritta da Q (concoide). 

4. Si determini sulla retta OP che unisce il punto fisso 0 al punto P ďuna 
curva un punto Q tale ohe OP × OQ = A¾, ove k è un numero costante (inver-
sione). I piani normali alle linee descritte da P e Q, ed il piano perpendicolare 
nel punto medio di PQ passano per una stessa retta; le tangenti alle curve 
descritte da P e Q si incontrano in un punto di questo piano. Queste proposi-
zioni si possøno dedurre dalΓesercizio 2°, ovvero trattare in modo analogo a 
quello seguito al Gap. II, N. 22. 

5. L'inversa della spirale logaritmica, il centro d'inversione essendo un 
punto della perpendicolare al piano della spirale nel suo polo, è una curva 
sferica detta lossodromia. Essa taglia sotto angolo costante tutti i cerchi mas-
simi della sfeΓa passanti pel centro ďinversione. 

6. Da un punto fisso 0 si conduca una retta che incontri n superficie fisse 
nei punti P¿ P2 ...P«. Si determini su questa retta il punto P la cui distanza 
da 0 sia una funzione analitica delle distanze analoghe dei punti Pj P2 ...P«: 

OP = /“(OPi, OP3, ...OPJ. 

Variando la retta, il punto P descrive una superficie. II piano perpendicolare 
in 0 alia retta incontri le normali alle superficie date nei punti N£ N2... N«. Si 
determini il punto N, pure contenuto in questo piano, e tale che 

Ō Ñ ^ Ä , ^ + ¿¾ŌÑ^ + --- + d¾Ō¾5 

PEANO, tìeotn. infin. 9 
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Sara NP la normale alia superficie descritta da P. 

7. Si porti sulla Γetta OP, che unisce il punto 0 al punto variabile P di 
una superficie data, il segmento PQ di lunghezza costante. Variando P, il punto 
Q descrive una superficie, che si può considerare come la concoide della prima 
rispetto al polo 0. 

II piano perpendicolare in 0 alia OPQ incontri la normale alia superficie 
descritta da P in N. Sara NQ la normale alia superficie descritta da Q. 

8. Si determini sulla Γetta OP, che unisce il punto 0 al punto variabile P 
ďuna superficie, il punto Q tale che OP X OQ = k\ ove k è una costante data. 
Variando P, il punto Q descrive una seconda superficie (inversa della prima) 
Le noπnali alle superficie descritte da P e Q si incontrano in un punto del 
piano perpendicolare nel punto medio di PQ. 


