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Groupe des Obstructions pour les Deformations 
de Representations Galoisiennes 

Roland Gillard 

Un des themes les plus importants en theorie des nombres est l'etude 
du groupe de Galois absolu, GQ, de la cloture algebrique de (Q. Une 
des fagons possibles d'aborder ce probleme est de se concentrer sur 
les representations a coefficients clans une Zp-algebre noetherienne R : 
GQ -----+ GLN(R). Ces representations se factorisent en general par un 
quotient Gs de GQ par des groupes d'inertie en dehors d'un ensemble 
fini S : on a alors de hypotheses de finitude de presentation. Pour N = 1, 
on retrouve ainsi la theorie du corps de classes puisque c'est en fait le 
quotient abelien maximal qui intervient. La theorie des deformations de 
representations peut done etre vue comme une tentative pour generaliser 
la theorie du corps de classes en sortant du cadre abelien. 

Depuis l'article fondateur de Mazur [18], on sait que les problemes de 
deformation des representations galoisiennes sont (pro )-representables 
sous des conditions raisonnables; les anneaux sont de la forme R = 
O[[T1 , ... , Td]l/ I, avec O un anneau de Witt. On sait aussi, que pour 
que l'ideal I, ideal des relations soit nul (le probleme alors appele sans 
obstruction), il suffi.t qu'un certain groupe de cohomologie H 2 soit nul. 

Le but de ce travail est de preciser ce resultat en construisant et en 
etudiant un groupe d'obstructions, sous groupe du H 2 ci-dessus, et en 
montrant que le rang de ce groupe est exactement le nombre minimal 
de generateurs de I. On montre ensuite que ce groupe, ou une variante 
concernant la caracteristique p, est fabrique a l'aide de cup-produits 
de I-classes et aussi de produits superieurs analogues aux produits de 
Massey. 

La premiere partie reprend la methode de Vistoli [31] etudiant les 
relations et obstructions clans un cadre geometrique. 

Une question qui se pose done est de savoir si on peut trouver des 
exemples ou le sous groupe serait nul sans que le groupe de cohomologie 
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le soit. Une autre serait l'expression directe du sous-groupe en termes 
du probleme initial (par exemple le module galoisien de depart). 

Le paragraphe 1 decrit les conditions de Schlessinger d'existence 
d'une algebre universelle. Le paragraphe 2 axiomatise la methode de 
Vistoli 1 en supposant que le foncteur possede une theorie lineaire 
d'obstruction. Ceci permet de reprendre plus explicitement la construc
tion de R, d'introduire le groupe d'obstruction OF et de montrer que 
sa dimension et egale au nombre de relations dans R. Discuter les con
ditions d'existence d'une telle theorie nous aurait entraine trop loin, 
surtout que sur chaque exemple classique de foncteur de deformations, 
cette question ne presente guere de difliculte. Le paragraphe 3 s'interesse 
au cas introduit par Mazur des representations d'un groupe, cependant 
en adoptant le cadre plus general des schemas en groupes lisses comme 
dans Tilouine [30]. 

La deuxieme partie se concentre sur le cas des deformations de 
representations de groupes. Elle fait le lien entre la premiere partie 
et la question de Mazur portant sur la dimension relative de R, puis 
«calcule:» le groupe des obstructions en caracteristique p en montrant 
qu'on peut l'engendrer avec le cup-produit et des produits superieurs. 
Le §5 montre l'intervention des operations de Bockstein. 

La derniere partie developpe quelques remarques arithmetiques: re
tour sur la conjecture de Leopoldt dans le §6.1, nullite du groupe des 
obstructions dans le §6.2 et controle de l'ideal correspondant dans le § 
6.3. 

Premiere partie 

Groupe des obstructions 
Cette partie se place dans un cadre tres general analogue a celui de 

Schlessinger. 

§1. Foncteurs pour les anneaux artiniens 

1. 1. Categories 

On fixe un nombre premier pet une extension finie K de Qp, d'an
neau de valuation O, d'uniformisante 7f, de valuation 1r-adique v0 et de 
corps residuel k. Soit C la categorie des 0-algebres locales artiniennes 
completes de corps residuel k. Pour A dans C, on note mA son ideal max
imal. Pour n entier, on appelle Cn la sous categorie pleine des algebres A 

1je remercie A. Meza.rd qui m'a transmis !'article [31] 
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annulees par m}+l. On appelle 1-extension une surjection A'-----+ A dans 
C dont le noyau I est annule par ffiA'· Un morphisme de 1-extensions 
est un diagramme commutatif defini par des morphismes A' -----+ B' et 
A -----+ B. Une 1-extension est <lite petite si en plus I est un ideal prin
cipal. La categorie C est une sous-categorie pleine de la categorie C des 
0-algebres locales noetheriennes, completes de corps residuel k. 

1.2. Foncteurs 

On fixe un foncteur covariant F de C dans Ens la categorie des 
ensembles. L'espace tangent de Fest par definition tF = F(k[E]). Pour 
R un anneau de C, on note h R le foncteur Hom( R, •). On considere 
des couples (A, a) avec A dans C ou Cn et a dans F(A); un morphisme 
de couples (A', a') -----+ ( A, a) est un morphisme u : A' -----+ A tel que 
a= F(u)(a'). Si Rest dans C, uncouple (R,l) est R complete par une 
suite coherentes de ln E F(Rn), avec Rn = Rjm•J/1 . Un morphisme de 
couples (R, 0-----+ (A, a) est un morphisme (Rn, ln)-----+ (A, a) pour n assez 
grand. On <lit qu'un couple (R, l) represente (ou est universe! pour) F 
si le morphisme de foncteurs hR -----+ F : Hom(R, A) = Hom(Rn, A) -----+ 
F(A), p -----+ F(p)(ln) est un isomorphisme pour tout n et pour tout 
A dans Cn; Si un tel couple existe on <lit que F est pro-representable. 
On <lit que (R, l) est versel si ce morphisme est lisse: ceci revient a 
demander que pour tout morphisme de couples comme ci-dessus ou u 
est 1-extension, tout morphisme u : (R, l) -----+ (A, a) se releve en u' : 
(R, l) -----+ (A', a') rendant commutatif le triangle 

(A',a') 

/' l 
(R, l) -----+ (A, a) 

On <lit que (R, l) est une enveloppe si ce couple est versel et si de plus 
hR -----+ F induit un isomorphisme sur les espaces tangents: (mR/(7r) + 
m~)* -----+ F(k[E]). Enfin on <lit que (R, l) est n-versel (resp. est une 
n-enveloppe) si cet anneau est dans Cn et y est versel (resp. est une 
enveloppe) pour la restriction de F. Si (R, l) est versel (resp. m-versel) 
pour R dans C (resp. Cm), alors (Rn,ln) est versel (resp. (Rn,ln) est 
versel ou ln est l'image de lrn, pour n ::S: m). Cette remarque vaut aussi 
pour les couples universels ou les enveloppes. 

1.3. Conditions de Schlessinger 

Soit Fun foncteur de C vers Ens avec F(k) = {e}, !'ensemble a un 
point. Soit p: A'-----+ A et p': A"-----+ A deux morphismes de C. On a une 
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application canonique: 

(1) <I>: F(A' XA A") - F(A') XF(A) F(A"). 

Rappelons le theoreme fondamental de [28]. 

Theoreme 1. 1. Le f oncteur F a une enveloppe si et seulement si 
les 3 conditions suivantes sont verifiees: 
H 1. <I> est une surjection pour tout p et toute petite surjection p'. 
H2. <I> est une bijection si A= k et A"= k[E]. 
H3. tp est un k-espace vectoriel de dimension finie. 

De plus, ces conditions etant supposees satisfaites, F est pro-repre
sentable si et seulement si 
H4. <I> est un isomorphisme sip= p' et est une petite surjection. 

On sait en effet que H2 implique que tp est un k-espace vectoriel. Si 
Vest un k espace vectoriel de dimension finie, k[V] designe l'anneau kff; 
V ou la restriction de la multiplication a V x V est nulle. Par recurrence 
avec H2, on obtient un isomorphisme canonique: F(k[V]) ~ tp ©kV. 
Pour toute 1-extension de noyau I, p : A' ----+ A, l'isomorphisme A' xk 

k[J] ~ A' XA A', inverse de [28](2.16) induit compte tenu de Hl et H2 
une surjection: 

(2) F(A') X tp ©k I - F(A') XF(A) F(A'). 

Lemme 1.2. La surjection precedente munit F(A') d'une action 
de tp ©k I a : a' ----+ a• a', respectant les fibres de F(A') ----+ F(A) et y 

induisant une action transitive. 

Dans toute la suite on suppose que F verifie les conditions Hl,H2,H3. 

1.4. Fonctorialites 

1.4.1 Changement de I-extension 

Un morphisme de 1-extensions (A'----+ A) ----+ (B'----+ B), de noyaux 
respectifs I et J induit un diagramme commutatif 

F(A') 
! 

F(A) 

----+ F(B') 
! 

----+ F(B) 

ainsi qu'un morphisme tp@J----+ tp@J et F(A') ----+ F(B') est equivariant 
pour les actions decrites clans la section 1.3. 
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1.4.2 Changement de foncteur 

Un morphisme de fonteurs r.p : F -----+ F' verifiant tous les deux les 
conditions de Schlessinger induit un morphisme d'anneaux r.p* : R'-----+ R, 
de sorte que le diagramme naturel induit 

soit commutatif. 

§2. Obstructions 

2.1. Theorie lineaire des obstructions 

On dit qu'un foncteur F possede une theorie lineaire des obstruc-
tions si 

i) il existe un k-espace vectoriel TF 

ii) il existe pour chaque I-extension p: A' -----+ A de noyau I et 
chaque element a E F(A) un element op,a E T(J) := TF ®k I 
dependant fonctoriellement des donnees ( A' -----+ A, a). 

iii) Op,a est nul si et seulement si a est clans l'image de !'appli
cation F(A') -----+ F(A); on dit alors que a se releve a A'. 

2.2. Relevement maximal 

Soit A'-----+ Aune I-extension de noyau I et a E F(A). 

Lemme 2.1. Il existe un plus petit sous-ideal Ia de I tel que a se 
releve a Aa := A' I Ia. 

Ce lemme est deja clans [28], bas de la page 213: il suffit de considerer 
S !'ensemble fini non vide (il contient I) des ideaux K C I tel que a 
se releve a AK = A'/ K et d'observer que S est stable par intersection. 
En effet si K 1 et K 2 sont deux tels ideaux, quitte a agrandir K 1 sans 
changer K 1 n K 2 , on peut supposer que K 1 + K 2 = I; de sorte que 

et on conclut avec la surjection de (1) 

fournie par Hl et une recurrence pour etendre la propriete des petites 
extensions aux I-extensions. 
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2.3. Groupe des obstructions 

Il peut arriver que Tp soit trop gros; on va etudier ce qui intervient 
reellement, le groupe des obstructions qui est son sous-k-espace vectoriel 
0 p engendre par tous les elements (Id 0 cp) ( Op,a) fournis par les p et a 
avec p petite extension ainsi que cp: kerp-+ k induisant 

Ceci nous permet d'enoncer l'analogue de [31], resultat principal de cette 
partie: 

Theoreme 2.2. Soit F un foncteur verifiant les conditions de 
Schlessinger et ayant une theorie lineaire des obstructions, cf. 2.1. Soient 
r et s les dimensions respectives de tp et Op sur k: l'anneau (uni-)versel 
de F peut etre ecrit comme quotient d 'un anneau de series formelles sur 
0 a r indeterminees par un ideal de relations dont s est le nombre min
imal de generateurs. 

Ce theoreme ne sera demontre qu'en 2.7. Commenc;ons par quelques 
lemmes sur les op,a. 

Lemme 2.3. Soit p : A' -+ A une 1-extension de noyau I : Dp,a 
est dans le sous-groupe Op 0k I de Tp 0k I. 

Demonstration: Comme dans [31], on prend une base ei de I pour 
ecrire op,a = L oi 0 ei. Pour voir que les oi sont tous dans Op, on utilise 
la fonctorialite des Op,a en considerant l'ideal Ii engendre par tous les ej 
sauf ei ainsi que la petite extension A'/ Ii -+ A. 

Ceci permet de preciser le lemme 2.1 en choisissant une base wi, i = 
1, • • • , s de Op; en reprenant les memes notations, on peut alors ecrire 

'-'i=s Op,a = L,i=l Wi 0 xi avec Xi EI. 

Lemme 2.4. L'ideal Ia est engendre par les Xi. 

Demonstration: Soit J l'ideal engendre par les Xi- L'image de Op,a 
dans Op 0 I/Jest nulle done a se releve a AJ; par minimalite, Ia c J. 
Comme a se releve a A/ Ia, l'image de 0p,a dans Op@I I Ia est nulle, ce qui 
impose la nullite des images de chaque Xi dans I I Ia, d'ou JC Ia. Ceci 
se voit comme plus haut en utilisant la petite extension correspondant a 
un supplementaire de la k-droite engendree par l'image de Xi dans I/ Ia; 
on forme ainsi un quotient de Aa ou a n'a pas de relevement, ce qui est 
absurde. 
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2.4. Construction d'une 1-enveloppe 

On part de Ro = k[tj,,]. On prend une base ei, i = 1, · · · , r de tF 
et on appelle e:; la base duale, on considere l'anneau A = Ar des series 
formelles a r variables X 1 , · · · , Xr sur O, Xi correspondant a er. On a 
canoniquement tA -:::c tF. On munit A de VA, la valuation mA-adique. 
On peut completer Ro par fo de fa<;on a obtenir un couple universe! 
dans la categorie Cb des O-algebres A annulees par ( 1r) + m~. En effect 
Ro -----+ k possede une section done l'element de F(k) se releve dans R 0 . 

H2 implique que !'application (1) est une bijection ce qui montre que 
F(Ro) est en bijection avec tF ®k tj,, -:::c End(tF ). Il est alors facile 
de voir que Lei 0 er est universe! puisqu'il correspond a l'identite de 
End(tF ). 

Partant de (Ro, fo) comme plus haut, considerons la I-extension 
R1 = A/m~ -----+ R 0 : le noyau est l'ideal engendre par l'image de 1r. On 
a une obstruction au relevement de fo a R1 , o1 = w 0 x, ou x peut 
etre pris egal a O OU a l'image de 1r et on obtient un ideal qu'on note 
11 dans A/m~ d'image reciproque notee Ii dans A: 11 est nul ou peut 
etre engendre par 1r. Ce dernier cas correspond a des deformations 
limitees a la caracteristique p. On choisit un relevement quelconque 6 
a R 1 : =A/Ii, cf. 2.4 pour !'existence. L'anneau R 1 admet toujours tF 
comme espace tangent. 

Lemme 2.5. Le couple (R1,6) est une 1-enveloppe. 

Demonstration: Il suflit de prouver que ce couple est 1-versel. On 
se place dans la situation de 1.2 avec A' -----+ A une petite extension de 
C1 . La premiere etape consiste a simplement completer le diagramme de 
O-algebres: 

(3) 

avec une diagonale montante R 1 -----+ A'. Utilisant que Ro est versel dans 
Cb pour obtenir 

avec Ao = A/(1r) et Ab = A' /(1r), d'ou un relevement de R 1 -----+ A en 
ub : R 1 -----+ A X Ao Ab -:::C A' j f X Ao A' j ( 7f) ':::c A' j f n ( 7f). 
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Soit J = In ( 7r); il reste a relever Uri : R l - A' I J a .A'. Considerons 
alors le diagramme: 

obtenu en relevant Uri a A et observant que ce relevement se factorise 
par R1. De plus, Uri induit la deuxieme ligne du diagramme suivant: 

R1 -'> A' 
l l 

Ro - A'/(7r) 

Par fonctorialite des obstructions aux relevements, l'image de o1 E Tp 0 
7r R1 dans Tp 0 7r A' est nulle; ainsi l'image de Ii est nulle dans 7r A', si 
bien que l'homomorphisme R1 -; A' se factorise par R 1 fournissant le 
relevement u': R 1 -t A' de u recherche dans cette premiere etape. 

Il reste maintenant a modifier u' pour que le diagramme de couples 

(A',a') 
/' l 

(R1, 6) -t (A, a) 

soit commutatif. Pour cela, on considere le diagramme: 

Hom(R1,A') -t 

l 
Hom(R1 ,A) -t 

F(A') 

l 
F(A) 

les fleches horizontales etant definies par V-'> F(v)(~1)-
Sur la fibre de u dans la premiere colonne, cf. lemme 1.2, on a 

une action homogene de tR, ® I, sur celle de a dans la deuxieme, une 
action homogene de tp@I; les deux elements de F(A') sont relies par un 
u E tp@I: a'= u•F(u')(6)- Si on identifie tR, a tp il suffit de prendre 
v =CJ• u' pour assurer a'= F(v)(6) et achever la demonstration. 

2.5. Construction d'une n-enveloppe 

On suppose construit un couple (Rn, ~n), qui soit une n-enveloppe 
pour F; nous construisons main tenant une ( n+ 1 )-enveloppe ( Rn+ 1 , ~ n+ 1). 

Les raisonnements ressemblent a ceux developpes pour passer de Ro 
a R 1 . On suppose que Rn est de la forme A/ In avec In ideal con
tenant m~+l. On considere la I-extension Rn+l = A/mAin -'> Rn et 
~n; on applique le lemme 2.4 en ecrivant !'obstruction au relevement 
On+l = I:::~ Wi 0 Ui, en utilisant la meme base de Op et des elements 
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Ui de In/mAin qu'on releve par des elements de meme nom dans In. 
L'ideal In+l qu'ils engendrent avec ffiAin dans A definit,le quotient max
imal Rn+l de Rn+l OU ~n se releve. On choisit un relevement ~n+l· 

Lemme 2.6. Le couple (Rn+l,~n+i) est une (n+ l)-enveloppe. 

Par recurrence, on deduit que In+l C (1r) + mx si bien que l'espace 
tangent de Rn+i est bien egal a celui de F. Il suffit done de verifier la 
(n + 1)-versalite en procedant en gros comme dans le lemme 2.5 avec 
une petite extension maintenant dans Cn+l et des morphisme de couples 
(Rn+l,~n+1)----> (A,a) et (A',a')----> (A,a). 

La premiere etape consiste a completer le diagramme de O-algebres 

A' 
(4) 1 

Rn+l ----> A 

avec un morphisme Rn+1 ----> A'. En utilisant la propriete de lissite 
incluse dans l'hypothese de versalite du couple (Rn, ~n), on commence 
par deduire !'existence d'un relevement au produit fibre Ax An A~, OU An 
(resp. A~) designe le quotient de cet anneau par la puissance (n+l) ieme 
de l'ideal maximal. Cet anneau s'identifie a A' I Jn+l avec Jn+l = In 
m};1 . On releve alors le morphisme Rn+l ---->A'/ Jn+l en un morphisme 
A ----> A'. Comme le noyau de A' ----> A est annule par mA', et que le 
noyau de A----> Rn+i est In+l, on voit que mAin+l est dans le noyau de 
ce relevement: on a une factorisation en Rn+l ----> A'. On considere alors 
le diagramme 

Rn+l ----> A' 
(5) 1 1 

A' n 

pour conclure que le noyau de Rn+l ----> A' contient In+l par le meme 
argument de fonctorialite des obstructions. Dans la deuxieme etape, on 
ajuste alors le relevement trouve grace au lemme 1.2 et a l'isomorphisme 
tRn+i ®I.'.::', tp ® I comme dans la section 2.4. 

2.6. Sur les generateurs de In 

Dans cette section, on reprend la methode de [31] pour etudier In. 

Lemme 2. 7. La famille des ideaux In verifie la relation de recur-
rence: 
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Demonstration: L'inclusion du membre de gauche dans In est claire. 
La surjection naturelle qui en resulte est un isomorphisme par unicite 
de l'enveloppe de F dans Cn cf. [28] prop. 2.9. 

Considerons des elements de A, Ui (i = 1, · · · , s), comme dans 2.5 
dont les images engendrent In+i/mAin; soit Jn+l l'ideal de A engendre 
par ces Ui: on a done In+l = ffiA ·In+ Jn+l· 

Lemme 2.8. On a les egalites d'ideaux de A 
i) In = mAH + Jn+l, 
ii) In+l = mA+z + Jn+l· 

Demonstration: L'inclusion mAH C In se voit par recurrence 
puisque mAin C In+l· De plus les ui sont dans In+l C In. 

On a aussi In = mA+l + In+l = mAH + ffiA · In + Jn+l et on en 
deduit i). En reportant dans la relation In+l = ffiA ·In+ Jn+l, on en 
tire ii) grace au lemme de Nakayama. 

Rappelons le lemme elementaire [31] (7.11). 

Lemme 2.9. Soit M un module de type fini sur un anneau local A; 
Deux systemes de generateurs Xi et Yi ( i = 1, · · · , s) ayant meme nombre 
d'elements sont relies par une matrice carree inversible e = (0i,j) a 
coefficients dans A : Yi = E~ 0i,jXj. 

Lemme 2.10. Les ideaux In peuvent etre engendres par mA+l 
et s polynomes ln) de degre ::; n de Jai;on a avoir: Ji(n) = Jt+l) 
mod mA+1 . 

Demonstration: Fabriquons les Jt) par recurrence en prenant comme 

JP) les ui trouves en 2.4. On peut les choisir de degre :S 1. Appliquons 

le lemme 2.9 aux Ui de 2.5 et aux ln) en prenant comme module le 
quotient In/mA+l et en tenant compte du lemme 2.8 i): on touve des 

0i,j E A tels que Jt) = E~ 0i,jUj mod mA+1 ; on peut done engendrer 
l n+2 d f(n+l) l f(n+l) _ '°'s O d n+2 n+l par mA et es i te s que i - L..,i i,jUj mo mA . 
Pour cela on peut choisir Jt+l) de forme ln) + gjn+l), gjn+l) somme 
de mono mes aXf l • • • x;:r avec VA ( aXf1 • • • x;:r) = n + 1. 

Ainsi chaque suite ln) est convergente vers une limite Ji dans A. 
Si on note I l'ideal engendre par les Ji, on a In = mA+l + I et il est clair 
que, en posant R = A/ I et en appelant ( la suite des (n, le couple (R, () 
est une enveloppe pour F. 

2.7. Demonstration du theoreme 2.2 
On procede comme dans [31]. Notons ln l'image de I (ou de In) 

dans An= A/mAH : Le lemme d'Artin-Rees implique que la surjection 
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canonique I/mAI -----t ln/mAln est un isomorphisme pour n assez gros. 
Considerons la situation de 2.5 avec la 1-extension Rn+l = A/mAin -----t 

R.-,, = A/ In et le couple (Rn, ~n); !'obstruction a relever ~n a deja ete 
ecrite sous la forme On+l = I:!:~ Wi ® ui, en utilisant notre base wi de 
Op et des elements Ui de In/mAin. Pour i fixe, choisissons une petite 
extension Pi : A: -----t Ai, un element lli E F(Ai) et cp : kerpi ~ k de 
fa<;on que Wi soit egal a cp(op,aJ E Op. On construit un diagramme 
commutatif: 

(6) 
JI: Rn+i 

1 
Ii : R.-,, 

-----t A: 
1 

-----t Ai 

En fait puisque A~ est supposee etre dans Cn, JI se factorise par le 
quotient de Rn+l par la puissance n+ 1-ieme de son ideal maximal, soit 
encore le quotient Rn de A par mAI + m~+l, nous dormant le nouveau 
diagramme commutatif 

(7) 
ft: Rn 

1 
Ii : R.-. 

-----t A: 
1 

-----t Ai 

L'obstruction a relever ~n a Rn est l'image On+l I:!:~ Wi (8) Ui de 

On+l = I:!:~ Wi®Ui dans Op@l n/mAln. Par restriction aux noyaux, ft 
induit un homomorphisme 1 n/mAln ~I+ m~+l /mAI + m~+l -----t ker Pi 
d'ou 

envoyant par fonctorialite On+l Sur Wi- L'element On+i = I:!:~ Wi (8) Ui 
fournit une application (ln/mAln)* -----t Op : g -----t (Id® g)(on+1). Le 
raisonnement precedent montre que pour n assez gros pour que Cn conti
enne toutes les algebres A~, i = 1, · · · , s, cette application est surjective; 
ceci montre bien que s est le nombre minimal de generateurs de In, done 
de I. Ceci acheve la demonstration du theoreme 2.2. 

(8) 

2.8. Generateurs de I et fonctorialite 

On a un diagramme commutatif: 

il>n -
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avec ¥"n et Sn surjectives et in injective. Pour n assez gros <.Pn est 
bijective. La demonstration du lemme 2.10 montre que Imin, l'image 
de in, est engendree par les Ui- On deduit du precedent un nouveau 
diagramme 

(9) 
In+i/mAn+Jn+l ~ In/mAnin. 

in'\. Sn/' 
Imin 

De plus l'application canonique 

induit un isomorphisme <.I> : Im in+l ----t Im in pour n assez grand. Notons 

maintenant ut) l'element de A note Ui clans 2.6. On voit ainsi que dans 

le raisonnement du lemme 2.10, on peut prendre Jt) = uin) mod m~+1, 
1 f (n+l) (n) d n+2 O . on a a ors i = ui mo mA . n remarque que, pmsque On+2 

s'envoit sur On+l, <.Pn(uin+l)) = uinl, si bien que les congruences ci
dessus sont verifiees par recurrence pour tout entier m > n : On peut 
done assurer l'egalite 

Ceci prouve la consequence suivante de 2.1 ii): 

Proposition 2.11. On suppose que les s generateurs Ji, ... , ls 
de I sont choisis com me on vient de le fa ire. Et ant donne une petite 
surjection p : A' ----t A et un element a de F(A), correspondant a un 
homomorphisme <.I> : Rn ----t A pour n assez gros; pour tout <I> : A ----t A' 
relevement de <.I>, on a 

Deuxieme partie 

Deformations de representations 

§3. Relations pour les deformations de representations 

3.1. Theorie de Mazur 

Fixons un groupe II verifiant les conditions de finitude de [18]: on 
demande que la pro-p-completion de chaque sous-groupe ouvert ait un 
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nombre fini de generateurs topologiques. Comme dans [30], considerons 
un schema en groupes G lisse sur 0, lineaire, reductif et deploye. On 
note ZG son centre; pour un tel groupe, on note G le groupe algebrique 
sur k defini par sa fibre speciale ainsi que g l'algebre de Lie de G. 

On fixe une representation p: IT----+ G(k). Pour chaque O-algebre A 
artinienne on considere VA l'ensemble des representations p : II----+ G(A) 
qui par composition avec G(A)----+ G(k) donnent p. On forme le quotient 
F(A) de VA par l'action par conjugaison de G(A) = ker(G(A)----+ G(k)). 
On obtient ainsi un foncteur F. On sait, par [30] (prolongeant [18]), que 
F est representable moyennant des conditions sur le centre: il suffit 
qu'au niveau des composantes connexes, le centralisateur de l'image de 
p dans G soit egal au centre de G et que le centre de G soit formellement 
lisse sur 0: en effet, dans ces conditions les hypotheses Hi de 1.3 sont 
verifiees. Pour toute 1-extension de noyau I, l'application exponentielle 
induit une suit exacte 

0 ----+ g 0k I----+ G(A') ----+ G(A) ----+ l 

si bien, cf. [15], que la question des relevements d'une representations 
II ----+ G(A) a G(A') s'etudie a l'aide de la cohomologie de II a valeurs 
dans g 0k I. Ce k-espace vectoriel est considere comme un II-module 
grace a l'action adjointe de G(k) sur g composee avec p. On en deduit 
que 

tF ~ H 1 (II,g). 

Il est aussi classique, cf. [18] et [30], qu'en prenant 

on obtient une theorie lineaire des obstructions. 

3.2. Description de l'anneau universel 

Le foncteur possede done toutes les proprietes decrites plus haut. 

Theoreme 3.1. Soit F le foncteur des deformations de p et OF le 
sous k-espace vectoriel de TF = H 2 (IT, g) engendre par les obstructions 
des petites extensions. Designons par r et s les dimensions respectives de 
H 1 (II,g) et OF sur k: l'anneau universe[ R de F peut etre ecrit comme 
quotient d 'un anneau de series formelles sur O a r indeterminees par 
un ideal de relations dont s est le nombre minimal de generateurs. 

En commentaire, la question cf. [18] et [30] sur l'egalite de la di
mension relative de R sur O ( dans un contexte de corps de nombres) se 
decompose en deux parties: 
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Question 3.2. i) L'anneau R est-il une intersection complete rel
ative sur O? 

ii) Le k-espace vectoriel H 2 (II, g) est-il engendre par les obstructions 
definies par toutes les petites extensions? 

11 est interessant de remarquer que la demonstration classique, cf. [18] 
et [30], de l'inegalite dimH2 (II, g) ;::: dimk(h/mAI) se fait en prouvant 
que !'application canonique definie par ~n (n assez gros) 

est injective; cette application se factorise evidemment par Op et la 
methode suivie ici montre en fait (In/mAin)* _____, Op est surjective; elle 
est aussi injective puisqu'on a vu que s = dimk Op majore le nombre 
minimal de generateurs de I. 

Remarque: La dimension relative est en fait remplacee clans [18] 
et [30] par la dimension de la fibre speciale i.e. celle du quotient R/n R. 
On a alors un enonce analogue au precedent en rempla<;ant Op par son 

sous k-espace vectoriel O}f) engendre par les obstructions des petites 
extensions annulees par p. Le but des § suivants est de calculer ce sous 
k-espace vectoriel, cf. 4.4. 

§4. Obstructions et produits de Lie-Massey 

Pour II et p comme en 3.1, on cherche a calculer les obstructions 
fournies par les petites extensions. On va faire le lien avec le produit de 
Lie-Massey dont on resume la definition. La methode reprend les idees 
de Laudal [16] et [17] 2 . Elle utilise une recurrence basee sur le calcul 
preliminaire suivant. 

4.1. Calcul de !'obstruction pour une I-extension 

On fixe une I-extension p: A'------, A de noyau I. Soit p: IT------, G(A) 
une representation. On releve pen une application notee p : IT_____, G(A') 
on deforme pen p' defini par p'(g) = [1 +8(g)]p(g) ou 8 : IT_____, g@mA' et 
pas seulement g 0 I. Soient a le 2-cocycle associe a p et a' celui associe 
a p'. Le premier calcul exprime a' a l'aide de a et 8. 

Lemme 4.1. 1) La composition de p' et de G(A')------, G(A) est un 
homomorphisme si et seulement si on a: d8 - 8 U 8 + a E g 12) I. 

2) Si cette condition est verifiee, alors a' = d8 - 8 u 8 + a. 

2je remercie J. Bertin qui m'a signale l'existence de [16] et m'a incite a 
regarder les produits de Massey 
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Demonstration: On commence par le calcul ou les produits sont 
calcules a partir de ceux de Mn(k): 

(1 + a'(g, h))[l + 8(gh))]p(gh) 

= [1 + 8(g)]p(g)[1 + 8(h)]p(h) 
= [1 + 8(g)]p(g)[l + 8(h)]p(g)- 1p(g)p(h) 
= (1 + 8(g)](l +9 8(h)](l + a(g, h))p(gh) 
= (1 + 8(g) +9 8(h) + 8(g).98(h)](1 + a(g, h))p(gh) 

(1 + a'(g, h))[l + 8(gh))] 
= [1 + 8(g) +9 8(h) + 8(g).9 8(h)](1 + a(g, h)) . 

Comme p est un homomorphisme, a est a valeurs dans g (8) I et annule 
par mA' done par les valeurs de 8; le membre de droite est done egal a 

1 + 8(g) +9 8(h) + 8(g).9 8(h) + a(g, h) . 

En regardant l'image dans G(A) on voit a quelle condition l'egalite 
precedente modulo I est verifiee avec a' = 0 mod I d'ou la partie 1). 
Pour la partie 2), grace a l'hypothese, a' est a valeurs dans g@ Jet est 
aussi annule par mA' done par les valeurs de 8: le membre de gauche se 
simplifie en 1 + a'(g, h) + 8(gh). Ainsi: 

a'(g, h) =9 8(h) - 8(gh) + 8(g) + 8(g).9 8(h) + a(g, h) , 

ce qui prouve la formule. 

4.2. Produits de Lie-Massey 
On resume les definitions, deja anciennes de Retakh (25,26]. On 

notera que celles ci ont ete aussi introduites pour des considerations 
topologiques par Tanre (29]. 

On travaille avec une algebre de Lie graduee L = ffinLn munie d'un 
crochet [·' ·] : L X L -+ L, homogene: [Lp, Lq] C Lp+q antisymetrique 
(au sens gradue): 

(10) [y, x] = (-l)pq+l[x, y] , 

X E Lp, y E Lq, et verifiant l'identite de Jacobi 

(11) (-l)PT[x, [y,z]] + (-l)qP[y, (z,x]] + (-1rq[z, [x,y]] = 0, 

si X E Lp, y E Lq, z E Lr. Pour un element de Ln, on introduit sa 
variante x = (-l)n+lx; on pose !xi= n, on a done 

(12) x = x six E L1 . 
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On suppose L munie aussi d'une structure differentielle d : LP -+ Lp+l 
telle que d(x LJ y) = dx LJ y + (-l)lxlx LJ dy et d2 = 0. 

Etant donne n elements E1, ... , En de la cohomologie H(L) de L, on 
appelle donnee de definition du produit [Ei, ... 'Enl, une famille d'ele
ments 8r de L, indicee par les sous-ensembles propres (ni vides, ni tout) 
de {1, ... , n}, telle que 81, ... , 8n representent respectivement E1, ... , En 
et soumise a la condition (13) suivante. Pour chaque sous-ensemble I, on 
considere les partitions regulieres I = J U K en sous-ensembles propres 
disjoints avec inf(J) < inf(K) 

(13) d8r = L E(J, K)[8J,8K] , 
(J,K) 

OU (J, K) parcourt l'ensemble partitions regulieres de I et E(J, K) designe 
un signe habilement choisi (c'est +1, si les Ei sont de degre impair). La 
cochaine 

(14) L E(J, K)[8J, 8K] , 
(J,K) 

ou (J, K) parcourt maintenant l'ensemble partitions regulieres de 1, ... , n, 
est en fait un cocycle [26], prop. 1.6. Le produit de Lie-Massey ([25], 
[26]) ou de Whitehead ([29]) [E1 , ... , En] est alors defini comme la classe 
du cocycle de (14). 

On sait construire une telle structure L en partant d'une algebre 
graduee (associative): il suffit de definir un nouveau produit en posant 
[x, y] = xy - (-l)lx[•IYlyx. Un exemple (a un detail ennuyeux pres) de 
telle L est fourni par le complexe de cochaines d'un groupe a valeurs 
clans une sous-algebre de matrices g C MN(k), en prenant le produit 
(associatif) CP(IJ,g) X Cq(II,g)-+ cp+q(II,g): x,y-+ z = xUy defini 
par 

(15) Z(g ) - (-1)lx[.[y[ ( ) 91···9v ( ) l,··· ,gp+q - X g1, ... ,gp · Y gp+l,··· ,gp+q · 

Notons m la multiplication des matrices MN(k) ® MN(k) -+ MN(k) et 
L l'involution A® B-+ B ® A clans MN(k) ® MN(k): Le cup produit U 
est induit par fonctorialite par m. Sur la cohomologie HP+q (II, g ® g) un 
produit d'une chaine de degre pet d'une chaine de degre q est tranforme 
par L par multiplication par le signe ( -1 )Pq. 

On notera x LJ y le crochet x Uy - (-l)Pqy U x obtenu plus haut. 
11 provient du produit clans MN(k) ® MN(k) -+ MN(k) en appliquant 
le morphisme deduit par fonctorialite ffi - ffi O l, c'est a dire le cro
chet de Lie: Comme g est une sous-algebre de Lie, on tombe en fait 
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bien dans HP+q(IT,g). Pour L"(II,g) = C-(II,g), on parlera de l'algebre 
differentielle graduee (ADG) pour le produit U et d'algebre de Lie 
differentielle graduee (ALDG) pour le produit LJ. Ainsi la relation de 
commutativite (10) n'est verifiee que sur la cohomologie, ce qui ne 
change pas le resultat clef de (26]; c'est le detail evoque plus haut. On 
rajoutera quasi (QALDG, QADG) pour marquer que la relation de com
mutativite n'a lieu qu'a homotopie pres. 

Pour des classes de cohomologie 8 et Ede degre 1: 

(16) 0 LJ E = 0 LJ E + E LJ O , 0 LJ O = 0 . 

4.3. Obstructions et produits de Lie-Massey 

On se place dans la situation pure et on va voir que !'obstruction de 
4.1 est donnee par un produit de Lie-Massey. Considerons l'anneau 

U(m) = k[t1, ... , tm]/[t~, ... , t;.] 

ainsi que son quotient U(m) par l'image du mon6me t1 ... tm. On sup
pose donnee une representation a valeurs dans G(U(m)) et on cherche 
!'obstruction a la remonter dans G(U(m)). Comme U(m) ---+ k a une 
section on peut prendre p = 75 dans le lemme 4.1. Une base de l'deal max
imal de U(m) est donnee par les mon6mes x1 = Xi1 ••• xi,, 1 :::; t :::; m. 
En enlevant x1 ... Xm, on obtient une base de U(m). Ainsi avec les no
tations du lemme, la deformation generique de 75 a U(m) est donnee par 
p'(g) = (1 + 8(g)]p(g); on peut decomposer 8 E g 0mu(m) en 'E, 81 0 x1, 
somme sur les sous-ensembles non vides de {1, ... , m }. 

La partie 1) du lemme dit a quelle condition on a une deformation 
de 75 a U(m) : d8 = 8 U 8 mod (x1 • • • xm)- On decompose sur la base 
de mon6mes: en regardant les termes de degre 1, il faut deja que les 
81, . . . , Dm soient des 1-cocycles. On note E 1, . . . , Em leurs classes. En 
degre superieur, on obtient d81 = 'E,8J U 8K, somme sur toutes les 
partitions de I en reunion disjointe de sous-ensemble non vides J et K. 
Mais J et K jouent un role symetrique done en restreignant la somme 
aux partitions regulieres ( J, K): 

en remarquant que les classes de depart Ei sont de degre 1; ainsi la 
representation II---+ G(U(m)) equivaut a une donnee de definition pour 
le produit de Lie-Massey (E1, ... , Em] en prenant L(II,g) comme ALDG: 
celui-ci (formule (14)) est alors donne par !'inverse de la classe de a' 
(notations du le'r:nme 4.1). 

En considerant le cas m = 2 et en faisant varier E1 et E2 , on obtient 
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Proposition 4.2. Le groupe des obstructions contient l'image 
Hei(IT,g) du cup-produit LJ: H 1 (11,g) x H 1 (11,g)------, H 2 (11,g). 

4.4. Produits de Laudal en caracteristique p 

On reprend la construction de l'anneau universe! de 2.5: la theorie 
ressemble a celle de la prop. 4.2, a la complication pres que les monomes 
ne sont plus lineairement independants sur k et que les carres ne sont 
plus nuls; on va expliciter les obstructions On+i, ou plutot leur image en 
caracteristique p. On rappelle le diagramme issu de 2.5: 

Rn+l 
'Pn 

Rn ---------, 

(17) !Pn+i "-,,Pn ! Pn 
Rn+l ---------, Rn 

'Pn 

Soit S, resp.Sn, resp.Sn, la reduction de R, resp.Rn, resp.Rn modulo 1r: 

sn+i 
'Pn 

Sn ---------, 

(18) !Pn+i "-,,pn ! Pn 
Sn+l ---------, Sn 

'Pn 

On choisit une base Bn de monomes pour Sn et une bi:tse Bn+l de 

monomes pour le quotient ker 'Pn de mn+l /mn+2 • On note B~+l la 

reunion de Bn et Bn+l 3 • On peut assurer par recurrence que B~+i 

contienne Bn+l· 

(19) 

Lemme 4.3. Tout monome s'exprime mod Jj a l'aide de B~+1 : 

Xv= L f3vµXµ mod (1r) + J + mn+2 

µEB~+l 

Soit Pn un relevement de pa Sn : Pn peut s'ecrire sous la forme 

Pn(g) = [1 + L8µ(g) ® xµ]p(g) 

somme Sur Bn. On releve Pn a Sn+l en Pn+i(g) = [1 + '2:,8µ,(g) ® _, 
xµ]p(g) somme sur Bn+l et on cherche !'obstruction ace que Pn+l soit 

un homomorphisme. Comme Sn+l ------, Sn est une 1-extension, le lemme 
4.1 donne la condition sur les 8µ, µ E Bn: 

(20) 

3- -, 
Bn et Bn+l correspondent respectivement a des bases des gradues Gr( Sn) 

et Gr(Sn+1) 
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ou dans le deuxieme membre v1 et v2 parcourent Bn. Leur somme n'est 
plus dans Bn, mais le lemme 4.3 permet de decomposer sur Bn les deux 
membres de l'egalite de la partie 2) du lemme 4.1; en identifiant alors le 
coefficient de x µ: 

(21) d8µ = L /3v1 +v2 µ 8v1 U 8v2 

V1V2 

On voit alors en appliquant la deuxieme partie du lemme 4.1 et la 
famille d'egalites precedentes que l'obstruction On+l mod p est egale 
a la somme sur Bn+l 

(22) 

Par definition, pour µ E Bn+i, la variante a la Laudal du produit 
de Lie-Massey des classes Ei des 8i (coefficient du generateur Xi, i = 
1, ... , r) est la classe E(µ) du coefficient aµ = ~vi v2 f3v 1 +v2 µ ( 8v1 U 8v2 ) 

de xµ dans l'expression ci-dessus. Elle necessite la donnee des 8v, v E Bn 
verifiant (20) avec les coefficients /3vµ comme dans le lemme 4.3. 

Remarque: On fera attention au fait que les 8v ne sont pas des 
COCYCLES. On ne peut done decomposer leurs classes. 

En s'appuyant sur §2. 7, et en notant B= la reunion de des Bn+l, n 2". 
1, on obtient 

Theoreme 4.4. Le groupe oy,!l des obstructions des deformations 
de pen caracteristique pest le sous-groupe HJ>L(II,fl) de H 2 (II,fl) en
gendre par les produits de Laudal E(µ) avec µ E B=. Il contient le groupe 
HG(II,fl). 

Question 4.5. Peut-on faire un lien entre la filtration de II et 
celle de H 2 ? 

Remarque: R peut etre construit par recurrence a l'aide de L(II, f1). 
On trouve les /3vµ, ~n et done 8v pour v dans Bn, on en tire alors aµ; 
ceci permet de completer le sous-groupe de H 2 • En en prenant une base 
Wi et en decomposant On+l dessus, on obient Sn+l comme dans 2.5. 11 
serait interessant d' associer directement a Run L(R) et de verifier qu'il 
est homotope a L(II, fl). 

La construction exhibe en fait un groupe d'obstruction de niveau 
:S: n + 1, H~+l (II, fl) et on a la suite d'inclusions: 
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§5. Operateurs de Bockstein 

On cherche a quitter la caracteristique p. 
Commem;ons par discuter l'obstruction initiale definie par le passage 

de Ro= k[q, ... ,Er] a R1 = O[X1, ... ,Xr]/m2 , cf. 2.4. Une premiere 
obstruction se presente: peut-on relever 75 a G(O/(n2 )): si non, 1r est 
dans l'ideal I des relations et toutes les deformations restent en car
acteristique p. Dans la suite de ce §, on suppose qu'un tel relevement 
p existe, ce qui est le cas dans les situations provenant de la geometrie 
arithmetique ( courbes elliptiques, formes modulaires). 

L'etape suivante etudie !'obstruction liee au monome nXi, i fixe; 
pour cela on prend la 1-extension avec A' = O[Xi]/(n2 ,X;) et A= 
O[Xi]/(n,X;) = k[Ei]- Le noyau de l'homomorphisme p : A' --+ A 
est engendre comme k-espace vectoriel par 1r et 1r Xi. Le noyau de 
l'homomorphisme de groupes G(A')--+ G(A) est 90[01r+01rXi]- Mais 
Xi correspond a un morphisme II--+ G(k[Ei]) : Pi(g) = [1 + (\(g)Xi]p(g) 
avec fji cocycle a valeurs dans k. On le remonte dans 0/(n2 ): ce n'est 
plus un cocycle mais son bord definit un 2-cocycle a valeurs dans le noyau 
9001rXi. Avec l'aide du lemme 4.1, on constate done que cette obstruc
tion dans H 2 (II, 9 18) On Xi)-.'.::'.. H 2 (II, 9) est l 'image de la classe de bi dans 
H 1 (II, 9) par !'operation de Bockstein, donnee par le cobord de la suite 
exacte de cohomologie definie par 9 --+ 92 --+ 9 ou 92 est la sous-algebre 
definie par G dans Mn(O/(n2 )). On deduit alors facilemant: 

Proposition 5 .1. L 'ideal des relations contient l 'uniformisante 
1r si et seulement si 75 n'a pas de relevement a O/(n2 ). Si de tels 
relevement existent, I 'image de I modulo I 'ideal ( n 2 , XiX1, i et j = 
1, ... , r) contient la classe de nXi si et seulement si l'image du l
cobord 8i, correspondant par dualite a la variable Xi, par !'operation 
de Bockstein H 1 (II,9) --+ H 2 (II,9) est non nulle. Le sous-groupe des 
obstructions a relever 75 a O[X 1, ... , Xr ]/ ( n 2 , XiXj, i et j = 1, ... , r) 
est engendre par l'image de !'operation de Bockstein. 

Remarque: Cette proposition est interessante pour discuter sur les 
exemples la question 3.2 puiqu'elle explicite des elements du H 2 qui sont 
dans OF. 

Question 5.2. on peut continuer en ecrivant des suites de Bock
stein, mais assez vite on bute sur les problemes de denominateurs en 
caracteristique p (cf. formule de Campbell-Hausdorff): peut-on remon
ter a O en utilisant des vecteurs de Witt? 
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Troisieme partie 

§6. Questions arithmetiques 

On se place clans la situation des extensions de corps de nombres. 
On part de 75 une representation du groupe de Galois G F = Gal( Q/ F), 
pour Fune extension de Q de degre fini. Soit K = F(75) !'extension de 
F definie par le noyau de 75 et G = Gal( K / F). Soit S un ensemble de 
places de F contenant les places de ramification de 75 ainsi que les places 
au dessus de pet oo. Designons par Ks (resp. Fs) la plus grande p

extension de K (resp. de F) non ramifiee en dehors des places au dessus 
de Set posons II= Gal(Ks/ F), P = Gal(Ks/ K) et Gs= Gal(Fs/ F); 
soit G, 0, k comme avant. On considere 75 comme une representation 
de II. 

6.1. Sur Gs 
On resume des resultats de [13], cf. aussi [21], et on explicite [18] 

1.10 lemme 4 en termes de cup-produits clans la cohomologie de Gs. Les 
invariants principaux de Gs sont son nombre de generateurs: 

d(S) = r 2 + 1 + r(S) , 

et son nombre de relations: 

r(S) = L 8v - 8 + /Js , 
vES 

ou /Js designe la dimension de Bs = Hom(Vs, Z/pZ) et Vs le groupe 
quotient par F* du groupe des x E F* qui sont des puissances locales 
p-iemes clans S et qui engendrent un ideal qui est aussi une puissance 
p-ieme. 

Si la representation 75 est a valeurs clans le groupe lineaire GLN(k) 
et si N = 1, R est simplement Zp[[G'.t]]. Soit b.. le defaut de la con
jecture de Leopoldt ( cf. [32]); il intervient clans une decomposition 
cab..'.::'.; zr2 +H6. E9 "'i=r 'll, /pn,z avec n· > O· alors H 1 (Gab Z/pZ) = S p L..,i=l P p, i • S , 

H 1 (Gs,Z/pZ) est de dimension 

(23) 

On peut remarquer que H 2 (G<;},Z/pZ) est la somme directe de 2 sous 
espaces vectoriels de dimension r ( engendre par des elements de Bock
stein) et (dfl) (engendre par des cup-produits). On a done 
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Le nombre de generateurs de R sur Zp est d(S). Le nombre de relations 

est r = dimko}fl, a comparer a dimH2 (II,Z/pZ) = dimH2 (Gs,Z/pZ) 
= r(S) = d(S) - (r2 + 1) = r + b.. On voit que dans ce cas Rest une 
intersection complete. Avec les notations du §4, on peut done reformuler 
l'enonce du lemme 4 de [18]: 

Proposition 6.1. Le defaut de la conjecture de Leopoldt est egal a 
a l'exces de la dimension de Krull dans le cas N = l. C'est la difference 
des dimensions entre H 2 (II, Z/pZ) et HiL(II, Z/pZ). 

6.2. Annulation des obstructions par reduction a l'action 
triviale 

Le but de ce § est d'expliquer la methode generalement suivie pour 
l'etude des deformations. On peut noter que chaque obstruction liee a 
une petite extension p correspond a un probleme (faible) de plongement 
a ramification restreinte ([20], [22]). En effet, partant d'un homomor
phisme II-----+ G(A) (son noyau correspondant a une extension L de F) 
et de la donnee d'une surjection G(p) : G(A') -----+ G(A) definie par p 
on cherche a le relever en II-----+ G(A') avec un diagramme commutatif; 
c'est exactement le probleme de plongement de L/F definie par G(p) 
avec la condition de restriction de la ramification a S. On sait que la 
methode locale-globale est classique dans le probleme de plongement; 
c'est celle qui est suivie en general pour verifier la nullite du groupe des 
obstructions, cf. aussi [3] pour une variante dans le cas « Borel ». 
On montre en general la nullite du H 2 global en s'appuyant sur celle 
des H 2 locaux. La methode s'acheve en general en verifiant la nullite 
d'un groupe de classes qui assure qu'il n'y pas de nouvelles relations 
(purement globales). On relira [24] pour la prise en consideration des 
nouvelles obstructions dans le probleme de plongement. 

Detaillons la methode a l'aide de quelques lemmes. La premiere 
etape est d'utiliser la dualite globale de Poitou-Tate. Pour un mod
ule galoisien M pour l'action de Gal(Ks/F), annule par p, on note 
Illi(Ks/ F, M) le noyau de !'application obtenue en prenant le produit 
des applications dans les groupes de cohomologie locaux: 

(24) Illi(Ks/F,M) = ker(H\Ks/F,M)-----+ IT H\Fv/Fv,M)) 
vES 

Lemme 6.2. Le groupes III 2 (K8 /F,M) et III 1 (Ks/F,Hom(M, 
µP)) sont en dualite exacte. 

Le lemme suivant donne une condition d'annulation assez souvent 
verifiee. Posons K' = K(µp)- Distinguons les conditions: 
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- Cl) K ne contient pas le groupe µP: le groupe ~ := Gal(K' / K) 
n'a que 1 comme point fixe clans µp et est d'ordre premier a 
p: Hi(~,Hom(g,µp)) = 0 si i > 0, d'ouH1 (K'/F,Hom(g,µp)) = 
H 1(K/F,Hom(g,µp)~) = H 1(K/F,Hom(g,µ~)) = 0. 

- C2) F contient deja µp, G = GL2 , p definit une surjection sur 
GL2 (1Fp) et p ~ 5. On a alors un isomorphisme de modules 
galoisiens Hom(g, µp) -'.:::+ Hom(g, 1Fp) et on peut reprendre le 
raisonnement de [8], lemme 1.2. 

- C3) On suppose ici que p provient d'une courbe elliptique definie 
sur F = Q avec une condition d'irreductibilite absolue pour la 
restriction a Gal(Ks, k) avec k = Q( J(-l)P- 1p), c'est le sous
corps quadratique de Q(µp), et on s'appuie sur le lemme 19 de [7]; 
g0 est le sous-module des matrices de trace nulle. 

On peut alors enoncer: 

Lemme 6.3. Si une des conditions Ci precedentes est verifiee, le 
groupe H 1(K'/F,Hom(M,µp)) est nul pour M = g pour Cl ou C2 et 
M = g0 pour C3. 

Notons Cls(K') le quotient du groupe des classes du corps K' par 
le sous-groupe engendre par les classes des ideaux premiers au-dessus de 
S. On note Cls(K')p son plus grand quotient annule par p. 

Lemme 6.4. Avec M comme dans le lemme precedent, on a un 
isomorphisme de Gal(K' /F)-modules: lll1 (Ks/K', Hom(M,µp))-'.:::+Hom 
(M 0 Cls(K')p, µp)-

Demonstration: En effet l'action de Gal(Ks/ K') sur Hom(M, µp) etant 
triviale, on peut sortir Hom(M,µp) clans H 1(Ks/K',Hom(M,µp)) de 
fa<;on Gal(K' / F)-equivariante pour se ramener au calcul classique de 
lll1 (Ks/K',µp) par la theorie de Kummer. 

On a done obtenu: 

Proposition 6.5. En supposant une des conditions Ci, ainsi que 
l'absence d'obstruction locale en S, la nullite du module Homaal(K'/F) 
(M 0 Cls(K')p, µp) entraine la nullite du groupe H 2 (II, M) et done 
l'absence d'obstructions dans le probleme de deformation de p (a deter
minant fixe dans le cas C3). 

Remarque: On a done un critere extrement brutal pour pouvoir 
avancer une reponse positive a la question de Mazur. On aimerait, 
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comme pour la conjecture de Leopoldt, pouvoir disposer d'un raffine
ment en termes de diviseurs dans un module d'Iwasawa associe. On 
pourrait aussi rever d'une variante analytique en termes de O ou de pole 
d'une fonction L p-adique. 

6.3. Etude du controle de l'ideal des relations 
C'est une question naturelle d'etudier le controle de l'ideal des rela

tions relativement aux extensions. Il est a noter que pour les anneaux de 
deformations eux-meme, Hida ([10], [11]) a montre l'existence d'un tel 
controle moyennant des hypotheses raisonnables. Ce paragraphe resume 
sa theorie et montre que la conjonction d'un controle des relations et de 
la nullite d'un invariantµ d'Iwasawa implique la nullite des relations. On 
considere d'abord une extension galoisienne F' / F incluse dans Ks. On 
fera ensuite varier F' parmi les etages de la Zv-extension cyclotomique 
F00 / F. Pour simplifier on suppose F' et K lineairement disjointes sur 
F. On note II' et ~ les groupes de Galois de Ks sur F' et de F' sur 
F. On suppose que l'action de II et done de II' sur le sous-module des 
matrices de trace nulle g0 de g est sans point fixe. On se restreint au 
cas ou le groupe G est simplement GLN. Considerons les hypotheses 
ci-dessous OU x designe un relevement de det(p) a valeurs dans 0. 

- HHl) le determinant de la deformation est fixe: det(p) = x 

- HH2) l'action adjointe de II' est sans point fixe dans g0 

- HH3) p ne di vise pas la dimension de l 'espace de la representation p 

- HH4) Le centralisateur de l'image de p', la restriction de pa II', 
est reduit au centre (HH2 est la condition derivee). 

Hida, cf. [10] prop. A 2.3, et [11] cor. 3.2 demontre, sous HHl), HH3) et 
HH4), que l'anneau des deformations (a determinant fixe) R relatif a II 
et p s'identifie a l'anneau des coinvariants de l'anneau de deformations R' 
de p' pour l'action par fonctorialite de~- Il en deduit que l'espace cotan
gent t* de R s'identifie aux coinvariants de celui t'* de R'. Considerons 
la presentation de R' a l'aide de l'algebre de series formelles completee 
de l'algebre symetrique sur t'*: si cette presentation est equivariante, 
on deduit que l'ideal des relations pour II s'identifie aux coinvariants 
dans l'ideal correspondant pour II': c'est cette condition qu'on appelle 
controle de l 'ideal des relations dans l 'extension F' IF; par dualite on 
obtient une injection sur les groupes d'obstructions respectifs O <-t O'. 
Supposons maintenant que ce phenomene existe pour tous les etages 
Fn/F de la Zv-extension cyclotomique F00 /F, supposee lineairement 
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disjointe de K. Notons II~ le groupe de Galois de Ks sur Fn: on a ainsi 
un diagramme: 

(25) 

On deduit un diagramme analogue en passant a la limite sur n ou on 
pose II~= Gal(Ks/F=) 

(26) 

N otons L / F la sous-extension de K definie par le p-sous-groupe de 
Sylow de Gal(K/F). Iwasawa, cf. [12] th. 3, a remarque que les nul
lites des invariants µ des Zv-extensions cyclotomiques K= et L= de K 
et L sont equivalentes. De cette nullite, on deduit celle des groupes 
H 2 (Ks/ K=, g0 ) ou H 2 (Ks/ L=, g0 ) en interpretant comme Kuzmin, cf. 
[14] §5, la nullite de µ en termes de liberte de p-groupes pro-finis. On 
peut alors deduire la nullite de H 2 (II~, g0 ) de la nullite de l'invariant 
µ pour la Zv-extension K=/ K par un argument de restriction et core
striction, cf. [5] III th. (10.3). On a done: 

Proposition 6.6. En supposant K / F et F = lineairement disjoin
tes, si les ideaux de relations sont controles dans les extensions Fn/ F, 
alors la nullite de ['invariant µ d'Iwasawa pour K=/ K, ou L=/ L si 
on prefere,implique celle de l'ideal des relations dans l'anneau R des 
deformations de p a determinant fixe. 
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