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Constructibilite de l'ideal de Bernstein 

Joel Briam;on, Philippe Maisonobe et Michel Merle 

Soit X une variete analytique, f = (/1, ... , fp) des fonctions analy
tiques sur X, F = Ji ... f P leur produit. 
Soit Mun Vx-Module holonome regulier; C. Sabbah montre dans [Sab 1] 
[Sab 2] que toute section m de M satisfait localement des equations non 
trivial es 

(*) b(s1,-•· ,sp)mf:1 .•. J;P E Vx[s1, ... ,sp]m/;1+1 ... J;p+l 

ou b(si, ... , sp) est un produit de formes affi.nes. De plus, les coefficients 
de la partie lineaire de ces formes sont des entiers positifs ou nuls. En par
ticulier, l'ideal B(x, fi, ... , fp, m) des polynomes b(s1, ... , sp) verifiant 
au voisinage d 'un point x une equation fonctionnelle ( *) est non reduit a 
zero. Designons par car M = U1EL TYi X la variete caracteristique de M. 
Nous montrons que le germe de l'ideal B(x, fi, ... , fp, m) est constant le 
long des composantes d'une partition qui se determine geometriquement 
a partir des restrictions de la seule fonction F aux Yi. En particulier,. 
nous en deduisons le resultat : 

Theoreme. Soit M un Vx-Module holonome regulier engendre 
par une section m et car M = UtEL TYiX sa variete caracteristique. Soit 
(V,13),BH une stratification analytique de LJ1EL Yi compatible aux Yi et 
a p- 1 (0), satisfaisant la condition de frontiere et la condition ap de 
Thom. 

Le germe de l'ideal de Bernstein de Ji, ... , fp, m est constant le long 
des strates de la stratification (V,13),BH· 

Ce resultat generalise celui obtenu par J. Briarn;;on et H. Maynadier 
([B.M] theoreme 3.3 page 14) dans le cas ou p = l et m une fonction 
constante sur X. 

Detaillons section par section les resultats que nous obtenons. 
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Section 1 Soit Y un sous-espace analytique irreductible de X. On 
note T* X le fibre cotangent a X, TyX l'espace conormal a Y clans X. 
Soit A le sous-ensemble de T* X x CP defini par : 

{( dfi(x) dfp(x) ) 
A= x, r, + s1 fi(x) +···+Sp fp(x) , s1, · · · , Sp 

;F(x) -::fa 0 et (x,r,) E TyX} 

L'espace wt ... ,fp,Y• adherence de A clans T* XX CP a ete introduit par 
T. Kawai et M. Kashiwara ([K.K]). 

Nous donnons ici quelques proprietes de wt ... ,fp,Y" Designons par 
1r2 la projection de T* Xx CP sur CP. 

1. Les fibres reduites de la restriction de 1r2 a wt ... ,fp,Y sont des 
sous-espaces lagrangiens de T* X. La fibre au-dessus de l'origine 
est en particulier un sous-espace lagrangien conique. 

2. La projection par 1r2 de la trace de wt ... ,fp,Y sur l'hypersur
face d'equation F = 0 est une reunion H d'hyperplans vectoriels 
de CP dont les equations sont des formes lineaires a coefficients 

· entiers positifs ou nuls. 

3. La partie de wt ... ,fp,Y au dessus de la droite vectorielle s1 = 
... = Sp de CP s'identifie a l'espace wty-

' 
Section 2 Nous etudions ici des proprietes generales des Vx [s1' ... 'Sp]-
Modules coherents. Nous dirons qu'un Vx [s1, ... , sp]-Module coherent 
M est a fibre lagrangienne si (carvx(si, ... ,sp]M)(0), intersection de sa 
variete caracteristique et de 1r21(0), est un sous-espace lagrangien de 
T*X. Nous etudions plus particuliement les Vx [s1, ... , sp]-Modules cohe
rents a fibre lagrangienne. Ils se comportent bien par suite exacte. Nous 
montrons que }'ideal des polynomes de C[s1, ... , sp] annulant le germe 
en un point d'un tel module est localement constant le long des strates 
d'une stratification associee a la variete lagrangienne (carvx[s1, ... ,sp]M) 
(0). 
Section 3 Soit m une section engendrant un Vx-Module holonome 
regulier M. Designons par car M = LizeL TfX sa variete caracteristi
que. Nous commem;ons par etablir le resultat suivant : 

Le Vx[s1, ... , sp]-Module Vx[s1, ... , sp]mft1 ... J;P est coherent 
de variete caracteristique : 

carvx(s1, ... ,sp) Vx[s1, ... ,sp]mft1 ... J;P = u wt ... ,fp,Yi 
Fly,10 
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Ce resultat complete ceux de !'article [B.B.M.M] ; nous le montrons a 
l'aide du theoreme de C. Sabbah sur les varietes caracteristiques de 
Modules relatifs [Sab 2]. 

On en deduit que Vx[s1, ... , sp]mff1 ••• J;P est un Vx[s1, ... , sp]
Module coherent a fibre lagrangienne. Done, la variete caracteristique 
du Vx[s1, ... , sp]-Module a gauche coherent: 

N = Vx[s1, ... ,sp]mff1 ••• J;P 
V. [ ] fs 1 +1 1sp+l 

X Bl,··· ,spm 1 ·•·Jp 

est incluse dans (UFly,#0 wJi, ... ,/p,Y)nF-1(0). Ce Module est encore 
a fibre lagrangienne; il en resulte que l'ideal B(x, f1, ... , fp, m) des 
polynomes b(s1, ... , sp) verifiant au voisinage d'un point x de X une 
equation fonctionnelle 

est constant le long des strates d'une partition canoniquement associee 
a la variete lagrangienne 

egalea la trace sur p-1(0) del'espace conormal relatif a F sur UFly,#oYi
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§1. Famille de varietes lagrangiennes 

Soit X une variete analytique complexe de dimension n. Soit f = 
(/1, ... , fv) des fonctions holomorphes sur X. Nous designons par T* X 
le fibre cotangent a X et par 1r1 (resp. 1r2) la projection de T* Xx CP sur 
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T* X (resp. sur CP). On note F le produit f1 ... fp- Soit Y C X un sous 
espace analytique irreductible non contenu clans l'hypersurface p-1 (0). 
On designe par TyX l'espace conormal a Y clans X, egal a !'adherence 
clans T* X du fibre conormal a la partie lisse de Y. 

Notation 1. Soit A le sous-ensemble de T* Xx CP defini par: 

{ ( dfi(x) dfp(x) ) 
A= x,17+s1 fi(x) +··•+sp fp(x) ,si,··· ,sp 

; F(x) ,f. 0 et (x, rJ) E TyX} 

Nous notons wt ... ,fv,Y l'adherence de A dans T*X x CP. L'ensemble 

wt ... ,fv,Y est un espace analytique complexe irreductible de dimension 
n + p. L 'action de C* sur T* X x CP donnee par : 

.X,(x,e,s) I---+ (x,.xe,.xs) 

laisse stable A, done wt ... ,fv,Y· Le diviseur F-1(0) est egalement laisse 
stable par cette action. 

Notation 2. Pour tout c E CP, nous noterons wt ... ,fv,y(c) la 

fibre au-dessus de c de la restriction de 1r2 d wt ... ,fv,Y : 

WU (c) - WU n 1r-1 (c) ft, ... ,fv,Y - ft, ... ,fp,Y 2 

On identifie wt ... ,fp,y(c) a un sous espace analytique de T* X. Pour 
c = 0, c'est un sous-espace stable par l'action de C* sur T* X donnee 
par: 

.x, (x, e) I---+ (x, .xe). 
Proposition 1. Pour tout c E CP, l'espace wt ... ,Jp,y(c) est un 

sous-espace lagrangien de T* X. 

Preuve. Soit C = (c1, ... , t;,) E CP. L'espace wt ... ,fp,Y etant 
un espace analytique irreductible de dimension n + p, les composantes 
irreductibles de l'espace analytique reduit sous jacent a wt ... ,fp,Y(c) 
sont de dimension superieure OU egale a n. Pour etablir la proposition, 
il suffi.ra done de montrer que wt ... ,fp,y(c) est isotrope. Designons par 
a la 1-forme canonique sur T* X. Nous avons done a montrer que la re
striction de da a la partie lisse de toute composante de wt ... ,fv,Y(c) est 

nulle. Pour cela, considerons l'eclatement normalise E : wt ... ,fp,Y ----+ 
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wt ... ,fp,Y de l'ideal engendre par (s1 - c1, ... , Sp - Cp) clans l'anneau 

structural de wt ... ,f,,,Y· On a le diagramme commutatif: 

C = E- 1(C) '-4 wu 
Ji, ... ,fp 

!E !E 
I 

C-WU (c) - ft, ... ,fv,Y '-4 wu 
ft, ... Jv,Y ~T*X 

clans lequel C est le diviseur exceptionnel et 7ri la restriction de 1r1 a 
wu 

Ji, ... ,fv,Y· 
On a dafo = ((1ri)*da)lc- Il suffira done de montrer que la restric-

tion de E*((ni)*da) a la partie lisse de toute composante de C est nulle. 
Plac;ons nous au voisinage d'un point generique e d'une composante de 
C. Le point e est un point lisse de C et de wt ... ,fv,Y (car C est un 
diviseur d~un espace normal); ainsi, il existe une fonction holomorphe 1/J 
telle que C soit defini au voisinage de e par l'equation 1/J = 0. Pour tout 
j E {1, ... ,P}, il existe done un entier naturel mi strictement positif et 
une unite Uj tels que : 

Sj - Cj = Uj'l/Jmi 

et il existe un entier ni et une unite Vj tels que : 

Ji = Vj'l/Jni 

Notons O l'ouvert dense de Y des points lisses ou F n'est pas nulle. 
Notons U = 7ri-1(n-1(0)), si 1r : T*X ----+ X designe la projection 

canonique. C'est un ouvert lisse dense de wt ... ,fv,Y· Par definition de 
A (sachant que la restriction de a a la variete lagrangienne TyX est 
nulle), nous avons : 

((nD*a)lu = (t s/2) I 
J=l J U 

Ainsi, au voisinage de e : 

(E*(nD*da)IE-l(U) 

( ~ m d dvj ~ .1,m. 1 ( d dvj) d•'•) I = ~ 1/J j Uj I\-;-:--+~ 'I-' ,- nj Uj - mjUj-;-:-- I\ 'I-' -

j=l J j=l J E 1 (U) 

La restriction de cette forme a 1/J = 0 est nulle, d'ou le resultat. 
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Proposition 2. Soit wJi, ... ,fv,Y n p-1 (0) la trace de l'hypersur

face F-1(0) sur wJi. ... ,fv,Y· L'espace: 

1r2(WU n F-1(0)) Ji, ... ,fv,Y 

est une reunion d 'hyperplans de CP de finis par des equations a coeffi
cients entiers positifs. La famille de ces hyperplans est localement finie 
sur p-1(0). 

Preuve. Considerons la normalisation G : W ---+ wJi. ... ,fv,Y de 

wJi. ... ,fv,Y· On a le diagramme commutatif: 

z = a- 1(z) 
!G 

'---t w 
!G 

Z = wJi. ... ,fp,Y n p-1(0) <....t wt ... ,fp,Y j T* X 

Soit Tune composante de Z. Soit e un point generique d'une composante 
de Z se projetant surjectivement sur T. Le point e est un point lisse de 
l'hypersurface Z et de W. Soit t/J = 0 une equation reduite de Z au 
voisinage de e. Pour tout j E {1, ... ,p}, il existe un entier positif ni 
(stictement positif pour au mains un indice) et Vj une unite tels qu'au 
voisinage de e on ait : 

/j = Vjtpn; 

On designe par U le meme ouvert que dans la preuve de la proposition 
precedente. On a au voisinage de e : 

(G*(1rD*a)la-1(u) = (a* (t sidh/ !i)) I 
j=l G-l(U) 

p p 

= L Sjnjdtp /t/J + L SjdVj /vi 
j=l j=l 

Cette forme est la restriction de la forme holomorphe G*(1rD*a. Il faut 
done que E:=l Sjnj soit un multiple de t/J. Ainsi, 1r2(T) est contenu dans 
l'hyperplan HT d'equation: 

p 

Lsini = 0 
j=l 

Considerons la restriction 1r2 1T: T---+ HT. Pour tout c E CP les fibres : 
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sont incluses dans wt ... ,fp,y(c) et sont done d'apres la proposition 1 de 
dimension inferieure ou egale an. La dimension de Test n+p-1 et la di
mension de Hr est p-1, les fibres de 1r2lr sont done equidimensionnelles 
de dimension n. 

T etant stable sous l'action de C* sur T* X X CP et fermee dans 
ce dernier espace, elle contient done des points de la forme (x, 0, 0). La 
fibre de 1r2lr au dessus de 0 est done non vide et de plus isotrope et 
conique. Comme Hr est lisse, le morphisme 1r2lr est ouvert en un tel 
point (x, 0, 0) E T et son image contient done un voisinage de l'origine 
de Hr. Comme cette image est conique, 1r2 (T) = Hr. On en deduit la 
proposition 2 et la remarque suivante : 

Remarque 1. Soit c E CP. Si wt ... ,fp,y(c) n p-1 (0) n'est pas 

vide, c'est une reunion de composantes irreductibles de wJi. ... ,fp,y(c), 
done un espace lagrangien. 

Corollaire 1. L'espace wt ... ,fp,Y n {s1 = ... = sp} s'identifie 

(par le plongement diagonal de C dans CP) au sous-espace W},Y de 
T*X x C. 

Preuve. Wty est !'adherence de 
' 

{x, 17 + t(dF(x)/ F(x)), t); (x, 17) E TyX; F(x) =/- O} 

On a clairement !'inclusion : 

wFn Y c w11 1 Y n (s1 = ... = sp) , 1,···' p, 

En dehors de l'hypersurface F-1 (0), cette inclusion est une egalite. 
Il resulte de la proposition 1 que wt ... ,fp,Y n (s1 = ... = Sp) est 
equidimensionnelle de dimension n + 1, done de meme dimension que 
W},y, Pour montrer le corollaire, il suffit done de montrer qu'aucune 

composante irreductible de wt ... ,fp,Y n (s1 = ... = Sp) n'est con
tenue dans F-1 (0). Supposons le contraire : soit Z une composante 
contenue dans F-1 (0); 1r2(Z). est contenue d'apres la proposition 2 dans 
un hyperplan a coefficients entiers positifs. Z est done contenue dans wt ... ,fp,y(0) qui est, d'apres la proposition 1, de dimension n. C'est 
impossible, puisque Z est de dimension n + 1. 

§2. '.D[s1 , ••• , sp]-Module coherent a fibre lagrangienne 

2.1. Definitions 
On reprend les notations du debut de la section 1. 
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Designons par Vx, le faisceau des operateurs differentiels sur la 
variete X. Pour k E N, notons V x ( k) le kieme terme de la filtration 
de V X : si ( X1, ... , Xn) designe un systeme de coordonnees locales de X 
et /3 = (/31, ... , /Jn) E Nn, notons : 

a/3 = (_!__)/31 • • • (~)/3n 
8x1 axn 

et 1/31 = /31 + • • • + /3n 

Un operateur Pde Vx(k), defini localement, s'ecrit : 

P = I: c13 (x)a13 

1/319 

On appelle degre de P et on note degP l'entier sup {l/31; c13 =/- O}. Le 
symbole principal d'ordre k de Pest !'element de Ocn[c;i, ... ,,;n]: 

ak(P) = L c13(x),;13 

l/31=k 

et se recolle en une fonction ak(P) sur le fibre cotangent T* X. Con
siderons Vx[s1,••· ,sp] = C[s1,--· ,sp] 0cVx. Pour j EN, notons 
par C[s1, ... , sp](j) le sous-espace vectoriel de C[s1, ... , sp] constitue 
des polynomes de degre inferieur OU egal a j. L'anneau Vx[s1, ... , Sp] 
est alors naturellement filtre : pour l E N, le terme d'ordre l de cette 
filtration est 

Vx[s1, ... , sp](l) = L C[s1, ... , sp](j) 0c Vx(k) 
j+k=l 

C'est une filtration croissante. Pour tout l EN, Dx[s1, ... , sp](l) est un 
Ox-Module localement libre de type fini. 

Pour a = (a1, ... , ap) E NP, notons s"' = sf1 ••• s;v. Dans un 
systeme de coordonnees locales (x1, ... ,xn) de X, un operateur Pde 
Vx[s1, ... , sp](l) s'ecrit localement : 

P= L s"'Pa 
lal+degPa::;I 

avec P0 clans Vx. Le symbole principal d'ordre l de P est !'element de 
Ocn[c;i, ... ,,;n,s1, ... ,sp]: 

az(P) = 
lal+degPa=l 
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et se recolle en une fonction sur T* Xx CP, encore notee a-1 ( P), homogene 
sur les fibres de la projection 1r o 1r1 sur X. On appelle degre de P et 
on note degP l'entier sup{jaj + degPo: ; Pa -:j:. 0}. On verifie que si P 
(resp. Q)est une section de Vx[s1, ... , sp](l) (resp. Vx[s1, ... , sp](m)) 
l'operateur : 

PQ-QP E Vx[s1, ... ,sp](l + m -1) 

De plus, le symbole d'ordre l + m -1 de PQ - QP est, dans un systeme 
de coordonnees locales . : 

{ai(P),am(Q)} = t 8am(Q) 8a1(P) _ 8am(Q) 8a1(P) 
i=l 8xi aei aei 8xi 

Cette formule est une extension du crochet de Poisson associe a deux 
symboles d'operateurs differentiels de Vx. 

D'apres ce qui precede, le gradue grVx[s1, ... , Sp] de 'Dx[s1, ... , Sp] 
est un anneau commutatif. 11 s'identifie au sous-faisceau de 
( 1r o 1r1 )* ( OT• xx CP) des fonctions homogenes relativement aux variables 
(e,s). Les faisceaux d'anneaux grVx[s1, ... ,sp] et Vx[s1, ... ,sp] sont 
coherents. 

Donnons maintenant quelques proprietes de la categorie des 
Vx [s1, ... , Sp]-Modules coherents a gauche, qui generalisent les pro
prietes des Vx-Modules coherents (leurs demonstrations sont les memes, 
voir par exemple [G.M]). Soit Mun Vx[s1, .. , ,sp]-Module coherent a 
gauche; localement M admet une bonne filtration (Mk)kEN• Le fais
ceau Janngr'Dx(s1, ... ,sp)grM definit unideal .:J(M) de gr'Dx[s1, ... , Sp] 
independant des bonnes filtrations locales. 11 en est de meme de la mul
tiplicite de grM en un point generique d'une composante irreductible de 
son support. 

La variete des zeros de l'ideal .:J(M) est carvx[s1 , ... ,sp]M, un sous
ensemble analytique de T* X X CP appele variete caracteristique de M. 
On appelle cycle caracteristique de M le cycle associe au module grM. 
On le note Carvx[s1 , ... ,sp)M. 

Le theoreme de Gabber s'enonce dans notre situation ([G]) : 
Soit Mun Vx[s1, ... , sp]-Module coherent a gauche. Si a et r sont 

deux sections de .:J ( M), leur crochet {a, r} est une section de .:J ( M). 

Notation 3. Soit 1r2 : T* Xx CP -+ CP la projection sur CP. Soit 
Mun Vx[si,,,. ,sp]-Module coherent a gauche. On notera 
(carvx[s1 , ... ,sp]M)(c) la fibre du point c = (ci, ... ,Cp) de la restriction 
de 1r2 a carvx[s1 , ... ,spJM, En particulier 

(carvx[s1 , ... ,sp]M)(0) = (carvx[s1 , ... ,sp]M) n1r21(0) 
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Tout point de (carvx[s1, ... ,s,,JM)(c) est limite de points lisses de la 
variete caracteristique de M en lesquels la restriction de 1r2 est de rang 
localement constant. Les fibres de 1r2 en ces points sont lisses reduites. II 
resulte alors du theoreme de Gabber qu'au voisinage d'un de ses points 
generiques, cette fibre, identifiee a un sous espace de T* X, est involutive 
au sens de la 2-forme canonique sur l'espace cotangent a X. Elle est done 
de dimension superieure OU egale a la dimension de X. La semi-continuite 
de la dimension des fibres implique alors : 

Proposition 3. Soit Mun Vx[s1, ... , sp]-Module coherent a gau
che. Les fibres (carvx[s1, ... ,s,,]M)(c) non vides ont leurs composantes 
irreductibles de dimensions superieures OU egales a la dimension de X. 

Compte-tenu du caractere conique des varietes caracteristiques, on 
a en identifiant X a la section nulle de T* X x CP : 

Supp(M) carvx[s1, ... ,s,,]Mn{s = e = 0} 

(carvx[s1, ... ,s,,]M)(0) n{e = 0} 

D'ou: 

Remarque 2. Soit Mun Vx(s1, ... , sp]-Module coherent a gau-
che : M = 0 si et seulement si (carvx[s1, ... ,s,,]M)(0) = 0 

Definition 1. Soit Mun Vx(s1 , ... , sp]-Module coherent a gau-
che. On dira que Mesta fibre lagrangienne si (carvx[s1, ... ,s,,]M)(0), est 
une sous-variete lagrangienne de T* X. 

Soit 0-+ M'-+ M-+ M"-+ 0 une suite exacte de Vx(s1, ... , sp]
Modules coherents a gauche. Comme dans le cadre des Vx-Modules, on 
a: 

car M - car M' LJ car M" 1'x[s1, ... ,s,,] - Vx[s1,••· ,s,,] 1'x[s1, ... ,s,,] 

On en deduit en particulier la proposition suivante : 

Proposition 4. Soit 0 -+ M' -+ M -+ M" -+ 0 une suite ex
acte de la categorie des Vx[s1, ... , sp]-Modules coherents a gauche. Le 
Module M est a fibre lagrangienne si et seulement si M' et M" le sont. 

2.2. Constructibilite de l'ideal associe 
Dans ce paragraphe, M designera un Vx(s1, ... , sp]-Module a gau

che coherent a fibre lagrangienne. Soit (Xo:)o:EA les projections des com
posantes irreductibles de la variete lagrangienne conique 
(carvx[s1, ... ,s,,]M)(O) : 

(carvx[s1, ... ,s,,JM)(0) = LJ Tx0 X 
o:EA 
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L'espace UaEA Xa est le support de Met la famille (Xa)aEA de sous
ensembles irreductibles est localement finie. Pour J = ( a 1 , ... , a 1) un 
l-uplet d'elements de A, on note : 

UJ =Xa1n ... nXa1 - LJ X11nXa1n ... nXa1 

{111.J 

Soit A = pf (A) !'ensemble des parties finies J de A pour lesquelles 
UJ-:/- 0. Alors, {UJ}JEA est une partition de UaeAX0 • En effet pour 
J EA: x E UJ si et seulement si J ={a; x E X 0 } 

Definition 2. La partition {U J} JEA est appelee la partition as
sociee a la variete lagrangienne UaEA Tx.,, X. 

Notons pour a EA: 

U~ = X 0 - LJ Xt, n X 0 

Xa<t.X13 

Si J(a) = {'y EA; X 0 C X-y}, J(a) EA et U~ = UJ(a); c'est un ouvert 
connexe dense de X 0 • 

Notation 4. Nous notons B(x, M) l'ideal de C[s1, ... , sp] des 
polynomes annulant le germe de M en x. 

Proposition 5. Soit Mun Vx[s1, ... , sv]-Module a gauche cohe
rent a fibre lagrangienne. Pour tout J EA, l'ideal B(x, M) est constant 
pour x E UJ, et est note BJ(M). En particulier, B 0 (M) = BJ(a)(M) 
est constant sur U~ et on a : 

BJ(M) = n B 0 (M) 
aEJ 

Preuve. Soit x E UJ. Considerons le sous Vx[s1, ... , sv]-Module 
deM: 

L=B(x,M)M 

La variete caracteristique carvx[s1, ... ,sp]L de L est contenue clans la 
variete caracteristique de M. Comme cette derniere est supposee a fi
bre lagrangienne, il resulte de la proposition 3 que !'ensemble des com
posantes irreductibles de (carvx[s1, ... ,sp]L)(0) est contenu clans !'ensem
ble des composantes irreductibles de ( carvx (si , ... ,sp] M)( 0) : {T.x;. X} aEA · 
Par definition de l'ideal B(x, M), L est nul au voisinage de x, done 
(carvx[s1, ... ,sp]L)(0) est vide au voisinage de x. Ainsi, pour 'Y E J, la 
varieteT_x'YX n'est pas une composante irreductible de (carvx[s1, ... ,sp]L) 
(0). Si y E UJ, comme J={'y; x E X-y }, on obtient que (carvx[s1 , ... ,sp]L) 
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(0) est vide au voisinage de y. Ainsi, Lest nul en restriction a UJ. L'ideal 
B(x, M) est done egal a l'ideal de C[s1, ... , sv] annulant la restriction 
de Ma UJ, BJ(M). 
D'autre part, pour x E UJ, le module Lest nul au voisinage de x. Done, 
pour a E J, le Module Lest nul en un point de U~. On a done: 

B(x, M) c n B 0 (M) 
aEJ 

Inversement pour 'Y E J, Tl X n'est pas une composante irreductible 
"I 

de la variete caracteristique de (naEJ B 0 (M)).M. Et done 
(naEJ B 0 (M)).M est nul au voisinage de x E UJ. L'inclusion precedente 
est done une egalite. 

§3. 'V(si, ... , sp]-Modules et equations fonctionnelles associes 
a p fonctions holomorphes 

Soit f = (/1, ... , fv) des fonctions holomorphes sur X. On designe 
par F le produit de ces p fonctions. Soit Mun Vx-Module holonome. 
La variete caracteristique de M s'ecrit car M = UzEL TYiX ou Yi c X 
est un sous-espace analytique irreductible de X. Considerons : 

Ox[s1, ... ,sv,1/F]/f1 ... J;v 

Ox[s1, ... , Sp, 1/F]-Module libre de rang 1 engendre par Jt1 ••• J;v. Le 
produit tensoriel M ®ox Ox[s1, ... , sp, 1/ F]ft1 ••• J;v est muni de la 
structure de 'Dx-Module obtenue en posant : 

p 8f· 
_ a 1s1 JS aa 1s1 JS ~ ~afSl JS --a _m®a 1 ... pv+m®-a. 1 ... pp+L..,sjm®-J· 1 ... pp 

Xi Xi j=l 3 

pour tout i E { 1, ... , n} et pour toute section locale m ( resp. a) de M 
(resp. de Ox[s1, ... ,sv,1/F]). Sim est une section de M, on notera 
mft1 • • • J;v = m ® ft 1 • • • J;v • 

3.1. Rappels et complements 

Soit m une section de M. A l'aide du critere usuel sur les bonnes 
filtrations (voir [G.M]), on montre que Vx[s1, ... , sp]m/t1 ••• J;v est 
Vx[s1, ... , sv]-coherent. 
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Theoreme 1. Soit m une section engendrant un Vx-Module holo
nome regulier M de variete caracteristique LJ1EL TYi X. Le module 
Vx[s1, ... , sp]mft1 ••• J;P est un Vx[s1, ... , sp]-Module coherent de 
variete caracteristique : 

carvx(s1 ... s l Vx[s1, ... , Sp]mftl ... fpSp = u wfu f Yi , , P 1,···, p, l 

FIY1 'F0 

Preuve. Ce theoreme a ete demontre dans le cas m = 1 et M = 
Ox a l'aide d'un theoreme de C. Sabbah ([Sab 2] theoreme 3.2., page 
228)(voir aussi [B.B.M.M]). Commern;ons par etablir un corollaire direct 
du theoreme de C. Sabbah. 

Soit </> : X -+ S une submersion entre deux espaces analytiques lisses. 
Designons par Vx;s l'anneau des operateurs relatifs au morphisme </>. 
Soit T* X / S le fibre cotangent relatif. A tout Vx;s-Module coherent N, 
on associe sa variete caracteristique carv XI s N C T* XI s. Si y C X est 
un sous-espace analytique, on designe par TJi:v (X / S) l'espace conormal 
relatif a la restriction de </> a. Y. Il s' agit de l' adherence dans T* X / S 
de !'ensemble des vecteurs conormaux nuls sur les espaces tangents aux 
fibres de la restriction de</> a Y. Nous dirons que </> est non caracteristique 
pour Y, si !'intersection de l'image du morphisme naturel T* S xx X -+ 

TyX est contenue dans la section nulle. 

Lemme 1. Soit M un Vx-Module holonome regulier de variete 
caracteristique car M = UieL Ty, X, et F : X --+ C une fonction non 
triviale qui s 'annule identiquement sur tout Yi dont l 'image par</> ne con
tient pas un ouvert non vide de S. SoitN un Vx;s-Module coherent qui 
engendre M. Supposons de plus que M soit sans F -torsion. La variete 
caracteristique de N est alors donnee par 

carvx;sN= LJ TJ1:v,(X/S) 
Fl:v, 'F0 

Preuve du lemme. Le theoreme de C. Sabbah dit exactement 
que si E est une composante irreductible de la variete caracteristique de 
N, il existe l E L tel que E = TJi:v, (X / S). 

Supposons que F ne s'annule pas identiquement sur Yi- En un point 
generique de Yi, le morphisme </>, transverse aux Yi passant par ce point, 
n'est done pas caracteristique pour M. Au voisinage de ce point, M est 
alors coherent comme Vx;s-Module. Par des arguments simples, on peut 
determiner la variete caracteristique de M comme Vx;s-Module. Cette 
variete est la meme que celle de N ([Sch] lemme 1.3.3, page 125). Cela 
prouve que r;1:v, (X /S) est contenu dans la variete caracteristique de N. 
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Si F s'annule identiquement sur Yi, alors r;1:v1 (X/8) est de dimension 
strictement inferieure a dim X. Supposons que la variete caracteristi
que de N ne soit pas de dimension pure dimX. Soit :F(N) le plus grand 
sous-module coherent de N de dimension strictement inferieure a dimX. 
D'apres [Bj] (Chap. 2. 7 et Chap. 5.6), :F(N) est alors non nul. II engendre 
sur 'Dx un sous-Module de M. D'apres nos hypotheses et le theoreme 
de C. Sabbah, ce Module serait annule par une puissance de F, d'ou la 
contradiction. 

Terminons la preuve du theoreme. Considerons l'application: 

XxCPi+XxCPxCP=X 

(x, y) 1--t (x, y, ti = eY1 fi(x), ... , tp = eYP fp(x)) 

Soit p: Xx CP --t X la projection sur X. Notons M' = OxxCP ©p-iox 
p-1 M l'image inverse par p de M. L'image directe M = i+(M') est un 
Vx-Module regulier de variete caracteristique (voir par exemple [G.M] 
page 130.) 

u Ti(YjxCP)x 
lEL 

Considerons <p : X - s = CP' (x, Y, t) 1--t t. Pour demontrer le theoreme, 
quitte a remplacer M par M[l/F], on peut supposer que M est sans F
torsion. Comme <pest submersif en restriction a i(Yi x CP) si et seulement 
si F est non nulle sur Yi , le lemme permet alors de calculer la variete 
caracteristique de 'Dx;s(l © m)(eY1 f1)81 ••• (eYp fp) 8 P. Le theoreme s'en 
deduit par le meme principe que clans le cas m = 1 et M = Ox (voir 
[B.B.M.M] page 126). 

II resulte de la proposition 1 que 'Dx [s1 , ... , sp]mft1 ... J;P est a 
fibre lagrangienne. Comme consequence directe du theoreme 1, nous 
obtenons: 

Corollaire 2. Sous les hypotheses du theoreme 1, la variete ca
racteristique du 'Dx[s1, ... , sp]-Module a gauche coherent 

N = 'Dx[si, ... , sp]mft1 ... J;P 
'D [ l ! St +l +"sp+l xsi, ... ,spm 1 ·•·JP 

est contenue dans (UFIY(IO wt ... ,fp,Yi)nF-1 (0). 

Remarque 3. On peut montrer ( ce sera fait clans un prochain 
travail) que cette inclusion est en fait une egalite. Nous n'utiliserons pas 
ce fait ici. 
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3.2. Ideal de Bernstein 
Dans ce paragraphe M designe un Vx-Module holonome regulier 

engendre par une section m. Soit car M = UtEL TYi X sa variete caracte
ristique. Pour tout XE X, }'ideal B(x, Ji, ... 'fp, m) des polynomes de 
C[s1, ... , sp] annulant la fibre en x du Vx [s1, ... , sp]-Module a gauche : 

N = Vx[s1, ... , sp]mft1 ... J;P 
V [ l / St +l jsp+l x s1, ... ,sp m 1 ... p 

est appele ideal de Bernstein de Ji, ... 'fp, men X. II est montre clans 
[Sab 1] [Sab 2] que cet ideal contient un polynome non nul qui s'ecrit 
comme produit de formes lineaires affines a coefficients rationnels posi
tifs. Le module N, quotient d'un Vx[s 1 , ... , sp]-Module a fibre lagran
gienne, est done a fibre lagrangienne. Et on a l'inclusion (corollaire 2) : 

carvx[si,--· ,sp]N C ( U wt ... ,fp,1--) nF-1(0) 
Fjy1 ,=0 

D'ou l'inclusion : 

(carvx[s1 , ... ,sp]N)(0) C U (Wli, ___ ,fp,Y)(0) n p-1(0) 
Fjy1 ,=0 

II resulte de la remarque 1 que (Wli, ___ ,fp,Y)(0) n p-1(0) est une variete 

lagrangienne contenue clans (WJi, ___ ,fp,Y)(0). De plus, d'apres le corol-

laire 1, (Wli, ... ,fp,Yi )(0) = (Wl,Yi )(0). Traduisons la proposition 5 : 
Theoreme 2. Soit Mun Vx-Module holonome regulier engendre 

par une section m et car M = UtEL TYi X sa variete caracteristique. 
L 'ideal de Bernstein de Ji, ... , f p, m en x est constant le long des strates 
de la partition associee a la variete lagrangienne : 

Soit l tel que FIYi # 0. L'espace (Wp~ y, )(0) est la reunion de Ty, X 
, l l 

et de (WF,Yi)(0), trace de F-1(0) sur l'espace conormal relatif de la 
restriction de F a Yi. Soit (V,e) .BErz une stratification analytique de Yi 
(partition localement finie par des strates lisses connexes) compatible a 
p-1(0) et satisfaisant la condition de frontiere et la condition aFJy1 de 
Thom. Cette condition entraine l'inclusion : 

Wl,Yi (0) n p-1(0) C U Tv13 X 
,8Er1 
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Done, si TJc,,X est une composante irreductible de (Wt,1)(0) n p- 1(0), 
il existe (3 E r1 tel que Xa soit !'adherence de V,a. Done, grace a la condi
tion de frontiere, Xa est reunion de strates de la stratification (V,a) .BEri. 
On obtient ainsi le corollaire : 

Corollaire 3. Soit Mun Dx-Module holonome regulier engendre 
par une section m et car M = ulEL TYiX sa variete caracteristique. Soit 
(V,a),aEr une stratification analytique de LJ1EL Yi compatible aux Yi et a 
p- l ( 0) satisfaisant la condition de frontiere et la condition a F de Thom. 
Alors l'ideal de Bernstein de Ji, ... , fv, m en x est constant le long des 
strates de la stratification (V,a) ,8Er. 

Remarque 4 (apres [B.M.M] (theoreme 4.2.1 page 541)). Si la 
stratification (V,a),aEr est de Whitney, nous savons qu'elle satisfait alors 
la condition aF de Thom et la conclusion reste valable. 

Dans le cas p = 1, Nest un Dx[s1]-Module qui est holonome en 
tant que Dx-Module. Dans ce cas, la preuve de la proposition 5 est 
plus simple : on peut montrer directement par la meme methode que 
le polynome minimal de la fibre en un point d'un endomorphisme du 
Dx-Module holonome M est constant le long des strates de la partition 
associee a sa variete caracteristique. On obtient ainsi une autre preuve de 
la proposition de [B.M]. Grace a la correspondance de Riemann-Hilbert 
[M] [K], cette preuve se transcrit clans la categorie des faisceaux pervers, 
ou l'on dispose egalement de la notion de variete caracteristique, de la 
maniere suivante : 

Remarque 5. Soit f: X-+ C une application analytique. Soit :F 
un faisceau pervers sur X de variete caracteristique ulEL TYiX et 'I/J1:F le 
faisceau des cycles proches muni de son automorphisme de monodromie 
(voir [D.K]). 

On obtient ainsi, par exemple, que le polynome minimal de la mo
nodromie du germe du faisceau pervers 'I/J1:F est constant le long des 
strates d'une stratification compatible aux Yi et a 1-1(0), satisfaisant 
de plus la condition de frontiere et la condition a f de Thom. 

On pourra se reporter a [B.M.M] [Sab 3] [Gn] pour le calcul de la 
variete caracteristique de 'I/J1:F. 
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