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La Formule de Plancherel des Groupes
de Lie Semi-Simples Réels

Michel Duflo et Michéle Vergne

Introduction

Soient G un groupe de type I unimodulaire et G le dual de G, i.e.
Pensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G.
Fixons une mesure de Haar sur G. On sait qu’il existe une mesure dm(7")
sur G telle que l'on ait la formule d’inversion de Plancherel, i.e. telle que,
si on note G, le support de dm(T), on ait pour toute fonction ¢ sur G
suffisamment réguliére:

(1) s(1)= f  Tx T(@dm(T)

Si G est un groupe de Lie semi-simple (connexe de centre fini), Harish-
Chandra ([Ha2]) a paramétré les représentations T, de G, par les repré-
sentations irréductibles I" des différentes classes de conjugaison de sous-
groupes de Cartan et décrit explicitement la mesure dm(I”) sur cet ensemble
de paramétres. Le propos de cet article est de donner une démonstration
de la formule d’Harish-Chandra pour dm(I"), qui s’inscrive naturellement
dans le cadre de la méthode des orbites. De méme que celle de Herb et
Wolf [H-W], notre démonstration est valable pour un groupe semi-simple
connexe arbitraire.

Expliquons l'idée de cette démonstration. Depuis Kirillov, on a
cherché a décrire les caractéres des représentations irréductibles des
groupes de Lie en fonction de transformées de Fourier d’orbites de la
représentation coadjointe. Il devenait donc désirable de comprendre la
formule de Plancherel & partir de 1’analyse sur ’espace des orbites de la
representation coadjointe. Décrivons la démonstration de la formule de
Plancherel dans le cas des groupes nilpotents simplement connexes ol ce
mécanisme est particuliérement simple ([K]). Soit 1t une algébre de Lie
nilpotente, N le groupe simplement connexe d’algébre de Lie n. Alors
Papplication exponentielle est un difffomorphisme de n sur N. Soit 2
une orbite de la représentation coadjointe de N dans I’espace vectoriel
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dual n* de n. Clest une variété symplectique avec sa mesure de Liouville
canonique d8,. La théorie de Kirillov établit une correspondance biunivo-
que 2T, entre ’espace n*/N des orbites de la représentation coadjointe
et le dual N de N. On a, si ¢ o exp=~1, la formule suivante du caractére:

(2) tr Ty(g)=tr f Tolexp X)g(exp X)dX,
=[ (] erovadx)asur,
=[ wndpur),

formule qu’on écrit par I'identité de fonctions généralisées:

(3) tr Tyfexp )= [ erPdpy(r).

La formule d’inversion de Plancherel pour I’espace vectoriel n s’écrit:

(4) yO = Hf

Divisions la mesure df sur n* par les mesures canoniques dj, des
orbites 2. On obtient une mesure dm(Q) sur n*/N=N, et par définition
de dm(9),

(5) vO = ([ #Ndpar) dm(@).

D’aprés les remarques précédentes, ceci s’écrit aussi

(6) 6=t (Tp)am(@).

La mesure dm(£2) est donc la mesure de Plancherel.

On désire comprendre par cette méthode la formule de Plancherel
d’un groupe de Lie semi-simple G d’algébre de Lie g. Nous aurons
évidemment besoin de formules de caractéres analogues a (3) et d’une
formule d’inversion analogue a (4). Deux difficultés principales se pré-
sentent a Iutilisation des coordonnées exponentielles sur G. Tout d’abord,
Papplication exponentielle n’est pas surjective. On emploiera alors la
méthode de descente d’Harish-Chandra qui permet de réduire I'étude
d’une distribution G-invariante sur G au voisinage d’un élément semi-
simple s & I’étude d’une distribution invariante sur un voisinage de 0 dans
lalgébre de Lie m du centralisateur M de s. Nous reviendrons sur ce
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point. D’autre part, comme montré distinctement par Pexemple d’un
groupe compact, il est clair qu'on ne peut associer a une orbite 2 de la
représentation coadjointe une représentation 7, de G que si cette orbite
est admissible, c’est-a-dire si elle vérifie certaines conditions d’intégralité.
Ce serait donc trop espérer de dériver la formule de Plancherel du groupe
G d’une formule aussi simple que la formule (4) d’inversion de Fourier sur
Iespace g* tout entier. A la place de (4), on écrira une formule d’inver-
sion analogue & la formule de Poisson, la formule de Poisson-Plancherel.
Ecrivons cette formule tout d’abord dans le cas d’un groupe compact G.

Soit G un groupe de Lie compact connexe d’algébre de Lie g. Soit
b une sous-algébre de Cartan de g, B le groupe de Cartan correspondant.
I’espace des orbites de la représentation coadjointe est donc paramétré
par b* modulo laction du groupe de Weyl W. Soit 4 I'ensemble des
racines de by dans g¢, 4* un systéme de racines positives, p=%> |, 4+ @.
Soit P le réseau des poids de B. C’est un réseau dans b* dont le réseau
dual P* dans b est égal & {X e, exp X=1}. Le dual G de G est discret
et s’identifie au sous-ensemble des éléments réguliers de p-+ P, modulo
I’action de W. Si gF est ’ensemble des éléments réguliers de g*, on note
g&=G-(p+P)NgF. Cest’ensemble des éléments G-admissibles de g*.
Pour 1 régulier dans (p+ P), on note T, la représentation associée, 2,
Porbite de 2 pour P’action de G dans g*. On a la formule du caratére de
Kirillov:

(7) Tr Ti(exp )00 = [ edgo (1),

ol, pour une algébre de Lie g quelconque, on a posé:

oM X/) __ o (ad X/2)>

(X)=det <
JX) 3 a X

Soit (, ) la forme de Killing sur g, dX la mesure euclidienne sur g, df
la mesure duvale sur g*, définies comme dans (I.2). Pour simplifier, on
identifie ici grice & dX(df) distributions et fonctions généralisées sur
a(g*).

Considérons la fonction polynomiale p(2)=[].cs+ (@, 2) sur b* et
soit 9, opérateur différentiel sur b associ€¢ a p.  On sait que

(8) dim T;=| p(D)|/| p(e)|=vol (G/B)2x)~*| p() .

Il est donc naturel de considérer la mesure positive notée 6(f)df sur
g% analogue au deuxiéme membre de (5), définie par:
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[ snsngr= 1 3 am Tl [ g(dBa()

(vol G) re,+pw

zm PIRC ] f $()dBaf)

(9)

Considérons, pour x ¢ b:

(10 L= 1 @0  ge-xde

a€dt G/B
et:
(1n M () =1c(0,1,)(X)
ol ¢ est une constante explicitement déterminée (voir 11.1.2). On a alors:
(12) M($)=¢(0).

Considérons:
13) V. ¢)= XZEB e O My(4).
exp X =1

C’ est alors une conséquence facile de la formule de Poisson pour les
réseaux P et P* que 'on a:

(14) Vid)=| s

Cette égalité appliquée, & une fonction ¢(X)=)(exp X);,(X)/* olt 4
est de support petit, entraine la formule de Plancherel:

(vol Gyy()= 3 dim T, Te (T,(y)

Soit maintenant un groupe de Lie semi-simple réel G quelconque.
La distribution V garde un sens. En effet, si b est une sous-algébre de
Cartan fondamental de g, on peut définir I,(X), M(¢) par (10), (11) pour
X régulier dans b et M (¢) pour tout X de b par continuité. La formule
limite:

(15) My($)=¢(0)

est encore valable [Hal].

Il sera plus agréable pour nos calculs de fixer un caractére X du
centre Z de G avec G simplement connexe et de considérer la distribution
V, sur g définie par:
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Fod)= T, MUexp X)e" O My(g).

exp Xe€Z

On note {,(exp X)=e»® le caractére correspondant a p de Z et
I=C1.

Si s est un élément elliptique de G, M son centralisateur, m P'algébre
de Lie de M et b une algébre fondamentale de m, on introduit plus
généralement la distribution sur m:

(16) Vo= 2. (D™ exp X)ME(g).

s—lexpXeZ

Par ailleurs, I’espace G, a été décrit par Harish-Chandra. (Plus
généralement rappelons que G, peut étre décrit en termes d’orbites pour
tout groupe de Lie G suffisamment apprivoisé [Du]). Décrivons cette
paramétrisation. Soit f € g¥, le stabilisateur G(f) de f est un sous-groupe
de Cartan H de G d’algébre de Lie §). On écrit H=TA, ou T/Z est le
tore compact maximal de H/Z.

Soit j=1Pa la décomposition correspondante de §. On considére
b ={2 e h*; exp ({A(X))=7X(exp X), pour X e §, exp X ¢ Z}. On dit que
f e g¥ est X-admissible si f e h¥. On note g I’ensemble des éléments X-
admissibles de g*.

On voit que h¥ est un ensemble t} X a* ol £ est un ensemble discret
dans t*. Correspondant a chaque classe de conjugaison ) de sous-algébres
de Cartan de g, gF/G est alors décrit comme réunion des ensembles
6F),/W. 1lest alors facile de munir g¥/G d’une mesure dm,(£2). Nous
le faisons ici (ch. I, par. 7) d’une maniére canonique et en accord avec la
formule universelle décrite dans [Dul]. '

Soit f e g¥. On considére un caractére unitaire &, de T associé a un
certain choix de p (ch. I, par. 4) et on note:

X(f)={I" représentations unitaires irréducibles de T telles que
I'(z)=X(z) 1d et I'(exp X)=¢'V"¢& (exp X) Id pour X e t}.

Si (f, I') est un couple avec f e g¥ et I' e X(f), une représentation
T, de G, lui a été associée par Harish-Chandra.
On note O, ,=tr (T}, ).
Si R(I', f) est une fonction définie pour les couples f e g¥, I e X(f),
invariante sous I’action de G, on pose

— 1 .
= GG et I DRI

O, est une distribution sur G qui ne dépend que de lorbite 2 de [

a7 B,
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dans g¥. Il s’agit donc de vérifier pour la fonction de Plancherel R(I", f)
définie par Harish-Chandra (voir III. 1), la formule

as) [ am@©a 9= S 100

Pour montrer cette égalité, on utilise la méthode de descente d’Harish-

Chandra dont voici le principe.

Soit s un élément elliptique de G. Soient M son centralisateur dans
G, m lalgébre de Lie de M. Si O est une fonction généralisée G-invariante
sur G, on peut alors définir une fonction généralisée 6° sur un voisinage
petit convenable de 0 dans m par:

det,,, (1 —sexp X) ‘/Z@ :
s exp X).
det,, (1—s) (s exp X)

La connaissance des fonctions généralisées #* pour tout élément
elliptique s de G détermine ®. On montrera alors ’égalité (18) en prou-
vant plutdt, pour s elliptique, et pour «» sur m a support petit, I’égalité:

0°(X) = ju(X)'"

j dm ()@ )=0  sis¢Z
8%/G ,

=1(s)4(0) siseZ.
Soit I" € X(f) et @, , le caractére de G associé. Nous utiliserons
alors la formule pour 65  démontrée par 4. Bouaziz [B]. Soit {2 ’orbite
de s, 2° les points fixes de 2 par s. Comme £° est une réunion finie
d’orbites de M dans m*, Q¢ est munie d’une mesure canonique df,.. On
a alors:

20) 01000 = 405, Odpa(®)

(19)

ou les fonctions ¢, (&) sont les fonctions canoniques conjecturées dans
[D-H-V]; elles sont constantes sur les M-orbites. Pour s=1, c’est la for-
mule de Rossmann, pour s elliptique régulier, c’est la formule d’Harish-
Chandra des caractéres des séries fondamentales. Les formules de
Bouaziz pour 6} , déterminent entiérement &, . Ici se passe un phéno-
méne remarquable: 65, n’est en principe définie que dans un voisinage
convenable de 0 dans m. Cependant I’égalité (20) détermine une extension
de 6% ; et donc de 65 en une fonction généralisée sur m tout entier. Nous
chercherons donc quelle est la distribution sur m donnée par le premier
membre de (19)

[ am@e. ».
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Sur m*, on peut définir (II. 11) un polynéme x, canonique (c’est un
pfaffien). Soit 4, 'opérateur différentiel sur m associé. On démontrera
alors le:

Théoréme.
[ am(@©5v)=V.- (4.
oy/¢

Ceci se fait en deux étapes, au chapitre 2, (théoréme 4, ch. II, par. 11)
on prouve cette égalité, pour §, (17) définie par une fonction Q(I",f). Au
chapitre 3 (théoréme 1) on montre que @Q=R. Cette formule entraine
alors la formule (19), car si s ¢ Z, (V,, y»)=0 si + est & support petit, et
si s e Z alors (V-1 ¥)=%(s)y(0), d’aprés la formule limite d’Harish-
Chandra.

Pour s=1, le théoréme ci-dessus résoud (positivement) la conjecture
énoncée dans [Ve]. Rappelons que cette conjecture avait été démontrée
dans [Ve] pour un groupe semi-simple linéaire, et par P. Dourmashkin
[Do] pour G de type B,. La démonstration de [Ve] utilisait la méthode
due a R. Herb [He] de réduction aux groupes de rang deux, et un calcul
particulier pour ces derniers. La démonstration donnée ici est plus directe
(et ne nécessite pas la considération de cas particuliers). Le principe en
est le suivant, ¥, est déterminée d’aprés Harish-Chandra par les relations
de récurrence des “constantes des séries discrétes” pour les algébres de
Cartan adjacentes. On utilise alors les relations de récurrence des fonc-
tions de Plancherel R(I', ) pour les algébres de Cartan adjacentes démon-
trées dans [P-V].

Rappelons que c’est R. Herb [He] qui avait entrepris une étude
systématique des problémes combinatoires liés a la détermination des
constantes des séries discrétes et de leurs relations avec la mesure de
Plancherel, et que Herb, dans le cas linéaire, puis Herb et Wolf [H-W]
ont écrit une démonstration de la formule de Plancherel se plagant dans
cette perspective. Notre travail se situe dans le méme esprit. Cependant,
Putilisation de la “méthode des orbites”, de la formule de Bouazi, et des
relations de récurrence de [P-V] rend, pensons nous, notre démonstration
plus simple et plus naturelle. En fait, notre démonstration est nouvelle
méme pour SL(2, R).

Nous remercions A. Bouaziz et P. Torasso pour leur lecture attentive
d’une premiére version de ce texte. Nous sommes reconnaissants a
M. Taniguchi, aux professeurs K. Okamoto et T. Oshima et & nos amis
japonais pour nous avoir permis de participer & cette exceptionnelle série
de conférences.
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I. La mesure canonique sur I’espace des orbites admissibles

Notations.

Normalisation des mesures.
Sous-algébres de Cartan.
Paramétrisation de représentations de G.
Formules intégrales dans m*.

Mesure canonique sur nt¥.

Mesure canonique sur g¥/G.

Fonctions de Plancherel.

LR P U LD D O DD O
S A o

Notations

n
=

Dans tout cet article, G est un groupe de Lie réel semi-simple connexe
et simplement connexe. On note Z le centre de G et on fixe un caractére
unitaire X de Z. On note g I’algébre de Lie de G, et on fixe un multiple
strictement positif £ de la forme de Killing de g.

Soit ¥ un espace vectoriel réel. Nous notons V son complexifié, et
si U e V¢, nous-notons ¥ son conjugue.

Soit ¥V un espace vectoriel (réel ou complexe). Nous notons V'*
Pespace vectoriel dual, S(V) 'algébre symétrique, A(V) ’algébre extérieure
de V.

Lorsque cela ne préte pas a confusion, la valeur v*(v) d’un élément
v* e V* sur v e V sera notée v*v ou vv*.

Soit ¥ un espace vectoriel réel. S(V,) s’identifie & I’algébre des
fonctions polynémes & valeurs complexes sur ¥*. Si pe S(V,), nous
notons 9, 'opérateur différentiel sur C=(V) qui lui correspond. Par ex-
emple, si v e V, 9, est la dérivation dans la direction v.

Si T est un groupe de Lie, on note 7, sa composante neutre.

Si E est un ensemble, on note | E| son cardinal.

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel réel V. On note F(U)
Pespace de Schwartz de U, c’est-a-dire I’espace des fonctions ¢ ¢ C=(U)
telles que | 4¢|..<<co pour tout opérateur différentiel 4 & coefficients poly-
nominaux sur ¥, muni de la topologie définie par les semi-normes ¢—|4¢|...

§2. Normalisation des mesures

Soit ¥ un sous-espace vectoriel de g sur lequel & est non dégénérée.
Soit e,, - - -,e, une base de Vg, et soit ef, - . -, eX la base duale. La densité:

(D |det ke, e)[2leF A - - - Ne|

est indépendante du choix de la base et détermine une mesure de Lebesgue
sur V, que nous appellerons “la” mesure de Lebesgue sur V.
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Nous munissons V* de la mesure de Lebesgue duale; si ¢ ¢ #(V),
ona:

(2) f B f eV dvdf =g(0).

Soit M un sous-groupe fermé de G, et soit m son algébre de Lie.
Supposons £ non dégénérée sur m. On munit M de la mesure de Haar
tangente a la mesure de Lebesgue sur nt (remarquons que M est uni-
modulaire). En particulier G est muni d’une mesure de Haar en général
notée dg.

Supposons que M et M’ sont deux sous-groupes fermés de G, que M
contient M’, et que « est non dégénérée sur les algébres de Lie m et m’.
On note t 'orthogonal de m’ dans m, de sorte que m=m’Pr. La forme
£ est non dégénérée sur t, et on munit M/M’ de la mesure M-invariante
tangente a la mesure de Lebesgue sur t.

§3. Sous-algébres de Cartan

Si m est une algebre de Lie réductive, on note Car (m) 'ensemble de
ses sous-algébres de Cartan.

Soit j e Car(g). On note 4(g, h) 'ensemble des racines de §j, dans
ge- St « e A(g, ), on note g¢,, le sous-espace radiciel de g, correspondant,
1, € ho Pélémént tel que x(h,, h)=alh) (h e ), A, la coracine correspondant
aa.

On pose hp=> Rh,, a=H, N, t=ihpNY, de sorte que:

(3) h=1Da.

Nous notons @(g, §) le sous-ensemble des racines réelles: une racine
a est réelle si a(t)=0, ou de maniére équivalente, si 4, € a.

Nous notons 4,(g, §) le sous-ensemble des racines imaginaires, c’est-
a-dire de racines « telles que %, e it. Soit a € 4,(g, ). Soit X, € g¢..,
X,#0. Sik(X,, X,)<0 on dit que « est compacte. Si (X, X,)>0 on
dit que « est non-compacte. On note 4, (g.9) et 4; (g, §) les sous-
ensembles des racines imaginaires non-compactes et compactes respective-
ment.

Le groupe de Cartan correspondant a §j est noté H. Clest le centra-
lisateur de § dans G. On note P(§) le réseau des poids: c’est ’ensemble
des 2 e 9 tels que A(h,) € Z pour tout « & 4(g, §). A tout 2e P(§) est
associé un caractére £, de H: on considére une représentation de dimen-
sion finie irréductible de g admettant 2 comme poids. Cette représenta-
tion s’intégre en une représentation de G (car G est simplement connexe)
et £, est 'action de H sur un vecteur non nul de poids 2.



298 M. Duflo et M. Vergne

On note T={he H, |{(h)|=1 pour tout 1e¢ P(H)}. On note 4 le
sous-groupe analytique d’algébre a. Le groupe T contient Z, 7/Z est le
sous-groupe compact maximal de H/Z, et on a

(4) H=TA, TNA={1}.

Si V' g est un sous-espace §-stable, on note A(V, §)) ensemble des
racines (non nulles) de §, dans V. Si VCg est réel et h-stable, on note
encore A(V,H9)=4(V¢, 5. Nous dirons qu’un sous-espace [Cg, est
lagrangien s’il est Y)-stable, s’il contient §, et si pour tout « € 4(g, §), on a
soit o € A({, §), soit — e € A((, §). Par exemple, si [ est une sous-algébre,
c’est une sous-algébre de Borel, et 4({, §) est un systéme de racines posi-
tives pour 4(g, §). On note #(§) I'ensemble des sous-espaces lagrangiens.
Si [ e 2(8), on pose:

(5) o= Z @&.

Lemme 1. () Soit [ e 2(5). Ona p e P().
(i) Soitze Z. Le nombre {,(z) ne dépend pas de | e £(Y), ni de

§ e Car (g).

Démonstration. Si U e #(§) est une algébre de Borel, il est bien
connu que p,. est un poids. Or p,—p, est la somme d’un certain nombre
de racines, et donc p est un poids. De plus £, (2){,.(2)"" est un produit
de nombres {,(z) pour certains « € 4(g, §), et donc égal a 1. Donc ¢, (2)
ne dépend pas de [ e Z(§). Pour démontrer I'indépendance par rapport
a '}, on considére un groupe simplement connexe complexe G, d’algébre
de Lie g, et Hg le sous-groupe analytique d’algebre §,. Si 2e P(), 2
est la différentielle d’un caractére holomorphe £} de Hg, et si 'on note p
Phomomorphisme naturel G—Gg, on a {,={;op. La derniére assertion
du lemme vient de ce que deux sous-algébres de Cartan de g, sont con-
juguées par un automorphisme intérieur de G, lequel laisse fixes les points

de p(2). C.Q.F.D.
On pose

(6) W)=z, (2) sizeZ

(7) (g)=0 sigeG,g¢Z.

La restriction de ¥ & Z est donc un caractére unitaire de Z.

On note t, 'ensemble des X e t tels que exp(X) ¢ Z. Comme T,/T,
NZ est compact, t, est un réseau dans 1. On note t¥ ’ensemble des
pet* tels que
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(8) exp (i p(X))=1(exp X) pour X e t,.

Donc t} est un translaté du réseau dual de t,. On pose hH¥ =t Pax*.

§4. Paramétrisation de représentations de G

Soit f'e g*. On dit que fest régulier (ou g-régulier §’il faut préciser
@) si le centralisateur g( ) de f dans g est une algébre de Cartan.

Soit fun élément régulier de g*, et posons h=g(f). Nous employons
les notations du paragraphe 3. Nous notons t l'orthogonal de §) dans g
(pour la forme £). On a donc: ’

(9) g=Hdr.

Nous identifions g* et §*Dr*, de sorte que f e h*. On note Z(4, 1)
I’ensemble des lagrangiens qui ont les propriétés suivantes:

(10) a e &g, HN AL h)=—=f(h)>0
(1n a € Ar,,(8, ) NAL, ))==if (h.)>0
(12) a e 4;,4g, D) N4, )= (h,) <0

(13) Si a e d(,5) est complexe (c’est-a-dire ni réelle ni imaginaire),
alors @& e A({, b).

Lemme 2. Soit [ ¢ (9, f). La restrictiona T de o € dépend pas
de {.

Démonstration. Soient [ et [ dans .Z(5, /). Les formes p, et p;, ne
différent que par une somme de formes linaires du type ¢+ @&, ol « est
une racine complexe. Donc {,, et {,, ne différent que par un produit de
caractére de la forme £,{,=|{,. Ces caractéres valent 1 sur 7.

C.Q.F.D.

On note &, le caractére de T défini par le lemme 2 ci-dessus.
On dit que f est X-admissible si f € §. On note X(f) I'ensemble des
classes de représentations unitaires irréductibles I” de T telles que

(14) I')=x2)Id (zeZ)
(15) I'(exp X)=e"/ D& (exp X)Id X et).

L’ensemble X (f) est non vide car f appartient a hF. Clest un en-
semble fini de représentations de dimension finie. Compte tenu du lemme
1, nous pouvons réécrire les relation (14) et (15) sous la forme:
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(16) & M (2)=z)ld (zeZ)
an E7 T (exp X)=e/OId (Xed.

On note g} 'ensemble des éléments g-réguliers et X-admissibles de g*.

Soit f e g¥et ' e X(f). Lecouple (I',f) est un “caractére régulier”
du sens de [S-V]. Notons T, . la représentation unitaire irréductible de
G qui lui est associée (cf. [S-V]). Plut6t que d’en rappeler la construction,
nous renvoyons au paragraphe I1.10 ci-dessous, dans lequel nous décrivons
le caractére de T, r, ce qui spécifie T, , sans ambiguité.

Nous notons les propriétés suivantes de 7', ,:

(18) T, (z)y=%Xz)Id (ze2)
(ceci résulte de (14))

(19) T, - est équivalente a T - si et seulement si les données (f, I') et
(f*, I'") sont conjuguées par G.

Soit m une sous-algébre de Lie réductive de g, de méme rang que g.
Nous notons m} I'ensemble des éléments m-réguliers de m* qui sont X-
admissibles. Dong, si f € m¥, le centralisateur de f dans m est une algébre
de Cartan § de m, (et donc de g) et 'on a f e hF.

§5. Formules intégrales dans n*

Soient m et m’ deux sous-algébres réductives de g, de méme rang
que g. On suppose m'Cm. Soit v l'orthogonal de m’ dans m pour &,
de sorte que 'on a:

(20) m=m'@Pr.

Soit e;, ¢ - -, e,, une base de .
On pose, pour f e m'*:

(1) T ()= (2m)~?|det f(le,, e[| det &(e;, e,)| "
Soit M le sous-groupe analytique de G d’algébre m. La fonction
Tmme NE dépend pas du choix de la base e, - - -, e, elle n’est pas identi-

quement nulle (car non nulle sur les éléments m-réguliers de m’'*) et elle
est invariante par le normalisateur de m’ dans M.

Soit §j € Car (m), et soit H le sous-groupe de Cartan correspondant
de G. Nous écrivons h=1Da comme en (3).

On choisit un systéme de racines positives 4% pour A(m, §)), ayant
la propriété suivante: si « € 4% est complexe, alors @ € 4. On pose @* =
4* N O(m, b, et:
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(22) p= ,,LL hey Prn= aeIAT;n he, pr= AL e
On pose

23) b ={2 e b, p(D)#0}

24 th={u e t*, pr ()0}

Si A e ¥, on note ¢x(2) le signe de pR(2).
En utilisant dans (21) une base formée d’éléments vecteurs propres
de b, on obtient facilement:

(25) Tos(D=Qm) " pQ)|  (Aebh*).
Soit 2 € h*. Soit ¢ € & (m). Harish-Chandra [Hal] introduit “I’inté-

grale invariante™ ¥:

(26) Fy()=e () p(D)2r) - f o D).

L’intégrale (26) est absolument convergente, et la fonction F, se prolonge
par continuité a t* X a*. De plus, on a:

27N F, e ([t} X a*),

et l'application ¢—F, de &(m) dans (I} X a*) est continue. (Pour tout
ceci, voir par exemple [Va], p. 39 et 50).

Soit 1 € h¥. Soit w, Porbite de M dans m*. C’est une variété sym-
plectique, et donc w; a une mesure canonique que nous noterons dg, .
Nous posons:

8) K®=[_s(Ndp ().

On a la formule suivante (que I'on peut adopter comme définition de

dp.) (cf. [R]:
29) K= [ glami)im.

On a donc, compte tenu de (25):

30 K0)=LD . DF®.
(30) () Ip(z)lé()qﬁ()

& Toutes les mesures invariantes sont normalisées comme nous ’avons ex-
pliqué au paragraphe I1.2.
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On note 77,4 I'ouvert de m* formé des éléments m-réguliers con-
jugués (par M) de points de §*. Donc 7", ,=MDbh¥. On note W(M, })
le groupe de Weyl de §j dans M, c’est-dire le normalisateur de ) dans M,
modulo M H. Soient ¢ € #(m) et © une fonction M-invariante dans
Y mg Onnote § la restriction de @ a h¥. Si © est suffisamment raison-
nable (restriction d’une fonction continue a croissance lente sur g*, par
exemple), on a:

6D [ eI =W DI [ 0D DE D

Nous donnons une autre interprétation de cette formule. Soit & une
fonction généralisée M-invariante dans ¥",, ; (c’est-a-dire une forme linéaire
continue sur 'espace des densités ¢df, avec ¢ € C3(#,.,). A cause des
propriétés d’invariance, le front d’onde de © est transverse a §*, de sorte
que la restriction § a h¥ est définie (voir [G-S]). Si ¢ € C7(¥ ,4), on a
K, e C2(h¥), et 1a formule (31) est encore valable.

Nous réécrivens (31). - On note C(@*) la chambre positive dans a*
définie par @*. C’est donc I’ensemble:

(32) . C(@)={v e a*, u(h,)>0 pour ¢ O*}.
On pose:
(33) c(§)=2x)~*| W(D(m, H) || W(M, H)|.

Dans les mémes conditions que (31), on a:

G [ 6UNG=e® [ [ 0 9P I s

§ 6. Mesure canonique sur m}
Les notations sont celles des paragraphes 4 et 5. On pose:
(35) v(§)=vol(t*/t¥)=vol(t/t,)".

Nous définissons une fonction généralisée ¢, , sur H* par la formule:
[ 2updr=® 3 [ 641
petyd ot

Nous avons utilisé les notations du paragraphe 3, et écrit 1=(g, v) avec
pet*, vea*. La fonction généralisée g, est une mesure (plus exacte-
ment §, ,d2 est une mesure) de support h¥. On a, d’aprés la formule de
Poisson:
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(36) 05.,= >, Aexp X)e %,
X€tz

La signification de (36) est la suivante: pour toute fonction ¢ sur h*,
suffisamment réguliére, (par exemple ¢ € £ (§*)), on a:

€0 L*5b,x(3)¢(1)dl= X;]Z T(exp X) L*qs(,z)e—uid 1

Nous définissons une fonction généralisée 4%, dans ¥, , par la
formule:

(39) [, ansnar=iwon g
X[ 0 Dmas KDL @ € C207 )

En fait &%, ,df est une mesure dans ¥, 4, et (38) reste vraie par exemple
pour toute fonction ¢ intégrable pour &) ,df, d’aprés le théoréme de
Fubini. C’est le cas pour toute fonction continue sur m* décroissant
rapidement a l'infini, d’aprés le lemme suivant.

Lemma 3. 6} df est une mesure tempérée sur m*.

Démonstration. 11 suffit (cf. [Va] p. 39) de trouver une semi-norme
continue N sur #(m*) telle que

[, a.wnar| <ne

pour tout ¢ e Cy(m). Cela résulte de ce que I'application ¢—F; de
&L (m*) dans L (HF) est continue (cf. [Va] p. 39 et 50). C.Q.F.D.

Nous posons
(39) O, =2 Oz
®

ou la somme est prise sur ’ensemble des classes de conjugaison de sous-
algébres de Cartan de n1.

11 résulte de ce qui précéde que 4, ,df est une mesure tempérée sur m*,
M-invariante, et pour laquelle le complémentaire de m} est négligeable.
Nous dirons que 4, ,df est la mesure canonique sur m}. Notons que la
fonction généralisee 4,,, est encore plus canonique car elle ne dépend pas
(contrairement 3 df) du choix de «. Elle est essentiellement caractérisée
par le fait que sa restriction a chaque b (§ e Car (m)) est égale a J,,,.
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§7. Mesure canonique sur g /G

Chaque orbite 2 de G dans g* est munie de sa mesure G-invariante
Bo (cf. (28) et (29)). Nous notons dm, la mesure sur g¥/G obtenue en
divisant g, ,df par les mesures 8,. On a donc, pour toute fonction ¢ sur

g* intégrable pour §, ,df:
@ [ sansnar=[ ([ sndpsh)dm@)

Remarque: Les ensembles g, la mesure 4§, , et la mesure dm, peu-
vent se définir pour tous les groupes “presque algébriques” (voir [Du]).

Soit j € Car(g). Si 2 e b, nous notons 2, la G-orbite de 2. Soit
une fonction intégrable sur gf/G. On a:

@) [y @dm(@=3 WG, DI | 5, Dm@u@d,
a4/6 ® B

ou Ja somme est prise sur ’ensemble des classes de conjugaison de sous-
algébres de Cartan de g. Cette formule résulte de (38), (39), (40), (31).
Rappelons que J; ,d2 est définie par (37).

Soit m Cg une sous-algébre réductive de méme rang que g. Si £ est
une G-orbite réguliére dans g*, 2\ m* est une réunion finie (éventuel-
lement vide) d’orbites de M dans m* (M est défini comme au paragraphe
5). Donc 2N m* porte une mesure canonique fy,.+: c’est la mesure dont
la restriction a chaque orbite  C 2N m* de M est la mesure S,.

Lemma 4. Soit ¢ une fonction sur m*. On suppose que r,.¢ est
intégrable pour &, . df. On a:

@ [ oD D=[ (], 6Bl 1)) i (0),

2Nm*

Démonstration. Soit §j e Car (m). Notons §,, ---, 5, € Car (i) des
représentants, modulo la conjugaison par M, des algébres de Cartan de m
G-conjuguées de §. 11 suffit de démontrer (42) lorsque ¢ est nulle en
dehors de U, 7" 5,

Notons £, la G-orbite d’un élément 2 de §*, et w, la M-orbite d’un
élément 2 d’un §F. On note Qi I'ensemble des points de 2, conjugués par
M d’un élément de §¥. Donc 2,Nm* est réunion disjointe des %
Posons:

1= ([, #0080 ) 5D, D2



La Formule de Plancherel 308

On a:
1=[ ([ #7001,

_ |W(G, )|
WM, )| w (I m;sb(f Yapu(f )) o5, (A)0s, (A A.

Compte tenu de la relation:
o5l g/m(R) = 10y/5,(2)

et de (38), on trouve:

L=IW GBI [ s mun e N

D’aprés (41), le c6té droit de (42) vaut:
1
S,
AT

ce qui est bien égal au c6té gauche. C.Q.F.D.

§8. Fonctions de Plancherel

Soit Q(I", /) une fonction définie pour les couples f e gF, I" e X(f),
4 valeurs complexes, invariante sous I’action de G.
Soit ¢ € C7(G). On pose

T,.p)= [ T,.r(e)p(e)de.

C’est un opérateur a trace. Soit f e g¥. On considére:

1 .
(43) TGHIGNZ] * E};.m (dim IO, f) tr T, r($dg).

On note cette quantité O (¢dg): O, est donc une fonction généralisée sur
G, et 'on a ©@,=0,, si fet f/ sont dans la méme G-orbite. Si 2=G-f,
on posera 0 ,=0,.

Nous dirons que Q est une fonction de Plancherel pour G si l'on a:

(44) [ Oupde)am (@)= 3 1()5(2).

La formule (44) sous-entend que O,(gddg) est fonction intégrable de £
pour tout ¢ € C7(G).
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Dans la suite de cet article, nous construisons une fonction @ dont il
est assez facile de vérifier que c’est une fonction de Plancherel (Ch. IT).
Nous montrons ensuite que @ est égale 4 la fonction de Plancherel
d’Harish-Chandra (Ch. III).

Remarque. De (44), on déduit facilement la formule de Plancherel
des groupes G/Z’, ou Z’ est un sous-groupe de Z: c’est un probléme
d’analyse harmonique sur le groupe abélien discret Z.

. Premiére forme du théoréme de Plancherel

§1. Intégrale invariante dans 1.

§2. Les distributions V.

§3. Enoncé des théorémes 1, 2 et 3.

§4. Transformée de Fourier M7,

§5. Transformée de Fourier de V,: la fonction g¢,.
§6. Sur la formule de Poisson.

§7. Démonstration du théoréme 1.

§8. Démonstration du théoréme 2.

§9. Méthode de descente: Réduction du théoréme 3 au lemme 13.
§ 10. Formule de Bouaziz et calcul de 4,,.

§ 11. Formule de Poisson-Plancherel.

§1. Intégrale invariante dans m

Soit m une sous-algébre réductive de g de méme rang que g, M le
sous-groupe analytique correspondant, b une sous-algébre de Cartan
fondamentale de m. On choisit un systéme de racines positives 4*(m, b)
comme en .5. Nous employons les notations du paragraphe I.5. Nous
notons 2e le nombre de valeurs propres <0 de la matrice représentant la
restriction de « & un supplémentaire v de b dans m. Soit X'e b un élé-
ment m-réguilier. On pose, pour ¢ € F(m):

(1) 1= T« | gomxym.
a € 4+ (m,b) M/B
Si ’on identifie m et m*, et compte tenu de I'absence de racines réelles
(car b est fondamentale) I} est, & un facteur constant prés dépendant de
&, égal & F. Silon note b, I’ensemble des points X de b tel que a(X)=£0
pour tout « e 4; ,(m, b), I, se prolonge par continuité en un élément
de £(b,).
Soit X un élément m-régulier de b. On pose, pour ¢ ¢ F(m):

(2) M3(g)=(—1D| W(M, b)|"*(2m)~ 4@, 5)(X)-
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D’aprés Harish-Chandra, la fonction X—M%(¢) se prolonge par conti-
nuité & b tout entier, ce qui définit M3(p) pour tout X e b. Toujours
d’aprés Harish-Chandra, M7 est une distribution tempérée de support
MX. De plus:

(3) M3(@)=4(0).

(Pour tout ceci voir [Hal] ou [Va]).

§2. Les distributions V',

Soit G,,; 'ensemble des éléments elliptiques de G. Un élément s € G
est elliptique si Ad s est un endomorphisme de g dont les valeurs propres
sont de module 1, et qui est semi-simple.

Soit s € G,;;.  Soit M la composante neutre du centralisateur G(s) de
s dans G (¥), et soit m I’algébre de Lie de M. Comme s est elliptique, il
est contenu dans un sous-groupe de Cartan fondamental B de G.

Si B est un sous-groupe de Cartan fondamental, on note b son algébre
de Lie, et E=BN G,;;. On sait que B est connexe, que E est le groupe T
correspondant & B et que E est connexe. On note e I'algébre de Lie de E.
Donc e=ibp,Nb. Onnotee,={Xee, expXe Z}.

On choisit B contenant s. Donc B est contenu dans M. On pose

(4) Ve=7>,%(s""exp X)M™.
Xed

Soit Se e un élément tel que exp S=s. Alors I(s~'exp X) est non nul
seulement si X e e;+S. Soit ¢ € #(m). La fonction X—M5(¢) est con-
tinue sur b, a décroissance rapide. La série (4) est donc absolument
convergente dans Iespace %/(m) des distributions tempérées sur ut, et V,
est une distribution tempérée sur m, M-invariante. Il est facile de voir,
comme le suggére la notation, que V¥, ne dépend pas du choix de B.

Nous noterons V, la fonction généralisée sur m*, transformée de
Fourier de V,. Par définition, on a pour ¢ € F(m*):

L* V(f)e(f)df =Im(JM*¢( f)e~if(X)df> av(X).

§3. Enoncé des théorémes 1, 2 et 3

Théoréme 1. Soit se G,,;. Définissons m, V,, V, comme au para-
graphe 2. :

¢ En fait G(s) est connexe, car G est simplement connexe et s elliptique.
Nous ne nous servirons pas de ce résultat.
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La distribution V df est une mesure sur m*, absolument continue par

rapport @ é, ,df. De plus il existe une unique fonction continue q(s) sur
m¥ telle que

I73 =q(s)5m,z'

Soit fegF etse G, tel que s-f=f Notons H=G(f), j=g(f), et
écrivons H=TA comme en 1.3. Alorss e 7. Avec les notations ci-dessus,
onafhCmetfemf. Lenombreq(s)(f) est donc défini. On pose:

(5) q()(f)=q(s, f).
Théoréme 2  Soit f e gF. Avec les notations ci-dessus, on a:
(1) q(tSl‘_l,f)f‘—q(S,f) (S’ te T)
(i) q(sz,f)=1z")q(s, f) (seT,ze2Z)

(iii) g(sexp Y, f)=e""""q(s, f) (seT, Yeti).

Soient feg¥, I' e X(f). Les formules (ii) et (iii) ci-dessus, et les
formules (16) (17) du ch. I permettent de poser:

(6) Or.N=_ 3 46DETE).

A cause de (i), ¢’est un opérateur scalaire, et 'on définit Q(I, f) par la
formule

(7) o, fH1d= (T, f).

Théoréme 3  La fonction Q est une fonction de Plancherel au sens du
paragraphe 1.8.

La démonstration des théorémes 1, 2. et 3 fait I'objet de la suite de
ce chapitre.

§4. Transformée de Fourier de M3

Soit s € G,;;. Nous employons les notations du paragraphe 2. Nous
voulons décrire la transformée de Fourier M qui est une fonction sur m*.
Ceci nécessite les relations de récurrence d’Harish-Chandra.

Rappelons la notion d’algebres de Cartan adjacentes. Soit h=1+a

e Car (m). Soit « € @(m, §). On choisit des éléments X, X_, dans ut, de
poids « et —a, tels que

(8) [Xe, X_]="h,.

On pose ) =R(X,— X_,)Pkera. C’est une algébre de Cartan, que I'on
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écrit f=t'Da’. On a:{=RX,—X_,)®t, a’=aNkere. On note c,
Papplication linéaire Ho—;, telle que ¢, (X)=X si Xekera, c,(h)=
i(X,—X_,). Cest une transformation de Cayley, dans le sens suivant: il
existe m dans le groupe adjoint M, de M tel que la restriction de m a4 §,
soit égale a c,.

Soit 8 e @(m, ) une racine telle que pf(A,)=0. Posons g'=c,(B).
Cest I'unique élément de @(m, ) tel que &, =Ah,, et I'application g— g’
est une bijection de I’orthogonal de 4, dans @(im, §) sur &(m, §).

Soit @* CP(m, h) un systéme de racines positives. Nous noterons
@’* 'ensemble des B’ ol 8 parcourt I’ensemble des § € @* orthogonaux 3
h,. Cest un systéme de racines positives pour @(m, §/).

Nous notons B™ ’espace vectoriel des fonctions b de trois variables
§ e Car (m), @* un systéme de racines positives pour @(u, §), ¥ ¢ ifg, qui
vérifient:

Soitme M. Ona

(9) b(mbh, m@*, mY)=0b(y, 0*, Y).
Soit @ € @, simple. On a:
(10)  o(h, 2, X)+b(Y, D%, 5, Y)=b(Y, D"*, . ¥)+ b(Y, D'*, c,5,Y)

ou s, est la réflexion par rapport 2 la racine «.
On pose Y=Y,—iny,avec Y,ef,yea Ona
1 by, ¢*, Y)=0 siy¢ >, R'h,
a€d+
ou R*=]0, co].
Si § est fondamental, @(m, ) est vide et @* est omis de la notation.
La relation (11) s’interpréte:

(12) b(h, Y)=0  siy+0.

Lemme 1. Soit be B™. La restriction de b @ e est une fonction
W (M, b)-invariante qui détermine b.

Démonstration. L’invariance de b(b, Y) (Y e ¢) par W(M, b) résulte
de (9). Supposons b0, ¥)=0 pour tout Yee. Il faut montrer que
b(h, @*, Y) est nul pour tout Y eifg. On raisonne par récurrence sur
|@(m, )| Si d(m, h)= @, § est fondamental, et I'assertion résulte de (9)
et (12). Supposons |@(m, §)|>0 et Passertion établie pour les ) e Car (i)
tels que |@(m, §")|<|@(m, )|. La relation (10) montre que 'on a

(13) b(h, 0*, w(¥))=e(w)b(h, *, ¥)
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pour tout w dans le groupe de Weyl W(®(u, §)) de O(m, §). Ecrivons
Y=Y,—izy. Siy¢> ..coRh,, ona b, d*, Y)=0. Supposons donc
y € > aco Rh,. Soit C la chambre de Weyl ouverte dans 3 ,., Rh,, définie
par @*. La relation (11) montre que b(h, @+, Y) est nul si y € —C. lLa
relation (13) montre que b(f), @+, ¥) est nulle. C.Q.F.D.

Lemme 2. Soit be B". Supposons b(h, *, Y)=0. I existe we
W(O(m, b)) tel que w(y)=—y.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur |@(m, §)|. Sih est
fondamental, ’assertion résulte de (12). Supposons |@(um, §)|>0 et 'asser-
tion établie pour tout §’ e Car (i) tel que |O(w’, §)|<|@(m, §)|. Comme
b, &*, Y) est non nul, on a y=3,mh,, oun, ¢ R*, «, simple dans @*.
On pose ht(y)=>,n,. On peut supposer (quitte & remplacer y par un
conjugué) que ht(wy)=ht(y) pour tout élément w e W(P(m, H)) tel que
Pon ait b(Y, @*, Y,—izwy)£0. Sia(py)<0 pour tout ¢ e @* on a y=0
et le résultat est établi. Sinon, il existe & simple dans @* tel que a(y) >0.
On a b(y, @*,5,Y)=0 car ht(s,y)< ht(y). La relation (10) montre que
I’un au moins des nombres (Y, @'*, ¢, Y) ou b(Y/, ¢'*, ¢,5,Y) est non nul.
Ecrivons y=th,+ ', avec y e aNkera. L’hypothése de récurrence

montre que I'on a w/y’= — )’ pour un élément w’ ¢ W(@(m, ’)). Identi-
fions W(@(m, §’)) & un sous-groupe de W(@d(m, §)). On a ws,y= —y.
C.Q.F.D.

Lemme 3. Sib(h, @+, Y)+0, il existe un élément m du groupe adjoint
complexe M tel que ml=9 et b(b, mY)=+0.

Démonstration. Elle est analogue a celle du lemme 1. C.Q.F.D.

Soit X ee. La transformée de Fourier M™ de M™ est une fonction
bornée, M-invariante, analytique dans I’ensemble des éléments m-réguliers
de m*. Soit §) e Car (m), et soit @* un systéme de racines positives pour
O(m, ). Soit C(@*) I'ensemble des v ¢ a* tels que v(h,)>0 pour tout
ae ",

D’aprés Harish-Chandra, il existe une fonction Y—b4(§, &+, ¥) sur
iYg, nulle en dehors des conjugués (sous M) de X, telle que:

(14) M}(ﬂ):ZYmRbX(E), @*, Y)e '"* pour tout A=pu-+v avec p e t*,
ve C(@*). (bx(h, ®*, Y) est nul sauf pour un nombre fini d’éléments
Y e ihg).

La fonction by est dans B™ et on a:

(15) by, Y)=0 i ¥ ¢ W(M,Bb)X.
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(16) b, (b, Y)—m si Ye W(M, D)X.

(Pour toutes ces propriétés de M=, voir [Ve]. Notons que (15) et (16),
lorsque X est m-régulier, sont équivalents & la formule de Rossmann [R]).

§5. Transformée de Fourier de V,: la fonction g,

Soit s € G,;;. La transformée de Fourier ¥, de V, est égale a la
somme:

(17) Vo= >"7(s*exp X)M3.
XeEe
11 est donc naturel d’introduire I’élément b, de B™ défini par:
(18) by(h, @+, Y)= 3 Us~" exp X)bx(h, &, Y).
Xc€e

Remarquons que cette somme est finie pour §), @*, Y fixés.
1l résulte de (15) et (16) que I'on a:

(19) b0, X)=T(s " exp X) si Xee.

Soit §j € Car (m), et écrivons h=1@Da comme d’habitude. Nous intro-
duisons ou répétons quelques notations. On pose:

20) Yz ={X e ihg, exp (ad X)=1}, t, =}, N1.
On a donc:

Q1 h,={X e ihg, a(X) ¢ 2ixZ pour tout « € A(g, H)}.
On pose:

22 h,={X € ihg, exp (ad X)=Ad s (dans End (g¢)}

(9, est donc un translaté du réseau §,). On a:

23) a(X) € 2ixZ pour tout X ¢ §,, « € A(m, ).
On pose:
(2] P.={x e qa, a(x) e Z pour tout « & H(m, H)}.
(25 R= 3. Zh,
a€2(g,h)

(26) a,={x € R,, (—izx+1H)NY,#}.
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Lemme 4. Soit @* un systéme de racines positives pour O(m, §). Soit
X e ilp, tel que b,(h, D*, X)£0. Alors:

(i) Xeb,

(i) Ecrivons X=X,—inx, Xyet,xea. On a:xe compZh.0
2P, et donc x e a,.

Démonstration. Soient ) et §y deux sous-algébres de Cartan de m et
m dans le groupe adjoint complexe M, tels que m=Y’. On a mh,=1Y..
Donc (i) résulte du lemme 3 et de (19). = I résulte de (23) que x est dans
le réseau 2P,. 1l résulte du lemme 2 qu’il existe we W(P(m,§)) tel
que w(x)=—x. Ecrivons x=(x/2)—w(x/2). Comme x/2¢ P, on a
X€ Y neompy ZLha C.Q.F.D.

Lemme 5. Soit Yei,. Ona:
27 b9, D%, X+ Y)=1T(exp Y)b,(5, O+, X).

Démonstration. On démontre (27) par récurrence sur |@(m, §)]. Si
b est fondamental, (27) résulte de (19) et (9). Supposons |@(m, §)|>0 et
(27) établi si §’ e Car(m) vérifie |@(nt, §)|<|@(m, h)|. Pour X e ilp,
posons c(X)=>b,, &*, X+ Y)—J(exp Y)b,(b, &*, X). L’hypothése de ré-
currence montre que 'on a c(W(X))=e(w)c(X) pour tout w e W(@(m, §)).
On conclut comme dans la démonstration du lemme 1. C.Q.F.D.

Lemme 6. 1 existe d >0 tel que I’on ait |b(Y, D, X)|<d pour tout
X e iYp.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur |@(nt, §)|. Si § est
fondamental, ceci résulte de (19) et (9). On suppose le résultat établi
pour §’ e Car (m) vérifiant |@(m, §’)|<|@(m, §)|. Notons d’ une constante
majorant tous les |5,(f/, @’'*, X')| lorsque |@(m, §')|<|@(wm, j)|. Ecrivons
X=X,—izx. Soit I(x) le nombre minimum tel qu’il existe des réflexions
simples (par rapport & @) s,, - - -, 5, telles que s;- - -5;,,(x) soit dans
I’adhérence de la chambre —C. Si /(x)=0, la relation (10) montre que
Pon a|b,(h, *, X)|<d’. Un raisonnement par récurrence sur /{x) montre
que I'on a |b(h, @*, X) |/ 2N, C.Q.F.D.

Considérons deux éléments X=X, —inx et X'=X|—izx’ dans §, tels
que x=x'. OnaX;—X,eh,Nt=t,. Soit get¥ Il résulte dulemme
S quelona:

(28) bs(f)’ @+9 X)e‘in:bs(ﬁ, ®+, X’)e"ixfrﬁ.

La définition suivante est donc licite. Soient x € R,, §) e Car (m), @* un
systéme de racines positives pour @(m, §), g e tf. On pose:
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29) c(h, D%, p, x)=0 si x ¢ a,,
(30) c(, O, p, x)=b,(h, D*, X)e ¥ox si x € a,.
On considére:
31 C(@*)={v € a*, u(h,) >0 pour tout « € @*}.
Lemme 7. Soity e C(®*). On a, avec les notations du lemme 6:

ley(h, @F, p, x)e ™ |<d [ (1—e =)L,
agd+

a simple

Z€R,

Démonstration. Soient «, ---,a, les racines simples de @*. Si
x € R, est tel que ¢ (5, D*, p, x) soit non nul, on peut écrire x=> _, nh,,,
avec n, € N. (Ceci résulte du lemme 4 et de (11)). D’aprés le lemme 6,
la série ci-dessus est donc majorée par:

d Z e—x}.”nihaiv:dn e"'"hai”. C.Q.F.Do

neN? i mEN

Soit 2 € h¥. Ecrivons 2=+, avec g e tf, v e a*. Supposons que
y soit régulier pour @(m,}), c’est-a-dire supposons v(h,)0 pour « e
@(m, §). Soit @* le systéme de racines positives tel que v e C(D*). Le
lemme ci-dessus permet de définir:

(32 4,9, )= 2 ¢(h, D, p, X)e= """,

ZE€ag

C’est une fonction analytique de vy € C(9*), pour g fixé dans t¥.
Soit f e m¥. Posons h=m(f). Nous posons

(33) 9()=4,(5, /).

C’est une fonction continue sur m}. Comme, dans le théoréme 1, I'unicité
est évidente, le théoréme 1 est conséquence du théoréme 1’ (plus précis)
ci-dessous:

Théoréme 1.  Soit ¢ ¢ S(m*). Ona:

(34 fm* 19:()P(S) 10w, (S )df <oo.

(35) [ 7enar=|  s(Da. s

Nous démontrerons le théoréme 1’ au paragraphe 7. Auparavant
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nous établissons un résultat qui nous permettra d’appliquer la formule de
Poisson & une classe convenable de fonctions sur t* X C(@*).

§ 6. Sur la formule de Poisson

Soient n, pe N, et soit ge N tel que 0<Lg<n. On pose x=
(X1 -+, %), y=(¥ -+ -, ¥,). On fixe un ouvert U de R?. On pose D=
{xeR", x,>0, - - -, x,>0}, w(x)=x,%- - -x,. On note Diff (R") I'algébre
des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux. On note &
I’espace des fonctions ¢, C= sur DX U, telles que |49|., <co pour tout
4 e Diff (R"). On pose, pour (z,y) e R*"X U:

(36) F 4z, y)=j e P(x, y)dx.
D
Lemme 8. 1/ existe 4,, - - -, 4, ¢ Diff (R™) tels que ’on ait

n k
(37 ]Ul A+2)|F oz VIS 2, 14l
pour toutze R, ye U, p e &.

Démonstration. Par transformée de Fourier partielle, on peut sup-
poser g=n. Soit I une partie de {1, 2, - - -, n}. On veut démontrer I’exis-
tence pour chaque I d’opérateurs différentiels 4,, 4,, - - -, 4, ¢ Diff (R™)
tels que

(38) IEESFCRIES PPN

jer

On raisonne par récurrence sur n. Supposons d’abord n=1. La
formule:

(39) 35, 9)=—[ 2.6, -+,

permet de définir ¢(0, y) par continuité. Posons (x, y)=xD(x, y). Le
méme argument prouve que (dv/ax)(x, ¥) se prolonge par continuité en 0,
que l'on a (0, ¥)=0 et que (3/0x)(0, ¥)=¢(0, »). Pour toute fonction
@ ona:

2 2
, 14 . .
Zzeizraz Lz_eizxa__ezzx 84‘2 ___2lziezzza.
ox 0x 0x

D’aprés les remarques précédentes, on obtient donc
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(40) ZZJW e rdx= —¢(0, y) —Iw e® 8_: (xg(x, y))dx.
0 0 0x

Compte tenu de (39), on voit que 'on peut prendre par exemple 4,=1,
4,=(0/0x), d;=(1+x*)(3*/0x")x. Supposons n>1 et (38) établie pour
tous les entiers » strictement inférieurs. Si 7 est vide, il est clair que (38)
est vraie. Si I n’est pas vide, on peut supposer que 7 contient n. On
pose X'=(X;, Xy, ++ +5 Xp1)s 2 =21, 2oy * 5 Zyy)y O/ =XXpe - X,y, D=
{x'e R"', x,>0, pour 1<i<n—1}, I'=1—{n}, U'={(z,, y), avecy e U},
E'={ e C(D'X U, |4y|.<oo pour tout 4’ e Diff (R*~)}.
Soit ¢ e &, posons

(X', 2, y)sz el ninx, b(x’, X,, Y)dx,.
0
Onaqeé’, et
g w,p(Z, y)zj eiz'z'wlw(x,’ y)dx/'
D

L’hypothése de récurrence (appliquée a la variable x,) montre qu’il
existe des opérateurs 4, polyndmes en x, et 9/ox, tels que, pour tout
4’ e Diff (R*~"), on ait

(41) |z, 2, )| S 474D,

La fonction zp(x’, z,, y) est donc dans &”. L’hypothése de récurrence
montre qu’il existe 47, - - -, 4, tels que

(], Dl IS T2 20 DI 14475
C.Q.F.D.

Soit ¢ e &. Posons (x, y)=w(x)é(x, y) si x e D, et (x,y)=0 si
x e R™\D. Soit I" un réseau de R", et soit ['* le réseau dual formé des z
tels que zx e 2z Z pour tout x e I".

Lemme 9.

(1) Sup,,, 2ipeers| Fy(z+T7*, y)|<oo.

(ii) ) est continue et on a Sup, 3 e |, y)|<oo.
(42) (il)) 2rers Fy(z+T%,3)=VOL(VIT) 2 ier €7y (T, ¥).

Démonstration. 1l résulte du lemme 8 que pour tout opérateur diffé-
rentiel 4 a coefficients constants sur R”*, on a

Sup J |AF (2, y)|dz<oo.
Y Rn
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11 est classique que la formule de Poisson s’applique a ce genre de
fonctions. C.Q.F.D.

Soient ¥ et W deux espaces vectoriels réels, @ un systéme de racines
dans V*, ¢*C @ un systéme de racines positives, z la fonction polynéme
sur ¥ produit des éléments de @+, V'={v e V, z(v)50}, U un ouvert de
W. Soit I" un réseau de V, et soit I'* le réseau dual. On choisit une
mesure dv sur V. Soit § e C~(V’ X U) une fonction telle que, pour tout
opérateur différentiel a coefficients polynomiaux 4 sur V on ait|48|.. <co.
On pose y=np, et pour tout v* e V*:

Ho*, w):f e~ p(v, w)dv.

Lemme 10.

( i ) Supv*,w Zr*el"* V](U*-}-T*, W)l<oo

(ii) 1w se prolonge'par continuité en une fonction continue sur VX U
et l'on a:

Sup reZplﬂ(T, w)|<oo.
(43) (ili) e HUHT*, W=Vl (V) 3, e e (T, W).

Démonstration. Soit V"’ une composante connexe de V’. On peut
choisir un systéme coordonnées x,, - - -, x, dans ¥ tel que V"’ soit égal &
I’ensemble x,>0, - - -, x,>0. Dans ces conditions x,- - - x,, divise = et 'on
peut appliquer le lemme 9 2 la fonction ¢, nulle en dehors de V7, et égale
dans V" a nf/x,- - -x,. Le lemme 10 en résulte. C.Q.F.D.

§7. Démonstration du théoréme 1’

Les notations sont celles du paragraphe 5.

A. Démonstration de (34)

D’aprés les formules I(38) et 1(39), il faut montrer que pour tout
b e Car (m), la fonction ¢,(5, D=, (DK,(1) est intégrable pour la mesure
35,,(AdA.

Soit 4* un systéme de racines positives pour 4(m, §), comme en 1.5,
dont nous employons les notations. Posons, pour 2 ¢ §*

(44) )= Ahy).

[]
a€4+\0+
Soit ¢ € F(m*). Soient y e}, 2e C(@*). Posons:

(45) Yl V)= p'(p. )F (1, v).
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D’aprés 1(27), 4 e L(tF X C(D+)), et de plus, +(z, v) se prolonge par con-
tinuité & t*X C(@*) en une fonction continue, nulle si p’(y, v)=0 (cela
résulte de [Va], th. 23 page 50). Posons a=(2x)~¢| W(®(m, §))|v(§). On a:

[ 19.6. Drus@ED13 D

N FRC AR IO ORI

rEty

Comme, d’aprés le lemme 7, la fonction |g,(9, g v)|pr(v) est bornée sur
t¥ X C(@"), cette intégrale est convergente, ce qui démontre (34). De
plus, nous avons prouvé:

(46) [, sDa

=c(h) 2 459, 11, V) PRV, v)dy.
petyJd C@+)
B. Stabilisation des intégrales orbitales

Soit @ une orbite du groupe adjoint complexe M, dans mg Nous
posons:

(G Mr= 37 X(s~'exp X)M32.
Xeone

Remarquons que I’ensemble des @ pour lesquelles M7 est non nulle
forme une partition en ensembles finis de I’ensemble discret des X ¢ e tels
que exp X € sZ.

La transformée de Fourier M™ de M™ est une fonction analytique
M-invariante dans I’ensemble des éléments réguliers de m*. Soient
§e Car(m), et ®* un systtme de racines positives dans @(m, ). Si
(¢, v) € t*X C(@*), on a, en écrivant:

48) X=X,—inx X,et, xea),
(49) Mi(u, )= 3 by, O*, X,—imx)e tFore==ov,
Xepsno

(Ceci résulte du lemme 3, et des formules (18) et (19)).
En C ci-dessous, nous démontrerons le lemme suivant:

Lemme 11. Soit ¢ € #(m*). Soit Y e Car(m). Ona:

(50) 2]

[ sniar| <o,
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ORI ) Y LA WX T et

Montrons que le lemme ci-dessus entraine (35), ce qui termine la
démonstration des théorémes 1’et 1. On a:

[ 7nsingr= s ep ) | s(HIEN,

la série étant absolument convergente d’aprés la convergence de (4) dans
&’(m). En regroupant orbite par orbite, on obtient

= [ anmscrar
= ([ snanar),

ol la somme est prise sur I’ensemble des classes de conjugaison d’algébres
de Cartan de m. La formule (50) permet d’intervertir les deux signes > .
La formule (51) implique alors la formule (35).

C. Démonstration du lemme 11

Nous employons les notations du lemme 11. On choisit @*C
@(m, §) comme ci-dessus, et on définit +» comme en (45). Pour simplifier
les notations nous posons:

(52) b(Xy, x)=b(b, O*, X;—inx)
et:
() [ b e T o) ) p=0K,, 3.,

Compte tenu des formules I. (34) et (46), il suffit de démontrer les deux
assertions suivantes:

(54) > j (X, x, v)dy| < oo,
o C(o+) XehsNo
(55) > j S0, x, v)d
4 Cc@+) Xebsno
=v 2, ] ., 70 s IPREI(e v

11 suffit donc de montrer les deux assertions suivantes
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(56) j 10(X,, x, )| dy < oo,
Xehs J C(2F)
(57) 5, 006 3, =08) 3 4.0, 1 )P ().

Nous notons a} ’ensemble des x € > ,co+ N, tels qu’il existe un é1é-
ment c(x) e t tel que c(x)—inx e},. Tout élément X e ), tel que b(X,, x)
soit non nul s’écrit de maniére unique sous la forme Y+ c(x)—izxx, avec
xea,et Yet, (Lemme 4 et (11)).

Notons (Y, v) la transformation de Fourier partielle:

(58) HED=[ ey (Yet,ve C@Y)
D’aprés (53) et (27), on a:
(59)  0c(®)+7, x, v)= pr)e "=b(c(x), )L(exp Y)F(Y+c(x), v).
Posons g(v)=(1+«(v, v))* ™", et
B, =4 ()P (¢t V) P1,.(2) " Fylp, v).
Posons

(s v)= 1, (DB, v) = g (W) (1t, v).

Le lemme 10 s’applique. 1l existe donc une constante ¢ >0 telle que I'on
ait:

c

q()

pour tout x e af, v e C*(®@). Compte tenu de (59) et du lemme 6, on
obtient:

V(Y +c(x),)

=

Yet,

(60) 0c(x)+ 7Y, x,v)

< pR(V) e—zzucd,
qv

YEtZ

pour tout x e a;. Comme dans la démonstration du lemme 7, on viot que
I'on a:
(61) Sup pgv) 2, e <oo.
yEC@+) z€as
Comme g(v)~! est intégrable dans a*, nous avons démontré (56).

Le lemma 10 nous permet de calculer la série Zye,z T(exp V)9 (Y+
¢(x), v) par la formule de Poisson. On trouve
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u(H) 25wl vt

On a donc:
0K x )= T 5 0e()+ ¥, x,)
=v()) 25 20 e " b(c(x), X)e~ D pp(u)(e, v).

’ *
r€as pEty

La série double du second membre converge absolument & cause du lemme
7, et parce que +(p, v) est & décroissance rapide. Sommant d’abord par
rapport a x € a, et, compte tenu de la définition de ¢,(, g, v), on obtient
(57). C.Q.F.D.

§8. Démonstration du théoréme 2

A. Démonstration de (i)

Soient s e G,;;, et m comme au paragraphe 2. Soit ge G. On a
Vesg-1=5V,, olt £V, est la distribution sur Adg m obtenue en transportant
V.. Donc,sifem}, ona:

q(gsg ™) (8- f)=q () f).

Soit f e g¥, et écrivons G(f)=H=1TA4 comme en 1.3. Soients, te T.
On a:

q(tst )t )=q(s)(f)
et tf=f. On obtient donc ‘
q(tst=, [)=4q(s, /). C.Q.F.D.

B. Démonstration de (ii)
Soient 5 € G,;;, et m comme au paragraphe 2. L’algébre nt est aussi
le centralisateur de sz pour tout z ¢ Z. 1l résulte de (4) que ’on a:
V,,=z)""V,.

et (ii) en résulte immédiatement. C.Q.F.D.

C. Démonstration de (iii)

Soit f e gf. On note H=G(f), et on emploie les notations habi-
tuelles )=1Pa, H=TA.

Soient s € T, M=G(s),, m l'algébre de Lie de M. Nous notons M”’
le centralisateur de t dans M, m’” son algébre de Lie.
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Soit & € @(m, ). Comme e est nulle sur t, on voit que o € (m”, §).
Posons @=9@(m, §)). Soit @*={x e P, f(h,)>0}. Ecrivons f(g, v) avec
petk ve C(@*). Rappelons la définition (32):

(62) 7,00, 1, )= Y ¢(5, B, p, x)e~ .

ZE R,

Soit Y e t et posons s'=s exp (YY), M’=G(s’),, et soit m’ I’algébre de
Lie de M’. L’algébre m’ contient m”, et pour les mémes raisons que
ci-dessus, on a @=0(w’, ), et

(63) qs'(bs Y ’J)= xé ca'(ﬁ’ ¢+a Y x)e—:wv'
Nous sommes ramenés a démontrer:

(64) ¢ (9, D*, p, X)=e""c (D, D*, p, x).

Soit X € §),. Alors X+ Y e}, et, compte tenu de (30) nous sommes
ramenés a démontrer que pour tout X e i)y, on a:

(65) b,(9, @7, X+ Y)=b,(b, 0%, X).

Remarquons que toute sous-algébre de Cartan §)’ de m” est contenue
al a fois dans m et n’, et que, comme plus haut, on a @(m, §)=0(’, §’)
=@(m’”, Y. Nous allons prouver que 'on a:

(66) bs’(ﬁ,y @,+7 X'l" Y)=bs(5,’ @,+5 X),

pour tout ) e Car (m’’), @'* un systéme de racines positives pour d(m”, ),
X e ih%. Notez que Y e il de sorte que (66) a bien un sens. Les deux
cotés de (66) sont dans U'espace B™”. 1l suffit donc, d’aprés le lemme 1, de
vérifier (66) pour une sous-algébre de Cartan fondamentale 6Cm’””. Une
telle sous-algébre est encore fondamentale dans m et m’. Appliquons la
formule (19). On a:

by(b, X)=%(s~" exp X)
b,(b, X+ Y)=7X(s""exp (—Y) exp (X4 Y))=7(s " exp X).
C.Q.F.D.

§9. Méthode de descente: réduction du théoréme 3 au lemme 13

Soit s € G,;;. Notons comme d’habitude M=G(s),, m l'algébre de
Lie de M. Soit e>0. On note ¥~, , 'ouvert de m formé des Y e m tels
que 'on ait |Im 2|<e pour toute valeur propre 1 de ad Y (dansg). On
pose:



322 M. Duflo et M. Vergne

(6D Ws,s = gLeJG &S €Xp (Vs,s)g—l°
Le lemme suivant est bien connu (cf. [B]).

Lemme 12. (i) Si ¢ est assez petit, W, . est un ouvert de G.
(ii) Quelle que soit la fonction ¢: G,;;—>]o, ool ,les W', sy (s € Gop)
forment un recouvrement de G.

On note q 'orthogonal de m dans g pour la forme x. On a donc
(68) g=m®aq.
Considérons ’application:
X, Y)—>exp (X)sexp Yexp (—X)s ' exp(—7)

de qXm dans G. Identifions g & I'espace tangenta Gen 1, et g & gXnt.
Le jacobien de cette application en un point (O, Y) e gXm sera noté

D(Y). Ona:

(69) DS(Y)—:}det ((%) m) det ((1 — Ad se Y) q) ]
Nous posons

(70) J.(¥)=D,(Y)"D,(0)-".

Si ¢ est assez petit, J, est analytique et strictement positive dans 77, ..

Si ¢ est assez petit, Papplication Y—>sexp ¥ de 77, ., dans G est un
difféomorphisme de 7", sur une sous-variété fermée de 'ouvert #~, ,, et
cette sous-variété est transverse aux orbites de G dans #", .. Soit & une
fonction généralisée dans #”, ., invariante par automorphismes intérieurs.
On peut donc considérer I'image réciproque de & dans 7”, , par I'applica-
tion Y—sexp Y. Nous la noterons & (sexp Y). Suivant Harish-Chandra,
on considére la fonction généralisée §° dans 7°, , définie par la formule:

(71 (Y)=J,(Y)B(sexp Y).

La fonction généralisée 6° détermine ©. De plus une suite @, de
fonctions généralisées G-invariantes dans %", . converge faiblement vers 0
si et seulement si la suite correspondante ¢ converge faiblement vers 0
(cf. e.g. [D.H.V], appendice).

Nous pouvons expliquer le principe de la démonstration du théoréme
3. Soit Q la fonction définie par la formule (7), et soit, pour tout 2
g¥/G, O, la fonction généralisée sur G définie par la formule I(43). Notons
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0, la fonction généralisée (de support Z) qui A ¢dg (4 e C;(G)) associe
> ez #(2)X(z). Nous interprétons I(44) comme une identité de fonctions
généralisées dans G':

(72) o O odm;(§)=0,.

*
9%

Pour démontrer (72), il suffit de le faire dans chacun des ouverts
#s,. oll ¢ est un nombre >0 aussi petit que I’on veut (lemme 12). La
distribution @ correspondante dans 7", . est facile & calculer. Si ¢ est
assez petit:

(73) 6;=0 sis¢Z
(74) [ ervnar =1

siseZ, et e Co (¥,

Notons 65 la fonction généralisée dans ", , correspondant & @, par
la formule (71). Le théoréme 3 est donc conséquence du lemme suivant,
qui sera démontré plus loin.

Lemme 13. S7 ¢ est assez petit, pour tout \y € C3(7",,) on a:

sis¢”Z

(75 I 0/ a(pd¥)dm,(2) = {x(s)\;,(O) siseZ.

Cette formule sous-entend que ’intégrale est absolument convergente.

§10. Formule de Bouaziz et calcul de &5

Commengons par quelques notations. Soit f e g* un élément ré-
gulier, et écrivons G(f)=H=TA comme en 1.3. Soitse T. Soient M,
m et g comme en I1.9. Soit h=g(f). Soit [ e £y, f) (voir 1.4).

(76) 765, /)=§,)/ mﬂq o (L —EsD)-

Comme dans la démonstration du lemme 2, on voit que 7(s, f) ne dépend

pas du choix de [.
Soit f, e gF et soit I'y e X(f). On note O, r, le caractére de la repré-

sentation T, ,, c’est-a-dire la fonction généralisée sur G définie par la
formule:

(77) @fo,Fo(SZSdg) =tr Tfo.l"o(¢dg)'
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Soit s ¢ G,;;. On définit M et m comme d’habitude. Soit Q=Gf,.
On munit QN m* de la mesure décrite en 1.7. Soit f e QN m*. Soit
geGtel que g-f;=f On pose, suivant [D-H-V]:

(78) G10,rol =T, 1) tr (§71(EL0)(s))-

Ceci ne dépend pas du choix de g, et la fonction ¢;, r, est constante sur
les orbites de M dans 2 () m*.

Soit ¢ >0, et soit 6% ., la fonction généralisée dans ¥°, ., qui cor-
respond & O,  par la formule (71). La formule (79) ci-dessous est
démontrée dans [D-H-V] si H=T, et par Bouaziz [B] dans le cas général.

Si e est assez petit, on a I'identité suivante de fonctions généralisées
dans 77, .:

9 Orrd )= 1D, () Baral 1.

Lemme 14. Si ¢ est assez petit, on a Iidentité suivante de fonctions
généralisées dans V", ,

(80) S00=[ 1G5, (s NdBanud -

Démonstration. Rappelons la définition de O(I", f) et O(I", f) (for-
mules 6 et 7), et de @, (formule 1.43). On doit démontrer, compte tenu
de (79):

1 . _ .
(GG NWZ| Pé};(f) (dim ) tr (Q(I", /)&;11°(5))-

La formule d’inversion de Fourier (projective) sur le groupe fini
T/T,Z montre que cette formule est équivalente a (6). C.Q.F.D.

@) gL N)=

§11. Formule de Poisson-Plancherel

Soit s € G,;;.  On définit M, m, q, comme en II.2 et 1.5, et on note
2d la dimension de g.

A. Définition d’un polyndéme sur m*

Lemme 15. 1] existe un polynéme (uniquement déterminé) rm, sur m*
tel que I’on ait

(82) 7 (=17, Ny f)

pout tout [ e m*, g-régulier.



La Formule de Plancherel 325

Démonstration. Soit Y e Car(m). Soit [ e #(§). Posons, pour

S ebg:
(83) wy(f )=Cp1(S)a€A(IFan ﬁ)f(h.’x)/(Ca(S)—l)-

La fonction w; est un polyndme sur §. Il est facile de voir que w; est
invariant par le groupe de Weyl W(4(m, b)), et donc restriction 4 §} d’un
polyndme (toujours noté wy) sur mg, invariant par le groupe adjoint com-
plexe M, d’aprés le théoréme de Chevalley. D’autre part, il est facile de
voir que w, ne dépend pas du choix de [ € £(h). Soit ) e Car (m) et soit
7 une transformation de Cayley: ho—be. On a: o, (7 /) =wy( f) pour tout
f eb%. 1l résulte de I'invariance que I'on a wy (¥ f)=wy(f), et donc w,=
wy. Nous posons o= wy.

La forme « est non dégénérée sur q. Nous notons 2e (resp. 2k) le
nombre de valeur propres >0 (resp. <<0) de la matrice symétrique non
dégénérée associée. Nous verrons plus bas que e et k sont entiers. On a
e+k=d. Lelemme 15 résultera de la formule suivante. Soit f ¢ m* un
élément g-régulier. On définit =,(f) par (82). On a:

(84) 7 (f)=(=1)*Qm)~ "o (f).

Démontrons (84). Soit h=g(f), et choisissons [ e Z(0, ). 1l ré-
sulte de la définition de x,,,(I.(21)) que 'on a

(85) Tyu()=Qm)=¢ 11 [S(h)].
acd(lNac,m
Soit @ € AL Nge, §). Si « est réelle, on a f(h,)=|f(h)]. Si « est
complexe, on a @e AN qc,b) et |FE)|| FB)|=fEDS ). Si e est
imaginaire non compacte, on a | f(h,)|=if (h,). Si « est imaginaire non
compacte, on a | f(h)|= —if (4,) (voir les formules 1(10), (11), (12)). On
a donc:

(86) x(N)=i*""o(f)

ol n (resp. c) est le nombre de racines imaginaires non compactes (resp.
compactes) dans 4*({ N q¢, §). Notons co le nombre de racines complexes,
et r le nombre de racines réelles dans 4*({N q¢, §). On a facilement:

&7 2e=2n-co+tr, 2k=2c+co+r.

Comme e ne dépend pas de §) e Car (i), et comme co est pair, on voit,
en choisissant § fondamental, que e et k£ sont entiers. On a d+n—c=
(n+c4co+r)+n—c=2n+co+r=2e et donc i?*"-°=(—1),

C.Q.F.D.
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B. Formule de Poisson-Plancherel

Les formules (79) et (80) permettent de prolonger 65, »,(X) et 83(X)
comme des fonctions généralisées sur l'espace m tout entier. On pose
4,=0,,, ou x, est le polyndme défini dans le lemme 15.

Théoréme 4. Soit y € S(m). On a la formule:

(88) [ Iosyanidm(@)<eo
et
(89) | oatydydm(D=V,idop)

Démonstration. Posons ¢( f)=I e O(X)dX. Donc ¢ est dans
F(m*), et on a, d’apres (80):

©0) sd)=[ 16,196 N Banl ).

Posons I::I |65(pd V)| dmy(2).  De (90) et I (42), on déduit:
8y/G

©n I §L* | 7o/m(IT(8, S)a (5™, SIS Gu, (el

Posons ¢/(f )=f e O(L AN X)dX. 1l résulte du lemme 15 que 'on a:
w

o IT(, () =¢"(f)

et donc
©2) 1=[ 1967\ DF Db N

Comme ¢’ est dans S (m*), (88) résulte du théoréme 1’. Les mémes cal-
culs montrent que I’on a:

[ o Tr AN (@ = P PP = Vim0 COED

Démontrons le lemme 13. Calculons la distribution donnée par le
membre de gauche de (75). Si s ¢ Z, le support de V-, ne rencontre pas
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Vo> Sl est assez petit. Sis e Z, on a V,_.()=T(s]W(0), et I(s)4,=X(s).
C.Q.F.D.

Dans le chapitre suivant, on relie la fonction ¢(s, f) 4 la fonction de
Plancherel donnée par Harish-Chandra.

III. Seconde forme du théoréme de Plancherel

§ 1. La fonction de Plancherel d’Harish-Chandra: énoncé du théoréme 1.
§2. Rappel de résultats de [P-V].
§ 4. Démonstration du théoréme 1.

§1. La fonction de Plancherel d’Harish-Chandra: énoncé du théoréme 1

Soit f e g¥. On pose H=G(f), H=g(f), et on écrit H=TA, §)=
1®a comme en 1.3. Avec les notations de I1.4, on pose, pour « ¢ @(g, §):

( 1 ) Ta=exp (E(Xa'—X—a))'

C’est un élément de 7. L’élément 7, peut dépendre du choix de X,, mais
la paire {r,, 7;'} n’en dépend pas. L’image de 7, dans le groupe adjoint
complexe G est égale a exp (inh,). Ceci implique que 72 appartient au
centre de G.

Soit te T. On a soit tX,=X,, soit tX,= —X,, et donc:

(2) trgtt=r, our;l

Soit " e X(f). A cause de (2), 'opérateur I'(7,)+1'(r;) est sca-
laire, et ne dépend que de « (et pas du choix de X,). On pose:

(3) % () + T =xr(e)ld.

De méme, si u () est une valeur propre de I'(7,), les valeurs propres
de I"(r,) sont soit {ur(a)}, soit {up(x), ur(x)~'}, et 'on a

(4) xr(a>=-21—(up(a)+ur(a)-l).

On pose n,=% Y, B(h,), ou la somme est prise sur 'ensemble des 8 e
4A(g, §) tels que B+B e R*a. Clest un entier, car si f=«, on a f(h,)=2,
et si f=~a, on a p(h,)=p(h,), et B#=p. On pose g,=(—1)"=.

Suivant Harish-Chandra, on choisit un systéme de racines positives
@+ pour &(g, b, et on pose:
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B {sh (z f(h,)]
(5) KED= 1 & e rty) —epn@”

Théoréme 1. On a QI', f)=R(T, ).

Compte tenu du théoréme 1.3, cela démontre que R(I",f) est une
fonction de Plancherel pour G, au sens du paragraphe 1.8. Lorsque le
noyau de X dans Z est d’indice fini, ceci a été démontré par Harish-
Chandra [Ha2], et en général par Herb-Wolf [H-W].

Plus précisément, notons R'(I", ) la fonction de Plancherel que 'on
peut déduire de [Ha2] (lorsque ker X est d’indice fini), et R”(I", f) celle de
[H-W]. On voit facilement, compte tenu de (5) et des définitions données
dans les références citées, que I’on a:

(6) RI,)=cORUI.S) et RUI,f)=c"ORT,f)

ou c’(h) et ¢”(h) sont des constantes explicites (ne dépendant que de ).
Nous avons vérifié directement que I’'on a bien ¢’(§)=1 (voir [Du] théo-
réme (55)). Remarquons d’ailleurs que le présent article répond positive-
ment a la remarque (56) de [Du]. Le calcul de ¢’(f) revient essentiellement
au calcul du volume de I’espace K/T, ou K/Z est un sous-groupe compact
maximal de G/Z contenant 7/Z.

§2. Rappels de résultats de [P-V]

Soit he Car(g). Soit @* un systétme de racines positives pour
@(g, ). On définit 1, a, C(P*) comme en 1.3 et I.5. Soient v e C(P),
o e T. Soit # un caractére unitaire du groupe R,=3 Zh,. On pose:

3 sh nu(h,)
(7) Pla, v, 6)= .,LL ch mu(h,)+ x,()0(h,) ’

ol x,(a) est défini comme en (3). Soit, comme plus haut, u(«) une
valeur propre de ¢(7,). On a:

sh ﬂ.'U(ha) — 1)k k ko= k! av(ha
() ch zu(h)+x,(@)0(h) ké (— D¥O(h)eu, (a)ke ¥ =t

Soit k=(k(a)) ¢ Z**. Nous posons uf=[],u (a)**, (—1)F=
[Ta (—D*=®. Soit x € R,. On pose:

(9) d®, 0,0, x)=2 (—D*uE, ol la somme est prise sur I’ensemble
des k e Z°T tels que 3,0+ | k() h,=x. En particulier on a:

(10)  d(y, 9*,0,x)=0  six¢ 3 Nh, d(h, 0", 0, 0)=1.
agot+
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Siye C(@*), on a, d’aprés (8) et (9):
8)) P(o,v,0)= > d(, %, a, x)0(x)e” """
z€R,

On note 7 le caractére du groupe R, tel que:
(12)  p(h,)=—1sia e O* est simple.

(ce caractére dépend de @+).

Soit ¢ € @* une racine simple. On note §’ une sous-algébre de Cartan
adjacente comme en II.4. On emploie les notations H’, T’, A, R,,, etc..
On note 7/ le caractére de R,. défini par (@')*.

Une représentation ¢’ e 77 est dite compatible avec ¢ si les restric-
tions de ¢ et ¢’ & TN T’ ont une composante irréductible commune. Soit

o’ e T” une telle représentation.
Le groupe W(G, §) opére naturellement dans 7. Nous notons wae le

transformé de ¢ par un élément w e W(G, ).
Soit x € R,. On pose

(13) x=kh,+ x,, avecke Q, x, e a’.
Dans [P-V] les relations suivantes ont été établies:
(14 Six, ¢ R, onad(h %, 0,x)+d0O, 9°, 5,0, 5,x)=0
(15)  Si x, e R,, alors k est entier et on a:
7(x)d(®, 9%, 0, x)+d(5, D*, 5.0, 5.X))
=7/()(w, (@) +u, ()Y, D%, o', x,).

Les relations (10), (14) et (15) déterminent les d(f, @*, o, x).
Nous posons, pour tout x € R,:

(16) e(h, D, 0, x)=5(x)d(9, *, o, x).

Soit s e T. Rappelons que nous avons défini le sous-ensemble a, de
R, (IL.(26)): c’est ’ensemble des x € R, tels que, dans le groupe adjoint G,
on ait exp (—ziad x)=Adsmod T,/T,NZ. On sait que R, est réunion
disjointe des a, lorsque s parcourt 7/7,Z.

Nous étudions e(f), @+, ¢, X) pour x dans a,. Nous employons les
notations M et m de I1.2.

Lemme 1. Supposons o(s) non scalaire. On a e(y, D+, g, x)=0 pour
tout x € a,.
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Démonstration. Soit ke Z°" tel que l'on ait >, .o+ k()h,=x.
Modulo T3Z, on a s=[] 7%=. 1l existe donc « € @* tel que o(¥,)** soit
non scalaire. Comme 72 est central, k(«) est impair. D’autre part, o(7,)

n’est pas scalaire. Comme T est engendré par les 7,(8 € 9*) et T,Z (cf.
[Ha2]), il existe g e @* tel que 7,7,7;'=7;*. Donc 7,%r; =72 Comme
T2 est central, on a 72=1. On a donc u,(a)=i ou —I.

Soit k’ € Z°" tel que k()= —k(ex) et K'(B)=k(p) si f#a. On a
(—D*ut 4+ (—1)*u*" =0, car on peut mettre u,(o)*+u,(a)* en facteur.
D’aprés la définition (9), d(h, &+, ¢, x)=0. C.Q.F.D.

Lemme 2. On suppose a(s) scalaire. Soit c € @*, simple.

(i) Supposons o € O(m, §). Alors s est dans T’ et o'(s) est scalaire
pour toute représentation ¢’ € T’ compatible avec ¢.

Soit x € a, et écrivons x=kh,+x, comme en (13). Ona ke Z. Si
X, ¢ R,,ona:

an e, o+, g, x)+e(h, 0+, 5,0, 5,x)=0.
Six,eE,,onax eqa,et:

(18)  e(h, @*, 0, x)+e(h, D*, 5,0, 5,%)= (U, ()" +u () ey, 9'*, a’, X,).
(i) Supposons a ¢ ®(m, ). On a:

(19) e, 0%, 0, x)=e(Y, 5,9%, 0, X).

Démonstration. (i) Supposons a € ¢(m, ). Onal/Cmet £ (s)=1.
On a donc s e TNT’. L’opérateur g(s) commute par hypothése a tous
les o(7;) pour B e @(g, h). Cela signifie que 57,57 =7, mod ZNkero pour
tout g e @(g,H). Supposons B(h,)=0, et soit f/=c,(B) e ?'(g,)). Ona
Ts=T7s mod Z, et donc on a encore s7,5 ' =7, mod ZNkerg. Si ¢’ est
compatible, on a ZNkere=ZNkerg’, et comme T” est engendré par les
Ty et T4Z, o’(s) est scalaire. )

Comme x € a,, et comme £, est égal & 1 en s et sur T}, on a e~ *"*(H =1,
Comme «(x,)=0, on obtient e-**k*(*a—1]1  c’est-a-dire k€ Z. On voit
donc que a(x) est pair. On a donc 5(s,x)=7(x —a(x)h,) =7(x), et les rela-
tions (17) et (18) résultent de (14) et (15).

Dans le groupe adjoint G¢, on a exp(—niad x,)=exp (izh,)* Ads
mod T,/TyNZ=Adsmod Ty/T;NZ. Donc, si x, appartient & R,., on a
X, € al.

(ii) Supposons « ¢ @(m1, ). Le méme calcul que ci-dessus montre
que 'on a kei+4Z, et y(s,x)=—z(x). On obtient donc x, ¢ R,,.. Il
résulte de (14) que I'on a:
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e, 0,0, x)=e(y, D*, 5,0, $,X).
1l résulte de la définition (9) que l'on a:
ey, @*, s,0, s, x)=e(h, 5,07, 7, X). C.Q.F.D.
On a, d’apres (10) et (16):
(20) e(§, 0%, 0, 0)=1.

La formule (20) et les lemmes 1 et 2 déterminent e(), D+, o, X), grice au
lemme suivant:

Lemme 3. Soit f=f(§, @+, g, x) une fonction a valeurs complexes
définie pour Y e Car(m), @* un systéme de racines positives pour @(g,Y),
geT, xea, Onsuppose que f vérifie les relations suivantes:

(P2 f(, @*,0, 0)=0 si0ea,,
(22 [, &%, 0,x)=0 six¢ >, Nh,.
aQP+
(23) f, 0%, 0,x)=0 si a(s) West pas scalaire.

On suppose o(s) scalaire. Soit o € @* une racine simple. Alors f
vérifie les relations de récurrence (17), (18), ou (19).
Alors f=0.

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur |&(g, )|, on voit
que le lemme 3 résulte du lemme 4 ci-dessous. C.Q.F.D.

Lemme 4. Soit § e Car (m). Soit $=¢(P*, 0, X) une fonction a va-
leurs complexes définie pour tout systéme de racines positives @* Cd(g, §),
tout g e T, et tout x € a,. On suppose que ¢ vérifie les relations suivantes:

(24)  Soit « € @+, simple, « ¢ O(m,)). On a:
¢(@, 0, X)=¢(s.D", 7, X)
(25) Soit ¢ € @, simple, ¢ € @*(m, §). Ona:
&(D*, 0, x)=—¢(D", 5,0, 5,X).
(26) Sixg¢ ,,Z Nh,, on a $(®*, o, x)=0.

et

27 SiOea, ona¢(@,a,0)=0.

Alors ¢=0.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur |D(g, §)|. Si @(g, )
=@, x est nul et le lemme résulte de (27). Supposons |@(g, §)|>0.
Comme 1t contient une sous-algébre de Cartan b fondamentale, § n’est
pas fondamentale, considérée comme sous-algébre de ni. Il en résulte
que @(m, §) est non vide.

Raisonnant par récurrence sur |d(g, §)|, on en déduit que les espaces
vectoriels 3, coq5 R € D acom, RA, sont égaux. Soit E(P*) 'ensemble
des x € a, tels que I'on ait a(x)<0 pour tout o e @* NO(m, §). 1l en
résulte que I'on a:

(28) E@9)N 3 Rh,={0}

Posons @*(m, §)=0* N d(m, §). Soit « ¢ @*(im, §) une racine, simple
pour @*(m, ), mais non simple dans @*. Nous allons montrer qu’il existe
Bi + + -, Br dans (g, H)\P(m, h) tels que, posant 5;,=s8;:

8; est simple pour s, ;- - -5,0*
« est simple pour s,- - -5,0".

Remarquons que Pon a alors s;---5,.0* N@(m, h)=s;,,---5,0" N
O(m, h)=---=0*NO(m, ), car s; permute les éléments différents de 3,
dans s, - -5,0* N O(m, §).

Nous raisonnons par récurrence sur le nombre p,.(%,), ol p,. estla
demi-somme des éléments de @*. 1l existe une racine o, € @*, simple pour
O+, telle que 'on ait a(h,,)>>0. Par hypothése, a«,. La racine o, n’est
pas dans @(m, §)). Sinon elle serait simple dans @(u, §j), et I'on aurait
a(h,,)<0. On a donc 5, 0" NO(m, H)=0*(m, ), « € 5,,0*, et Psaiw(ha)
<pp+(hy). Si « est simple pour s,,0*, 'assertion est démontreé. Sinon
on applique Phypothése de récurrence.

Appliquons (24). On trouve:

HND*, 0, X)=¢(5,D%, 0, X)=- - - =¢(s,- - -5,D*, 7, X).
Appliquons (25). On trouve:
o8- - 85,07, 0, X)= —¢(s, - -5,D7, 5,0, 5,%).
Donc, si @ € @* N @(m, §) est simple pour @(u, ), on obtient:
(29) D, 0, x)= — (D", 5,0, $,X).
Pour tout w e W(g$(m, §)), on trouve donc:

(30) &(D*, wo, wx)==e(W)p(D*, a, X).
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11 résulte de (27), (28) et (26) que ¢(P*, o, x) est nul pour x e E(D*).
La relation (30) prouve que ¢ est nulle. C.Q.F.D.

Nous supposons que la restriction de ¢ & Z est le caractére . Soit p
I'élément de t* tel que o(exp ¥Y)=¢**Id. On a donc, avec les notations
de I3, p e t¥. Rappelons la définition de ¢, en II (30). En un certain
sens, le théoréme ci-dessous calcule e(§, @+, g, x) pour x € a,.

Théoréme 2. Soit x € a,. Avec les notations ci-dessus, on a:

31) e®, 0°, 0, \)=""20) ¢ . 0+ N O(m, §), 1, %).
dim ¢

Démonstration. Soit f la différence entre le coté gauche et le coté
droit de (31). Nous vérifions que f vérifie les hypothéses du lemme 3.

Vérifions (21). On suppose que O est dans a,. On peut donc écrire
s=zexpS,avecze Zet Set. On adonc:

tr a(s)

32
(32 dim ¢

=7(z)es.

Posons @ =@ N@(m, §). Compte tenu de (20), il faut démontrer
la relation
(33) ¢s(D, Dy, 11, 0)=T(z e "5,

11 résulte de II (64) et (8) que 'on a:

es(9, O3, ¢ O)=Uz"e **c,(h, D7, p, 0).
D’apres II (30), on a:
(9, O3, 1, 0)=b,(h, @5, 0).

D’aprés I (19), on a b,(h, @7, 0)=1 si § est fondamentale. Il résulte
de IT (9) et II (10) que ’'on a:

(34) b(h, 27, 0)=1,

ce qui démontre (33).

Supposons ¢(s) non scalaire. Il existe 5 e @(g, h) tel que a(s) ne
commute pas & ¢(7,). En particulier, ¢(7;) n’est pas scalaire et 'on a
o(r3)=—1 (voir la démonstration du lemme 1). D’autre part, on a
STes'=T73" (a cause de (2)), c’est-a-dire o(s7,5 )= —a(7;). 1l en résulte
que l’'on a tra(s)=0. Compte tenu du lemme 1, ceci démontre (23).
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Supposons ¢(s) scalaire. Soit « € @* une racine simple. Nous con-
sidérons les différents cas du lemme 2.

() Supposons « € #(m, §). On a (s.,0)(s)=a(s). Soit ¢’ ¢ T’ une
représentation compatible avec ¢. D’appres le lemme 2, ¢/(s) est scalaire.
On a donc:

tr g(s) = tr g’(s)

35 .
(33 dim ¢ dim ¢’

Ecrivons x=kh,-+x; comme en (13). Soit X e {tel que X—irnx € §,.
On a, avec les notations de I1.4:

(36) C(X)=ik(X,— X_)+x.
Posons @ =@* N d(m, §) et

(37 c=c B, O, pt, X)+c,(h, O, 1, 5.%).
Dr’apreés II (30), on a:
(38) c=e" b (Y, O, X—inx)+b,08, O, X—ins,x)).

Posons Y=X+7k(X,—X_,), Y'=X—rnk(X,—X_,). On a, d’aprés
II (10):

(39) c=e by, OpF, Y—inx))+b,(Y, DF, Y’ —inx,)).

Supposons que I'on ait x, ¢ a]. Il résulte du lemme I1.4 que I'on a
¢=0, ce qui montre que f vérifie la relation (17).

Supposons que l'on ait x,ea,. Rappelons que l'on a 7,=
exp (n(X,—X_,)), et donc ¢'(7,)=e"**Fe-X-ad ou y et* vérifie
a’(exp Y)=¢*'Y pour tout Ye /. Donc u,(x)=e"**Xa=X-a),

Par ailleurs, y(X)=y/(X) car X e ' Nt=t. Il résulte de II (30) que
lon a:

(40) c=(uy()*+uy(@)es(y, D, 1, x,).

Compte tenu de (35) ceci prouve la relation (18).

(ii) Supposons « ¢ d(m,§). On a 5,0 NO(m, H)=0* N A(m, §).
La relation (19) est claire.

D’aprés II(30), II(11) et le lemme IL4, c,(9, @*, p, x) est nul si x
n’est pas dans > ,co+nomsn NH.. A fortiori, ¢,(5, @*, p, x) est nul si x
n’est pas dans 3 ,co+ Nh,. Compte tenu de (10), ceci démontre (22).

C.Q.F.D.
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§3. Démonstration du théoréme 1

Soit § € Car(g). Soit 2 € h* un €lément régulier. On écrit 1=p+,
avec pet* et yea*. Nous supposons que l'on a pet¥. Soit @*=

{a € @, v(h,)>0}.
Soit " € X(1). Nous rappelons que le caractére &, de T a été défini
en I.4. Nous posons:

41) o=§&T.

Pour la commodité du lecteur, nous redémontrons un lemme de
[H-W]:

Lemme 5. Soit a e @*. Ona: —e,=E&7'(7 Inp(h,).
Démonstration. Soit [ comme dans lemme 1.2. On a £(,)=

(—1)1*, Posons prp=%D sc0+ B On a de méme 7p(h,)=(—1)r",
11 faut donc démontrer que 1’on a:

42) on(h)—p,(h)=—n, mod 2.

Soit E ’ensemble des éléments de A({, §) qui ne sont pas réels, et tels
que B(h,)==0. Ona:

B(h).

BeE

43) pr(h.)—pi(ho)=

N‘r—a

Soit e E. OnaBeE. Dautre part, on a soit s,3 € E et 5,8 ¢ E,
soit —s,BeE et —s,feE. Si p+p n'est pas proportionnel & «, ces
quatre éléments de E sont distincts et leur contribution a (43) est nulle
mod 2. Si 8+ est proportionnel & «, on a F(8(h,)+B(h)=%|ph,)+
B(h,)| mod 2.

Les racines telles que 3+ 5 € R*« sont soit complexes, soit égales A a.
La contribution de o & n, est égale & —1. La formule (42) en résulte.

C.Q.F.D.

11 résulte du lemme 5 que 'on a:
(44) R(F’ 2):-"‘12(0‘5 V, 77)5
et donc, d’aprés (11) et (16):

“45) R, D= g e(h, 0+, g, X)e~ ™2,
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Nous écrivons cette somme sous la forme:

(46) R, D= > > e, 0%, 0, x)e ™

SET/ToZ xCas

Nous appliquons le théoréme 2:

@RI D= ¥, L9 56,000 0m, B, g x)e

s€77T0z dim g ©€as

D’aprés II (7) et II (32), on obtient:

(48) R, =0T, ). C.Q.F.D.
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