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La Formule de Plancherel des Groupes 
de Lie Semi-Simples Reels 

Michel Duflo et Michele Vergne 

Introduction 

Soient Gun groupe de type I unimodulaire et G le dual de G, i.e. 
!'ensemble des classes de representations unitaires irreductibles de G. 
Fixons une mesure de Haar sur G. On sait qu'il existe une mesure dm(T) 
sur G telle que l'on ait la formule d'inversion de Plancherel, i.e. telle que, 
si on note Gr le support de dm(T), on ait pour toute fonction if, sur G 
su:ffisamment reguliere: 

( 1) ¢,(l)=f Tr T(if,)dm(T). 
()r 

Si Gest un groupe de Lie semi-simple (connexe de centre fini), Harish­
Chandra ([Ha2]) a parametre les representations Tr de Gr par les repre­
sentations irreductibles I' des differentes classes de conjugaison de sous­
groupes de Cartan et decrit explicitement la mesure dm(I') sur cet ensemble 
de parametres. Le propos de cet article est de donner une demonstration 
de la formule d'Harish-Chandra pour dm(I'), qui s'inscrive naturellement 
dans le cadre de la methode des orbites. De meme que celle de Herb et 
Wolf [H-W], notre demonstration est valable pour un groupe semi-simple 
c:mnexe arbitraire. 

Expliquons l'idee de cette demonstration. Depuis K.irillov, on a 
cherche a decrire les caracteres des representations irreductibles des 
groupes de Lie en fonction de transformees de Fourier d'orbites de la 
representation coadjointe. 11 devenait done desirable de comprendre la 
formule de Plancherel a partir de l'analyse sur l'espace des orbites de la 
representation coadjointe. Decrivons la demonstration de la formule de 
Plancherel dans le cas des groupes nilpotents simplement connexes oil ce 
mecanisme est particulierement simple ([K]). Soit n une algebre de Lie 
nilpotente, N le groupe simplement connexe d'algebre de Lie n. Alors 
!'application exponentielle est un diffeomorphisme de n sur N. Soit Q 
une orbite de la representation coadjointe de N dans l'espace vectoriel 
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dual n* den. C'est une variete symplectique avec sa mesure de Liouville 
canonique d/30 • La theorie de Kirillov etablit une correspondance biunivo­
que {J~T 0 entre l'espace n*/N des orbites de la representation coadjointe 
et le dual N de N. On a, si rp o exp= ,Jr, la formule suivante du caractere: 

(2) tr To(<jJ)=tr L To(exp X)rp(exp X)dX, 

= L(L e'<t,x>,Jr(X)dX)df3o(f), 

= f Q -.fr(f)df3o(f), 

formule qu'on ecrit par l'identite de fonctions generalisees: 

(3) tr To(exp X)= L ei<t,x>df3o(f). 

La formule d'inversion de Plancherel pour l'espace vectoriel n s'ecrit: 

(4) ,Jr(O) = L. -.fr(f)df. 

Divisions la mesure df sur n* par les mesures canoniques df30 des 
orbites {J. On obtient une mesure dm({J) sur n*/N=N, et par definition 
de dm(fJ), 

(5) ,Jr(O)= f /L -.[r(f)df3o(f))dm({J). 

D'apres les remarques precedentes, ceci s'ecrit aussi 

(6) rp(l)= f h tr (To(<jJ))dm({J). 

La mesure dm(fJ) est done la mesure de Plancherel. 
On desire comprendre par cette methode la formule de Plancherel 

d'un groupe de Lie semi-simple G d'algebre de Lie g. Nous aurons 
evidemment besoin de formules de caracteres analogues a (3) et d'une 
formule d'inversion analogue a ( 4). Deux diffi.cultes principales se pre­
sentent a !'utilisation des coordonnees exponentielles sur G. Tout d'abord, 
!'application exponentielle n'est pas surjective. On emploiera alors la 
methode de descente d'Harish-Chandra qui permet de reduire l'etude 
d'une distribution G-invariante sur G au voisinage d'un element semi­
simple s a l'etude d'une distribution invariante sur un voisinage de O dans 
l'algebre de Lie m du centralisateur M de s. Nous reviendrons sur ce 
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point. D'autre part, comme montre distinctement par l'exemple d'un 
groupe compact, i1 est clair qu'on ne peut associer a une orbite {) de la 
representation coadjointe une representation T0 de G que si cette orbite 
est admissible, c'est-a-dire si elle verifie certaines conditions d'integralite. 
Ce serait done trop esperer de deriver la formule de Plancherel du groupe 
G d'une formule aussi simple que la formule (4) d'inversion de Fourier sur 
l'espace g* tout entier. A la place de (4), on ecrira une formule d'inver­
sion analogue a la formule de Poisson, la formule de Poisson-Plancherel. 
Ecrivons cette formule tout d'abord dans le cas d'un groupe compact G. 

Soit G un groupe de Lie compact connexe d'algebre de Lie g. Soit 
o une sous-algebre de Cartan de g, B le groupe de Cartan correspondant. 
L'espace des orbites de la representation coadjointe est done parametre 
par o* modulo !'action du groupe de Weyl W. Soit L1 !'ensemble des 
racines de 00 dans g0 , LJ+ un systeme de racines positives, p=½ I:aeH a. 
Soit P le reseau des poids de B. C'est un reseau dans o* dont le reseau 
dual P* dans o est egal a {Xe o, exp X = 1}. Le dual G de Gest discret 
et s'identifie au sous-ensemble des elements reguliers de p+P, modulo 
l'action de W. Si g;' est !'ensemble des elements reguliers de g*, on note 
gt=G·(p+P)ng;. C'est !'ensemble des elements G-admissibles deg*. 
Pour l regulier dans (p+ P), on note r. la representation associee, fJ. 
l'orbite de A pour !'action de G dans g*. On a la formule du caratere de 
Kirillov: 

(7) 

oil, pour une algebre de Lie g quelconque, on a pose: 

. (e<a<1x12>_e-<a<1x12>) 
Jg(X)=detq ------. 

adX 

Soit ( , ) la forme de Killing sur g, dX la mesure euclidienne sur g, df 
Ia mesure duale sur g*, definies comme dans (1.2). Pour simplifier, on 
identifie ici grace a dX(df) distributions et fonctions generalisees sur 
g(g*). 

Considerons la fonction polynomiale p(A)= ITae4 + (a, .:i) sur o* et 
soit ap l'operateur differentiel sur o associe a p. On sait que 

(8) dim T.= I p(A) 1/1 p(p)J=vol (G/ B)(2ir)-a I p(A) J. 

II est done nature! de considerer la mesure positive notee o(f)df sur 
gt analogue au deuxieme membre de (5), definie par: 
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(9) 

f </>U)o(f)df = l I; jdim T,!f <p(f)df3o,U) 
0;; (vol G) ,ep+p;w o, 

Considerons, pour x e o : 

(10) I/X)= CT (a, X) f ef>(g-X)dg 
aE4+ GIB 

et: 

(11) 

ou c est une constante explicitement determinee (voir II.1.2). On a alors: 

(12) 

Considerons: 

(13) 

Mo(ef>)=ef>(0). 

(V, </>)= I; eCp,x)Mx(ef>). 
XEb 

exp X=l 

C' est alors une consequence facile de la formule de Poisson pour les 
reseaux Pet P* que l'on a: 

(14) (V, </>)= t ef>(f)o(f)df 
G 

Cette egalite appliquee, a une fonction ef>(X)=t(exp X)jg(X) 112 out 
est de support petit, entraine la formule de Plancherel: 

(vol G),y(l)= I; dim T, Tr (T,(,y)). 
lEp+P/W 

Soit maintenant un groupe de Lie semi-simple reel G quelconque. 
La distribution V garde un sens. En effet, si o est une sous-algebre de 
Cartan fondamental de g, on peut definir I/X), Mx(</>) par (10), (11) pour 
X regulier dans o et Mx(ip) pour tout X de o par continuite. La formule 
limite: 

(15) Mo(ef>)=ef>(0) 

est encore valable [Hal]. 
II sera plus agreable pour nos calculs de fixer un caractere X du 

centre Z de G avec G simplement connexe et de considerer la distribution 
V1 sur g definie par: 
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On note (p( exp X) = e<P, x> le caractere correspondant a p de Z et 
X=(pX. 

Si s est un element elliptique de G, M son centralisateur, m l'algebre 
de Lie de M et o une algebre fondamentale de m, on introduit plus 
generalement la distribution sur m: 

(16) 1: (X)(s-1 exp X)M~{sh), 
XEb 

s-lexpxe.z 

Par ailleurs, l'espace G, a ete decrit par Harish-Chandra. (Plus 
generalement rappelons que G, peut etre decrit en termes d'orbites pour 
tout groupe de Lie G suffisamment apprivoise [Du]). Decrivons cette 
parametrisation. Soit f e g;, le stabilisateur G(f) def est un sous-groupe 
de Cartan H de G d'algebre de Lie lj. On ecrit H=TA, ou T/Z est le 
tore compact maximal de H/Z. 

Soit lj = tE!:)a la decomposition correspondante de lj. On considere 
lJi = {it e lj*; exp (ii!(X))=X(exp X), pour Xe lj, exp Xe Z}. On <lit que 
f e g; est X-admissible si f e 1J1. On note g; !'ensemble des elements X­
admissibles de g*. 

On voit que lj; est un ensemble tf X a* ou tf est un ensemble discret 
dans t*. Correspondant a chaque classe de conjugaison lj de sous-algebres 
de Cartan de g, g:fG est alors decrit comme reunion des ensembles 
(l)1),/W. II est alors facile de munir g:fG d'une mesure dmz(Q). Nous 
le faisons ici {ch. I, par. 7) d'une maniere canonique et en accord avec la 
formule universelle decrite dans [Du]. 

Soit f E g;. On considere un caractere unitaire I; f de T associe a un 
certain choix de p (ch. I, par. 4) et on note: 

X(f) = {I' representations unitaires irreducibles de T telles que 
I'(z)=X(z) Id et I'(exp X)=eiu,x>1;t<exp X) Id pour Xe t}. 

Si (f, I') est un couple avec f e g; et I' e X(f), une representation 
T1,r de G, lui a ete associee par Harish-Chandra. 

On note 8 1 ,r=tr(T 1,r). 
Si R(I',f) est une fonction definie pour les couples! e g;, I' e X(f), 

invariante sous !'action de G, on pose 

(17) 8 = l "' (dim I')R(I' f)81 r· 
!] [G(f)G(f) 0Z] rdcJl ' 

el] est une distribution sur G qui ne depend que de l'orbite Q def 
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dans g;. II s'agit done de verifier pour Ia fonetion de Planeherel R(I',f) 
definie par Harish-Chandra (voir III. 1), Ia formule 

(18) f dmx(Q)(0 0 , <fi)= I: X(z)<fi(z). 
exfG zez 

Pour montrer eette egalite, on utilise Ia methode de deseente d'Harish­
Chandra dont voici le prineipe. 

Soit sun element elliptique de G. Soient M son eentralisateur dans 
G, m l'algebre de Lie de M. Si e est une fonetion generalisee G-invariante 
sur G, on peut alors definir une fonetion generalisee 0' sur un voisinage 
petit eonvenable de 0 dans m par: 

0,(X) ~ jm(X)11i I det01m (1-s exp X) l1'
2 e(s exp X). 

det0;m (1-s) 

La eonnaissanee des fonetions generalisees 0' pour tout element 
elliptique s de G determine e. On montrera alors l'egalite (18) en prou­
vant plutot, pours elliptique, et pour t sur ma support petit, l'egalite: 

(19) f dmx(Q)(0b, t)=0 sis tt Z 
e'VG 

= X(s )t(0) si s E Z. 

Soit I' e X(f) et 0 1 ,r le earaetere de G assoeie. Nous utiliserons 
alorsla formule pour 0},r demontree par A. Bouaziz [B]. Soit Q l'orbite 
de s, Q• les points fixes de Q par s. Comme Q• est une reunion finie 
d'orbites de M dans m*, Q• est munie d'une mesure eanonique d/30 ,. On 
a alors: 

(20) 

oil les fonetions <fi,,r(~) sont les fonetions eanoniques conjeeturees dans 
[D-H-V]; elles sont eonstantes sur les M-orbites. Pours= 1, e'est la for­
mule de Rossmann, pour s elliptique regulier, e'est la formule d'Harish­
Chandra des earaeteres des series fondamentales. Les formules de 
Bouaziz pour 0},r determinent entierement 0 1 ,r. lei se passe un pheno­
mene remarquable: 0},r n'est en prineipe definie que dans un voisinage 
eonvenable de 0 dans m. Cependant l'egalite (20) determine une extension 
de 0},r et done de 01 en une fonetion generalisee sur m tout entier. Nous 
chereherons done quelle est la distribution sur m donnee par le premier 
membre de (19) 
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Sur m*, on peut definir (II. 11) un polynome TCs canonique (c'est un 
pfaflien). Soit Lis l'operateur differentiel sur m associe. On demontrera 
alors le: 

Theoreme. 

f dmx(Q)(81, ,Jr)= V,-,(Ll s,Jr ). 
g~/G 

Ceci se fait en deux etapes, au chapitre 2, (theoreme 4, ch. II, par. 11) 
on prouve cette egalite, pour 00 (17) definie par une fonction Q(I',f). Au 
chapitre 3 (theoreme 1) on montre que Q=R. Cette formule entraine 
alors la formule (19), car si s $ Z, (V,, ,Jr)=O si ,Jr est a support petit, et 
si s e Z alors (Vs-,, ,Jr)=X(s),Jr(O), d'apres la formule limite d'Harish­
Chandra. 

Pours= 1, le theoreme ci-dessus resoud (positivement) Ia conjecture 
enoncee dans [Ve]. Rappelons que cette conjecture avait ete demontree 
dans [Ve] pour un groupe semi-simple Iineaire, et par P. Dourmashkin 
[Do] pour G de type Bn. La demonstration de [Ve] utilisait Ia methode 
due a R. Herb [He] de reduction aux groupes de rang deux, et un calcul 
particulier pour ces derniers. La demonstration donnee ici est plus directe 
(et ne necessite pas Ia consideration de cas particuliers). Le principe en 
est le suivant, Vs est determinee d'apres Harish-Chandra par les relations 
de recurrence des "constantes des series discretes" pour Ies algebres de 
Cartan adjacentes. On utilise alors les relations de recurrence des fonc­
tions de Plancherel R(I',f) pour les algebres de Cartan adjacentes demon­
trees dans [P-V]. 

Rappelons que c'est R. Herb [He] qui avait entrepris une etude 
systematique des problemes combinatoires lies a la determination des 
constantes des series discretes et de leurs relations avec la mesure de 
Plancherel, et que Herb, dans le cas lineaire, puis Herb et Wolf [H-W] 
ont ecrit une demonstration de la formule de Plancherel se pla<;ant dans 
cette perspective. Notre travail se situe dans le meme esprit. Cependant, 
!'utilisation de la "methode des orbites", de Ia formule de Bouazi, et des 
relations de recurrence de [P-V] rend, pensons nous, notre demonstration 
plus simple et plus naturelle. En fait, notre demonstration est nouvelle 
meme pour SL(2, R). 

Nous remercions A. Bouaziz et P. Torasso pour leur lecture attentive 
d'une premiere version de ce texte. Nous sommes reconnaissants a 
M. Taniguchi, aux professeurs K. Okamoto et T. Oshima et a nos amis 
japonais pour nous avoir permis de participer a cette exceptionnelle serie 
de conferences. 
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I. La mesure canonique sur l'espace des orbites admissibles 

§ 1. Notations. 
§ 2. Normalisation des mesures. 
§ 3. Sous-algebres de Cartan. 
§ 4. Parametrisation de representations de G. 
§ 5. Formules integrales dans m*. 
§ 6. Mesure canonique sur mf. 
§ 7. Mesure canonique sur gf /G. 
§ 8. Fonctions de Plancherel. 

§ 1. Notations 

Dans tout cet article, Gest un groupe de Lie reel semi-simple connexe 
et simplement connexe. On note Z le centre de G et on fixe un caractere 
unitaire X de Z. On note g l'algebre de Lie de G, et on fixe un multiple 
strictement positif IC de la forme de Killing de g. 

Soit Vun espace vectoriel reel. Nous notons Ve son complexifie, et 
si v e Ve, nous·notons v son conjugue. 

Soit V un espace vectoriel (reel ou complexe). Nous notons V* 
l'espace vectoriel dual, S(V) l'algebre symetrique, A(V) l'algebre exterieure 
de V. 

Lorsque cela ne prete pas a confusion, la valeur v*(v) d'un element 
v* e V* sur v e V sera notee v*v ou vv*. 

Soit V un espace vectoriel reel. S(Ve) s'identifie a l'algebre des 
fonctions polynomes a valeurs complexes sur V*. Si p e S(Ve), nous 
notons ap l'operateur differentiel sur C 00 (V) qui lui correspond. Par ex­
emple, si V e V, av est la derivation dans la direction v. 

Si Test un groupe de Lie, on note T0 sa composante neutre. 
Si E est un ensemble, on note IE I son cardinal. 
Soit U un ouvert d'un espace vectoriel reel V. On note sP( U) 

l'espace de Schwartz de U, c'est-a-dire l'espace des fonctions rp e C 00 (U) 
telles que I '1</J loo< oo pour tout operateur differentiel L1 a coefficients poly­
nominaux sur V, muni de la topologie definie par les semi-normes r/J-+I '1rp 100 • 

§ 2. Normalisation des mesures 

Soit V un sous-espace vectoriel de g sur lequel IC est non degeneree. 
Soit e1, • • ·, en une base de Ve, et soit ef, · · ·, e; la base duale. La densite: 

( 1) 

est independante du choix de la base et determine une mesure de Lebesgue 
sur V, que nous appellerons "la" mesure de Lebesgue sur V. 
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Nous munissons V* de la mesure de Lebesgue duale; si </> e 9"(V), 
on a: 

(2) J J <j>(v)e-tt<•ldvdf =<j>(O). 
V* V 

Soit M un sous-groupe ferme de G, et soit m son algebre de Lie. 
Supposons 1C non degeneree sur m. On munit M de la mesure de Haar 
tangente a la mesure de Lebesgue sur m (remarquons que M est uni­
modulaire). En particulier G est muni d'une mesure de Haar en general 
notee dg. 

Supposons que Met M' sont deux sous-groupes fermes de G, que M 
contient M', et que IC est non degeneree sur Jes algebres de Lie m et m'. 
On note t !'orthogonal de m' dans m, de sorte que m=m'EBt. La forme 
IC est non degeneree sur t, et on munit M/M' de la mesure M-invariante 
tangente a la mesure de Lebesgue sur t. 

§ 3. Sous-algebres de Cartan 

Sim est une algebre de Lie reductive, on note Car (m) !'ensemble de 
ses sous-algebres de Cartan. 

Soit l;i e Car (g). On note Lf(g, l;i) ]'ensemble des racines de l;ic dans 
gc. Si a e Lf(g, l;i), on note gc,a le sous-espace radiciel de gc correspondant, 
h~ e l;ic !'element tel que 1C(h:, h)=a(h) (he l;i), ha la coracine correspondant 
a.a. 

(3) 

On pose l;i8 = I: Rha, a=l;i8 n l;i, t=il;i 8 n l;i, de sorte que: 

l;i == tEBa. 

Nous notons (l>(g, l;i) le sous-ensemble des racines reelles: une racine 
a est reelle si a(t)=0, OU de maniere equivalente, si ha ea. 

Nous notons Llr(g, l;i) le sous-ensemble des racines imaginaires, c'est­
a-dire de racines a telles que ha e it. Soit a e Lf r(g, l;i). Soit Xa e gc,a, 
Xa=;t=O. Si 1C(Xa, Xa)<O on <lit que a est compacte. Si 1C(Xa, Xa)>O on 
dit que a est non-compacte. On note L11 ,n(g, l;i) et L11 •0(g, l;i) Jes sous­
ensembles des racines imaginaires non-compactes et compactes respective­
ment. 

Le groupe de Cartan correspondant a l;i est note H. C'est le centra­
lisateur de l;i dans G. On note P(l;i) le reseau des poids: c'est !'ensemble 
des A e l;i~ tels que A(ha) e Z pour tout a e Lf(g, l;i). A tout A e P(l;i) est 
associe un caractere (i de H: on considere une representation de dimen­
sion finie irreductible de g admettant A comme poids. Cette representa­
tion s'integre en une representation de G (car Gest simplement connexe) 
et (i est !'action de H sur un vecteur non nul de poids A. 
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On note T={h e H, !C',(h)!=l pour tout A e P(fj)}. On note A le 
sous-groupe analytique d'algebre a. Le groupe T contient Z, T/Z est le 
sous-groupe compact maximal de H/Z, et on a 

(4) H=TA, TnA={l}. 

Si Vcge est un sous-espace fj-stable, on note L1(V, fj) !'ensemble des 
racines (non nulles) de fje dans V. Si Veg est reel et fj-stable, on note 
encore L1(V, fj)=L1(Ve, fj). Nous dirons qu'un sous-espace !Cge est 
lagrangien s'il est fj-stable, s'il contient fj, et si pour tout a e LJ(g, fj), on a 
soit a e LJ(t, fj), soit - a e LJ(t, fj). Par exemple, si r est une sous-algebre, 
c'est une sous-algebre de Borel, et LJ(f, fj) est un systeme de racines posi­
tives pour LJ(g, fj). On note 2'(fj) !'ensemble des sous-espaces lagrangiens. 
Si r E 2'(fj), on pose: 

( 5) 1 
Pi=- I: a. 

2 aeA(l,ij) 

Lemme 1. (i) Soit r e 2'(fj). On a p1 e P(fj). 
(ii) Soit z e Z. Le nombre Cn(z) ne depend pas de r e 2'(fj), ni de 

fj e Car (g). 

Demonstration. Si t' e 2'(fj) est une algebre de Borel, il est bien 
connu que Pi• est un poids. Or Pi - p1, est la somme d'un certain nombre 
de racines, et done Pi est un poids. De plus CPi(z)Cpiz)-1 est un produit 
de nombres Ca(z) pour certains a e LJ(g, fj), et done egal a 1. Done CPi(z) 
ne depend pas de r e 2'(fj). Pour demontrer l'independance par rapport 
a fj, on considere un groupe simplement connexe complexe Ge d'algebre 
de Lie ge, et He le sous-groupe analytique d'algebre fje. Si A e P(fj), A 
est la differentielle d'un caractere holomorphe C~ de He, et si l'on note p 
l'homomorphisme nature! G-.Ge, on a C.=C~ op. La derniere assertion 
du lemme vient de ce que deux sous-algebres de Cartan de ge sont con­
juguees par un automorphisme interieur de Ge, lequel laisse fixes les points 
de p(Z). C.Q.F.D. 

(6) 

(7) 

On pose 

X(z)=X(z)(p1(z) 

X(g)=O 

size Z 

si g E G, g f;. Z. 

La restriction de X a Z est done un caractere unitaire de Z. 
On note ±z !'ensemble des Xe t tels que exp (X) e Z. Comme 7'o/T0 

n Z est compact, ±z est un reseau dans t. On note tf !'ensemble des 
µ e ±* tels que 
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( 8) exp (iµ(X))=X(exp X) pour Xe ±z. 

Done ±test un translate du reseau dual de ±z. On pose fj1=±tEBa*. 

§ 4. Parametrisation de representations de G 

Soitf e g*. On dit que fest regulier (ou g-regulier s'il faut preciser 
g) si le eentralisateur g(f) def clans g est une algebre de Cartan. 

Soitfun element regulier deg*, et posons fj=g(f). Nous employons 
les notations du paragraphe 3. Nous notons t l'orthogonal de fj clans g 
(pour la forme 11:). On a done: 

(9) 

Nous identifions g* et fj*EBt*, de sorte quef e fj*. On note .!i'(fj,f) 
l'ensemble des lagrangiens qui ont Ies proprietes suivantes: 

(10) a e <P(g, fj) n LJ(t, fj)===?f(ha) >0 

(11) a e L1r,nC9, fj) n LJ(t, fj)=-=}if (ha) >0 

(12) a e L11,.Cg, fj) n LJ(t, fj)===?if(h«)<O 

(13) Si a e LJ(t, fj) est eomplexe (e'est-a-dire ni reelle ni imaginaire), 
alors a e LJ(r, fj). 

Lemme 2. Soit r e .!i'(fj,f). La restriction a T de (p 1 ne depend pas 
de L 

Demonstration. Soient r et r' clans .!i'(fj,f). Les formes p1 et p1, ne 
different que par une somme de formes linaires du type a+a, oil a est 
une racine eomplexe. Done (p 1 et (p 1, ne different que par un produit de 
earactere de la forme t:at:~=lr:«12• Ces caracteres valent 1 sur T. 

C.Q.F.D. 

On note I; 1 le caraetere de T defini par le lemme 2 ci-dessus. 
On dit que fest X-admissible si f e fj1. On note X(f) l'ensemble des 

classes de representations unitaires irreductibles I' de T telles que 

(14) 

(15) 

I'(z) = X(z)Id 

I'(exp X)=eif<X>t;tCexp X)Id 

(ze Z) 

(Xe±). 

L'ensemble X.(f) est non vide car f appartient a W- C'est un en­
semble fini de representations de dimension finie. Compte tenu du lemme 
1, nous pouvons reecrire les relation (14) et (15) sous Ia forme: 
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(16) 

(17) 
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f;1 I'(z) = i(z)Id 

f;1I'(exp X)=etf<X>Jd 

(z e Z) 

(Xe t). 

On note gt !'ensemble des elements g-reguliers et X-admissibles deg*. 
Soit/ e gt et I' e X(f). Le couple (I',f) est un "caractere regulier" 

du sens de [S-V]. Notons T1 ,r la representation unitaire irreductible de 
G qui lui est associee (cf. [S-V]). Plut6t que d'en rappeler la construction, 
nous renvoyons au paragraphe II.IO ci-dessous, dans lequel nous decrivons 
le caractere de T1,r, ce qui specifie T1,r sans ambiguite. 

Nous notons les proprietes suivantes de T1 ,r: 

(18) T1,r(z)=X(z)Id (z e Z) 

(ceci resulte de (14)) 

(19) Tf',r' est equivalente a T1 ,r si et seulemerit si les donnees (f, I') et 
(f ', I'') sont conjuguees par G. 

Soit m une sous-algebre de Lie reductive de g, de meme rang que g. 
Nous notons mt !'ensemble des elements m-reguliers de m* qui sont X­
admissibles. Done, si f e mt, le centralisateur def dans m est une algebre 
de Cartan fj de m, (et done deg) et l'on a/ e g:, 

§ 5. Formules integrales dans m * 

Soient m et m' deux sous-algebres reductives de g, de meme rang 
que g. On suppose m'cm. Soit t !'orthogonal de m' dans m pour 1., 

de sorte que l' on a: 

(20) m=m'EBt. 

Soit e1, • • ·, e2,i une base de tc. 
On pose, pour f e m'*: 

(21) 1t'm;m•U)=(2n)-aldetf([et, ej])l112ldet t.(et, ej)l- 112• 

Soit M le sous-groupe analytique de G d'algebre m. La fonction 
irm/m' ne depend pas du choix de la base e1, • • ·, e2,z, elle n'est pas identi­
quement nulle (car non nulle sur les elements m-reguliers de m'*) et elle 
est invariante par le normalisateur de m' dans M. 

Soit fj e Car (m), et soit H le sous-groupe de Cartan correspondant 
de G. Nous ecrivons fj=tEBa comme en (3). 

On choisit un systeme de racines positives L1+ pour L1(m, fj), ayant 
la propriete suivante: si a e L1+ est complexe, alors a e L1. On pose (J)+ = 
L1+ nw(m, fj), et: 



(22) 

On pose 

(23) 

(24) 
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fj;={A E fj*,p(A)=;t=0} 

±;={µ E ±*, P1,nCµ)=;t=0}. 

Sile g;, on note e8 (l) le signe de p 8 (l). 
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En utilisant dans (21) une base formee d'elements vecteurs propres 
de fj, on obtient facilement: 

(25) (l E fj*). 

Soit le fj!. Soit <fa e S"'(m). Harish-Chandra [Hal] introduit "l'inte­
grale invariante" <*>: 

(26) Fll)=eR(A)p(A)(2n-)-d J fb(ml)dm. 
M/MnH 

L'integrale (26) est absolument convergente, et la fonction F• se prolonge 
par continuite a ±*Xa*. De plus, on a: 

(27) Fr, E S"'(t; X a*), 

et !'application <pt-+Fv, de S"'(m) dans S"'(t; X a*) est continue. (Pour tout 
ceci, voir par exemple [Va], p. 39 et 50). 

Soit le fj;. Soit a)i l'orbite de M dans m*. C'est une variete sym­
plectique, et done w, a une mesure canonique que nous noterons dp.,,· 
Nous posons: 

(28) Kv,(l) = L. <fa(f)d /3 .. if). 

On a la formule suivante (que l'on peut adopter comme definition de 
df3.,) (cf. [R]): 

l 

(29) 

(30) 

On a done, compte tenu de (25): 

K,iO)= p(A) eR(l)Fil). 
\p(l)\ 

<*> Toutes les mesures invariantes sont normalisees comme nous l'avons .ex­
plique au paragraphe 11.2. 
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On note "I' m,ij l'ouvert de m* forme des elements m-reguliers con~ 
jugues (par M) de points de g*. Done "I' m,ij=Mfj!', On note W(M, fj) 
le groupe de Weyl de fj dans M, c'est-dire le normalisateur de fj dans M, 
modulo Mn H. Soient <Pe .9"(m) et e une fonction M-invariante dans 
"l"m,ij· On note 0 la restriction dee a fj!'. Si e est suffisamment raison­
nable (restriction d'une fonction continue a croissance lente sur g*, par 
exemple), on a: 

(31) f 8(f)1J(f)df =I W(M, fj) 1-1 f. O(J.)1rm1ij(;.)Kp.)d).. -~ ~ 
Nous donnons une autre interpretation de cette formule. Soit e une 

fonction generalisee M-invariante dans "I' m,ij (c'est-a-dire une forme lineaire 
continue sur l'espace des densites rpdf, avec <P e C;( "I' m,ij)). A cause des 
proprietes d'invariance, le front d'onde de e est transverse a fj!', de sorte 
que la restriction 0 a fj!' est definie (voir [G-S]). Si <Pe C;;"("l"m,ij), on a 
K~ e C;;"(h!'), et la formule (31) est encore valable. 

Nous reecrivons (31). On note C(1J+) la chambre positive dans a* 
definie par 1J+. C'est done !'ensemble: 

(32) 

On pose: 

(33) 

Dans les memes conditions que (31), on a: 

(34) f fJ(f)<jJ(f)df=c(fj) f f 0(µ, lJ)p(µ, lJ)F9(µ, lJ)dµdlJ. 
""m,ij t* C(!li+) 

§ 6. Mesure canonique sur mt 

Les notations sont celles des paragraphes 4 et 5. On pose: 

(35) v(fj) =vol(t* /tf) = vol(t/tz)- 1• 

Nous definissons une fonction generalisee oij,x sur fj* par la formule: 

Nous avons utilise les notations du paragraphe 3, et ecrit J.=(µ, lJ) avec 
µ e t*, lJ e a*. La fonction generalisee oij,z est une mesure (plus exacte­
ment oij,zd). est une mesure) de support gt. On a, d'apres la formule de 
Poisson: 
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(36) 

La signification de (36) est la suivante: pour toute fonction <fa sur ij*, 
suffisamment reguliere, (par exemple <fa e Y'(ij*)), on a: 

Nous definissons une fonction generalisee oL dans "I'" m,ij par la 
formule: 

(38) f >'"m,ij oL(f)<j)(f)df = I W(M, ij) 1-1 

X J. oij,zC.<);rm1ll)K¢(l)dl (<fa e C;'( "I'" m,~)). 
ijm 

En fait oLdf est une mesure dans "I'" m,ij, et (38) reste vraie par exemple 
pour toute fonction <fa integrable pour oLdf, d'apres le theoreme de 
Fubini. C'est le cas pour toute fonction continue sur m* decroissant 
rapidement a l'infini, d'apres le lemme suivant. 

Lemma 3. oLdf est une mesure temperee sur m *. 

Demonstration. II suffit (cf. [Va] p. 39) de trouver une semi-norme 
continue N sur Y'(m*) telle que 

1 J >'"m,ij oL(f)<j)(f)df I <N(<fa) 

pour tout <fa e C;'(m). Cela resulte de ce que l'application <j).-FP de 
Y'(m*) dans Y'(ij!) est continue (cf. [Va] p. 39 et 50). C.Q.F.D. 

Nous posons 

(39) 

oil la somme est prise sur l'ensemble des classes de conjugaison de sous­
algebres de Cartan de m. 

II resulte de ce qui precede que om,xdf est une mesure temperee sur m*, 
M-invariante, et pour laquelle le complementaire de mf est negligeable. 
Nous dirons que om,xdf est la mesure canonique sur mf. Notons que la 
fonction generalisee om,x est encore plus canonique car elle ne depend pas 
(contrairement a df) du choix de "· Elle est essentiellement caracterisee 
par le fait que sa restriction a chaque ij! (ij e Car (m)) est egale a o~.x· 
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§ 7. Mesure canonique sur gf/G 
Chaque orbite [} de G dans g* est munie de sa mesure G-invariante 

{30 (cf. (28) et (29)). Nous notons dmz la mesure sur gf JG obtenue en 
divisant o9,zdf par les mesures {30 • On a done, pour toute fonction <f, sur 
g* integrable pour o9, zdf: 

(40) f 09,lf)<f,(f)df =f (f <f,(f)d{Jo(f))dmz(Q). 
g• sva 0 

Remarque: Les ensembles gf, la mesure o9,z et la mesure dmz peu­
vent se definir pour tous les groupes "presque algebriques" (voir [Du]). 

Soit g e Car (g). Si A e gt, nous notons [} i la G-orbite de A. Soit ,Jr 
une fonction integrable sur gf/G. On a: 

ou la somme est prise sur !'ensemble des classes de conjugaison de sous­
algebres de Cartan de g. Cette formule resulte de (38), (39), (40), (31). 
Rappelons que oij,zdA est definie par (37). 

Soit mcg une sous-algebre reductive de meme rang que g. Si[} est 
une G-orbite reguliere dans g*, Q nm* est une reunion finie (eventuel­
lement vide) d'orbites de M dans m* (M est defini comme au paragraphe 
5). Done[} nm* porte une mesure canonique /Jonm•: c'est la mesure dont 
la restriction a chaque orbite we[} nm* de M est la mesure p.,. 

Lemma 4. Soft <f, une fonction sur m*. On suppose que tc01m<fi est 
integrable pour om,zdf On a: 

(42) f Om,zCJ)tc81mU)<f,(f)df =f (f <p(f)d/Jonm•U))dmz(Q). 
m• sva onm• 

Demonstration. Soit g e Car(m). Notons g1, •• ·, g, e Car(m) des 
representants, modulo la conjugaison par M, des algebres de Cartan de m 
G-conjuguees de g. 11 su:ffit de demontrer ( 42) lorsque if, est nulle en 
dehors de U t '1'° m,W 

Notons Qi la G-orbite d'un element A de g*, et wi la M-orbite d'un 
element A d'un ijt'. On note Qi !'ensemble des points de Qi conjugues par 
M d'un element de gt, Done Qin m* est reunion disjointe des Q~. 
Posons: 
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Ona: 

Compte tenu de la relation: 

et de (38), on trouve: 

I,= I W(G, lj) i Lm,ijt cp(f)r.g/m(f)omjf)df. 

D'apres (41), le cote droit de (42) vaut: 

'°' 1 I 
7' I W(G, lj)I '' 

ce qui est bien egal au cote gauche. C.Q.F.D. 

§ 8. Fonctions de Plancherel 

Soit Q(I',f) une fonction definie pour les couples f e gt, I' e X(f), 
a valeurs complexes, invariante sous !'action de G. 

Soit <ft e C;;'(G). On pose 

r,.rCcftdg)= L r,.r(g)cp(g)dg. 

C'est un operateur a trace. Soit/ e gt. On considere: 

(43) I G(f)/~(/)oZ I re~(f) (dim I')Q(I',f) tr r,.r(cftdg). 

On note cette quantite e icftdg): e I est done une fonction generalisee sur 
G, et l'on a e,=ef' si f et f' sont dans la meme G-orbite. Si {)=G-f, 
on posera eo=e,. 

Nous dirons que Q est une fonction de Plancherel pour G si l'on a: 

(44) f eo(cpdg)dmx({))= I:; X(z)cp(z). 
eVG sez 

La formule ( 44) sous-en tend que e 0 (cpdg) est fonction integrable de {) 
pour tout <ft e C;;'(G). 
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Dans Ia suite de cet article, nous construisons une fonction Q dont il 
est assez facile de verifier que c'est une fonction de Plancherel (Ch. II). 
Nous montrons ensuite que Q est egale a la fonction de Plancherel 
d'Harish-Chandra (Ch. III). 

Remarque. De ( 44), on deduit facilement la formule de Plancherel 
des groupes G/Z', oil Z' est un sous-groupe de Z: c'est un probleme 
d'analyse harmonique sur le groupe abelien discret Z. 

II. Premiere forme du theoreme de Plancherel 

§ 1. Integrale invariante dans m. 
§ 2. Les distributions V,. 
§ 3. Enonce des theoremes 1, 2 et 3. 
§ 4. Transformee de Fourier M;. 
§ 5. Transformee de Fourier de V,: la fonction q ,. 
§ 6. Sur la formule de Poisson. 
§ 7. Demonstration du theoreme 1'. 
§ 8. Demonstration du theoreme 2. 
§ 9. Methode de descente: Reduction du theoreme 3 au lemme 13. 
§ 10. Formule de Bouaziz et calcul de 80 • 

§ 11. Formule de Poisson-Plancherel. 

§ 1. Integrale invariante dans m 

Soit m une sous-algebre reductive de g de meme rang que g, M le 
sous-groupe analytique correspondant, 6 une sous-algebre de Cartan 
fondamentale de m. On choisit un systeme de racines positives .::f+(m, 6) 
comme en 1.5. Nous employons les notations du paragraphe 1.5. Nous 
notons 2e le nombre de valeurs propres <Ode Ia matrice representant la 
restriction de IC a un supplementaire t de 6 dans m. Soit X e 6 un ele­
ment m-reguilier. On pose, pour</> e .9'(m): 

( 1) I;(X)= TI a(X) J ef>(mX)dm. 
•Ed+(m,b) M/B 

Si l'on identifie m et m*, et compte tenu de l'absence de racines reelles 
(car 6 est fondamentale) 1; est, a un facteur constant pres dependant de 
IC, egal a F;. Si l'on note on !'ensemble des points X de 6 tel que a(X):;i!:O 
pour tout a e L11 ,n(m, 6), I~ se prolonge par continuite en un element 
de .9'(6n). 

Soit X un element m-regulier de 6. On pose, pour</> e .9'(m): 

(2) 
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D'apres Harish-Chandra, la fonction X--+M";(<j>) se prolonge par conti­
nuite a fl tout entier, ce qui definit M';(<j>) pour tout Xe fl. Toujours 
d'apres Harish-Chandra, Mx est une distribution temperee de support 
MX. De plus: 

( 3) Mr(</>)= <j>(O). 

(Pour tout ceci voir [Hal] ou [Va]). 

§ 2. Les distributions v. 
Soit Gel! !'ensemble des elements elliptiques de G. Un elements E G 

est elliptique si Ad s est un endomorphisme de g dont les valeurs propres 
sont de module 1, et qui est semi-simple. 

Soit s E Geu· Soit M la composante neutre du centralisateur G(s) de 
s dans G (*), et soit m l'algebre de Lie de M. Comme s est elliptique, il 
est contenu clans un sous-groupe de Cartan fondamental B de G. 

Si Best un sous-groupe de Cartan fondamental, on note fl sori algebre 
de Lie, et E=Bn Ge11• On sait que Best connexe, que E est le groupe T 
correspondant a Bet que E est connexe. On note e l'algebre de Lie de E. 
Done e=iflRnfl. On note ez={Xe e, exp XE Z}. 

On choisit B contenant s. Done B est contenu dans M. On pose 

(4) V.= I; X(s-1 exp X)M"J:. 
XE6 

Soit Se e un element tel que exp S=s. Alors X(s-1 exp X) est non nul 
seulement si Xe ez+S. Soit <j> e .9"(m). La fonction X--+Mx(</>) est con­
tinue sur fl, a decroissance rapide. La serie ( 4) est done absolument 
convergente clans l'espace .9"'(m) des distributions temperees sur m, et v. 
est une distribution temperee sur m, M-invariante. II est facile de voir, 
comme le suggere la notation, que V, ne depend pas du choix de B. 

Nous noterons V, la fonction generalisee sur m*, transformee de 
Fourier de V,. Par definition, on a pour </> e .9"(m*): 

f m* V,(f)<j>(f)df = f m(L.<J>(f)e-if(Xldf) dV.(X). 

§ 3. Enonce des theoremes 1, 2 et 3 

Theoreme 1. Soit s E Gell· Definissons m, v., V, comme au para­
graphe 2. 

<*> En fait G(s) est connexe, car G est simplement connexe et s elliptique. 
Nous ne nous servirons pas de ce resultat. 
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La distribution V,df est une mesure sur m*, absolument continue par 
rapport a om,zdf De plus ii existe une unique fonction continue q(s) sur 
m; telle que 

v. = q(s )om,z• 

Soitf e g; et s e G,u tel que sf =f Notons H=G(f), g=g(f), et 
ecrivons H= TA comme en 1.3. Alors s e T. Avec les notations ci-dessus, 
on a gem et/em;. Le nombre q(s)(f) est done defini. On pose: 

(5) q(s)(f)=q(s,f). 

Theoreme 2 Soit f e g;. Avec !es notations ci-dessus, on a: 
( i) q(tst- 1,f)=q(s,f) (s, t E 1) 
(ii) q(sz,f)=X(z- 1)q(s,f) (s e T, z e Z) 
(iii) q(s exp Y,f)=e- 1t<Y>q(s,f) (s e T, Yet). 

Soient f e g;, I' e X(f). Les formules (ii) et (iii) ci-dessus, et les 
formules (16) (17) du ch. I permettent de poser: 

(6) Q(I',f)= I; q(s,f)~;1I'(s). 
sET/ToZ 

A cause de (i), c'est un operateur scalaire, et l'on definit Q(I',f) par la 
formule 

(7) Q(I',f)ld=Q(I',f). 

Theoreme 3 La fonction Q est une fonction de Plancherel au sens du 
paragraphe 1.8. 

La demonstration des theoremes 1, 2. et 3 fait l'objet de la suite de 
ce chapitre. 

§ 4. Transformee de Fourier de M'} 

Soit s e Geiz. Nous employons les notations du paragraphe 2. Nous 
voulons decrire la transformee de Fourier .M'} qui est une fonction sur m*. 
Ceci necessite les relations de recurrence d'Harish-Chandra. 

Rappelons la notion d'algebres de Cartan adjacentes. Soit q=t+a 
e Car (m). Soit a e 4>(m, g). On choisit des elements Xa, X_a dans m, de 

poids a et -a, tels que 

(8) 

On pose q'=R(X«-X-a)EBkera. C'est une algebre de Cartan, que l'on 
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ecrit fj'=t'EBa'. On a: t'=R(X.,-X_.,)ffit, a'=ankera. On note c., 
l'application lineaire ij0-ij~, telle que c.,(X)=X si Xe ker a, c .. (h.,)= 
i(X.,-X_.,). C'est une transformation de Cayley, dans le sens suivant: il 
existe m dans le groupe adjoint M 0 de M tel que la restriction de m a ij0 

soit egale a c ... 
Soit f3 e !P( m, ij) une racine telle que f3(h.,) = 0. Posons /3' = c.,(/3). 

C'est l'unique element de !P(m, ij') tel que hp,=hp, et !'application f3-f3' 
est une bijection de !'orthogonal de h., dans !P(m, ij) sur !P(m, ij'). 

Soit (!)+ C!P(m, ij) un systeme de racines positives. Nous noterons 
(!)1+ !'ensemble des /3' ou f3 parcourt !'ensemble des f3 e (!)+ orthogonaux a 
h.,. C'est un systeme de racines positives pour !P(m, fj'). 

Nous notons Bm l'espace vectoriel des fonctions b de trois variables 
ij e Car (m), (!)+ un systeme de racines positives pour !P(m, ij), Ye iijR, qui 
verifient: 

Soit m e M. On a 

(9) b(mij, m!P+, mY)=b(ij, !P+, Y). 

Soit a e !P+, simple. On a: 

ou s., est la reflexion par rapport a la racine a. 
On pose Y= Y0 -iiry, avec Y0 et, ye a. On a 

(11) b(ij, !P+, Y)=O 

ou R+=[O, oo]. 
Si ij est fondamental, !P(m, ij) est vide et (!)+ est omis de la notation. 

La relation (11) s'interprete: 

(12) b(ij, Y)=O si y*O. 

Lemme 1. Soit be Bm. La restriction de b a e est une fonction 
W(M, o)-invariante qui determine b. 

Demonstration. L'invariance de b(o, Y) (Ye e) par W(M, o) resulte 
de (9). Supposons b(o, Y)=O pour tout Yee. 11 faut montrer que 
b(ij, (!)+, Y) est nul pour tout Ye igR. On raisonne par recurrence sur 
l!P(m, ij)!. Si !P(m, ij)=0, ij est fondamental, et !'assertion resulte de (9) 
et (12). Supposons l!P(m, ij)!>O et !'assertion etablie pour les fj' e Car(m) 
tels que J!P(m, fj')i<l!P(m, ij)!. La relation (10) montre que l'on a 

(13) b(ij, !P+, w(Y))=e(w)b(fj, (!)+, Y) 



310 M. Duflo et M. Vergne 

pour tout w clans le groupe de Wey! W(1>(m, lj)) de IV(m, lj). Ecrivons 
Y= Y0 -iiry. Si y <$ L,aEif> Rh 0 , on a b(lj, 1>+, Y)=O. Supposons done 
y E L,aEif> Rha. Soit C la chambre de Wey! ouverte clans L,aE!1> Rha, definie 
par I[)+. La relation (11) montre que b(lj, 1>+, Y) est nul si ye -C. La 
relation (13) montre que b(lj, I[)+, Y) est nulle. C.Q.F.D. 

Lemme 2. Soil be Bm. Supposons b(lj, 1>+, Y)=;t:O. II existe we 
W(1>(m, lj)) tel que w(y)= - y. 

Demonstration. On raisonne par recurrence sur I 1>(m, lj) 1- Si lj est 
fondamental, !'assertion resulte de (12). Supposons 11>(m, lj)l>0 et !'asser­
tion etablie pour tout lj' e Car(m) tel que 11>(m', lj)l<l1>(m, lj)I. Comme 
b(lj, I[)+, Y) est non nul, on a y= "'E, nih0 ,, ou ni e R+, a; simple clans I[)+. 

On pose ht(y)= "'E, n;. On peut supposer (quitte a remplacer y par un 
conjugue) que ht(wy)";2:ht(y) pour tout element we W(1>(m, lj)) tel que 
l'on ait b(lj, 1>+, Y0 -iirwy)=;t:O. Si a(y)<O pour tout a e I[)+ on a y=O 
et le resultat est etabli. Sinon, il existe a simple clans I[)+ tel que a(y) >0. 
On a b(lj, 1>+, s0 Y)=O car ht(s.y)<ht(y). La relation (10) montre que 
l'un au moins des nombres b(lj', 1>'+, c.Y) ou b(lj', 1>'+, c0 s0 Y) est non nul. 
Ecrivons y=th.+ y', avec y' E ankera. L'hypothese de recurrence 
montre que l'on a w'y' = - y' pour un element w' e W(1>(m, lj')). Identi­
fions W(1>(m, lj')) a un sous-groupe de W(1>(m, lj)). On a ws.y= - y. 

C.Q.F.D. 

Lemme 3. Si b(lj, 1>+, Y)=;t:O, ii existe un element m du groupe adjoint 
complexe Mc tel que mlj=b et b(b, mY)=;t:O. 

Demonstration. Elle est analogue a celle du lemme 1. C.Q.F.D. 

Soit XE e. La transformee de Fourier Mx de Mx est une fonction 
bornee, M-invariante, analytique clans !'ensemble des elements m-reguliers 
de m*. Soit lj e Car (m), et soit I[)+ un systeme de racines positives pour 
IV(m, lj). Soit C(I[)+) !'ensemble des ,.., e a* tels que v(h.) >0 pour tout 
ae1>+. 

D'apres Harish-Chandra, il existe une fonction Y-+hx(lj, 1>+, Y) sur 
iljR, nulle en dehors des conjugues (sous Mc) de X, telle que: 

(14) M'.r(l)= L,YEi~R hx(9, 1>+, Y)e-m pour tout A=µ+,.., avec µ e ±*, 
,.., e C(I[)+). (hx(lj, 1>+, Y) est nul sauf pour un nombre fini d'elements 
YE iljR)• 

La fonction bx est dans Bm et on a: 

(15) hx(b, Y)=O si Y <$ W(M, b)X. 



La Formule de Plancherel 311 

(16) 1 
\ W(M,b)X\ 

si YE W(M, 6)X. 

(Pour toutes ces proprietes de Mx, voir [Ve]. Notons que (15) et (16), 
lorsque X est m-regulier, sont equivalents a la formule de Rossmann [R]). 

§ 5. Transformee de Fourier de Vs: la fonction q. 

Soit s E G eit· La transformee de Fourier V, de V, est egale a la 
somme: 

(17) 

(18) 

V,= I: X(s- 1 exp X)M_;. 
XEe 

11 est done naturel d'introduire l'element b, de Bm defini par: 

b,(f), ([)+, Y)= I: X(s- 1 exp X)bx(f), ([)+, Y). 
XEe 

Remarquons que cette somme est finie pour g, ([)+, Y fixes. 
11 resulte de (15) et (16) que l'on a: 

(19) b,(6, X)=X(s- 1 exp X) si Xe e. 

Soit fJ e Car (m), et ecrivons fJ = tEBa comme d'habitude. Nous intro­
duisons ou repetons quelques notations. On pose: 

(20) 

On a done: 

(21) fJz={Xe ifJR, a(X) E 2in.Zpour tout a E Ll(g, g)}. 

On pose: 

(22) f),={X e if)R, exp (ad X)=Ad s (dans End (g0 )} 

(g, est done un translate du reseau fJz). On a: 

(23) a(X) e 2in:Z pour tout XE g., a E Ll(m, g). 

On pose: 

(24) Pm={x ea, a(x) e Zpour tout a e ([J(m, g)}. 

(25) R.= I: Zh •. 
aE<Zl(g,ij) 

(26) a,={xeR., (-i,rx+t)nfJ,::,t::0}. 
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Lemme 4. Soit ifr un systeme de racines positives pour <P(m, lj). Soit 
Xe iljn, tel que b,(lj, m+, X)*0. A/ors: 

(i) Xe lj, 
(ii) Ecrivons X=Xo-ircx, Xo et, Xe a. On a: Xe I:ae<D(m,ij) Zhan 

2.P m• et done X E a,. 

Demonstration. Soient lj et lj' deux sous-algebres de Cartan de m et 
m dans le groupe adjoint complexe Mc tels que mlj=lj'. On a mlj,=lj~. 
Done (i) resulte du lemme 3 et de (19). II resulte de (23) que x est dans 
le reseau 2.P m· II resulte du lemme 2 qu'il existe w e W(<P(m, lj)) tel 
que w(x)= -x. Ecrivons x=(x/2)-w(x/2). Comme x/2 e Pm, on a 
x e 1:aucm,ij) Zha. C.Q.F.D. 

Lemme 5. Soit Ye tz. On a: 

(27) b,(lj, m+, x+ Y)=X(exp Y)b,(lj, m+, X). 

Demonstration. On demontre (27) par recurrence sur l<P(m, lj)I. Si 
lj est fondamental, (27) resulie de (19) et (9). SU:pposons l<P(m, lj)l>0 et 
(27) etabli si lj' e Car (m) verifie I <P(m, lj') I< I <P(m, lj) 1- Pour Xe iljn, 
posons c(X)=b,(lj, m+, X+ Y)-X(exp Y)b,(lj, m+, X). L'hypothese de re­
currence montre que l'on a c(w(X))=e(w)c(X) pour tout we W(<P(m, lj)). 
On conclut comme dans la demonstration du lemme 1. C.Q.F.D. 

Lemme 6. II existe d>0 tel que !'on ait lb,(lj, m+, X)j<d pour tout 
Xe iljR. 

Demonstration. On raisonne par recurrence sur j<P(m, lj)I. Si lj est 
fondamental, ceci resulte de (19) et (9). On suppose le resultat etabli 
pour lj' e Car (m) verifiant I <P(m, lj') I <I <P(m, lj) j. Notons d' une constante 
majorant tous les lb,(lj', <P'+, X')l lorsque l<P(m, W)l<l<P(m, lj)j. Ecrivons 
X =X 0-ircx. Soit l(x) le nombre minimum tel qu'il existe des reflexions 
simples (par rapport a (J;+) s1, • • ·, s1cxi telles que s1 • • • s1c,,i(x) soit dans 
!'adherence de la chambre -C. Si /(x)=0, la. relation (IO) montre que 
l'on a jb,(lj, m+, X)l~d'. Un raisonnement par recurrence sur l(x) montre 
que l'on a jb,(lj, m+, X)j<d'' 1+zicxn. C.Q.F.D. 

Considerons deux elements X=Xo-i1CX et X'=X~-ircx' dans lj. tels 
que x=x'. On a X~-X 0 e ljz n t=tz. Soit µet;. II resulte du lemme 
5 que l'on a: 

(28) 

La definition suivante est done licite. Soient x e R., lj e Car (m), (Jj+ un 
systeme de racines positives pour <P(m, lj), µ e tt. On pose: 



(29) 

(30) 

(31) 
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c,(fj, <I>+,µ, x)=O si xi a,, 

c,(q, <I>+,µ, x)=b,(q, ({)+, X)e-iXoµ 

On considere: 

six ea,. 
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Lemme 7. Soil v E C(<J>+). On a, avec !es notations du lemme 6: 

I; jc.(h, <I>+,µ, x)e-u"\~d TI (l-e-•h••)-1, 
xER 0 aE(b+ 

a simple 

Demonstration. Soient a 1, • • ·, a 1 les racines simples de <J>+. Si 
X E Ra est tel que c.(fj, <J>+' µ, x) soit non nul, on peut ecrire X= I;;=l niha,, 
avec nt e N. (Ceci resulte du lemme 4 et de (11)). D'apres le lemme 6, 
la serie ci-dessus est done majoree par: 

d I: e-.Jiniha;"=d n I: e-•nha;•, 
nENI i nEN 

C.Q.F.D. 

Soit l e fj;. Ecrivons l = µ + v, avec µ E t;, v e a*. Supposons que 
v soit regulier pour <l>(m, fj), c'est-a-dire supposons v(ha)=!=O pour a e 
<l>(m, fj). Soit <J>+ le systeme de racines positives tel que v e C(<J>+). Le 
lemme ci-dessus permet de definir: 

(32) q,(fj, l)= I: c.(fj, <I>+,µ, x)e-•x•. 
xEas 

C'est une fonction analytique de v e C(<J>+), pourµ fixe clans t;. 
Soitf em;. Posons fj=m(f). Nous posons 

(33) q,(f)= qs(q,f). 

C'est une fonction continue sur m;. Comme, clans le theoreme 1, l'unicite 
est evidente, le theoreme 1 est consequence du theoreme 1' (plus precis) 
ci-dessous: 

Theoreme 1'. Soit <p e Y(m*). On a: 

(34) L. \q.(f)rp(f)\omjf)df <co. 
X 

(35) J m* V,(f)rp(f)df = L. rp(f)q .(f)omjf)df 
X 

Nous demontrerons le theoreme 1' au paragraphe 7. Auparavant 
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nous etablissons un resultat qui nous permettra d'appliquer la formule de 
Poisson a une classe convenable de fonctions sur t* X C(([)+). 

§ 6. Sur la formule de Poisson 

Soient n, p e N, et soit q e N tel que O~q ~n. On pose x= 
(x 1, • • ·, xn), Y=(Yi, · · ·, yP). On fixe un ouvert Ude RP. On pose D= 
{x E Rn, X1>0, .. ·, xq>O}, w(x)=X1X2·. ·Xq. On note Diff(Rn) l'algebre 
des operateurs differentiels a coefficients polynomiaux. On note <ff 
l'espace des fonctions <p, c= sur DX U, telles que I LI{[) I=< oo pour tout 
LI e Diff(Rn). On pose, pour (z, y) e RnX U: 

(36) .?Fv,(z, y)= f D ei•x([)(x, y)dx. 

Lemme 8. II existe L11, · · ·, Llk e Diff (Rn) tels que !' on ait 

(37) 

pour tout z E Rn' y E U, <p E <ff. 

Demonstration. Par transformee de Fourier partielle, on peut sup­
poser q=n. Soit I une partie de {1, 2, ... , n}. On veut demontrer l'exis­
tence pour chaque / d'operateurs differentiels L11, L12, • • ·, Llk e Diff(Rn) 
tels que 

(38) 

On raisonne par recurrence sur n. Supposons d'abord n= I. La 
formule: 

(39) <p(X, y)= -f1 ~(t, y)dt+<p(I, y) 
X ax 

permet de definir <jJ(O, y) par continuite. Posons t(x, y)=x(/)(x, y). Le 
meme argument prouve que (at1ax)(x, y) se prolonge par continuite en 0, 
que l'on a ,Jr(O, y)=O et que (a,Jr/ax)(O, y)=<p(O, y). Pour toute fonction 
a on a: 

D'apres les remarques precedentes, on obtient done 
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(40) 

Compte tenu de (39), on voit que l'on peut prendre par exemple L11 = 1, 
L12=(a/ax), L13=(1+x 2)(a2/ax 2)x. Supposons n>I et (38) etablie pour 
tous les entiers n strictement inferieurs. Si Jest vide, il est clair que (38) 
est vraie. Si J n'est pas vide, on peut supposer que I contient n. On 
pose x'=(X1, Xz, • • ·, Xn-1), z'=(Z1, Zz, • • ·, Zn-1), w'=X1X2· • ·Xn-1, D'= 
{x' e Rn-1, xi >O, pour 1 :s;;;i :s:;:n-1}, I' =l-{n}, U'={(zn, y), avec ye U}, 
l'={t E C 00 (D'X U'), IL1'tl= <oo pour tout L1' E Diff(Rn- 1)}. 

Soit <fa e $, po sons 

f(X 1, Zn, y)= f eiznxnXn<p(X1, Xn, y)dXn­

Qn ate$', et 

ffw,h, y)=f eiz'x'w't,(x', y)dx'. 
D' 

L'hypothese de recurrence (appliquee a la variable xn) montre qu'il 
existe des operateurs LJ;' polynomes en Xn et a/axn tels que, pour tout 
L1' E Diff(Rn- 1), on ait 

(41) lz~L1't,(x', Zn, Y)I~ ~ IL1;' L1'<Ploo-
s 

La fonction z~t,(x', zn, y) est done dans 0'. L'hypothese de recurrence 
montre qu'il existe L1i, · . · , L1~ tels que 

I( n z;)z!ffw/z, y)I~ ~ z!IL1;t,(x', Zn, Y)l:s;;; ~ ILl;Ll;'</>1=· 
jt':.I' l l,s 

C.Q.F.D. 

Soit <fa e 0. Posons t,(x, y)=w(x)s[>(x, y) si x e D, et t,(x, y)=O si 
XE Rn\D. Soit I' un reseau de Rn, et soit I'* le reseau dual forme des z 
tels que zx e 2rcZ pour tout x e I'. 

Lemme 9. 
( i) Supz,v ~r•er•lff,,(z+r*, y)l<oo. 
(ii) test continue et on a SupY ~,erlt(r, y)l<oo. 

( 42) (iii) ~r•er• ff ,,,(z+ r*, y)= Vol (V/ I') ~rEI' eirzt,(r, y). 

Demonstration. 11 resulte du lemme 8 que pour tout operateur diffe­
rentiel LI a coefficients constants sur Rn, on a 

Sup J IL1ff,i,(z, y)ldz<oo. 
y Rn 
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11 est classique que la formule de Poisson s'applique a ce genre de 
fonctions. C.Q.F.D. 

Soient Vet W deux espaces vectoriels reels, </Jun systeme de racines 
dans V*, <J)+ c</J un systeme de racines positives, 11: la fonction polynome 
sur Vproduit des elements de </J+, V'={v e V, 11:(v):;f:O}, U un ouvert de 
W. Soit I' un reseau de V, et soit I'* le reseau dual. On choisit une 
mesure du sur V. Soit f3 e C00 (V'X U) une fonction telle que, pour tout 
operateur differentiel a coefficients polynomiaux L1 sur Von ait IL1f3I.,. <oo. 
On pose r;=11:[3, et pour tout v* e V*: 

~(v*, w)= J e-t•*•r;(v, w)dv. 

Lemme 10. 
( i) Sup.,.,w I:r•er•l~(v*+r*, w)J<oo. 
(ii) r; se prolonge 'par continuite en une fonction continue sur VX U 

et /'on a: 

Sup I: lr;(r, w)J<oo. 
w rer 

(43) (iii) I:r•er•~(v*+r*, w)=Vol(V/I')I:rere-t"*rr;(r, w). 

Demonstration. Soit V" une composante connexe de V'. On peut 
choisir un systeme coordonnees Xi, •.. , x,. dans V tel que V" soit egal a 
l'ensemble x,>O, .. ·, xP>O. Dans ces conditions x 1 •• -xP divise 11: et l'on 
peut appliquer le lemme 9 a Ia fonction <fa, nulle en dehors de V", et egale 
dans V" a 11:[3/x1 •• ,xp. Le lemme 10 en resulte. C.Q.F.D. 

§ 7. Demonstration du theoreme 1' 

Les notations sont celles du paragraphe 5. 

A. Demonstration de (34) 

D'apres Jes formules 1(38) et 1(39), ii faut montrer que pour tout 
lj e Car(m), la fonction q,(lj, .i!)11:m1~(l)K/~) est integrable pour la mesure 
o~.z<.i!)d.i!. 

Soit J+ un systeme de racines positives pour J(m, lj), comme en 1.5, 
dont nous employons Jes notations. Posons, pour .i! e lj* 

(44) p'(.i!)= n .i!(ha)-
aE4+\'1)+ 

Soit <p e Y'(m*). Soient µet!, .i! e C(</J+). Posons: 

(45) ,Jr(µ, ll)= p'(µ, ll)F/µ, ll). 
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D'apres 1(27), t e .9'(t; X C(<l>+)), et de plus, ,[J,(µ, 1,1) se prolonge par con­
tinuite a t*x C(<l>+) en une fonction continue, nulle sip'(µ, 1,1)=0 (cela 
resulte de [Va], th. 23 page 50). Posons a=(2n-)-al W(<l>(m, g))lv(g). On a: 

tlq,(g, l)n-m1ij(A)K.(l)lo,,x(l)dl 

=a~ f lq,(g, µ, 11)IPRMlt(µ, 11)[d11. 
Pett C(CI>+) 

Comme, d'apres le lemme 7, la fonction !q,(g, µ, 11)IPRM est bornee sur 
t; X C(<Z>+), cette integrale est convergente, ce qui demontre (34). De 
plus, nous avons prouve: 

(46) L m,/(f)q.(f)om,xCf)df 

=c(fj) ~ f q,(fj, µ, 11)PB~11),[J,(µ, 11)d1,1. 
pEtt C(Cl>+J 

B. Stabilisation des integrales orbitales 

Soit <!} une orbite du groupe adjoint complexe Mc dans m0 • Nous 
posons: 

(47) M';= ~ X(s-1 exp X)M~. 
Xe•n• 

Remarquons que !'ensemble des<!} pour lesquelles M'; est non nulle 
forme une partition en ensembles finis de !'ensemble discret des Xe e tels 
que exp X e sZ. 

La transformee de Fourier t'ri; de M'; est une fonction analytique 
M-invariante dans !'ensemble des elements reguliers de m*. Soient 
g e Car (m), et (l)+ un systeme de racines positives dans <l>(m, g). Si 
(µ, 11) et* X C((l)+), on a, en ecrivant: 

(48) X=X 0-in-x (X0 e t, x e a), 

(49) M';(µ, 11)= ~ b,(fj, <l>+,X0-itcx)e·tXoµe-n"'•. 
xe~,n• 

(Ceci resulte du lemme 3, et des formules (18) et (19)). 
En C ci-dessous, nous demontrerons le lemme suivant: 

Lemme 11. Soit <j, e .9'(m*). Soit g e Car (m). On a: 

(50) ~ I J ~m,~ <j,(f)M';(f)df I < oo, 
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(51) ~ Lm.~ cp(f)M':(f)df = J >'"m,~ q.(f)<P(f)om,zCf)df 

Montrons que le lemme ci-dessus entraine (35), ce qui termine la 
demonstration des theoremes l' et I. On a: 

L. v.(f)<jJ(f)df = ~ X(s-1 exp X) L.<PU)M';(f)df, 

la serie etant absolument convergente d'apres la convergence de (4) dans 
Y'(m). En regroupant orbite par orbite, on obtient 

~ L. <fa( f)M';(f)df 

= I: (z:: f cp(f)M':(f)df), 
• m >'"m,h 

oil la somme est prise sur !'ensemble des classes de conjugaison d'algebres 
de Cartan de m. La formule (50) permet d'intervertir les deux signes I;. 
La formule (51) implique alors la formule (35). 

C. Demonstration du lemme 11 

Nous employons les notations du lemme 1 I. On choisit ([)+ c 
(l)(m, fj) comme ci-dessus, et on definit ,Jr comme en (45). Pour simplifier 
les notations nous posons: 

(52) b(X0, x)=b,(fj, (l)+, X 0 -itrx) 

et: 

Compte tenu des formules I. (34) et ( 46), ii suffit de demontrer les deux 
assertions suivantes: 

(54) z::IJ I; 0(X0,X,'JJ)d'JJl<oo, 
• c<a>+J xe~,n• 

(55) I; J. I:; 0(X0 , x, 'JJ)d'JJ 
• cc~+) xe~,n• 

=v(fj) I; J q,(fj, µ, 'JJ)p1h),Jr(µ, 'JJ)dv. 
µEti C(~+) 

II suffit done de montrer les deux assertions suivantes 
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(56) I; f \0(X 0, x, v)\dv<oo, 
XE~, C(<!>+) 

(57) I; O(X0, x, v)= v@ I; qs(Ij, µ, v)pR(J.i),Jr(µ, v). 
XE~s µEt} 

Nous notons a~ !'ensemble des XE I:ae<1>+ Nha tels qu'il existe un ele­
ment c(x) et tel que c(x)-in:x e Ij,. Tout element Xe Ijs tel que b(X 0, x) 
soit non nul s'ecrit de maniere unique sous la forme Y + c(x)- i 11:x, avec 
x ea~ et Ye ±z (Lemme 4 et (11)). 

Notons t(Y, v)la transformation de Fourier partielle: 

(58) t(Y, v)=f e-iYp,Jr(µ, v)dµ (Yet, v e C(<J)+)). 
t* 

D'apres (53) et (27), on a: 

(59) O(c(x)+ Y, x, v)= PR(v)e-.x•b(c(x), x)X(exp Y)t(Y +c(x), v). 

Posons q(v)=(l+tc(v, v))dim•, et 

/3(µ, v)=q(v)p'(µ, v)PI,nCv)-1Fp(µ, v). 

Posons 

r;(µ, v)= PI,n(µ)/3(µ, v)=q(li),Jr(µ, ll). 

Le lemme 10 s'applique. 11 existe done une constante c >O telle que l'on 
ait: 

I; lt(Y+c(x), v)I <_c_ 
YEtz q(v) 

pour tout x e a;, v e c+(<J)). Compte tenu de (59) et du lemme 6, on 
obtient: 

(60) 

pour tout x e a:. Comme dans la demonstration du lemme 7, on viot que 
l'on a: 

(61) 

Comme q(v)- 1 est integrable dans a*, nous avons demontre (56). 
Le lemma 10 nous permet de calculer la serie I:YEtz X(exp Y)t(Y + 

c(x), v) par la formule de Poisson. On trouve 
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v(lj) ~ t(µ, v)e-ic<:z:Jµ. 
µEt! 

On a done: 

~ O(X0, x, v)= ~ ~ O(c(x)+ Y, x, v) 
XEij, a:Ea~ YEtz 

=v(lj) ~ ~ e_".,•b(c(x), x)e-ic<a:JµPBMt(µ, v). 
3:Ga; µGtl 

La serie double du second membre converge absolument a cause du lemme 
7, et parce que t(µ, v) est a decroissance rapide. Sommant d'abord par 
rapport axe a~, et, compte tenu de la definition de q,(lj, µ, v), on obtient 
(57). C.Q.F.D. 

§ 8. Demonstration du theoreme 2 

A. Demonstration de (i) 

Soient s e G,w et m comme au paragraphe 2. Soit g e G. On a 
V8 ,r1= 8 V., ou 8 V, est la distribution sur Adg m obtenue en transportant 
V,. Done, sif emf, on a: 

q(gsg- 1) (g·f)=q(s)(f). 

Soitf e gt, et ecrivons G(J)=H= TA comme en 1.3. Soient s, t e T. 
Ona: 

q(ts1- 1)(tf)= q(s)(f) 

et tf = f. On obtient done 

q(tst- 1,f)=q(s,f). C.Q.F.D. 

B. Demonstration de (ii) 

Soient s e Gm et m comme au paragraphe 2. L'algebre m est aussi 
le centralisateur de sz pour tout z e Z. II resulte de (4) que l'on a: 

v .. =X(z)- 1 v •. 
et (ii) en resulte immediatement. C.Q.F.D. 

C. Demonstration de (iii) 

Soit f e gt. On note H = G(J), et on emploie les notations habi­
tuelles lj=±EBa, H=TA. 

Soient s e T, M=G(s) 0, m l'algebre de Lie de M. Nous notons M" 
le centralisateur de t dans M, m" son algebre de Lie. 
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Soit a e di(m, lj). Comme a est nulle sur t, on voit que a e di(m", lj). 
Posons di=di(m, lj). Soit di+={a e di,f(ha)>O}. Ecrivons f(µ, v) avec 
µ e tf, v e C(di+). Rappelons la definition (32): 

(62) q,(lj, µ, v)= I:; c,(lj, di+,µ, x)e-u". 
.,,ERa 

Soit Yet et posons s'=s exp (Y), M'=G(s') 0, et soit m' l'algebre de 
Lie de M'. L'algebre m' contient m", et pour les memes raisons que 
ci-dessus, on a di=di(m', lj), et 

(63) 

Nous sommes ramenes a demontrer: 

(64) c,,(lj, di+,µ, x)=e-iµYc,(lj, di+,µ, x). 

Soit Xe lj,. Alors X + Ye lj,,, et, compte tenu de (30) nous sommes 
ramenes a demontrer que pour tout Xe iljR, on a: 

(65) b,,(lj, di+, X + Y)=b,(lj, di+, X). 

Remarquons que toute sous-algebre de Cartan lj' de m" est contenue 
al a fois dans met m', et que, comme plus haut, on a di(m, lj')=di(m', lj') 
=di(m", lj'). Nous allons prouver que l'on a: 

(66) b,,(lj', di'+, x+ Y)=h.(lj', di'+, X), 

pour tout lj' e Car(m"), di'+ un systeme de racines positives pour di(m", lj'), 
Xe ilj~. Notez que Ye ilj~ de sorte que (66) a bien un sens. Les deux 
cotes de (66) sont dans l'espace Bm". 11 suffi.t done, d'apres le lemme 1, de 
verifier (66) pour une sous-algebre de Cartan fondamentale '6cm". Une 
telle sous-algebre est encore fondamentale dans m et m'. Appliquons la 
formule (19). On a: 

b,('6, X)=X(s- 1 exp X) 

b,.('6, x+ Y)=X(s- 1 exp (-Y) exp (X+ Y))=X(s- 1 exp X). 

C.Q.F.D. 

§ 9. Methode de descente: reduction du theoreme 3 au lemme 13 

Soit s e G.u- Notons comme d'habitude M=G(s) 0, m l'algebre de 
Lie de M. Soit e >O. On note "ft'", •• I' ouvert de m forme des Ye m tels 
que l' on ait I Im..< I <s pour toute valeur propre ..< de ad Y ( dans g). On 
pose: 
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11',,.= U gsexp('f'",,.)g- 1• 
gEG 

Le lemme suivant est bien connu (cf. [Bl). 

Lemme 12. (i) Si e est assez petit, 11' ••• est un ouvert de G. 
(ii) Quelle que soit lafonction e: G,w-~Jo, oo[ , !es 11',,s<•> (s e G.u) 

forment un recouvrement de G. 

On note q !'orthogonal de m dans g pour la forme ,c. On a done 

(68) g=mEBq. 

Considerons !'application: 

(X, Y)~exp (X)s exp Yexp (-X)r 1 exp (-Y) 

de qxm dans G. !dentitions g a l'espace tangent a Gen I, et g a qXm. 
Le jacobien de cette application en un point (0, Y) e qXm sera note 
D,(Y). On a: 

(69) D,{Y)=idet ( ( e:; -;I )IJ det ( ( I-Ad seadY) I) I· 
Nous posons 

(70) J,( Y) = D .( Y)112 D ,(0)-112. 

Si e est assez petit, J, est analytique et strictement positive dans 't'" •.•. 

Si e est assez petit, !'application Y-s exp Y de r ... dans G est un 
diffeomorphisme de r ... sur une sous-variete fermee de l'ouvert 11',,., et 
cette sous-variete est transverse aux orbites de G dans 11',,.. Soit 8 une 
fonction generalisee dans 11',,., invariante par automorphismes interieurs. 
On peut done considerer )'image reciproque de 8 dans 'f'",,. par !'applica­
tion Y-s exp Y. Nous la noterons e (s exp Y). Suivant Harish-Chandra, 
on considere la fonction generalisee o• dans r •.• definie par la formule: 

(71) 8'(Y)=J,(Y)8(s exp Y). 

La fonction generalisee o• determine 8. De plus une suite 8 11 de 
fonctions generalisees G-invariantes dans 11',,. converge faiblement vers 0 
si et seulement si la suite correspondante 8~ converge faiblement vers 0 
(cf. e.g. [D.H.V], appendice). 

Nous pouvons expliquer le principe de la demonstration du theoreme 
3. Soit Q la fonction definie par la formule (7), et soit, pour tout Q e 
gt JG, 8n la fonction generalisee sur G definie par la formule 1(43). Notons 
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8x la fonction generalisee (de support Z) qui a <fadg (<fa e C;;'(G)) associe 
~zez <fa(z)X(z). Nous interpretons 1(44) comme une identite de fonctions 
generalisees dans G : 

(72) 

Pour demontrer (72), ii suffit de le faire dans chacun des ouverts 
1f/' ,,, ou e est un nombre >0 aussi petit que l'on veut (lemme 12). La 
distribution 0~ correspondante dans "Y ,,, est facile a calculer. Si e est 
assez petit: 

sis$ Z (73) 

(74) f 0~(Y)f(Y)dY =X(s)t(O) 

s(s E Z, et t e C;;'("Y,,,). 
Notons 01 la fonction generalisee dans "Y,,, correspondant a (9 0 par 

la formule (71). Le theoreme 3 est done consequence du lemme suivant, 
qui sera demontre plus loin. 

(75) 

Lemme 13. Si e est assez petit, pour tout t e C;;'("Y,,,) on a: 

f 01( fdY)dmx(Q) = { O 
SxlG X(s )t(O) 

sis$ Z 

Si SE Z. 

Cette formule sous-entend que l'integrale est absolument convergente. 

§ 10. Formule de Bouaziz et calcul de 01 

Commen9ons par quelques notations. Soit f e g* un element re­
gulier, et ecrivons G(f) = H =TA comme en 1.3. Soit s e T. Soient M, 
m et q comme en 11.9. Soit fj = g(f). Soit r e .!E(fj,f) (voir 1.4). 

(76) 

Comme dans la demonstration du lemme 2, on voit que r(s, f) ne depend 
pas du choix de L 

Soitfo E gf et soit I'o E X(f). On note efo,I'o le caractere de la repre­
sentation T10,r0, c'est-a-dire la fonction generalisee sur G definie par la 
formule: 

(77) 8 10,r.(<fadg)=tr T10,r.(<fadg). 
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Soit s e G.w On definit Met m comme d'habitude. Soit tJ=Gfo. 
On munit Q nm* de la mesure decrite en 1.7. Soit f e Q nm*. Soit 
g e G tel que g-fo=f On pose, suivant [D-H-V]: 

(78) </J10 ,r.(f)=r(s,f) tr (fj1(KI'0)(s)). 

Ceci ne depend pas du choix de g, et la fonction <fii.,r. est constante sur 
les orbites de M dans Q n m *. 

Soit .s >O, et soit Oj0 ,r 0 la fonction generalisee dans "Y ,,. qui cor­
respond a e 10,r. par la formule (71). La formule (79) ci-dessous est 
demon tree dans [D-H-V] si H = T, et par Bouaziz [BJ dans le cas general. 

Si .s est assez petit, on a l'identite suivante de fonctions generalisees 
dans "Y,,.: 

(79) 

Lemme 14. Si .s est assez petit, on a l'identite suivante de fonctions 
generalisees dans "Y •.• 

(80) OMX)=f eif(X)r(s,f)q(s- 1,f)dfionm•U). 
onm* 

Demonstration. Rappelons la definition de Q(I',f) et Q(I',f) (for­
mules 6 et 7), et de e O (formule 1.43). On doit demontrer, compte tenu 
de (79): 

(81) q(s-1,f) jG(f)/~(f)oZJre~/l (dimI')tr(Q(I',f)~;1I'(s)). 

La formule d'inversion de Fourier (projective) sur le groupe fini 
T/T 0Z montre que cette formule est equivalente a (6). C.Q.F.D. 

§ 11. Formule de Poisson-Plancherel 

Soit s e G,u· On definit M, m, q, comme en 11.2 et 1.5, et on note 
2d la dimension de q. 

A. Definition d'un polynome sur m * 

Lemme 15. II existe un polynome (uniquement determine) i., sur m* 
tel que /' on ait 

(82) 

pout toutf em*, g-regulier. 
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Demonstration. Soit lj e Car (m). Soit re 2'(lj). Posons, pour 
/ E ljt: 

(83) w~{f)=l;P (s) TI /(h~)/(l;a(s)-1). 
I aEJ(tnqc,~l 

La fonction wij est un polynome sur M. 11 est facile de voir que wij est 
invariant par le groupe de Wey! W(Ll(m, lj)), et done restriction a ljt d'un 
polynome (toujours note mij) sur mt, invariant par le groupe adjoint com­
plexe Mc, d'apres le theoreme de Chevalley. D'autre part, ii est facile de 
voir que mij ne depend pas du choix de r e 2'(lj). Soit lj' e Car (m) et soit 
rune transformation de Cayley: Qc-9~-On a: mij,(rf)=mlf) pour tout 
/ e lj~. 11 resulte de !'invariance que l'on a mij,(r f)=mij,(f), et done mij= 
mij'· Nous posons m=mij. 

La forme,. est non degeneree sur q. Nous notons 2e (resp. 2k) le 
nombre de valeur propres >0 (resp. <0) de la matrice symetrique non 
degeneree associee. Nous verrons plus bas que e et k sont entiers. On a 
e+k=d. Le lemme 15 resultera de la formule suivante. Soit/ em* un 
element g-regulier. On definit rc,(f) par (82). On a: 

(84) rc,(f)= ( -1)•(2rc)-<1m(f). 

Demontrons (84). Soit lj=g(f), et choisissons re 2'(lj,f). 11 re­
suite de la definition de rc81m(I.(21)) que l'on a 

{85) 

Soit a e Ll(f n qc, lj). Si a est reelle, on a f(h~) = jf(h~) j. Si a est 
complexe, on a a e Ll(r n qc, lj) et lf(h~)llf(h~)l=f(h~)f(h~). Si a est 
imaginaire non compacte, on a 1/(h~)l=if{h~). Si a est imaginaire non 
compacte, on a 1/(h~)I= -if(h~) (voir les formules 1(10), (11), (12)). On 
a done: 

(86) 

ou n (resp. c) est le nombre de racines imaginaires non compactes (resp. 
compactes) dans Lf+(r n qc, lj). Notons co le nombre de racines complexes, 
et r le nombre de racines reelles dans LJ+(f n qc, lj). On a facilement: 

(87) 2e=2n+co+r, 2k=2c+co+r. 

Comme e ne depend pas de lj e Car (m), et comme co est pair, on voit, 
en choisissant lj fondamental, que e et k sont entiers. On a d+n-c= 
(n+c+co+r)+n-c=2n+co+r=2e et done i<l+n-•=(-1)'. 

C.Q.F.D. 
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B. Formule de Poisson-Plancherel 

Les formules (79) et (80) permettent de prolonger 010,r/X) et Bt(X) 
comme des fonctions generalisees sur l'espace m tout entier. On pose 
L1s=a~,· OU 1':s est le polyn6me defini dans le lemme 15. 

Theoreme 4. Soit t e Y(m). On a laformule: 

(88) 

et 

(89) 

Demonstration. Posons <fa(/)= L eiJCXl,tr(X)dX. Done <p est dans 

Y(m*), et l'on a, d'apres (80): 

(90) BUfdY)=f r(s,f)q(s- 1,f)<j>(f)d/3onm•U). 
onm* 

Posons I =f \0t(,frdY)\dmx(Q). De (90) et I (42), on deduit: 
g1fG 

(91) I <L. \rrg/mU)r(s,f)q(s-1,f)<j>(f)\om,xCf)df 
X 

Posons <fa'(/)= L eifCXl(LJ,t)(X)dX. II resulte du lemme 15 que l'on a: 

rr81mU)r(s,f)<J>U)=<fa'(f) 

et done 

(92) 1::;;, L. \q(s-1,f)<p'(f)\omjf)df 
X 

Comme <fa' est dans Y(m*), (88) resulte du theoreme 1'. Les memes cal­
culs montrent que l'on a: 

f Bt(fdY)dm,(Q)=f V,-,(f)<j>'(f)df = V,-,(L1,f ). 
s!IG m* C.Q.F.D. 

Demontrons le lemme 13. Calculons la distribution donnee par le 
membre de gauche de (75). Sis$ Z, le support de V,-, ne rencontre pas 
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"Y,,., sis est assez petit. Sise Z, on a V.-,(,fr)=X(s),fr(O), et X(s).d,=X(s). 
C.Q.F.D. 

Dans le chapitre suivant, on relie la fonction q(s,f) a la fonction de 
Plancherel donnee par Harish-Chandra. 

m. Seconde forme du theoreme de Plancherel 

§ 1. La fonction de Plancherel d'Harish-Chandra: enonce du theoreme 1. 
§ 2. Rappel de resultats de [P-V]. 
§ 4. Demonstration du theoreme 1. 

§ 1. La fonction de Plancherel d'Harish-Chandra: enonce du theoreme 1 

Soit f e gt. On pose H = G(f), fj = g(f), et on ecrit H =TA, fj = 
±EBa comme en 1.3. Avec les notations de II.4, on pose, pour a e (l}(g, fj): 

( 1) 

C'est un element de T. L'element ra peut dependre du choix de Xa, mais 
la paire {ra, r; 1} n'en depend pas. L'image de r« dans le groupe adjoint 
complexe Ge est egale a exp (iirh«)- Ceci implique que r! appartient au 
centre de G. 

Soit t e T. On a soit tX«=Xa, soit tXa= -Xa, et done: 

(2) 

Soit I' e X(f). A cause de (2), l'operateur I'(ra)+ I'(r; 1) est sca­
laire, et ne depend que de a (et pas du choix de Xa). On pose: 

( 3) 

De meme, si ur(a) est une valeur propre de I'(ra), les valeurs propres 
de I'(ra) sont soit {ur(a)}, soit {ur(a), ur(a)- 1}, et ]'on a 

(4) Xr(a)= _!_ (ur(a)+ur(a)- 1). 

2 

On pose na=½ ~ f3(ha), oil la somme est prise sur !'ensemble des f3 e 
J(g, fj) tels que {3+8 e R+a. C'est un entier, car si f3=a, on a f3(ha)=2, 
et si /3=/=a, on a {3(ha)=~(ha), et /3=1=~-On pose sa=(-l)na. 

Suivant Harish-Chandra, on choisit un systeme de racines positives 
q)+ pour q)(g, fj), et on pose: 
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(5) R(I',f)= n !sh (irf(ha))I 
ae<1>+ ch (irf(ha))-eaXr(a) 

Theoreme 1. On a Q(I',f)=R(I',f). 

Compte tenu du theoreme 1.3, cela demontre que R(I',f) est une 
fonction de Plancherel pour G, au sens du paragraphe 1.8. Lorsque le 
noyau de X dans Z est d'indice fini, ceci a ete demontre par Harish­
Chandra [Ha2], et en general par Herb-Wolf [H-W]. 

Plus precisement, notons R'(I',f) la fonction de Plancherel que l'on 
peut deduire de [Ha2] (lorsque ker X est d'indice fini), et R"(I',f) celle de 
[H-W]. On voit facilement, compte tenu de (5) et des definitions donnees 
dans les references citees, que l'on a: 

(6) R(I',f)=c'(fj)R'(I',f) et R(I',f)= c"(fj)R"(I',f) 

ou c'(fj) et c"(fj) sont des constantes explicites (ne dependant que de fj). 
Nous avons verifie directement que l'on a bien c'(fj)= I (voir [Du] theo­
reme (55)). Remarquons d'ailleurs que le present article repond positive­
ment a la remarque (56) de [Du]. Le calcul de c'(fj) revient essentiellement 
au calcul du volume de l'espace K/T, ou K/Z est un sous-groupe compact 
maximal de G/Z contenant T/Z. 

§ 2. Rappels de resultats de [P-V] 

Soit fj e Car (g). Soit ii)+ un systeme de racines positives pour 
<l)(g, fj). On definit t, a, C(<I)+) comme en 1.3 et 1.5. Soient l.l e C(if)+), 
a e f. Soit 0 un caractere unitaire du groupe R.= I: Zha. On pose: 

(7) 

ou xa(a) est defini comme en (3). Soit, comme plus haut, ua(a) une 
valeur propre de a(r a). On a: 

(8) I; (- I)k0(ha)ku.(a)ke- 1k' .. cna>. 
kEZ 

Soit k=(k(a))ez"'+. Nous posons u!=CTau,(a)"Ca>, (-1)"= 
CTa(-I)"(a). SoitxeR •. Onpose: 

( 9) d(fj, ii)+, a, x)= I:1c (- I)"u!, ou la somme est prise sur !'ensemble 
desk e Z"'+ tels que I:ae<1>+ lk(a)lha=X. En particulier on a: 

(10) d(fj, if)+, a, x)=O six$ I; Nha, d(fj, ii)+, <1, 0)= I, 
aea>+ 
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Si v e C(<P+), on a, d'apres (8) et (9): 

(11) P(a, v, B)= I; d(Ij, I])+, a, x)B(x)e-u". 
xERa 

On note 71 le caractere du groupe Ra tel que: 

(12) 71(ha)= -1 si a EI])+ est simple. 

(ce caractere depend de I])+). 

Soit a e I])+ une racine simple. On note Ij' une sous-algebre de Cartan 
adjacente comme en II.4. On emploie les notations H', T', A', Ra,, etc .. 
On note 71' le caractere de Ra, defini par (<P')+. 

Une representation a' e T' est <lite compatible avec a si les restric­
tions de a et a' a T n T' ont une composante irreductible commune. Soit 
a' E T' une telle representation. 

Le groupe W(G, Ij) opere naturellement dans f. Nous notons wale 
transforme de a par un element w e W( G, Ij). 

Soit x e R.. On pose 

(13) avec k E Q, x1 Ea'. 

Dans [P-V] les relations suivantes ont ete etablies: 

(15) Si x1 E Ra,, alors k est entier et on a: 

7j(X)(d(Ij, I])+, a, x)+d(Ij, I])+, Saa, Sax)) 

=71'(x 1)(u.(a)k+u.(a)-k)d(Ij', ([)'+, a', xi). 

Les relations (10), (14) et (15) determinent les d(Ij, ([)+, a, x). 
Nous posons, pour tout x E Ra: 

(16) e(Ij, <P+, a, x)=71(x)d(Ij, ([)+, a, x). 

Soit s e T. Rappelons que nous avons defini le sous-ensemble a, de 
R. (Il.(26)): c'est !'ensemble des x e Ra tels que, dans le groupe adjoint Ge 
on ait exp(-rriadx)=AdsmodT 0/T0 nz. On sait que Ra est reunion 
disjointe des a, lorsque s parcourt T/T 0Z. 

Nous etudions e(Ij, I])+, a, x) pour x dans a,. Nous employons les 
notations M et m de II.2. 

Lemme 1. Supposons a(s) non scalaire. On a e(Ij, I])+, a, x)=O pour 
tout x ea,. 
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Demonstration. Soit k e zq,+ tel que l'on ait I:.eq,+ k(rx)h.=x. 
Modulo 'I'oZ, on a s = CT r!<•l. II existe done rx e </J + tel que a(r .)k<•> soit 
non scalaire. Commer; est central, k(rx) est impair. D'autre part, a(ra) 
n'est pas scalaire. Comme Test engendre par les rp(/3 e </J+) et T0Z (cf. 

[Ha2]), ii existe /3 e </J+ tel que r.ar.r;t=r;1. Done rfir;r;t=r; 2• Comme 
r; est central, on a 7!= 1. On a done u,(rx)=i ou -i. 

Soit k' e z 0 + tel que k'(rx)= -k(rx) et k'(/3)=k(f3) si /3-:/=rx. On a 
(-l)ku!+(-l)k'u!'=0, car on peut mettre u,(rx)k+u,(rx)-k en facteur. 
D'apres la definition (9), d(h, </J+, a, x)=0. C.Q.F.D. 

Lemme 2. On suppose a(s) scalaire. Soit rx e </J+, simple. 
(i) Supposons rx e </J(m, 9). A/ors s est dans T' et a'(s) est scalaire 

pour toute representation a' e T' compatible avec a. 
Soit x e as et ecrivons x=kh.+x 1 comme en (13). On a k e Z. Si 

x 1 $R 0 ,,ona: 

(17) e(9, </J+, a, x)+e(9, </J+, s.a, s.x)=0. 

Si x1 e E 0 ,, on a x1 ea; et: 

(18) e(9, </J+, a, x)+e(9, </J+, s.a, s,x)=(u,(rx)k+u,(rx)-k)e(fj', </J'+, a', x 1). 

(ii) Supposons rx $ </J(m, 9). On a: 

(19) e(9, </}+, a, x)=e(9, s0 </J+, a, x). 

Demonstration. (i) Supposons rx e <fa( m, 9). On a 9' cm et (.(s) = 1. 
On a done s E Tn T'. L'operateur a(s) commute par hypothese a tous 
les a(rfi) pour f3 e </J(g, 9). Cela signifie que srfis- 1 =7a mod Zn ker a pour 
tout f3 e </J(g, 9). Supposons (3(h.) = 0, et soit (3' = ca(/3) e </J'(g, 9'). On a 
rfi=rfi' mod Z, et done on a encore srp,S- 1 =7p, mod zn kera. Si a' est 
compatible, on a Zn ker a= Zn ker a', et comme T' est engendre par les 
rfi' et T6Z, a'(s) est scalaire. 

Comme x e a., et comme ,. est egal a 1 en set sur To, on a e-iea(x) = 1. 
Comme rx(x1)=0, on obtient e-t.ka<n•>=l, c'est-a-dire keZ. On voit 
done que rx(x) est pair. On a done 7J(s.x)=7J(x-rx(x)ha)=7J(X), et Ies rela­
tions (17) et (18) resultent de (14) et (15). 

Dans le groupe adjoint Ge, on a exp ( -1!'i ad x1)=exp (i1!'ha)k Ads 
mod T0/T0 n Z =Ads mod T6/T6 n Z. Done, si x1 appartient a R 0 ,, on a 
X1 Ea;. 

(ii) Supposons rx $ </J(m, 9). Le meme calcul que ci-dessus montre 
que l'on a k e ½+Z, et 7J(s.x)= -7J(x). On obtient done x1 $ R.,. II 
resulte de (14) que l'on a: 
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II resulte de la definition (9) que l' on a: 

e(Ij, i[)+, Saa, SaX)=e(Ij, Sa</J+, a, X). C.Q.F.D. 

On a, d' a pres (10) et (16): 

(20) e(Ij, i[)+, a, 0) = 1. 

La formule (20) et les lemmes 1 et 2 determinent e(Ij, i[J+, a, x), grace au 
lemme suivant: 

Lemme 3. Soit f = f(Ij, i[J+, a, x) une fonction a valeurs complexes 
definie pour Ij e Car(m), i[J+ un systeme de racines positives pour </J(g, Ij), 
a e f, x e a,. On suppose que f verifie !es relations suivantes: 

(21) 

(22) 

(23) 

f(Ij, </J+, a, 0)=0 

f(Ij, </J+, a, x)=0 

f(Ij, i[)+, a, x)=0 

si O ea,, 

si a(s) n'est pas scalaire. 

On suppose a(s) scalaire. Soit a e i[J+ une racine simple. Alors f 
verifie !es relations de recurrence (17), (18), ou (19). 

Alorsf =0. 

Demonstration. En raisonnant par recurrence sur I <P(g, Ij) I, on voit 
que le lemme 3 resulte du lemme 4 ci-dessous. C.Q.F.D. 

Lemme 4. Soit Ij e Car (m). Soit ¢=¢(</J+, a, x) une fonction a va­
leurs complexes definie pour tout systeme de racines positives i[)+ c</J(g, lj), 
tout a e f, et tout x ea,. On suppose que <fa verifie !es relations suivantes: 

(24) Soit a e </J+, simple, a$ </J(m, lj). On a: 

¢(</J+, a, x)=<fa(sa<P+, a, x) 

(25) Soit a e </J+, simple, a e i[)+(m, lj). On a: 

<p(</J+, a, X) = -<jJ(</J+, Saa, SaX). 

(26) Six$ I: Nha, on a ¢(</J+, a, x)=0. 
aEa>+ 

(27) Si 0 ea,, on a <fa(<P+, a, 0)=0. 

A/ors ¢=0. 
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Demonstration. On raisonne par recurrence sur I d>(g, fj) I- Si d>(g, fj) 
= 0, x est nul et le lemme resulte de (27). Supposons I d>(g, fj) I >O. 
Comme m contient une sous-algebre de Cartan o fondamentale, fj n'est 
pas fondamentale, consideree comme sous-algebre de m. II en resulte 
que d>(m, fj) est non vide. 

Raisonnant par recurrence sur I d>(g, fj) I, on en deduit que les espaces 
vectoriels 1:ae<1>ce,~> Rha et 1:ae<1>cm,~> Rha sont egaux. Soit E(dJ+) !'ensemble 
des x ea, tels que l'on ait a(x)<O pour tout a e ip+ n <b(m, fj). II en 
resulte que I' on a: 

(28) E(<b+)n 1: R+h.={0}. 
«Efl>+ 

Posons ip+(m, fj)=ib+ n <b(m, fj). Soit a e ip+(m, fj) une racine, simple 
pour ip+(m, fj), mais non simple dans ip+. Nous allons montrer qu'il existe 
/31, · · ·, f3r dans <b(g, fj)\<b(m, fj) tels que, posant s1=sf31 : 

{31 est simple pour s1+1 • • ·Srib+ 

a est simple pour s1 · · · sr<b+. 

Remarquons que l'on a alors S1 • · ·Sr<P+ n <b(m, fj)=S1+1 · · ·Sr<P+ n 
<b(m, fj)= ·. · =ib+ n <b(m, fj), car s1 permute les elements differents de {31 
dans S1+1 · • •Sr<P+ n <P(m, fj). 

Nous raisonnons par recurrence sur le nombre P<1>+(ha), oil P<1>+ est la 
demi-somme des elements de ip+. II existe une racine a, e ip+, simple pour 
ip+, telle que l'on ait a(ha,) >O. Par hypothese, a=/=a,. La racine a, n'est 
pas dans <b(m, fj). Sinon elle serait simple dans <b(m, fj), et l'on aurait 
a(haJ:::;:O. On a done s.,<b+ n ib(m, fj)=ib+(m, fj), a E sa,<b+, et P•a,"'+(ha) 

<p<1>+(h.). Si a est simple pour sa,<b+, !'assertion est demontree. Sinon 
on applique l'hypothese de recurrence. 

(29) 

(30) 

Appliquons (24). On trouve: 

<fa(<b+, 11, x)=<fa(sr<P+, 11, x)= · · · =<jJ(s1 • • -s,<b+, 11, x). 

Appliquons (25). On trouve: 

Done, si a e tp+ n <b(m, fj) est simple pour <b(m, fj), on obtient: 

<jJ(<b+, 11, x)= -<jJ(<b+, s.11, sax). 

Pour tout we W(<jJ(m, fj)), on trouve done: 

<jJ(<b+, w11, wx)=e(w)<jJ(<b+, 11, x). 



La Formule de Plancherel 333 

11 resulte de (27), (28) et (26) que <jJ(fP+, a, x) est nul pour x e E(rp+). 
La relation (30) prouve que <fa est nulle. C.Q.F.D. 

Nous supposons que la restriction de a a Zest le caractere X. Soit µ 
!'element de ±* tel que a(exp Y)=eiµY Id. On a done, avec les notations 
de 1.3, µ e ±1-Rappelons la definition de cs en II (30). En un certain 
sens, le theoreme ci-dessous calcule e(lj, rp+, a, x) pour x e as. 

(31) 

Theoreme 2. Soit x e as. Avec /es notations ci-dessus, on a: 

e(lj, rp+, a, x)= tr_a(s) cs(lj, rp+ n fP(m, lj), µ, x). 
dim a 

Demonstration. Soit f la difference entre le cote gauche et le cote 
droit de (31). Nous verifions quefverifie les hypotheses du lemme 3. 

Verifions (21). On suppose que Oest dans a8 • On peut done ecrire 
s=zexp S, avec z e Z et Set. On a done: 

(32) tr_a(s) =X(z)eiµs_ 
dim a 

Posons fP! = rp+ n fP(m, lj). Compte tenu de (20), il faut demontrer 
la relation 

(33) 

11 resulte de II ( 64) et (8) que l' on a: 

D'apres II (30), on a: 

D'apres II (19), on a bi(lj, fP!, 0)= 1 si lj est fondamentale. 11 resulte 
de II (9) et II (10) que l'on a: 

(34) 

ce qui demontre (33). 
Supposons a(s) non scalaire. 11 existe ~ e fP(g, lj) tel que a(s) ne 

commute pas a a(rp), En particulier, a(rp) n'est pas scalaire et l'on a 
a(r~)= -1 (voir la demonstration du lemme 1). D'autre part, on a 
srpr 1 =r; 1 (a cause de (2)), c'est-a-dire a(srps- 1)= -a(rp)- 11 en resulte 
que l'on a tra(s)=0. Compte tenu du lemme 1, ceci demontre (23). 
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Supposons a(s) scalaire. Soit a e <J)+ une racine simple. Nous con­
siderons les differents cas du lemme 2. 

(i) Supposons a e <J)(m, fj). On a (saa)(s)=a(s). Soit a' e T' une 
representation compatible avec a. D'appres le lemme 2, a'(s) est scalaire. 
On a done: 

(35) 
tr a(s) _ tr a'(s) 
dim a - dim a' · 

Ecrivons x=kha+x 1 comme en (13). Soit Xe t tel que X-iirx e fj,. 
On a, avec les notations de II.4: 

(36) 

Posons <J):. = <J) + n <J)( m, fj) et 

(37) c=c,(fj, <!);, µ, x)+c,(fj, </):.,µ,sax). 

D'apres II (30), on a: 

(38) c=e-iXµ(b,(fj, </):., X-iirx)+b,(fj, <!);, X-iirsax)). 

Posons Y=X+irk(Xa-X-a), Y'=X-irk(Xa-X-a). On a, d'apres 
II (10): 

Supposons que l'on ait x1 i a~. II resulte du lemme II.4 que l'on a 
c = 0, ce qui montre que f verifie la relation (17). 

Supposons que l'on ait x1 ea~. Rappelons que l'on a ra= 
exp(ir(Xa-X-a)), et done a'(ra)=eiµ'n(Xa-X-a)Jd, OU µ'Et* verifie 
a'(exp Y)=eiµ'Y pour tout Yet'. Done uu(a)=e 1µ'n<Xa-X-aJ. 

Par ailleurs, µ(X)= µ'(X) car Xe t' n t=t. II resulte de II (30) que 
l'on a: 

(40) 

Compte tenu de (35) ceci prouve la relation (18). 
(ii) Supposons a i <J)(m, fj). On a sa<J)+ n <J)(m, q)=<J)+ n <J)(m, fj). 

La relation (19) est claire. 
D'apres II (30), II (11) et le lemme II.4, c,(fj, <J)+, µ, x) est nul si x 

n'est pas clans I:ae<P+n<P(m,~) Nha. A fortiori, c,(fj, <J)+, µ, x) est nul si X 

n'est pas clans I:ae<P+ Nha. Compte tenu de (10), ceci demontre (22). 
C.Q.F.D. 
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§ 3. Demonstration du theoreme 1 

Soit lj e Car (g). Soit A e lj* un element regulier. On ecrit A= µ+v, 
avec µ e t* et v e a*. Nous supposons que l'on a µ e ii'. Soit (f)+ = 
{a E (/), v(ha) >O}. 

Soit I' e X(,:i). Nous rappelons que le caractere ~i de Ta ete defini 
en 1.4. Nous posons: 

(41) 

Pour la commodite du lecteur, nous redemontrons un lemme de 
[H-W]: 

Demonstration. Soit r comme dans lemme 1.2. On a ~iCr«)= 
(- l)P1Cl•al, Posons P1t=½ E~e<P+ fi. On a de meme TJ(ha)=(- l)PB(l&aJ. 
11 faut done demontrer que l'on a: 

(42) 

Soit E !'ensemble des elements de J(r, lj) qui ne sont pas reels, et tels 
que fi(ha)=/=-0. On a: 

(43) 

Soit fi e E. On a 8 e E. D'autre part, on a soit s«fi e E et Safi e E, 
soit -safi e E et -safi e E. Si fi+fi n'est pas proportionnel a a, ces 
quatre elements de E sont distincts et leur contribution a (43) est nulle 
mod2. Si fi+fi est proportionnel a a, on a Hfi(ha)+fi(ha))=½lfi(ha)+ 
fi(ha) I mod 2. 

Les racines telles que fi+fi e R+a sont soit complexes, soit egales a a. 
La contribution de a a. n« est egale a -1. La formule ( 42) en resulte. 

C.Q.F.D. 

11 resulte du lemme 5 que l'on a: 

(44) R(I', A)=P(a, v, TJ), 

et done, d'apres (11) et (16): 

(45) R(I', A)= E e(lj, (f)+, <1, x)e-s•"" . 
.,,eRa 
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Nous ecrivons cette somme sous la forme: 

(46) R(I', 4)= I:; I:; e(lj, (f)+, <J, x)e-n•x. 
sET/ToZ xEas 

Nous appliquons le theoreme 2: 

(47) R(I',4)= I:; tr_a(s) I:; c,(lj,(JJ+n(f)(m,lj),µ,x)e-"'"' 
sET/ToZ dlffi <J XE as 

D'apres II (7) et II (32), on obtient: 

(48) R(I', l)=Q(I', 4). C.Q.F.D. 
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