V. Abschm'tt.’
Konfokale Flichen und Fokaleigenschaften.

I Kapitel.
Die konfokalen Systeme.

§ 118. Das System konfokaler Kegel.

1. Begriff des konfokalen Systems. Der elliptische Kegel
§ 54, (1): . . ,
’ x Z
{19 F+;g—y*‘ﬁ+‘;—“=0, e>d, E>add

— 2 g2
ist durch seine Scheitellinien (in der Hauptebene der groBten Offnung
§ 54, 5):
. x* 2*
@) e aa—0 ¥y=0

a* e*—at

und seine Brennlinien f, f":
3) %—g%=0, y=0,
vollstindig bestimmt. Denn die Verhiltnisse a®: a®—d?: a®*—¢? von
denen die Gleichung (1") abhingt, sind durch die Verhiltnisse e?: a?
und d2%:e¢? der Gleichungen (2) und (3") gegeben.

Konzentrische und koaxiale Kegel mit gleichen Bremnlinien und
werschiedenen Scheitellinien heifien konfokal (und konfokal liegend).®®)

Ein System konfokaler Kegel wird daher durch die Gleichung (1")
bei verdnderlichem a® und festem ¢ und d? dargestellt.

2. Gleichung des konfokalen Systems. Der Symmetrie wegen
setzen wir mit « > g >y, a >

“@) B=a—1, d*=a—f, E=a—y.

Die Gleichung des konfokalen Systems®®) lautet dann (§ 32, (1)):
’ 2 2 2

) ax_.,,"l'ﬁy_,'l',),z_,:()’ «>p>y,

wo bei festen «, B, y der verinderliche Parameter v zwischen den

G :
renzen e>T>p

sich bewegt (bei Hinzunahme imaginirer Kegel auch auBerhalb dieser
‘Grenzen).
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Die Scheitellinien des einzelnen Kegels in der zz-Ebene sind:

(2) _E:“ + z = O’ Y= 0)

a—7T ' y—=

die gemeinsamen Brennlinien aller Kegel:
x? 2?
3 a—ptTy—p=9 y=0

3. Unterscheidung der beiden Arten von Kegeln. Alle Kegel (1)
haben die zz-Ebene als Hauptebene der gropten Offnung. Dagegen
kommt ihnen nach § 54, 4; 5 die aufrechte - Achse oder die wagrechte
z-Achse (§ 54, Fig. 125; 126) als snnere Achse zu, je nachdem py <t < g
oder f <7 <« Wir unterscheiden sie kurz als aufrechte und liegende
Kegel. Um sie auch in der Bezeichnung auseinander zu halten, nennen
wir ihren Parameter beziiglich v =p und v =». Danach zerfilit
das System (1) in die beiden Reihen:

2 2

) ax_,;+ﬁi,;+,,z_y=0, y<u<p

®) g =0, p<v<y

—v  y—

von denen die erste alle aufrechten, die zweite alle liegenden Kegel
enthilt.

4. Grenzformen und Verdinderung der konfokalen Kegel. Fiir
w = p fallen oberer und unterer Mantel des aufrechten Kegels (4) in
der zy-Ebene zusammen (Fig. 184 stellt einen Oktanten des Raumes
dar). Mit wachsendem u heben sie sich
aus dieser heraus und ziehen sich nach oben
und unten immer mehr gegen die die
2-Achse enthaltende Winkelfliche der Fokal-
linien in der zz-Ebene zusammen, in die
sie fiir p = g hineinfallen. Die die z-Achse
enthaltende Winkelfliche der Fokallinien
in der zz-Ebene stellt die Grenzform v = §
des liegenden Kegels (5) dar, dessen beide
Miintel sich mit wachsendem v aus diesem Gebiet herausheben und
fiir v = « von beiden Seiten her in die yz-Ebene hineinfallen.

b. Die durch einen Strahl des Biindels bestimmten Kegel. In
der Gleichung (1) konnen x, y, z statt als Punktkoordinaten im Raume
auch als homogenc Strahlenkoordinaten im Biindel des Punktes O
(I §49, 6) gelten. Um in dieser Auffassung die Kegel des kon-
fokalen Systems (1) zu finden, die durch einen gegebenen Strahl

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 42
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x:y:z des Biindels gehen, hat man die in t quadratische Gleichung (1)
oder:
6) fO)=B—1)r—02"+ -1 (e—)y’+ («—71)(f—7)* =0
nach r aufzulésen.

Da nun:

[() = (e—=2)(B—2)2*>0, f(B)=—(F—7r)(«—pfy* <0,

(@) = (¢ —B) (e« —y)2* > 0,

so hat diese Gleichung stets zwei reelle Wurzeln, von denen die eine
zwischen y und f§ liegt und daher mit w, die andere zwischen f und
« liegt und daher mit » zu bezeichnen ist.

1. Durch jeden Strahl des Biindels geht stets ein aufrechier und
ein liegender Kegel des konfokalen Systems.

Nur fiir einen jeden der beiden Fokalstrahlen fallen die beiden
Wurzeln ¢ und 9/ in dem Werte § zusammen.

6. Die durch zwei ungleichnamige Kegel bestimmten Strahlen.
Zwischen den Koordinaten x:y: 2z eines Strahles und den Parametern
w, v der durch ihn gehenden Kegel besteht nach (6) die in © identische
Gleichung : ‘

() B=D—0@+ -0y + (@—1)(f—1)
= @+y+8)(r—w)(r—»)

Hieraus folgt mit 7 — «, 8, 7 und der Abkiirzung:

(8) 24yt 2=1:

e e—wE—y s G0 E—® . G— @G
) 2 =12 A SRy e el

@—pe—n ¥ = E—nE—e

Wenn daher u und » den Ungleichungen bei (4) und (5) entsprechend

gegeben werden, so ergeben sich aus (9) vier nur in den Vorzeichen
verschiedene reelle Wertsysteme 2 : y: 2.

II. Irgend zwei ungleichnamige Kegel des konfokalen Systems schneiden

sich stets in wvier symmelrisch gegen die Koordinatemebenen gelegenen

Strahlen des Biindels.
Da nach 5, I durch jeden Strahl stets zwei und nur zwei un-

gleichnamige Kegel gehen, so folgt:
III. Zwei gleichnamige Kegel des komfokalen Systems haben keinen
(reellen) Strahl gemein. .

7. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Kegel. Kin ge-
meinsamer Strahl z, y, z der beiden ungleichnamigen Kegel y und »
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geniigt den beiden Gleichungen (4) und (5), also auch der durch
Subtraktion folgenden Gleichung:

10 yi Z’
1) = e=pwmn* 5=no=n* s=po—n) ~°
Diese bedeutet aber nach § 71, (3), daB die Tangentialebenen der
beiden Kegel lings des Strahles zuelnander senkrecht sind (I § 42, (5)),
oder kurz:

IV. Irgend zwei unglewhnamz’ge Kegel des konfokalen Systems
schneiden sich lings threr vier Schuwittlinien senkrecht.

8. Gleichung des konfokalen Systems in Ebenenkoordinaten.
Die Gleichung des Kegels (1) lautet nach § 71, (8) in laufenden
Ebenenkoordinaten , v, w im Biindel (I § 49, 5):
(1) (a—)t + (B—1)0* + (y— )t = 0
(fiir laufende Ebenenkoordinaten u, v, w, s im Raume kommt noch
die zweite Gleichung s = O hinzu, § 71, (9)), oder:
12) (eu?+ Bo® + pw?) — v(u? + 02 4 w?) = 0.

Diese Gleichung setzt sich aus den Gleichungen zweier Kegel
zweiter” Klasse:
(13) au® + go* + puwi=0, w4 v+ w?=0,
von denen der zweite der § 84, (10) betrachtete imaginire Kugelkegel
ist, zusammen und ist in dem Parameter v linear. Hieraus folgt sofort:

V. Eine gegebene Ebene u, v, w des Biindels wird immer von einem
und nur von cinem Kegel des komfokalen Systems beriihrt.

Ausgenommen sind nur die vier imagindren Ebenen:
(14) wiotw=F—yiy—aa—4,
welche gemeinsame Tangentlalebenen der beiden Flichen (13) und
daher aller Flichen (11) sind.

Alle Kegel des konfokalen Systems haben vier gemeinsame imagi-
ndre Tangentialebenen.

9. Begriff der Kegelschar. Sind iiberhaupt die Gleichungen zweier
Kegel zweiter Klasse im Biindel (§ 80, (1%):

(15) F(u,v,w)=0, Gu,v,w)=0
so nennt man die Gesamtheit aller Kegel:
(16) F(u,v,w) — v G(u, v, w) =0

eine Kegelschar. Alle Kegel der Schar beriihren die vier gemeinsamen
Tangentialebenen der beiden Grundkegel (15). Sonst wird jede Ebene
des Biindels nur von einem Kegel der Schar beriihrt (§ 32, 8).

VI. Das System konfokaler Kegel ist eine Kegelschar.'®)
42*
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10. Die Strahlenpaare der Schar. Die Schar (11) enthilt, den
Werten z = «, 8, y entsprechend, drei Strahlenpaare (§ 80, 9):

(17) -+ -’ =0, (y—puw’+ (¢—pu’ =0,
(@—p)u* + (B—7p)" =0,

von denen jedes in einer der drei Hauptebenen liegt, aber nur das

mittlere reell ist.

Es ist das Paar der Brennlinien (3), aber nicht wie dort in Punkt-
beziiglich Strahlenkoordinaten, sondern ¢n Ebenenkoordinaten im Biindel
oder, unter Hinzufigung der Gleichung s — 0, im Raume dargestellt.

11. Ort der Strahlen mit gleichen Parameterwerten 7. Die
Diskriminante der in = quadratischen Gleichung (6):

D={(p+y)a*+ 7+ o)y + («+p)2}*

—4{a® 4y 4 o) (Bya® + pay? + «fe?)
zerfallt nach der Identitét:
at+ b4 —20%c* — 2¢%a’ — 20°b? = (a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)a—b—c)
in die Faktoren:
(18) D={Vp—rz+iVe—ry+Ve—p2)

< (VB yo—iVe—ry+Va—f2)

~<(VB~7pa—iVe—py—Ve—ps)

Der Ort der Strahlen, deren Parameterwerte v gleich werden, die
Schwitthurvenenveloppe der Kegelschar (§ 32, 10), wird daher von den
vier Ebenen (14) gebildet, die sich in den drei Strahlenpaaren (17)
schneiden. Das eine dieser Strahlenpaare, das der Brennstrahlen, bildet
den einzigen reellen Bestandteil der Enveloppe.

12. Ort der Polstrahlen einer Ebene. Der Polstrahl der Ebene:
(19) uz + vy +wz=20
des Biindels (I § 49, (7)) in bezug auf den Kegel zweiter Klasse (11)
ist nach § 84, (8):

(20) oz = (e —7)u, @y = (B—1)v, ez=(y—m)uw
Durch Elimination von 7 (und ¢) folgt hieraus als Ort der Polstrahlen
der Ebene (19) in bezug auf alle Kegel z:

: T au u
(21) ly Bv v =(f—p)vwe+(y—«)wuy+(a—puvs =0,
Lz oyw w

also eine Ebene, die auf der Ebene (19) senkrecht steht (I § 42, (5)).
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Ist 7, derjenige Kegel der Schar (11), der nach 8, V die Ebene (19)
beriihrt, so ist der Beriihrungsstrahl der Polstrahl der Ebene (19) in
bezug auf 7, (§ 80, 4) und daher dem Ort (21) angehérig. Es folgt
also (§ 32, 12):

1. Der Ort der Polstrahlen einer Ebene II = u, v, w in bezug auf
alle Kegel der Schar (11) ist eine Ebene II', die Normalebene der
Ebene II lings des Beriihrungsstrahles des von ihr beriihrten Kegels
der Schar.'™)

13. Senkrechte harmonische Polarebenen. Zwei zueinander

senkrechte harmonische Polarebenen u, v, w und o', v', ' des Kegels
(11) haben nach § 84, (8) den beiden Gleichungen:
(22) (¢ —)uw + (B—r)vv' + (y —r)wuw' = 0,
(23) uw + v+ ww' =0
zu geniigen. Diese liefern bei gegebenem u, v, w, unabhingig von 7,
fir o', v/, w die Koeffizienten von (21).
II. Fine Ebene IT des Biindels hat in bezug auf alle Kegel der
Schar (11) dieselbe senkrechte harmonische Polarebene IT' (§ 32, 13, 11).
Es ist die unter 12, I bestimmte Ebene I1'.%?)

§ 119. Das Hauptebenenproblem der Tangentialebenenpaare

beim Kegel.

1. Begriff der elliptischen Koordinaten. Die Parameter g und »
der beiden nach § 118, 5 durch einen Strahl z, y, z des Biindels
gehenden Kegel des konfokalen Systems § 118, (1) heiBen die ellip-
tischen Koordinaten des Strahles im Biindel.1%%)

Sie sind bei gegebenen homogenen Koordinaten z, y, # des Strahles
durch die quadratische Gleichung § 118, (6) bestimmt. Sie bestimmen
ihrerseits nach § 118, (9) den Strahl z, y, ¢ vierdeutig.

2. Elliptische Koordinaten besonderer Strahlen. Aus § 118, (6)
oder § 118, 4 ergibt sich insbesondere:

Fiir alle Strahlen der Ebhene x =0 ist: y <p < g, v =0«. Die
Strahlen der Ebene y = O zerfallen in solche, die durch die Fokal-
linien f, f* von der z-Achse, und solche, die durch f, f’ von der
z-Achse getrennt werden; fiir jene ist: y <u < B, v = B, fiir diese
p=2P, B<v<a Fir die Fokalstrahlen f,  selbst ist: u =8,
v = (Fig. 184). Fiir alle Strahlen der Ebene s =0 ist: u =7,
f<r<e.

Die z-Achse hat die Koordinaten: u =y, v =g, die y-Achse:
u=1y, v=uc, die z-Achse: u =8, v =«.
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Die Yokalstrahlen sind die einzigen mit zwei gleichen elliptischen
Koordinaten u =» = g.

3. Identische Gleichungen zwischen homogenen und elliptischen
Koordinaten. Bezeichnen wir mit 7' die linke Seite der Gleichung
§ 118, (1), so ist nach der Definition der elliptischen Koordinaten
mit Riicksicht auf § 118, (7):

xz? 2 z? Ar—p)(x—7
) T=a:;+ﬁ1,+yé,=w_;@ﬂ%@lw
wo A die Bedeutung § 118, (8) hat.

Die Gleichung (1) besteht zwischen den homogenen z:y:z und
den elliptischen Koordinaten w, v des laufenden Strahles im Biindel
identisch in t.

Mit z =g, » folgt:

@) a—p ' p—p  y—uw

wie § 118, (4), (5).
Welter ergibt sich durch Subtraktion jeder der beiden Glelchungen
(2) von (1):

22
@—ﬂ@—@*@—ﬂ@ PR C Yo
_ T _ Az —) o
) T T @R —DG—9’
’ AR, -2
(@ — 7)o — ) @—ﬂ@—w T—G—9
T Az — )

T—r @—nf—0@F—1’

und aus dem ersten und dritten Glied dieser Identititen beziiglich
mit t =g und 7= v:

z* y® 2 Ap—) _1,
@~m”%mwv+w~wf‘w—mw—mo—w m*
) z* Ay — ) 1
_— +z s

et ETt o T G =G =9

wo 1:m? und 1:n? als Abkurzungen je fiir die beiden gleichen
Ausdriicke dienen.
Durch Subtraktion folgt ferner aus den beiden Identititen (3):
5 x? y? 2% _ T
©) @ ge—we—n T e—o@-w6—n T e=96—we—7 " c=nE—»
und aus (3) und (4):




®
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x? 2?2 T 1
@—de—p T (ﬁ—f\(ﬁ T 9= = me—w’
x? 22 T 1

CEr e e R s L R

4. Einfiihrung eines neuen Koordinatensystems im Biindel.
Die Richtungskosinus irgendeines bestimmien Strahles & =z, y, # in
bezug auf das zugrunde gelegte Koordinatensystem Ozys(= 0 XYZ)
im Biindel sind:

(M o=Ilz, B=1y, p,=lz,
wo:
® %=ﬁ+¢+ﬁ=k

Die Tangentialebenen der beiden durch £ gehenden Kegel u und »
(§ 118, (4), (5)) lings £ sind nach § 71, (3) in laufenden Strahlen-
koordinaten X, Y, Z'
9)

2Z
vf—u+ﬁ +7—n=0’ “—'5 ﬁ Ty T
Die im Anfangspunkt O auf ihnen errlchteten Normalen % und ¢

haben daher die Richtungskosinus:

mx

(10) = F= ,L =,
5 b= g, n=
wo 1:m? und 1:#%2 die Bedeutung (4) haben.

Die drei Strahlen &, n, ¢ bilden ein neues rechtwinkliges Achsen-
system im DBiindel, dessen £¢- und Ev-Ebene die Tangentialebenen der
beiden durch den gegebenen Strahl & = x, y, 2 gehenden Kegel u und v
des konfokalen Systems sind.

Zwischen den alten X, Y, Z und neuen Koordinaten &, u, { des
laufenden Strahles bestehen die Tramsformationsformeln (I § 37, (2)):

X+, + ),

g =
3 o<« —72

(11) Y=y(za+l¢: +5%),
Z—s(1+ 2" +.25)-

5. Tangentialebenenpaar durch einen Biindelstrahl an einen
Kegel des konfokalen Systems. Das durch den Strahl z, y, z an
den Kegel:

X® . Y? VA
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gelegte Tangentialebenenpaar hat nach § 71, (14) in laufenden Koor-
dinaten X, Y, Z die Gleichung:

(13) TR — 8*=0,

wo die Abkiirzungen 7 und R in (1) und (12) bereits eingefiihrt
sind, S aber die Bedeutung hat:

(14) S= —+

6. Darstellung von R und S in den neuen Xoordinaten.
Durch die Substitution (11) wird:

R— (a_,'l'ﬁ _I_ 22 )128,2

z? '
e 9@t (ﬁ—t)(ﬁ-u)2 T 7—1)(7—40’)
x!

+ ((a—t) (a T )”2§2 + (@t‘,‘j@‘?@m—_—;} + - ) 2mnng

(T ) 2 (g ) Bl
oder nach (1), (6), (5) und (3):
. m2y? n2g? . n? I<d
R=1(@g+ "0+ ) -+ )

—u T

+2 T((r —mu?g'g— v) + :'_lfi + f"mf:l')’
) =l (4 ),

Ebenso wird:

= (Dot )l (et ) (gt ) e
oder nach (1) und (3):

(16) S=T(zg+%+»"§ )-

T —9

7. Die Hauptebenengleichung des durch einen Biindelstrahl
an einen Kegel gelegten Tangentialebenenpaares. Mit den Werten
(15) und (16) nimmt die Gleichung (13) die Form an:

(7

T— v

Dies st die Gleichung des durch den Strahl w, v an den Kegel t
des komfokalen Systems gelegten Tangentialebenenpaares in bezug auf
das meue Koordinatensystem OEq¢.

Die Form der Gleichung zeigt, daB die Ebenen =0 und {=0,
die Tangentialebenen der beiden durch den Strahl u, v gehenden
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Kegel lings des Strahles, zugleich die Hauptebenen (Winkelhalbierungs-
ebenen) des durch den Strahl an einen beliebigen Kegel z des kon-
fokalen Systems gelegten Tangentialebenenpaares sind, oder (§ 33, 8):
1. Die Winkel zwischen den beiden durch einen Strahl w, v des
Biindels an den Kegel t© gelegten Tangentialebenen werden von den
Tangentialebenen der Kegel w, v lings des Strahles halbiert.'°%)

8. Das Fokalebenenpaar eines Strahles. Das Ebenenpaar (17)
ist reell, wenn:

(18) p<lr<w.

Es ist reell fiir alle Strahlen u, », wenn v — g ist, wo nach § 118, 10"
der Kegel = in das Fokalstrahlenpaar zerfillt, also das Tangential-
ebenenpaar:

19) o E o

( f—w v—f

aus den Verbindungsebenen des Strahles g, » mit den beiden Fokal-
strahlen, den Fokalebenen des Strahles w, v, besteht (§ 33, (20)).

II. Die Winkel zwischen den beiden Fokalebenen eines Strahles
@, v werden von den Tangentialebenen der Kegel u, v lings des Strahles
halbiert.

Dieses Resultat kann, unabhingig vom konfokalen System, als
eine Eigenschaft des einzelnen elliptischen Kegels so ausgesprochen
werden: %)

II. Die Tangentialebene und die Normalebene lings einer Er-
zeugenden eines elliptischen Kegels halbieren die Winkel der , Fokal-
ebenen der Erzeugenden, threr Verbindungsebenem mit den Brenn-
strahlen des Kegels (§ 13, 4).

9. EBigenschaft der Brennstrahlen. Da somit an einer Er-
zeugenden des Kegels die beiden Fokalebenen und Tangential- und
Normalebene vier harmonische Ebenen bilden (I § 5, 8, II), so ergibt
sich im Durchschnitt mit der zz-Ebene (I § 52, (23)):

Tangentialebene und Normalebene des elliptischen Kegels schneiden
die Hauptebene der griften Offnung in zwei zu den Brennstrahlen
harmonischen Geraden (§ 20, 6).81)

Tangential- und Normalebene eines elliptischen Kegels sind nach
§ 118, 13, II; 12 I zugleich zwei senkrechte harmonische Polarebenen
in bezug auf alle konfokalen Kegel.

10. Ort der Achsen rechtwinkliger Tangentialebenenpaare.
Die beiden Ebenen des Paares (17) sind rechtwinklig, also die Glei-
chung (17) wird:



6H4 § 119. 10—11. § 120, 1.

(20) ”—§8=0,
wenn:
(21) T—u+rv—rv=0.

Betrachten wir nun 7, also den Kegel:

9¢ 2y B
(22) oc——-t+ﬁ——r+y—1 0

als gegeben, so stellt die Gleichung (21) den Ort aller Strahlen u, »
dar, durch die zwei rechtwinklige Tangentialebenen an den Kegel (22)
gehen.

v Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von — z in der in z iden-
tischen Gleichung § 118, (7) ergibt sich aber zwischen den gemeinen
und elliptischen Koordinaten eines Strahles die Beziehung:

@23) B+nd+@+ey+(e+pf=@"+y'+)(uw+v)
oder mit Einfihrung des festen Wertes von ¢ aus (22):

B—rz+y—02+@—rt+e—1n)yY+(e—1v+pf—1)2t

=@+ v+ 2Hp—v+v—1).

Der Ort (21) hat daher in gemeinen Koordinaten die Gleichung:
24) B—r+y—0f+(y—r+e—0y '+ (e —v+f—1)2=0.

Der Ort der Strahlen des Biindels, von denen an den Kegel (22)
zwei rechtwinklige Tangentialebenen gehen, ist der Kegel (24).%)

11. Die Brennstrahlen als Achsen von Involutionen rechtwink-
liger harmonischer Polarebenen. Die Gleichung (17) erhilt die Form:
(25) =0,
wenn u = v, also nach 2 fiir die Brennstrahlen.

L. Die Involution harmonischer Polarebenen an einer Fokallinie
und nur an einer solchen ist eine Involution rechtwinkliger E benen.

Da nun eine Involution rechtwinkliger Ebenen von einer zur
Achse senkrechten Ebene in einer Involution rechtwinkliger Strahlen
geschnitten wird, so folgt (I § 52, (23)) mit Riicksicht aunf § 77, 1;
§17,1; § 20, 4, I:

II. Jeder zu einer Fokallinie senkrechte ebene Schnitt eines elliptischen
Kegels hat auf dieser Fokallinie einen Brennpunkt.s%)

§ 120. Das System konfokaler Ellipsoide und Hyperboloide.

1. Begriff des konfokalen Systems. Die eigentliche Mittel-
punktsfliche zweiter Ordnung § 55, (1):

2 2 2
(1" %é+a3—i—d—z+‘;{z_—ez=l7 e > d,
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ist durch ihre Scheitelpunkte # =4 @ und Hauptbrennpunkte z =+ d
und x = + ¢ (§ 55, B); (4)) vollstindig bestimmt.

Konzentrische koachsiale Mittelpunkisflichen mit denselben Haupt—
brennpunkten wund wverschiedenen Scheitelpunkten heiflen nach § 55, 10
konfokal (und konfokal gelegen).

Durch die Gleichung (1") wird daher bei festen d® und e¢* und
veriinderlichem a® ein System komfokaler Mittelpunkisflichen dargestellt.

2. Gleichung des konfokalen Systems. Der Symmetrie Wegen‘
setzen wir mit ¢« > g > :
@) d=a—z, dP=a—f,e=ac—7yp; fi=—d®=p—y.

Die Glez'chung des konfokalen Systems®) lautet dann:

Z’

(1) “___.z“'ﬁ + ___[=17 ‘x>ﬁ>7’7
wo bei festen «, f, y der Pammeter 7 sich von —oo bis oo bewegt:
2 —oo <7< 00,

Die gemeinsamen ¢nneren, duferen und zweiten (§ 53, (4')) Haupt-
brennpunkte sind:

(3) Bo: Bo, = +V;’7;—ﬂ; 0, 0 CQ,’,CA, == V“ -7, 0, O;
Gy, /=0, +V13“?’7 ’
und die gemeinsamen Fokalkegelschnitte, Fokalellipse und Fokal-

hyperbel (§ 55, (9))'

2 2
4 ,x—_:;,-i-ﬁ =1,2=0; ®) ;%—Fz:;=1,y=0-
Die Sckeztelpunkte der einzelnen Fliche sind:
(6) Ay, A4y =+Ve—1, 0, 0.

3. Unterscheidung der drei Arten von Flichen. Je nachdem
(§95,3): —oo<r<y oder y<7r<fP oder << oder
« <1<+ oo ist die Fliche (1) ein Ellipsoid oder ein ein- oder
zweischaliges Hyperboloid oder ein imaginéres Ellipsoid.

Um die drei reellen Arten auch in der Bezeichnung auseinander
zu halten, nennen wir ihren Parameter beziiglich t =1, v =y und
t = v. Danach zerfdllt das System (1) in die drei Reihen:

O il macy
(8) —7.1!:3?. +_}I,_7+ ‘.zA - =1, y<.u'<ﬁ7

(9) ”ﬁ,ﬁ__}_;fy* — =1, f<v<a,
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von denen die ersle alle Ellipsoide, die zweite alle ein- und die dritte
alle zweischaligen Hyperboloide des Systems enthilt.

4. Veriinderlichkeit und Grenzformen des konfokalen Systems.
Wiihrend 4 von — oo bis y sich bewegt (iiber 2,, 1, i; in Fig. 185),
zieht sich das Ellipsoid (7) aus einer unendlich groBien Kugel gegen
die Fokalellipse ¢, die es nach § 55, 7 bestéindig einschlieBt, zusammen,
bis es fiir A=y in den inner-
halb der Fokalellipse gelegenen
Teil der Ebene z= 0 hinein-
klappt. Der auBerhalb der Fokal-
ellipse gelegene Teil stellt das
einschalige Hyperboloid u =y
dar. Dieses zieht sich bei zu-
nehmendem u (iiber u,, u,, us
in Fig. 185) gegen die Fokal-
hyperbel b, die es nach § 55, 7
immer einschlieft, zusammen,
bis es fiir g = f§ in den auf. der
konvexen Seite der Fokalhyperbel -
gelegenen Teil der Ebene y = O hineinféillt. Der auf der konkaven
Seite der Fokalhyperbel gelegene stellt die beiden Schalen des zwei-
schaligen Hyperboloides v = 8 dar. Diese ndhern sich bei wachsen-
dem v (iiber w,, v, v, in Fig. 185) von beiden Seiten her der
yz-Ebene, in der sie fiir v = « zusammenfallen. '

Fig. 183.

5. Die durch einen Punkt des Raumes bestimmten Flichen.
Um diejenigen Flichen des konfokalen Systems (1) zu finden, die
durch einen gegebenen Punkt z, y, 2 des Raumes gehen, hat man die
in v kubische Gleichung (1) oder:

10) fO=B—7)@r—0+ @ —)(e—1)y+ (@@—7)( — 1)
—(e—np—7)r—7)=0
nach v aufzulGsen.
Da nun:

(11) f(— o) =—o0, f(z) = (¢ —»)(B—7>0,
FB)=—@B—7»(e—py <0, f(e) = (a — f)(e —p)2* >0,

so hat die Gleichung (10) stets drei reelle Wurzeln, die zwischen den
Grenzen — oo und , y und B, f und « liegen und daher nach den
Festsetzungen zu (7)—(9) beziiglich mit i, 4 und » zu bezeichnen
sind.
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I. Durch jeden Punkt des Rawmes gehen stets drei Flichen des
konfokalen Systems, je ein Ellipsoid, ein ein- und ein szweischaliges
Hyperboloid.

6. Die durch drei ungleichnamige Flichen bestimmten Punkte.
Zwischen den Koordinaten z,y, z eines Punkies und den Paramelern

i, w, v der durch thn gehenden Flichen besteht nach 5 die in © iden-
tische Gileichung :

(12)  B—o—o2+ 7 —)le— )+ (e—7)(f—1)s
— (=) -y —)=(r =D —p(r—)
- Aus ibr folgt mit v =«, g8, p:

g @D e B—DE—wE—
(13) . (¢—pf(le—y) 7 E—nNEB—0o ~’
_—Ho—wh—2

G—a—pf
Wenn daher i, g, v den Ungleichungen bei (7)—(9) entsprechend
gegeben werden, so ergeben sich aus (13) stets acht, nur in den Vor-
zeichen verschiedene, reelle Wertsysteme z, y, 2 (§ 32, 6).

II. Irgend drei ungleichnamige Flichen des konfokalen Systems
schneiden sich stets in acht symmetrisch gegen die Koordinatenebenen
gelegenen Punkten.

Da nach I durch einen Punkt stets drei und nur drei ungleich-
namige Flichen gehen, so folgt:

1. Zwei gleichnamige Flichen des konfokalen Systems haben keinen
(reellen) Punkt gemein.

22

7. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Flichen. Ein
gemeinsamer Punkt z, y, 2 der beiden Flichen g und » geniigt den
beiden Gleichungen (8) und (9), also auch der durch Subtraktion
folgenden Gleichung:

(14)

_ 22 i y? 22 _
E=Neme »tome s T o—ne—n ="

Diese bedeutet aber mach § 70, (3), daB die Tangentialebenen der
beiden Flichen im Punkte x, y, # zueinander senkrecht sind oder
kurz, da Gleiches mit », 4 und i, p fiir p, » gilt (§ 32, 7):

IV. Zwei ungleichnamige Flichen des konfokalen Systems schneiden
sich lings shrer Durchschnittslinie iiberall senkrecht.

V. Drei ungleichnamige Flichen schneiden sich in jedem ihrer acht
Schnittpunkte (13) untereinander senkrecht; oder auch:

Die Schnittkurve zweier ungleichnamiger Flichen wird von einer
dritten ungleichnamigen Fliche senkrecht geschnitten.
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Die Schnittkurve der ungleichnamigen Flichen i=7p und p=y
ist nach 4 die Fokalellipse, der Flichen u = g und v = 8 die Fokal-
hyperbel. Hier folgt also:

VI. Die Fokalellipse wird von allen sweischaligen Hyperboloiden, |,
die Fokalhyperbel von allen Ellipsoiden senkrecht geschnitten.

Die Schnittpunkte sind nach § 58, 7; § 60, 7 die Kreispunkte
der Flichen.

8. Das konfokale System als Flichenschar. Sind:
(15) Flu,v,w)=0, G(u,v,w)=0 .
die Gleichungen zweier Flichen zweiter Klasse (§ 75, (1) mit s = 1),
so heiBt die Gesamtheit aller durch die Gleichung:
(16) F(u,v,w) — 7 G(u, v, w) =0
mit dem Parameter v dargestellten Flichen eine Schar von Flichen
zweiter Klasse. Die Flichen (15) werden als Grundflichen der Schar
bezeichnet.

Die Gleichung des konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (10)
in Ebenenkoordinaten:

(17) (@)Ut + (B—7)0* + (y —D)wt = 1
oder:
(18) - («wf +BoP+yuwi—1) — v(u+ 7+ w?) = 0.

L. Das System der konfokalen Flichen ist daher eine F'lichenschar,
von deren beiden Grundfldchen'®):

(19) aw*+ g+ yuw?—1=0, (20) w424+ wi=0
die eine der imaginire Kugelkreis (§ 84, (9)) ist.

Jede gemeinsame Tangentialebene der beiden Grundflichen (19)
und (20) ist nach (18) auch Tangentialebene aller Flichen der Schar.
Solche Ebenen sind sémtlich imaginir.

Fiir jede andere Ebene gibt die Gleichung (18) einen bestimmten
Wert von v, also:

II. Jede Ebene, die micht gemeinsame Tangentialebenc der beiden
Grundflichen ist, wird von einer bestimmten Fliche der Schar beriihrt.

9. Kegelschnitte der Schar. Unter den Flichen der Schar (17)
befinden sich auBer dem Kugelkreis (20), der dem Werte z = oo ent-
spricht, drei weitere Kegelschnitte, entsprechend den Werten z = «, 8,
(§ 53, 35):
gy B=OPtG—dw =1, @t G—pu=1,

(=) + (B—p)* =1
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Die beiden letzteren von diesen sind die Fokalhyperbel und Fokal-
ellipse, wihrend die erste als imagindre Iokalellipse bezeichnet sei.'4*)

Die drei Fokalkegelschnitte sind hiernach die neben dem imayindren
Kugelkreis in der Schar enthaltenen uneigentlichen Flichen zweiter Klasse.

Bei der Darstellung des Systems in Ebenenkoordinaten treten also
die Fokalkurven selbst als Grenzformen auf (§ 79, b), wihrend bei
der Darstellung in Punktkoordinaten die von ihnen aus- und ein-
geschlossenen Stiicke der Hauptebenen, beziiglich diese selbst als Grenz-
formen sich ergeben (§ 32, 11).

10. Die Schnittkurvenenveloppe der Schar. Diejenige Raum-
kurve vierter Ordnung, in der eine Fliche v der einfach unendlichen
Flichenschar:

22) f(x’y’z")=;z§_z+ﬁy_,+ f_1=0

r—z

von ihrer benachbarten z 4+ dv im Momente des Zusammenfalls ge-
schnitten wird, heiBt die ,ausgezeichnete Kurve® der Fliche 7. Sie ist
durch die Gleichung (22) in Verbindung mit der Gleichung:

i of x? 2 22

(25) v " @ T o Ty T

dargestellt.

Der Ort aller ausgezeichneten Kurven ist die ,,Schnitthurvenenveloppe”
der Schar. In jedem Punkte z, y, z der ausgezeichneten Kurve der
Fliche v hat die Enveloppe jedesmal dieselbe Tangentialebene wie die
Fliche v selbst, so daB die Koordinaten dieser Tangentialebene werden:

x z
(24) U=—_——", U=_ﬁ?—{7’ w=—_
Man erhilt daher die Bedingungen fiir die Tangentialebenen der En-
veloppe lings der ausgezeichneten Kurve der Fliche v, indem man
aus den fiinf Gleichungen (22), (23), (24) die Koordinaten z, y, ¢
des Beriihrungspunktes eliminiert. Nun folgt aus (24):
(25) z=—(@-u y=—@F—7r, s=—@F—1w
und damit aus (22) und (23):
(26) (¢e—v)uw'+ B—0)®*+ (y—n)uw*—1=0, wl+v*+ w?=0.
Da diese beiden Bedingungen aber, won v unrabhdngig werdend, auf
(19), (20) zuriickkommen, so folgt (§ 32, 10):

Die Schnittkurvenenveloppe der Flichenschar (17) wird von den
gemeinsamen Tangentialebenen aller Flichen der Schar wmhiillt.

Als Umhiillungsgebilde von einfach unendlich vielen Ebenen ist
sie aber eine abwickelbare Linienfliche.'®)
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Sie ist in FEbenenkoordinaten unmittelbar durch die beiden Glei-
chungen (19), (20) dargestellt. Um ihre Gleichung in Punktkoordinaten
zu erhalten, ordnet man die in z, y, 2z, { homogen gemachte Glei-
chung (10) nach Potenzen von z:

€] fr) =P*+ @Q:* + Rt + 8 =0,
wo:

P =14
Q=2"+y'+ = («+p+7)t,
=—{B+»2"+ v+ )y + (¢« + )} + (By + e+ )P,
8= pya’+ yey'+ afe’ — afyt’,
und bildet durch Elimination von z aus (27) und:

(28) o — 3P +2Qr + R=0
die Gleichung (§ 32, (22)):
(29) (9PS— QR)? —4(3PR— %) (3QS — R?) = 0.

Sie ist, da P, @, R, S vom zweiten Grade in z, y, 2, ¢ sind, ihrer-
seits vom achten Grade.

Die Schnitthurvenenveloppe (29) der Schar (17T) ist eine Fliche
achter Ordnung.

Sie ist, da die linke Seite von (29) die Diskriminante der
kubischen Gleichung (10) darstellt, zugleich der Ort der Punkte, fiir
welche zwei Wurzeln dieser Gleichung gleich sind. Die einzigen
reellen Punkte dieser Art sind diejenigen der Fokalellipse 1 = p =y
und der Fokalhyperbel u = » = (§ 32, 10).'4)

11. Der Ort der Pole einer Ebene. Der Pol einer gegebenen
Ebene:

(30) - ux+oy+ws+1=0
in bezug auf die Fliche (17) hat nach § 82, (5") die Koordinaten:
(31) z2=—(¢«—7)u, y=—(P—1)v, z2=—(y—7)w.

Diese Gleichungen stellen aber bei verinderlichem v eine gerade
Linie dar, deren Richtungskosinus sich wie u:v:w verhalten (I § 43, (1)),
die also auf (30) senkrecht steht. Auf ihr liegen die Pole der Ebene (30)
in bezug auf die verschiedenen Flichen r, also auch der Beriihrungs-
punkt der Ebene (30) mit der sie beriihrenden Fliche 7, der Schar
(8, II).

1. Der Ort der Pole ciner Ebene in bezug auf die Flichen der
Schar (17) ist eine gerade Linie, die Normale der Ebene in threm Be-
rithrungspunkt mit der von thr berithrten Fliche der Schar (§ 32, 12).11)
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Ausgenommen sind die drei Hauptebenen und die unendlich
ferne Ebene, die in bezug auf alle Flichen der Schar denselben Pol
haben.

12. Der Achsenkomplex des konfokalen Systems. Der Achsen-
komplex der Fliche (1) wird nach § 85, (8) mit Riicksicht auf § 85, (7)
unabhingig von =:

(32) @PysPrs + BPs1Pos + VP12 Pss = 0.

II. Alle Flichen des Fkonfokalen Systems haben denselben Achsen-
komplezx.

Da die rechten Seiten der Gleichungen § 83, (5); (15); (16) nur
die Differenzen der Halbachsenquadrate «, 8, p enthalten, so werden
sie fiir die Gleichung (1) unabhingig von z. Es folgt also:

III. FEine Ebene hat in bezug auf alle Flichen des konfokalen
Systems denselben konjugierten Normalstrahl (§ 32, 13, 1I).

Er ist nach dem Begriff der Achse in § 85, 1 gerade der Ort
der Pole der Ebene aus 11, I. Umgekehrt:

IV. FEine dem Komplex (32) angehorige Achse hat in bezug auf
alle Flichen des konfokalen Systems dieselbe konjugierte Normalebene,
also auch denselben Fufpunkt (§ 85, 5).

13. Die Normalen des konfokalen Systems. Dagegen ist der
konjugierte Pol, den eine Fliche r des Systems der Achse p,, zu-
ordnet, nach § 85, (13):

(& —7)Pys P14 (B — ) Ps, Pas (7 — ) P13 Dss
(33) == (B—7)P2aPsd’ y== v —a) 299 2V - A("T;ia)pupu,
also von v abhingig. Die Bedingung, daB er in der konjugierten
Normalebene § 85, (15) der Achse liegt (I § 45, (10)), wird in =
linear. Es gibt also zu jeder Achse eine Fliche 7, welche der Achse
einen in ihrer konjugierten Normalebene liegenden konjugierten Pol
zuordnet, so daB die Achse nach § 85, 7 Normale der Fliche in diesem
Pole wird. Jede Achse ist also Normale einer Fliche r und jede
Normale nach § 85, 7 eine Achse.

V. Der Achsenkomplex einer jeden Fliche des konfokalen Systems
besteht aus den Normalen simtlicher Flichen des Systems.

14. Ebenes Polarsystem in den Hauptebenen. Eine Ebene u,v,w
schneidet die Koordinatenebene x —0 in der Geraden v, w (I § 45, 1);
der zur Ebene konjugierte Normalstrahl § 85, (5) schneidet die Ebene

‘4 =0 in dem Punkte (I § 48, 9)):
B y=B——p, 5= By

Py b,
Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 43
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Dieses ist aber nach § 20, (5") der Pol der Geraden v, w in bezug
auf den ersten Kegelschnitt (21): '

Eine Ebene und thr konjugierter Normalstrahl, insbesondere Tan-
gentialebene und sugehorige Normale bei irgendeiner Fliche (1), schneiden
eine jede der drei Hauptebenen in Polare und Pol des in ihr liegenden
Fokalkegelschnittes (21) (§ 20, 6).%1)

15. Senkrechte harmonische Polarebenen. Zwei zueinander
senkrechte harmonische Polarebenen in bezug auf die Fliche (1) sind
nach § 82, (7") durch die Bedingungen verbunden:

(35) (e—2)uw' + (B—r)ov' 4+ (y —v)ww' =1,
(36) u + oo+ ww =0,
von denen die erste infolge der zweiten von t wnabhdngig wird. Bei
gegebener Ebene IT = u, v, w bilden die den Gleichungen (35), (36)
entsprechenden Ebenen 11" = «/, v/, w' ein Biischel, dessen Achse
(I § 48, (1; (3)) die Koordinaten § 85, (5) hat.

FEine belicbige Ebene II hat in bezug auf alle Flichen des kon-
fokalen Systems dieselben senkrechten harmonischen Polarebenen, die

ein Biischel an dem Lonjugierten Normalstrahl der Ebene II bilden
(§ 32, 13, II).

16. Die Linienkoordinatengleichung des konfokalen Systems.
Die Gleichung des konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (23) in
Linienkoordinaten:

B0 @) = (e—)pg + B—ops + v —0)pk — B—1)(r —)pi,
—(—7)e—n)pi — (e—7)(B—7)ps = 0.
Da die Gleichung in v quadratisch ist, so folgt:

Eine gegebene Gerade wird wvon zwei Flichen des Fkonfokalen
Systems beriihrt (iber ihre Realitit s. § 122, 3).

Ihre Art hingt davon ab, ob die Gerade p die zy-Ebene inner-
halb oder auBerhalb der Fokalellipse und die zz-Ebene innerhalb
(auf der konkaven Seite) oder auBerhalb der Fokalhyperbel schneidet.
Es ist ndmlich:

9(e) = — (¢ —B)pg; — (¢ —»)pfs — (¢ — B) (¢ —»)P}, <O,
pB)= (e—Bps— B—1rh+B—1)(—PPi SO,
e = (e—»)ph+ (B—"pi— (@~ B—1pL SO,
9(— ) = — 00 <0.

Nun sind aber (I § 48, (9)) py;, — Pys, P54 die homogenen Koordi-
naten z, y, ¢ des Schnittpunktes P’ der Geraden p mit der xzy-Ebene,
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— Digy Pos, Pey diejenigen z, z, ¢ des Schnittpunktes P mit der
zz-Ebene. Mit Riicksicht auf (4) und (5) liegt daher P’ innerhalb
oder auBerhalb der Fokalellipse, je nachdem ¢(y) <0 oder > 0, und
P” innerhalb (auf der konkaven Seite) oder auBerhalb der Fokal-
hyperbel, je nachdem ¢(f) <O oder > O.

Liegt daher P’ auflerhalb der Fokalellipse und P” auBerhalb der
Fokalhyperbel, so daB ¢(p).>0 und ¢(8) >0, so hat die quadratische
Gleichung (37) eine Wurzel © = 1 und eine Wurzel v = »; die Ge-
rade wird von einem Ellipsoid und einem zweischaligen Hyperboloid
beriihrt.

Liegt P’ auBerhalb und P” innerhalb, so daB ¢(p) >0, ¢(8)<<0,
so ergeben sich zwei Wurzeln v = 1 und v =y, liegt P’ innerhalb
und P” auBerhalb, zwei Wurzeln 7 =y und 7 = ».

Liegen dagegen P’ und P” beide innerhalb, so daB ¢(«), ¢(f),
¢(p), ¢(—o0) alle < O sind, so miissen die beiden reellen Wurzeln
zwischen y und g liegen, also die Gerade von zwei einschaligen Hyper-
boloiden beriihrt werden, da zwei konfokale Ellipsoide oder zwei
zweischalige Hyperboloide keine gemeinsame Tangente haben konnen.

§ 121. Das Hauptachsenproblem des Beriihrungskegels.

1. Begriff der elliptischen Koordinaten. Die Parameter 1, u, v
der drei nach § 120, 5 durch einen Punkt z, y, z gehenden Flichen
- heiBen die elliptischen Koordinaten des Punlktes.'S)

Sie sind bei gegebenen Koordinaten z, y, # des Punktes durch
die kubische Gleichung § 120, (10) bestimmt. Sie bestimmen ihrer-
seits nach § 120, (13) den Punkt z, y, # achtdeutig.

2. Elliptische Koordinaten besonderer Punkte. Fiir die Punkte
einer Hauptebene hat im allgemeinen eine elliptische Koordinate einen
der Grenzwerte p, 8, «: in der Ebene # = 0 ist innerhalb der Fokal-
ellipse 1 = p, auBerhalb y=1y; in der zz-Ebene auf der konvexen
Seite der Fokalhyperbel u = g8, auf der konkaven » = ; in der yz-
Ebene iiberall » = « (Fig. 185).

Fiir die Punkte eines Fokalkegelschnities und nur fiir diese sind
zwei elliptische Koordinaten gleich, fiir die Ellipse 1 = ¢, p = p, fiir
die Hyperbel y =g, v = 8.

Fir die Punkte einer Hauptachse haben im allgemeinen zwei
elliptische Koordinaten einen der Grenzwerte y, f#, «: auf der z-Achse
innerhalb B, By : 1=y, u=f, zwischen B, und Cy, B, und Gy : i =y,
v = f3, auBerhalb u =y, v=; auf der y-Achse innerhalb der Scheitel-

43%
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punkte C,C," der kleinen Achse der Fokalellipse: 1=y, v=a, auller-
halb u = 9, v = «; auf der 2-Achse p=f, v = a.

Die elliptischen Koordinaten des Miftelpunkies und der Haupt-
brennpunkte sind: '

O:2=p,u=p,v=0e; By, B):4a=y, u=p, v=_4;
Co, CY:dh=yp,p=p,v=0; C,C :d=p, u=p, v=oa.

3. Identische Gleichungen zwischen gemeinen und elliptischen
Koordinatén. Bezeichnen wir mit 7 die linke Seite ‘der Gleichung
§ 120, (1), so ist nach der Definition der elliptischen Koordinaten
mit Riicksicht auf § 120, (12):

AR I ] e Ol e/

M Ty T T ===
Diese Gleichung besteht zwischen den gemeinen x, y, z und den
elliptischen Koordinaten i, u, v des laufenden Punktes identisch in t.

Mit 7 = 4, u, v folgt:

wﬂ y? Z‘.‘
a___l+§i';+5;i_'1 1=0,
z?
@) a—u+6 ;:@—1=0’
9 -
a—v+ﬁ—v+ —1—0'

Durch Subtraktion der Gleichungen (1) und (2) folgt nach Divi-
sion mit den nicht identisch verschwindenden Faktoren v — 4, v — pu, °
T — .

x* y* 2’ T _ —wE—9)
w—da—n T E= r)(ﬁ—l)+(7——f)(y—l) AT D= —)’

@ oy I N S k) [t
®) oo T T 5T o a5
e L 2 T a—be-w
e e e B e e Rl s Sl et

und aus dem ersten und dritten Gliede dieser Identititen beziiglich
mit T =14, y, v

[ a ¥ e R |

<a—z>= + (ﬁ 5T (y—l)‘-’ = a— BB — Dl — b
2 _ —wi—w 1

4 T e >' T .u)’ DB —0G —)  m
(A — ) —9) 1

(a—v)* + (ﬁ—vf + (y—w)’ = @ - —»  n*

wo 1:0% 1:m?% 1:n* als Abkiirzungen je fiir die beiden gleichen
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Ausdriicke dienen; ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (3) mit
T = v oder der dritten mit v = u:
x? 2%
O awemnto—me—nto=pa=n =
Die Punkte deuten zwei weitere Formeln an, die durch zyklische

Vertauschung von i, u, v entstehen.
Durch Subtraktion je zweier Formeln (3) folgt:

o xi y2 22 o
6) (a—f)(a—.u)(vt—ﬂ'-i_ B—Df—w@— + —)@—wy—m
T
e e LAREE
und aus der ersten dieser drei mit 7 = 1:
R T L T
) e te—we—n T E=DF—pE—»T G=be—na—»
Durch Subtraktion je entsprechender (leichungen (3) und (4)
ergibt sich:

8 ? y? 2? T 1
®) (“—f)(“—l)’-l_(ﬁ—f)(ﬁ—l)’-l_(r—r)(y—7.)’ C—2F (@—arr

(zyklische Vertauschung von 4, g, v und [, m, »). Endlich gibt die
Subtraktion der Gleichung (5) von der zweiten und dritten (4) die
beiden folgenden und ihre zyklischen Vertauschungen:

e Ly w_Z’,_A___=7,,}7,
(9) l(“-—u)’(a-—v)+(ﬁ u)’(ﬁ—'v)+ @P—wiy—r) (@—r)m?’7
x? 22 1

(‘7‘--u)(vt—v)"+({3~u)(ﬂ—v)’+(7'—#)(7'—w)2 w—wn®

4. Das Achsensystem der drei Flichennormalen. Die Tan-
gentialebenen der drei durch einen bestimmien Punkt P = x, y, z des
Raumes gehenden Flichen 2, u, v § 120, (1)—(9) sind nach § 70, (3)
in laufenden Koordinaten X, Y, Z in bezug auf das zugrunde gelegte
Achsensystem Ozyz = O0XYZ:

+ﬁ Z4-7—1=0,
27

(10) +ﬁ -+7_y—1=0,
z2Z

. a—v+ﬁ +7—v_1=0'

Die Normalen &, u, & dieser drei Ebenen im Punkte P haben die
Richtungskosinus:
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lx ly lz

o= ﬂ1=BT7-’ n= T
_ mz _ my _ mz

(11) “Z_a_!“ ﬁz—ﬁ—u’ 7’2_,},_“)
nx ny nz

%= ﬁs=ﬁ—:;; =
wo %, m® n® die unter (4) eingefiilhrten Werte haben und die posi-
tiven Wurzeln I, m, n die Lingen der von O auf die Ebenen (10)
gefillten Perpendikel bedeuten (I § 41, (13)).

Das neue Achsensystem PEnf ist nach § 120, 7 ebenso wie das
alte 0XYZ rechtwinklig. Zwischen den alten X, Y, Z und neuen
Koordinaten &, n, ¢ des laufenden Punktes bestehen die Relationen
d § 37 (13):

X“‘”:x(a%l'*‘ mn + n§),

a—p - e—w

l
e,

123 mn n§
Z—z=uz ( 2 - ) .
7—1+7—u+7~v
5. Beriihrungskegel einer Fliche des konfokalen Systems.
Der von einem Punkte P =z, y, 2 an die Flédche:
2 2 2
(13) X Y 7z

ST S |
«a—z  fi—7 ' y—<

gelegte Beriihrungskegel hat nach § 70, (11) in laufenden Koordinaten

X, Y, Z die Gleichung:

(14) TR—8*=0,
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
_X—=2 Y—y? Z—2°
R_—wa-—r + g—r~ + y—rt ’
X — Y Z—
(15) s = ‘”Ex_f)+”(ﬁ_f> +5%_f),
T — ;_.; + ﬁ—r + —~— —1 (wie in (1)).

6. Darstellung von R und S in den neuen Koordinaten. Durch
die Substitution (12) wird:
z%

e—aa—m t g=ag=w (72——r)(7—l)’}
+ {(d’"';_,")(T_T)z + - } m*® + {(‘&T)x(a‘—‘ﬁ + - ~}n2§‘-’
+2{(a—1)(afy,)(a—v)+ }mnn§+2 {(05—17)(114m—z'u)(cc—l)+.“}”lgg
+2 e pa—p ) ImEn

l2g2

x2
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oder nach (8) und (6):
T 1
={m_(:iﬁ‘}l2§2+"'+"'+2(r
oder:

18 R—r{thpm oy eV B Ty B

T— W T—

_y’)(t_”)m”ng.}_....‘_...

Ebenso wird:

§= {Wzﬁ i+ ra)”(a—u)“L Jmo
Hamge=n Tt
und nach (3):

(17 §=r{tE ¢ g "

T—u  T—9

7. Die Hauptachsengleichung des Beriihrungskegels. Mit den

Werten (16) und (17) nimmt die Gleichung (14) die Form an:
2 2 2
(18) rg—l+riy+1i—v=0'

Dies ist die Gleichung des vom Punkte P= 1, u, v an die Fliche ©
des konfokalen Systews gelegten Beriihrungskegels in bezug auf das
neue Koordinatensystem PEy§.

Die Form der Gleichung zeigt:

Der von einem Punkte P des Rawmes an eine Fldche t des kon-
fokalen Systems gelegte Beriihrungskegel hat als Hauptachsen die Nor-
malen &, v, § der drei durch den Punkt P gehenden Flichen 1, w, v
des Systems (§ 33, 8).10%)

Da die Flache v in (13) als beliebige Mittelpunkisfliche gelten
kann, durch die das konfokale System bestimmt wird, so ist damit
das Hauptachsenproblem des Beriihrungskegels einer Mittelpunktsfliche
allgemein geldst.

8. Die Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids. Die
Tangentialebene des einschaligen Hyperboloids:
Xz Y?® Z®
(19) e tpnty—w="1
das durch den Punkt P =z, y, 2 = 1, u, v hindurchgeht, hat statt
der zweiten (10) auch die Gleichung: "

2(Z —2)

r(X—ax) , y(¥Y —y) _
(2013. amw Topma Ty= =0
wobpel:
AR A
(21) o— u+6—u+7—u
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Der laufende Punkt X, Y, Z der beiden Lrzeugenden des Hyper-
boloids w, die durch P =, 4, # hindurchgehen, gentigt beiden Glei-
chungen (19) und (20) (§ 67, (28)). Infolge von (10) und (21) kann
aber die Gleichung (19) auch in der Form:

(X— ff) Y=y “—2
(22) et e
geschrieben Werden, 50 daB die Erzeugenden durch (20) und (22) dar-
gestellt sind.

9. Die Hauptachsengleichung der Erzeugenden. Durch die
Transformation (12) wird nun aus (20) mit Riicksicht auf (5) und (4):

(23) =0
ferner aus (22):

o R Lt { ot

(¢ — (e —
Hampeoytm et 2 gyt ment
+2{ e T e 2 (g ImEn = 0

und nach (9) und (7), indem iiberdies 4 = O gesetzt wird°%):
(24) B SIS

1. Dies ist die Gleichung der Erzeugenden des Hyperboloids p im
Punkte 1, w, v in bezug auf die Normalen & und ¢ der beiden Flichen
i und v.

II. Diese Normalen sind also die Hauptachsen (Halbicrungslinien)
der Erzeugenden.

III. Ebenso sind die Normalen der Flichen u und » oder 1 und g
die Hauptachsen der imaginiren Linienpaare, in denen das Ellipsoid
4 oder das zweischalige Hyperboloid v von ihren Tangentialebenen im
Punkte 1, p, v geschnitten werden.

10. Das Hauptachsenproblem eines einer Tangentialebene
parallelen Schnittes. Fiir die Fliche:

2 2 2
(@5) 208,49 = 5+ Lt 5 — 10
und die der Tangentialebene im Punkte P = z, y, z parallele Ebene:
. X Y VA
(26) %,— + %—, %,— —5s=0

sind die mit:

@
(27) U=0= v=gs=%§7 w=gs=i s
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gerinderten Determinanten § 115, (4), (8), (9):

(28) Ay =— E%’c’ (a®u® + b2o®+ c*w?) = — —2;—202,
(29) A4V ) e 2
= a’zﬁ;é {(@®+ b+ &) — (*+y*+ 2°)},
u w 2 1—s?
(30) A= — Al = prs = apre

Damit ist die quadratische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten
6 = 6,, 6, des ebenen Schnittes (25), (26) nach § 109, (11)'

(51) » ~G26_A446+A44—0 Gz"‘_4+b4+c47

und die auf seine Hauptachsen %, £ und seinen Mittelpunkt bezogene
Gleichung des Schnittes (§ 112, (18)):

2 b e A1

Setzt man nun, um dies auf ein Ellipsoid 1 des konfokalen
Systems und die Tangentialebene im Punkte P = 1, u, v anzuwenden:
—2, b - et (w—HE—1
@ma—1, B=p—i Fey—k G- g-ne—
nach (4), und benutzt die erste der durch Gleichsetzen der beiderseitigen
Koeffizienten aus der Identitit § 120, (12) entstehenden Gleichungen:

(@+B+7)—(@+y'+2)=A+p+v,
a3 | Br+rete)—((B+Da+ G+ + @t pF)
=uv+vi+iy,
«By —(Bya®+yay’ + afs®) = duv,
so erhilt man:
@+ v+ —(P+yP+)=p—21+v—2
und danach fiir die Gleichung (31):

=0+ —1 1
e R R T
Daraus folgt aber:

1 1
(34) Gi=pTir %=,

Die Hauptachsen % und ¢ sind dabei nach § 110, 6 parallel den
gleichbezeichneten Halbierungslinien der imaginiren Krzeugenden des
‘Ellipsoides 4 im Punkte P = 4, u, » (9, III).

Das Ellipsoid A wird daher von der seiner Tangentialebene im
Punkte A, w, v parallelen Ebene:

62
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m der Kurve:
(36) o + e 1— g
uw—12 v—24

geschnitten, wo die vom Mittelpunkt der Kurve ausgehenden Achsen
und § die Richtung cy, By, p, und o5, P;, p5 tn (11) haben.

Die Annahme s =1 oder O fiihrt auf die Tangentialebene selbst,
wie in (24), oder die parallele Diametralebene.

11. Die Hauptkriimmungsmittelpunkte. Die beiden Hauptkriim-
mungsradien des Ellipsoids 4 im Punkte 1, u, v sind nach § 110, (23):

i— i—
(37> @1=Ty/7 0= 7 ‘V,
positiv gerechnet nach § 110, (25) in der Richtung der &-Achse in (11).
Fiir den zu ¢, gehdrigen Kriimmungsmittelpunkt ist daher:
T —x=00, Y—Y=0h, H—2=0n
oder nach (11) und (37):

(38) z, = Hx, Y, = gf_i;y, 2, = :T;fz
Dies ist aber der Pol der ersten Ebene (10) in bezug auf die Fliche
(21) (§ 120, 11, I). Es folgt also:

Die beiden Hauptkriimmungsmittelpunkte des Ellipsoides A im Punlte
P =2 u,v sind die Pole der Tangentialebene des Ellipsoides A in P

n bezug auf die beiden Hyperboloide u und v.'®")

§ 122. Tangentialkegel, Tangenten und Tangentialebenenpaare.

1. Das System konfokaler Beriihrungskegel an einem Punkte.
Der von einem Punkte P = 4, u, v an die Fliche:
x2 2 Z?
(1) @ —7 + [ y— T +
gelegte Beriihrungskegel hat nach § 121, (18) die Gleichung:
@ IR B

A—zT T v—7

y—1v

wihrend die Erzeugenden des Hyperboloids g, die durch P gehen,
nach § 121, (23); (24) durch die Gleichungen:

2 2
(3) o B0, g=0

A—w ' v—up
dargestellt sind.
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Bei festem A, u, v (v>u>1) und veridnderlichem v bilden aber
nach § 118, (1); (3) die Kegel (2) ein System konfokaler Kegel mit
den Brennlinien (3).

Die von einem Punkte P =1, u, v an die Flichen v des kon-
fokalen Systems (1) gelegten Beriihrungskegel (2) bilden ein System kon-
fokaler Kegel, deren Hauptebenen die Tangentialebenen der drei durch P
selbst gehenden Flichen ©v = 4, u, v des Systems (1) in P und deren
Fokallinien die Erzeugenden der Fliche v =y in P sind.1?)

2. Verschiedene Formen der Beriihrungskegel an einem Punkte.
Die Kegel (2) sind reell fir » >z > 4. Es geht daher von P ein
reeller Beriihrungskegel an jedes Ellipsoid und zweischalige Hyper-
boloid, auferhalb dessen P liegt (§ 120, 4), und an jedes einschalige
Hyperboloid des konfokalen Systems (1).

Fiir das Hyperboloid v = u zerfillt der Kegel, als Ebenengebilde
aufgefaBt, in ein reelles, fiir das Ellipsoid 7 =1 und Hyperboloid v =v»
in ein imaginires Strahlenpaar (§ 118, (17)).

Fiir die Fokalkegelschnitte 7 =y und = =g (§ 120, (21)) ist die
Bedingung » > 7 > 1 nach § 120, 3 erfiillt. Ihre Beriibrungskegel:

ST RTI S
(4) 1—y+u—7+v—7 0

sind die vom Punkte P iiber der Fokalellipse und Fokalhyperbel er-
richteten Kegel. Sie heiflen die beiden (reellen) Fokalkegel des Punktes
P=1,pu,mr

3. Zwei Flichen des konfokalen Systems, die eine gegebene
Gerade beriihren. Zu jedem ,Kegel v des Systems (2) gehort eine
wI ldiche ©* des Systems (1) und umgekehrt. Die Erzeugenden des Kegels ©
sind die durch den Punkt P gehenden Tanmgenten der Fliche v.

Jede gegebene Gerade p des Biindels bei P ist nach § 118, 5
Erzeugende zweier (ungleichnamiger) reeller Kegel 7 =7, und 7 =1,
des Systems (2), also auch Tangente der entsprechenden Flichen
=1, und v =1, Da aber jede gegebene Gerade p des Raumes als
Bestandteil des Biindels an einem Punkte P auf ihr angesehen werden
kann, so folgt allgemein:

I. Jede Gerade des Raumes wird von zwei reellen Flichen des kon-
fokalen Systems (1) beriihrt (§ 120, 16).

Diese zwei Flichen sind nach § 118, 5 im allgemeinen verschieden
und fallen nur dann zusammen, wenn 7z, = 7, = p ist, also die Gerade
Fokallinie des Kegels (1) und Erzeugende der Fliche g ist.
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1I. Wenn eine Gerade Erzeugende eines Hyperboloids u des Systems
(1) ist, so fallen die beiden sie beriihrenden Flichen in dem Hyperboloid u
2usammen.

4. Gerade an einem Punkte, die zwei gegebene Flichen be:
riihren. An zwei gegebene Flichen 7, und 7z, des Systems (1) gehen
nach (2) vom Punkte P =1, u, v die zwei Beriihungskegel:

2 2 2
) e e
) S
i e Y 1)

A—r, H— T, v —1T,

Da deren vier gemeinsame Erzeugende gemeinsame Tangenten der
Flichen 7, und 7, sind, so folgt!®):
L. Durch einen Punkt P = A, u, v des Raumes gehen an zwei ge-
gebene Flichen des konfokalen Systems (1) vier gemeinsame Tangenten.
Sie sind nach § 118, 6, II reell, wenn die beiden Kegel (5) un-
gleichnamige Kegel des Systems (2) sind, also wenn:

(6) i<u<u<r,<w.

Zwischen den Koordinaten & %, § des laufenden Punktes @ der vier
Tangenten und den Parametern 7,, 7, bestehen die Beziehungen
§ 118, (9) mit Verwandlung von «, 8, 7, &, v,2,y,2 in v, u,
7y, Ts, &, M, £ Setzt man also (I § 43, 1):

O] 6=VE+ '+ 8= PQ
und nimmt als positive Richtung jeder der vier Tangenten diejenige,
die mit der E£-Achse, also nach § 121, (11) der duferen Normale des
Ellipsoides 4 (§ 33, Fig. 86), einen spitzen Winkel bildet, so folgt:
1I. Die vier gemeinsamen Tangenten, die vom Punkie P = i, u, v
an die beiden Flichen T, und t, des konfokalen Systems gelegt werden
konnen, haben in bezug auf das Achsensystem der drei Normalen &, 7, ¢
im Punkte P die Parameterdarstellung:

A—r) (h—1y)
E=Viaaga=n® "%

(8) @ —u)( )( _T);(j+_5
v—1,)(v—r,

t=aV oo—n ®

E—m)—m)
@—)w—2

o,

wo gg=+1,e=+1, ¢ die relative Entfernung des laufenden Punktes
@ der einzelnen Tangente von dem Ausgangspunkte P, und die
Koeffizienten von ¢ die Richtungskosinug der letzteren sind.

Daher halbiert die §-Achse die Innenwinkel der Paare &&=+ +
und — —, + — und — 4, die n-Achse die AuBenwinkel der Paare
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+ 4+ und — +, + — und — —, die ¢-Achse die AuBenwinkel der
Paare + 4+ und + —, —+ und — —, oder wie wir kurz sagen
mogen:

III. Die Normalen der drei durch einen Punkt gehenden Fliichen
i, w, v des konfokalen Systems haibieren die Winkel je zweier Paare der
von dem Punkte an zwei andere Flichen t,, T, gehenden gemeinsamen
Tangenten (§ 33, 8).

b. Die vier Fokalstrahlen eines Punktes. Die beiden Fokal-
kegel (4) sind, da die Bedingung (6) mit 7, = p und 7, = f stets
erfillt ist, ungleichnamige Kegel des Systems (2). Sie schneiden sich
also stets in vier reellen Strahlen. ‘

Diese vier Strahlen, die gemeinsamen Transversalen der beiden
Fokalkegelschnitte durch den Punkt P = A, u, v, heiflen die vier Fokal-
strahlen des Punktes.

Ihre Parameterdarstellung ergibt sich aus (8) mit ¢, =4, 7, =19:

_1/G=na—p _ @—n@E—p)
© : G—wa—m® 178V (5 w—n®
. p—n@—p
=&V iozho-—w®

6. Orthogonalitit der scheinbaren Umrisse zweier konfokaler
Flichen. Die Tangentialebenen des Kegels v sind die mit Riicksicht
auf 3 durch 'den Punkt P gehenden Tangentialebenen der Fliche =.
Der Berithrungspunkt einer solchen Tangentialebene mit der Fliche ¢
liegt auf ihrer Berithrungsgeraden mit dem Kegel 7, die in diesem
Punkte Tangente der Fliche = ist.

Lings einer gemeinsamen KErzeugenden p der Kegel z, upd 7,
in (5) sind nach § 118, 7 die Tangentialebenen der Kegel senkrecht
zueinander. Da nun diese Ebenen zugleich die Tangentialebenen der
Fliche 7, und 7, in den Beriihrungspunkten mit der gemeinsamen
Tangente p sind, so folgt:

I. Dic Tangentialebenen zweier Flichen des konfokalen Systems (1)
in den Berithrungspunkten mit einer gemeinsamen Tangente sind zu-
einander senkrecht.

II. Sind daber mit (6) die vier durch P gehenden gemeinsamen
Tangenten der Flichen z; und 7, reell, so schneiden sich fiir ein in
P befindliches Auge in der Richtung jeder dieser vier Tangenten die
scheinbaren Umrisse der Fliachen 7, und r, senkrecht.®?)

Inshesondere folgt fir 7, =y, 7, = g:
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III. Die beiden Fokalkegelschwitte haben fiir einen beliebigen Augen-
punkt im allgemeinen wvier scheinbare Schwittpunkte mit senkrechtem
Durchschwitt.

7. Das Hauptebenenproblem des durch eine Gerade gehenden
Tangentialebenenpaares. Die beiden Tangentialebenen der Fliche 1:',
die durch eine gegebene Gerade p am Punkte P hindurchgehen, sind
nach 6 zugleich die Tangentialebenen des Kegels z, die- durch p
gehen. Diese aber haben nach § 119, 7 als Hauptebenen die Tangential-
ebenen der beiden Kegel 7, und r, des Systems (2), die durch p gehen
und nach 6 zugleich die Tangentialebenen der Flichen 7z, und z, des
Systems (1) sind, die die Gerade p beriihren. Da die durch P gehende
Gerade als beliebige Gerade des Raumes gelten kann, so folgt:

Das durch eine gegebene Gerade an eine bestimmie Fldche des kon-
fokalen Systems (1) gelegte Tangentialebenenpaar hat als Hauptebenen
die zueinander semkrechten Tangentialebenen derjenigen beiden Flichen
des Systems (1), welche die Gerade beriihren, in den beziiglichen De-
rvithrungspunlkten.

Damit ist (vgl. § 121, 7) das Hauptebenenproblem der Tangential-
ebenenpaare fiir eine beliebige Mittelpunktsfliche gelost.

8. Beriihrungskegel, die Rotationskegel sind. Bei festem =
stellt die Gleichung (2) alle Beriihrungskegel dar, die mit wechselnder
Spitze P= 1, u, v an eine bestimmte Fliche (1) gelegt sind. Der
Kegel (2) ist immer dann und nur dann ein Rotationskegel, wenn
zwei von den elliptischen Koordinaten 1, p, v des Punktes P gleich
sind. Dies tritt nach § 121, 2 nur ein fiir die Punkte der Fokal-
ellipse, wo 4 = u = p, und der Fokalhyperbel, wo u = » = f§ ist.

L. Die Fokalkegelschnitte eines Ellipsoids oder Hyperboloids sind
der Ort der Spitzen derjenigen Beriihrungskegel der Fldche, die Rota-
tionskegel sind.

Bei einem Punkte P =y, p, v der Fokalellipse ist die {-Achse
die Rotationsachse des Kegels (2) und diese ist Normale des zwei-
schaligen Hyperboloids v und Tangente der Fokalellipse in P
(§ 120, 9, VI).

II. Die Rotationsachse des Kegels ist jedesmal die Tangente des
Fokalkegelschnittes in der Spitze des Kegels.

In dieser Tangente fallen die Fokallinien (3) zusammen. Sie ist
Erzeugende des Hyperboloids u = y oder u = §.

Insbesondere gilt der Satz:

1. Jeder Fokalkegelschnitt ist der Ort der Spitzen der iiber dem
andern errichieten Rotationskegel. %)
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9. Gleichseii}ige und dual gleichseitige Beriihrungskegel. Der
Kegel (2) ist ein gleichseitiger, wenn (§ 71, 29)):
1 1 1
i ta—eti==0
Dafiir kann man schreiben:
(=) = 1) + (=) (A=) + (A=) (1 —7) = 0
oder: -
(10) (wv+vi4+ip) —2A+ut+v)r+322=0,
und mit Riicksicht auf § 121, (33):

{—B+p)2*— (@ +oy — («+p)s" + py + ya + «f)
+2{2+ '+ —a—pf—plr+3:T=0,

oder auch:
1) {B—)+ (-0} +{(r—7) + (=7}’ + {(«—7) + (B—7)} ¢*
= (B—)(y—7) + (v—o)(e—7) + (¢—7)(f—7).
Der Ort der Spitzen gleichseitiger Beriihrungskegel der Fliche:
(12) : S+ L+ 5=
ist daher (§ 100, (17)) die F'ldche®s):
13) B+ + (S + a®)y? + (a® + b?) 22 = b2c? + c?a® + a?b
Der Kegel (2) ist ein dual gleichseitiger, wenn (§ 71, (30)):
(14) A—t+pu—14+v—1=0
oder:
e+pB+y—rA—p—rv=a—1+pf—1t+y—r7,
und mit Riicksicht auf § 121, (33):
(15) 2+ yt+lt=ae—1+pf—1+y—1
Der Ort der Spitzen dual gleichseitiger Beriilirungskegel der
Fliche (12) ist daher (§ 100, (18)) die Kugel:

(16) 24y 2 =aF U2+ A

10. Fokalachsen der Ellipsoide und Hyperboloide. Ist P =1, u,v
irgendein Punkt einer Geraden p, so ist das durch p an die Fliche 7
des Systems (1) gelegte Tangentialebenenpaar dasselbe, wie das durch
die Gerade p an den Kegel r des Systems (2) gelegte Tangential-
ebenenpaar. Dieses aber ist von der Form § 119, (25), wenn die
Gerade Fokallinie des Systems (2) also nach 1 Erzeugende des Hyper-
boloids u ist.

Digjenigen Geraden, an denen die von der Fliche (1) bestimmte
Involution harmonischer Polarebenen eine Involution rechtwinkliger Ebenen
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ist, sind die Erzeugenden der zur Fliche (1) konfokalen einschaligen
Hyperboloide. .

Diese Geraden (§ 20, 4, I) heiBen Fokalachsen der Fliche (1).

11. Direkte Bestimmung der Fokalachsen der Mittelpunkts-
fiichen. Die Involution harmonischer Polarebenen, welche die Mittel-
punktsfliche:
an cu? + o + pu? — =0
an der Schnittlinie g der beiden Ebenen u,, v,, w,, s, und u,, v;, ws, S,
bestimmt, hat nach § 77, (4) die Gleichung:

(18)  (cu®+ BoP+ puw®—s*) + (euyuy+ o, vy +pw; w0y —8,8,) (X' +1")
-+ (e + B + ywy? — s,HA'4" = 0.
Die beiden Ebenen u, + 4'w,, v, + 4'v,, w, + Aw,, s, + 4’s, und
u, + A uy, vy + Av,, w, + 1"w,, s, + A”s, sind entsprechende Ebenen
der Involution, wenn ihre Parameter A" und 1" durch die Gleichung (18)
verkniipft sind. Die Involution ist eine Involution rechtwinkliger
Ebenen, wenn fiir zwei entsprechende Ebenen (I § 42, (5)):

(g 4 Aug) (0 + 2""11y) + (0,4 20) (v, + A705) + (w0, + Aw,) (20, + 2"w5) = 0,

oder:
(19) (uy® + 0"+ wy®) + (uyy + 0,05 + wywy) (A +27)
+ (ug? 4 v +w,?)A' 2" = 0.
Die Gleichung (18) hat die Form (19) immer dann und nur dann,
wenn mit irgendeinem Faktor z:

eu® + Bot +ypw® —s® =v(u’+ol+w?),

wty Uy + By, + YWy w0y — 8,8y = T(Uy Uy + 010y + 10;10,),
2 2 2

wug® + Bog® +yw,® — 87 = (U’ + v, + wy’),

oder auch, wenn wir zugleich s; = s, = 1 nehmen:
(¢«—u® +(B—7)v® +(F—rw® —1=0,
(20) (¢ —)uguy+ (B—17)0,03 + (y —D)wywy — 1 =0,
(¢ —1)w’ +(B—7)v® + (r—7)w® —1=0.
Dies sind aber nach § 82, (14"); (15’) die Bedingungen dafiir, daB
die Gerade g eine Erzeugende der Fliche:
21) («e—u+ B—0)v’+(p—1)u?—1=0
ist.
I. Die Fokalachsen einer Mittelpunktsfliche sind die Erzeugenden
aller zu ihr konfokalen Flichen.'™)
Zu diesen gehoren auch die Tangenten der drei Fokalkegelschnitte
fir r=«, B, , in (20). Denn zwei durch eine solche Tangente
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gehende Ebenen u,, v;, w, und u,, v,, w, sind, wie die Gleichungen
(20) verlangen, beide Tangentialebenen des Fokalkegelschnittes, und
jede geht durch den Berithrungspunkt der andern,

II. Durch einen Punkt des Raumes gehen nach § 120, 5,1 im All-
gemeinen sechs Fokalachsen, von denen zwei reell sind.

III. Die Fokalachsen der Fliche sind nach § 84, 5, Il auch die-
jenigen Geraden, an denen die Fliche und der imaginire Kugelkreis
dieselbe Involution harmonischer Polarebenen bestimmen.

§ 123. Das System konfokaler Paraboloide.

1. Begriff des konfokalen Systems. Durch die Gleichung:
” y® 2* , -
@) }7%‘7_—;‘!'25”—1’—0
wird nach § 56, 10 bei festem e¢ und verdnderlichem p ein System
konfokaler Paraboloide dargestellt.
Wir setzen der Symmetrie wegen mit § > y:

@) p=f—1, p—e=y—1; e=f—yp, x'=x+%-

Die Gleichung des konfokalen Systems®) lautet dann:

yﬁ 52
wo bei festem f, y der Parameter 7 sich von — oo bis + oo bewegt:
) — 00 <1<+ oo

Der gemeinsame linke und rechte Hauptbrennpunkt aller Para-
boloide (1) ist nach § 56, (3):
(3) B0=_%70:O; Co=_%:0701
und die gemeinsamen Fokalparabeln, die linke und rechte, sind nach
$ 56, (7):
Y — —=0: (5 2 9y _g— —
4) ﬂ_7+2x—|-y 0,2=0; (5 gy 2% g=0,y=0.
Der Scheitelpunkt des einzelnen Paraboloids ist nach § 56, (4):

2. Unterscheidung der drei Arten von Paraboloiden. Je nach-
dem —oo<t<p oder y<t<P oder <z <<+ oo ist das Para-
boloid (1) nach § 56, (2) ein linkes elliptisches oder ein hyperbolisches

oder ein rechtes elliptisches. Um diese drei Arten auch in der Be-
Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 44
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zeichnung auseinander zu halten, nennen wir ihren Parameter beziig-
lich =2, v =y und = =v». Danach zerfillt das System (1) in die
drei Reihen:

@ Pty t2e =0, —e<i<y, '
(8) ﬁ_y_p+;3_—p+2x+#=0, y<w<gB,
(9) ﬁﬁy_”+;éj+2x+v=0, B<v<+ oo,

von denen die erste alle linken elliptischen, die zweite alle hyperbolischen
und die dritte alle rechten elliptischen Paraboloide des Systems enthilt.

3. Verinderlichkeit und Grenzformen des konfokalen Systems.
Wiihrend 4 von — oo bis y sich bewegt (iiber 1, 4,, 4, in Fig. 186),
zieht sich das linke elliptische Paraboloid (7) gegen die linke Fokal-
parabel ¢, die es nach § 56, 7 be-
standig einschlieBt, zusammen, bis
es fiir A=y in das Innere dieser
Parabel (4) in der Ebene z=0
zusammenklappt. Das AuBere der
Parabel (4) stellt das hyperbolische
Paraboloid u =y dar. Dieses zieht
sich bei zunehmendem u (iiber
By, W, #y in Fig. 186) gegen die
rechte Fokalparabel b zusammen,

bis es fir w—f in das AuBere
dieser Parabel (5) zusammenklappt.
Das Innere der Parabel (5) stellt
dann das rechte elliptische Para-
boloid v =p dar, das sich bel
zunehmendem v (iiber v, v,, v; in
Fig. 186) um die rechte Fokalparabel, die es bestindig umschlieBt,
weiter und weiter ausdehnt.

Fig. 186.

4. Die durch einen Punkt des Raumes bestimmten Paraboloide.
Um diejenigen Flichen des konfokalen Systems (1) zu finden, die
durch einen gegebenen Punkt z, y, z des Raumes gehen, hat man die
in © kubische Gleichung (1) oder: " __

(10) f@)=r—0y¥+B—0F+B—D—7)22+7)=0

nach 7 aufzulSsen.
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Da nun:

(1) f(=0)=—o0, f(y)=(B—1)s">0, f(B)=—(B—»y'<0,
so hat die Gleichung (10) stets drei reelle Wurzeln, die zwischen den
Grenzen — oo und 7, y und B, B und + oo liegen und daher nach
den Festsetzungen zu (7)—(9) beziiglich mit 1, w und » zu be-
zeichnen sind. : .

- L Durch jeden Punkt des Rawmes gehen stets drei Paraboloide
des konfol:alen Systems, je ein linkes elliptisches, ein hyperbolisches und
ein rechies elliplisches.

d. Die durch drei ungleichnamige Paraboloide bestimmten
Punkte. Zwischen den Koordinaten x, y, 2z eines Punktes und den
Parametern A, w, v der durch ihn gehenden Paraboloide besteht nach 4
die in T identische Gleichung:

(12) GO+ =0+ B (=) e +)
— (r— 1) (t—) (z—)

Aus ibr folgt durch Vergleichung der Koeffizienten von z? und

mit 7= und v = y:

g=Fftr=t h1,¢=_@WM%$W,Q
_=h—me—),

7—8B
Wenn daher 4, u, v den Ungleichungen bei (7)—(9) entsprechend
gegeben werden, so folgen aus (13) stets vier, nur in den Vorzeichen
von y und z verschiedene, reelle Wertsysteme z, y, 2.

II. Irgend drei unmgleichnamige Paraboloide des konfokalen Systems
schneiden sich stels in vier symmetrisch gegen die beiden Hauptebenen
gelegenen Punkten.

III. Zuwei gleichnamige Paraboloide des Systems haben keinen (reellen)
Punkt gemein.

6. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Paraboloide.
Ein gemeinsamer Punkt z, y, 2 der beiden Flichen u und v geniigt
den beiden Gleichungen (8) und (9), also auch der durch Subtraktion
folgenden Gleichung:

(13)

2=

14 v c 1} -0
) eIg—e=a == T =0

Diese bedeutet aber nach § 70, (26), daB die Tangentialebenen
der beiden Flichen im Punkte z, y, # zueinander senkrecht sind. Das-
selbe gilt mit zyklischer Vertauschung von 1, u, »:

44*
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IV. Zwei wungleichnamige Paraboloide des konfokalen Systems
schneiden sich lings ihrer Duwrchschnittslinie wberall senkrechi.

V. Drei ungleichnamige Paraboloide schneiden sich in jedem ihrer
vier Schwittpunkte (13) untereinander senkrecht.

V1. Die linke Fokalparabel wird von allen rechten, die rechte von
allen linken elliptischen Paraboloiden senkrecht geschnitten.

Die Schnittpunkte sind nach § 61, 7 die Kreispunkte der Para-
boloide. '

7. Das konfokale System als Flichenschar. Die Gleichung des
konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (32) in Ebenenkoordinaten:

(15) B—o)*+ (y—7n)w* + 2us —ru? =0
oder:
(16) B+ yu® + 2us) — v (u + v+ w?) = 0.

I. Das System der konmfokalen Flichen ist daher nach § 120, (16)
etne Flachenschar, von deren beiden Grundflichen™):

(17)  po* + yw® + 2us = 0, (18) w4 w?=0
die eine der imagindre Kugelkreis ist (§ 120, (20)).

Jede gemeinsame Tangentialebene der beiden Grundflichen (17)
und (18) ist nach (16) auch gemeinsame Tangentialebene aller Flichen
der Schar. Solche Ebenen sind auBer der unendlich fernen Ebene
u=0,v=0, w=0, s=1 simtlich imaginir.

II. Jede Ebene, die nicht gemeinsame Tangentialebene der beiden
Grundflichen ist, wird von einer bestimmten Fliche der Schar beriihrt.

8. Kegelschnitte der Schar. Unter den Flichen der Schar (15)
befinden sich auBler dem Kugelkreis (18), der doppelt zihlend (§ 120,9)
dem Werte 7 = oo entspricht, zwei weitere Kegelschnitte, entsprechend
den Werten z = 8, y*4):

(19) (y—B)w? + 2us — pu* =0, (B—yp)v* + 2us —pyu® = 0.

Es sind die beiden Fokalparabeln (4), (5) als umhiillt von ihren
Tangentialebenen gedacht (§ 13, (42); § 53, (3D)).

9. Die Schnittkurvenenveloppe der Schar. Wie § 120, 10 ergibt

“sich auch hier, daB die Schnitthurvenenveloppe der Schar (15) von deren
gemeinsamen Tangentialebenen umhiillt wird und in Ebenenkoordinaten
durch die beiden Gleichungen (17), (18) dargestellt wird.

Um ihre Gleichung in Punktkoordinaten zu erhalten, ordnet man
die in z,y, #, t homogen gemachte Gleichung (10) nach Potenzen
von t:

(20) f(t)=Pe*+ Qe+ Rr+ S =0,
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b P, Q={—(B+nt+2s)t= Q1
R=—'+2)+prt?—2(8 + p)at, S=ypy’ + p2°+ 2pyat.
Damit wird die Gleichung § 120, (29):
(21) {(98t— Q' R)* —4(BR— Q") (3QS — R?)}¢* = 0.
Die Schuitthurvenenveloppe zerfdllt also in eine Fliche sechster Ord-
nung und die doppelte unendlich ferne Ebene (§ 34, (21)).

10. Der Ort der Pole einer Ebene. Der Pol einer gegebenen
Ebene:

(22) ux + vy +wz +s=0
in bezug auf die Fliche (15) hat nach § 83, (5") die Koordinaten:
(23) x=£’~7) y=(ﬁ_t)%7 Z=(7—t)£}"

Diese Gleichungen stellen aber bei verdnderlichem r eine gerade
Linie dar, deren Richtungskosinus sich wie #: v :w verhalten (I §43, (1)),
die also auf (22) senkrecht steht. Wie § 120, 11 folgt daher:

L. Der Ort der Pole einer Ebene in bezug auf die Paraboloide der
Schar (15) ist eine gerade Linie, die Normale der Ebene in ihrem Be-
rihrungspunkt mit der von thr beriihrten Fliche der Schar.'o')

Ausgenommen sind die zwei Hauptebenen und die unendlich
ferne Ebene, die in bezug auf alle Flichen der Schar denselben
Pol haben.

11. Der Achsenkomplex des konfokalen Systems. Der Achsen-
komplex der Fliche (1) wird nach § 85, (39) unabhingig von z:

(24) PasPrs + (B—7)Peupss = O.

II. Alle Flichen des konfokalen Systems haben denselben Achsen-
komplex.

Da beim Ubergang von der Bezeichnung § 85, (34) zu der hier
in (1) gebrauchten 8, y,a, 8 +a, y +a durch g —, y — 7,7, B,
zu ersetzen sind, so werden die rechten Seiten der Formeln § 85,
(38); (44) fiir die Gleichung (1) wnabhingig von .

Die Sitze § 120, 12, III und IV gelten also auch fir das System
konfokaler Paraboloide. Auch ergibt sich fiir dieses ebenso wie in
§ 120, 13:

V. Der Achsenkomplex einer jeden Fliche des konfokalen Systems
besteht aus den Normalen sdmtlicher Flichen.

Endlich folgt mit Riicksicht auf § 83, (7') der Satz § 120, 15.

12. Ebenes Polarsystem in den Hauptebenen. Eine Ebene u, v, w
schneidet die Koordinatenebene z = 0 in der Geraden u, v (I § 45, 1);
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der zur Ebene konjugierte Normalstrahl § 85, (38) schneidet die Ebene
z2=0 in dem Punkte (I § 48, (9"):

() e=Tre—(y—) y=— (-1,

Dieses ist aber nach § 20, (40") der Pol der Geraden u, v in bezug
auf die zweite Parabel (19):

FEine Ebene und ihr konjugierter Normalstrahl, insbesondere Tan-
gentialebene und zugehorige Normale bei irgendeiner Fliche (1), schneiden
eine jede der beiden Hawuptebenen in Polare und Pol der in ihr liegenden
Fokalparabel.s")

13. Die Lmlenkoormnatenglelchung des konfokalen Systems.
Die Gleichung des konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (41) in
Linienkoordinaten:

(26) 3 — 2(y —)Piees + 2(B—T)Ps1Pss — (B—7) (v —7)P],
+ @ —owpi+ (B—7)Tpg =0
FEine gegebene Gerade wird von zwei Flichen des konfokalen
Systems beriihrt.

§ 124. Das Hauptachsenproblem des Beriihrungskegels.

1. Begriff der parabolischen Koordinaten. Die Parameter 4, g, v
der drei nach § 123, 4 durch einen Punkt z, y, # gehenden Paraboloide
heiBen die parabolischen Koordinaten des Punktes.

Sie sind bei gegebenen Koordinaten z, y, z des Punktes durch
die kubische Gleichung § 123, (10) bestimmt. Sie bestimmen ihrer-
seits nach § 123, (13) den Punkt z, y, # vierdeutig.

2. Parabolische Koordinaten besonderer Punkte. Fiir die Punkte
einer Hauptebene hat im allgemeinen eine parabolische Koordinate
einen der Grenzwerte B, p: in der Ebene z =0 ist innerhalb der
linken Fokalparabel 1 = p, auBerhalb w = y; in der Ebene y =0
auBerhalb der rechten Fokalparabel u = B, innerhalb » = g (Fig. 186).

Fiir die Punkte einer Fokalparabel und nur fir diese sind zwei
parabolische Koordinaten gleich, fiir die linke 1 = p, u = p, fiir die
rechte u =g, v = 4.

Fiir die Punkte der Hauptachse ist links von By: 1=y, u = f;
zwischen B, und C;: 1 =y, v = f; rechts von Cp: u =y, v =§.

Fiir die Hauptbrennpunkte selbst ist:

B0:1,=g/, .u=ﬂ) 1I=ﬁ; Co:’l=7) W=7y, v=_4.

3. Identische Gleichungen gzwischen gemeinen und parabo-

lischen Koordinaten. Bezeichnen wir mit 7' die linke Seite der
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Gleichung § 123, (1), so ist nach der Definition der parabolischen
Koordinaten mit Riicksicht auf § 123, (12):
y? 2 C=HE—p@E—y)
M T T T
Diese Gleichung bestcht zwischen den gemeinen z,y, z und den
parabolischen Koordinaten i, w, v des laufenden Punktes identisch in v.
Mit v =1, u, v folgt:

@) ﬁ w

Durch Subtraktion der Gleichungen (1) und (2) folgt nach Division
mit den nicht identisch verschwindenden Faktoren v — 1, 7 —pu, 7 —w:

22 T T—w(E—1)
tomen Tl = rmi—g—np—o’
2% _ T _G@—vnc—4
e e il (e Tk

+ T _—HE—w),

y2
B—oB—1

y2
@ Yg—me—wt

oy 2 4y T
B—nPB—r)  @—2@—0» T—w ﬂ*f)()’—f)’
und aus dem ersten und dritten Gliede dieser Identititen beziiglich

mit t =1, u, v:

o=k _ 1
{(ﬁ 1>*+<y ptl=Gnp—n "

_o—wi—w _ 1
) - T R R i
v, # L _G—wE—)_ 1
e = Rk

wo 1:0% 1:m?% 1:#® als Abkiirzungen je fiir die beiden gleichen
Ausdriicke dienen; ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (3) mit
T = v oder der dritten mit = yu:
v e
®) E—wE—» T o—wo—»
Die Punkte deuten, wie auch im Folgenden, die zyklische Vertauschung
von i, u, v, beziiglich auch von 1% m’ n® an.
Durch Subtraktion je zweier Formeln (3) folgt:
v , 2 o r .. ..
©) F=o9G—wE—» T G-90—wa—9  c—we—w»

4+1= ey e
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und aus der ersten dieser drei mit 7 = A:
2

22

(D D=0 T G=Do— =7~

Durch Subtraktion je zweier entsprechender Gleichungen (3) und (4)
ergibt sich:

22 T 1
(8) ﬁ—r)(ﬁ—l)’ T =90 =0 =0 E—nE

Endlich gibt die Subtraktion der Gleichung (5) von der zweiten und

dritten (4) die beiden folgenden und ihre zyklischen Vertauschungen:
y + G

9 B— !L)"(ﬁ—”) G—w@—r @—wmm’ > 7

©) ; 1

(ﬁ—u)(ﬁ—V)’_*_(r—u)(y—v) w—wnt

4. Das Achsensystem der drei Flichennormalen. Die Tangential-
ebenen der drei durch einen bestimmien Punkt P =z, y, z des Raumes
gehenden Paraboloide A, w, v § 123, (1)—(9) sind nach § 70, (26) in
laufenden Koordinaten X, ¥, Z in bezug auf das zugrunde gelegte
Achsensystem Ozyz= 0XYZ:

yY 27 .
B_—l+;“_—i+X+x+l—~

(10) poet, Tet X e tu=0,
ﬁ';v+""+X+’”+"—O

Die Normalen &, n, { dieser dres Ebenen im Punkte P haben die
Richtungskosinus:

lz

“l=l7 ﬁl ’_17 71=&,'_’_’;’~7
my mz

gll) g =m, fy= ‘T_‘“ Ve = 7 —u’
nz

=m0, fy=5-""- Vs = pr—

wo 1% m? n? die unter (4) emgefiihrten Werte haben und I, m, »
die positiven Wurzeln bedeuten mogen.

Das neue Achsensystem PExf ist nach § 123, 6 ebenso wie das
alte OXYZ rechtwinklig. Zwischen den alten X, Y, Z und den

neuen Koordinaten &, %, { des laufenden Punktes bestehen die Rela-
tionen (I § 37, (13)):
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X—z= 1 + mn + n§,
n§
(12) Yoy =y(pE5+ ™+ i),
. [} my
z z—zG—l+7—u+7—J
5. Beriihrungskegel eines Paraboloids des konfokalen Systems.
Der von einem Punkte P = x, y, z an die Fliche:

gelegte Beriihrungskegel hat nach § 70, (33) in laufenden Koordi-
naten X, Y, Z die Gleichung:

(14) TR—8%=0,

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

R Y=y, Z—2

f—r= y—z’
(15) §—YEER L 2D, (X —a),
T = B:r + y_z:r 4+ 2z + v (wie in (1)).

6. Darstellung von R und S in den neuen Koordinaten.
Durch die Substitution (12) wird:

22

{(ﬁ t)(ﬁ +(7 ) (y - l)’} 222"‘{ t)(ﬁ )2+ }?)221;2
Ha—aw- LA e+ 2 (s ~>+"'}”““7§

+2{gaelae—nT )2 (G ag tnp ) I
oder nach (8) und (6):

R=

e = T LU i e

oder:

(16) R T{ lEl;l_ mn_ n;'} {1—1+1:u+ ¢ }

T—u ' T— T—

“)(t mmy§ + et

Ebenso wird:
2

.— y S a P
e e e Rk LR s
oder nach (3):
(17) S=T{1§1+ ma_ ng }
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7. Die Hauptachsengleichung des Beriihrungskegels. Mit den
Werten (16) und (17) nimmt die Gleichung (14) die Form an:

(18) BL T I )

Dies ist die Gleichung des vom Punkte P = 4, y, v an die Fliche ¢
des konfokalen Systems gelegten Beriihrungskegels in bezug auf das
neue Koordinatensystem PEqyC.

Der von einem Punkte P des Raumes an eine Fliche t des kon-
fokalen Systems gelegte Berithrungskegel hat als Hauptachsen die Nor-
malen &, u, ¢ der drei durch den Punkt P gehenden Paraboloide 1, u, v
des Systems. %)

8. Die Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloids. Die
Tangentialebene des hyperbdlischen Paraboloids:
Y?
19) ﬁ—"‘;-l‘** +2X+pu=0
das durch den Punkt P=uz,9,2=1, 4, v hmdurchgeht, hat statt

der zweiten (10) auch die Gleichung:

(20) ?/(ﬁY -Y) + Z;Y_ll F(X—2) =
wobei:
(21) gt Lyt 2w te=0.

Der laufende Punkt X, Y, Z der beiden Erzeugenden des Para-
boloids w, die durch P =z, y, z hindurchgehen, geniigt (§ 67, (28))
den beiden Gleichungen (19) und (20). Infolge von (10) und (21)
kann aber die Gleichung (19) auch in der Form:

Y-y, Z—2°
(22) p=w T e =0
geschrieben werden, so daB die Erzeugenden durch (20) und (22) dar-
gestellt sind.

9. Die Hauptachsengleichung der Erzeugenden. Durch die
Transformation (12) wird nun aus (20) mit Riicksicht auf (5) und (4):

(23) n=0
und aus (22):

O L A R L = =R L
+2{(ﬁ u)z(ﬁ”"*‘*"‘}m”’?H2{@:1;(——*51,,)(5:7)+---}nl§§
+2 (Gt JimEn =0



§ 124, 9. § 125, 1. 687

und nach (9) und (7), indem iiberdies % = O gesetzt wird:

& &
(24) y_1+‘b—_—;=0.
Dies ist die Gleichung der Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids u
im Punkte 1, u, v in bezug auf die Normalen der beiden Flichen A
und v.

Diese Normalen sind also die Hauptachsen (Ha.lblerungshmen)
der Erzeugenden.

Ebenso sind die Normalen der Flichen g und » oder 1 und
die Hauptachsen der imagindren Linienpaare, in denen die elliptischen
Paraboloide 1 oder » von ihren Tangentialebenen im Punkte 2, u, »
geschnitten werden.

Ebene Schnitte, die zu einer solchen Tangentialebene parallel
sind, haben nach § 110, 6 dieselben Hauptachsenrichtungen und Haupt-
achsenkoeffizienten (§ 121, (36)).

§ 125. Tangentialkegel, Tangenten und Tangentialebenenpaare.

1. Das System konfokaler Beriihrungskegel an einem Punkte.
Der von einem Punkte P = 1, g, v an die Fliche:

2 2
1) ﬁ'q:, + ;f:,‘ +224+7=0
gelegte Beriihrungskegel hat nach § 124, (18) die Gleichung:
. gi nz Ca
@) ettt =0

wihrend die Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids u, die
durch- P gehen, nach § 124, (23); (24) durch die Gleichungen:
£ '
©)) i—pty—a= =0
dargestellt sind.

Daher gilt auch hier der Satz § 122, 1.

Der Kegel (2) ist reell fir » >z > 1. Es geht daher von P
ein reeller Beriihrungskegel an jedes linke und rechte Paraboloid,
auBerhalb dessen P liegt (§ 123, 3), und an jedes hyperbohsche Para-
boloid des Systems (1).

Fiir das hyperbolische Paraboloid = =g zerfillt der Kegel
(§ 122, 2) in ein reelles, fiir die elliptischen Paraboloide 7 = 4 und v
in ein imagindres Strahlenpaar.

Die durch die beiden Gleichungen § 122, (4) im vorhegenden
Falle dargestellten Fokalkegel des Punktes P = A, u, v sind die iiber
den beiden Fokalparabeln errichteten Kegel.
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2. Die vier Fokalstrahlen eines Punktes. Die in § 122, 3—4
abgeleiteten Sitze gelten auch fiir das konfokale System der Para-
boloide, nur daB an Stelle des einschaligen Hyperboloids u in dem
Satze § 122, 3, I das hyperbolische Paraboloid eintritt.

Die Gleichungen der vier gemeinsamen Transversalen der beiden
Fokalparabeln konnen statt in der Form § 122, (9) nach § 124, (4)
auch in der Form:

4 E=1le, n=1¢moe, f=¢no

dargestellt werden. Entsprechend § 122, 4 ist auch hier als positive
Ricbtung jeder der vier Transversalen diejenige genommen, die mit
der £-Achse, also nach § 124, (11) der duBeren Normale des linken
elliptischen Paraboloides 4 (§ 35, Fig. 88), einen spitzen Winkel bildet.

Da aber nach § 124, (11) I, m, n die Richtungskosinus der
z-Achse gegen PEn§ sind, so ergibt sich, daB die eine der vier ge-
meinsamen Transversalen (&, &, = 1) stets der z-Achse parallel und
gleichgerichiet ist. Es ist diejenige die von P nach dem gemeinsamen
unendlich fernen Punkt der beiden Fokalparabeln lduft.

Von dieser Transversale abgesehen, sind also noch drei Fokal-
strahlen &y, &=+, —; —+; —— dem Punkte P eigentiimlich.

Die iibrigen Sitze § 122, 4—8 und 10 iibertragen sich auch
-auf die konfokalen Paraboloide.

3. Gleichseitige und dual gleichseitige Beriihrungskegel. Die
Bedingung § 122, (10) fiir einen gleichseitigen Kegel (2) wird, mit
Riicksicht auf die aus der Identitit § 123, (12) folgenden Formeln:

B+y—2zx=24+u+vw,
®) Br—2B+ )z —y— 2 =uv+vi+ iy,
— 2Byz — py’— B2t = duv:

=y —2+ By —2+p2z}+ 2@z —B—y)r+3°=0
oder auch:
©® P+ (-0 +r—1)@e+7) —B—DF—1)=0.

Der Ort der Spitzen gleichseitiger Beriihrungskegel des Paraboloids:

y2 22
) ptat2z=0
ist daher (§ 100, (21)) das Rotationsparaboloid®®):
(8) Y+ 2+ 2000+ )z — b= 0.

Die Bedingung § 122, (14) wird nach (5):
) =+ —7—Q2z+1)=0.
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Der Ort der Spiteen dual gleichseitiger Beriihrungskegel des Para-
boloids (7) ist daher (§ 100, (22)) die Ebene:
(10) ¥+ c2—22=0.

4. Die Fokalachsen der Paraboloide. Die Involution harmo-
nischer Polarebenen, welche das Paraboloid:

(11) Bv*+ yw?+ 2us =0
an der Schnittlinie g der beiden Ebenen u,, v,, w,, s, und u,, v,, w,, S,
bestimmt, hat nach § 77, (4) die Gleichung:
(Bv + yw® + 2u,s) + (Boyoy + ywywy + uy Sy + uy8)(4 + A7)
+ (Bv? + ywgd 4 2uys,) 44" = 0.
Der Vergleich mit § 122, (19) gibt fiir eine Involution recht-
winkliger Ebenen die Bedingungen:
‘ B—7)o’+ (v — Dw,*+ 2uy 8, — 1u =0,
(12) (B— D00+ (¥ — D)w wy + w8, + up8, — TUguy =0,
l (B— )0+ (y — D)wa® + 2uysy — Tu® = 0.
Dies sind aber nach § 83, (13"); (14') die Bedingungen dafiir, daB die
Gerade g eine Erzeugende der Fliche:
(13) B—vv"+ (y —v)w+ 2us —ru?=0
ist, also nach § 123, (15):
Die Fokalachsen eines Paraboloids sind die Erzeugenden aller zu
thm konfokalen Paraboloide.

II. Kapitel

Die Amiot- Mac Cullaghschen und Jacobischen Fokal-
eigenschaften.

§ 126. Schrige Abstinde und Abstandsprodukte.

1. Der schrige Abstand eines Punktes von einer Geraden.
Eine zur z-Achse des rechtwinkligen Systems Ozyz parallele Gerade
p sei durch die Gleichungen:

(1) T=2%, Y=4

gegeben und ein durch die z-Achse (Fig. 187) oder y-Achse gehendes
Ebenenpaar beziiglich durch die Gleichungen:

@ Fr—re=, @) @y,

Die Richtungskosinus der Normale einer Ebene des Paares verhalten.
sich wie:

3 0:8:4 9, (3" «:0:+p.
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Ist nun z,, y,, 2, der Endpunkt des schriigen Abstandes s eines Punktes
P =2,y,z von der Geraden (1), parallel einer der beiden Ebenen (2)
-7 (Fig. 187), beziiglich (2") ge-

i messen, so wird:
.ri;y,zl) (4) s2=(z—a,)? ’
2 T -9+ -4

7 wihrend 2, durch die Bedin-

154 % gung bestimmt ist, daB s zur
Richtung (3) oder (3") senk-
? recht ist, also:

>Y (6) Bly—w) £7(r—2)=0,
() a(z—a) £ y(z—2)=0.
Zy,0 Eliminiert.: man mittels (5)
oder (5") 2 — 2, aus (4), so
folgt unabhéngig von der Wahl
Fig. 187. des Vorzeichens in (), (5'):
2 2
©) ' ==, + (1+5) s =) €)= (14 5) @—a)+G—w)
Das Quadrat der beiden einander gleichen schrdgen Abstinde s
eines Punktes x, y, z von der Geraden (1), gemessen parallel den beiden
Ebenen (2) (Fig. 187) oder (2) hat beziiglich den Wert (6) oder (6).
2. Deutung eines gegebenen Ausdruckes als schrigen Abstand.
Ist umgekehrt ein Ausdruck von der Form:
) N =Pz — )" + m*(y — y,)°
gegeben, so muB man zum Vergleich mit (6) und (6") die beiden
Fille unterscheiden:
(8) m?2> 12 oder 2> mi
Setzt man dementsprechend:

©) M= ((@—a)+ 1 (y—w)}, @) N=m*{ Lo—a ) +—9)),

so gehen die eingeklammerten Ausdriicke (9) und (9') in (6) und (6")
iiber mit:
%:= + ﬁ ﬁz )n21:l?7 l! _ 1 aﬁ —‘12 l‘l___:,;?

Der Ausdmck (7) ist also bis auf einen konstanten Faktor das
Quadrat des schrigen Abstandes s des Punktes x,y, z von der zur
2-Achse parallen Geraden (1), und swar wird, je nachdem m*> I* oder
12> m? ast:
(10) Plx —z) '+ m*(y — y,)’ = 1¥s* oder mis?,

m: ),n 72 m
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wo s beziiglich parallel dem FEbenenpaar:
A1) (mE—1)y2—12°=0 oder (I*— m¥a®— m22=0
gemessen 1ist, :
Mit Vertauschung von y und z folgt ebenso:
Der Ausdruck : :
(12) Bz — 2)*+ n?(z — 2,)*
ist bis auf einen konstanten Faktor das Quadrat des schrigen Abstandes
s des Punktes z, y, z von der zur y-Achse parallelen Geraden:

(13) =1, Z=14,

und zwar wird, je nachdem n®> 1 oder 1? > n? ist:

(14) Bl — )+ n(z — 2)'= 1% oder n's®,

wo s beziiglich parallel dem Ebenenpaar:

(15) -2 Py =0 oder (I*—n*)a®—n'y*=0
gemessen ist.

3. Anwendung auf den elliptischen Zylinder. Setzt man in (7),
(10) und (11):

=0, y=0; B

1
LTS SUR S X
2 M= a’> 1

80 nehmen die Gleichungen (10) und (11) die Form an:

x| y?  §® 1 1 1,
atp—a (G- a=0
Bedeutet daher s den schrigen Abstand des laufenden Punktes
x, y, 2 von der z-Achse, parallel zu einer der beiden FEbenen:

(16) (a*— VH)y? —b*22=0, a®>1?d?

gemessen, so besteht identisch in x, y, 2 die Gleichung:
2 2

(17) 5+, —1)—s—a.

Aus dieser Identitit folgt:
Der elliptische . Zylinder :

(18) Z+ Y

a® T b2
ist der Ort der Punkite, deren schriger Abstand s von der z-Achse,
parallel zu einer der Ebenen (16) gemessen, den festen Wert a hat.
Die den Ebenen (16) parallelen Ebenen bilden die zwei Scharen
von Kreisschwittebenen des elliptischen Zylinders (§ 59, (26)).
+ 4. Das Produkt der Abstiénde eines Punktes von zwei Ebenen.
Ein Paar von Ebenen, die der z-Achse parallel sind (Fig. 188), sei
durch die Gleichung:

(19) oz — ) — p*(y —y)*=0

2

1, a®> b
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gegeben. Die senkrechten Abstéinde , und », eines Punktes P =z,y, z
von ihnen sind alsdann (I § 41, (6)):
_ “_x;:ﬁl"}'ﬁ (y— ?/1) r.— «x _;’371_) —Bfly—uy,)
— ) 2 —_ )
aVer 6 sVe 1§
AZ wo & =+1, 5=+ 1 ist. '
Das Produkt der senkrechten Abstinde
1y, 1y eines Punktes x, y, z von den beiden
Ebenen (19) ist:
LY. 2 _ R2Ysy 2
(20) rry =" (= ?(%I’ik%%’()y* “Y)?
Y Fiir das Vorzeichen von & kann:
(2D e =sign (2" — f%y,”)
gewihlt werden, womit das Produkt in
Fig. 188, dem die z-Achse (z = 0, y = 0) enthalten-
den Winkelraume der Ebenen positiv ist.

1

5. Deutung eines gegebenen Ausdruckes als Abstandsprodukt.
Ist umgekehrt ein Ausdruck von der Form:
(22) NI= P& — )" — m*(y — y,)°
gegeben, so ergibt sich aus (20):

Der Ausdruck (22) ist bis auf einen konstanten Faktor das Produkt
der Abstinde r, und r, des Punktes z, y, 2 von den durch die Achse:

(23) T=2, Y=Y

gehenden Ebenen:

(24) P@—z,)—m*y —y)*=0,

und zwar wird:

(25) B@ — 2 — m(y — 9t = e(+ m¥)ryry
Hier ist:

(26) ¢ = sign{P(x, — 2,)" — m(y — ¥},

wenn das Produkt in dem eine gegebene Gerade x = x,,, y = y, ent-
haltenden Winkelraume der Ebenen (24) positiv gilt.

Mit Vertauschung von y und z folgt ebenso:
Der Ausdruck:
(27) P(x — ) — n*(e — 2))?

st bis auf eimen konstanten Falior das Produkt der Abstinde r, und r,
des Punktes x, y, 2 von den durch die Achse:

(28) v—g, 2=z
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gehenden Ebenen:

29) Pz — 2 — n'(e — 2, 0,

und zwar wird:

(30) Bl — )P —n*(z — 2)° = ¢(B+ n¥)ryry.
Hier ist:

(31) & = sign {I*(z, — x,)* — n*(2,— 2,)*},

wenn das Produkt in dem die Gerade x — x,, # — 2, enthaltenden
Winkelraume der Ebenen (29) positiv gilt.

6. Anwendung auf den hyperbolischen Zylinder. Setzt man
in (23), (24), (25):
=0, »=0, P=
8o nehmen die Gleichungen (25) und (24) die Form an:
2 2 1 1 .’L" 2
32 H—Y%=(mtgpnn, 63 H-Y.-0,
wobei das Produkt » 7, in dem die Ebene y = O enthaltenden Winkel-
raum positiv gilt.
Aus der Identitit:
2b2 2 2 QbS
(34:) ag—Fng{%—vg{ﬁ—‘l}:?}r?—-L
folgt alsdann:
Der hyperbolische Zylinder:
(35) s Y10

a
ist der Ovt eines Pumktes, fiir dem das Produkt der Abstinde r,, 7,
von zwei festen Ebenen (33) den konstanten Wert a?b?: a®+ b? hat
(§ 1, 10).
Die Ebenen (33) sind die Asymptotenebenen des Zylinders (§ 53, (31)).

§ 127. Brennpunkt-Direktrix-Eigenschaften der Ellipsoide und
Hyperboloide.

1. Bine auf zwei konfokale Flichen mit Mittelpunkt besziig-
liche Identitit. Die beiden Flichen:

2 ] 2 2 2 2
D5+ 5t 5=1">>), @)+t =1 > >0)
sollen konfokal sein, sodaB (§ 55, (24)):
(3) a?_a’2=b2_b’2=c2_c’2___h2’

wo &* den gemeinsamen Wert der drei Differenzen bezeichnet.
Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 45
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Sind nun z, ¥, 2 und 2, y,, %, irgend zwei Punkte des Raumes,
so ist: '
2 2 2
A A

= (a?— '2) 2)"'(bz '2)?2— ’)+(c‘ '2)(0’ ")
Da aber:

(@—a?) (5= 25) = (@ — )y — (So — Lay)}
so folgt: :

1. Sind die Flichen (1) und (2) konfokal und bezeichnet h® den
gemeinsamen Wert der drei Differensen (3), so besteht identisch in x, y, &
und x,, Y,, 7, die Gleichung:

@GR e (i )
;{(x_‘”o)2+(?l—?/o)2+(z—z‘))s}

a a \* (¥ b \? ¢ c \?
~{(Ge—22) +(Gv—5w) +(Ge— i) |-
Wird ¢* durch — ¢ ersetzt, also ¢ durch c¢i, so #ndert sich auf
der rechten Seite der Identitit (4) das Vorzeichen des dritten Quadrats
in der zweiten Klammer. Wird aber gleichzeitig ¢ durch — ¢* und
¢’® durch — ¢'? ersetzt, so #ndert sich die rechte Seite von (4) nicht.
Entsprechendes gilt fiir 5% und &2

2. Die Identitit des Amiot-Mac Cullaghschen Satzes. Ordnet
man dem Punkte Py= z,, y,, 2, durch die Beziehung:

(5) Zy Ly Y1__ % 4 Zy

at  a'? b b et ¢
einen Punkt P, = x,, y,, 2, als entsprechenden Punkt zu, so nimmt (4)
die Form an:

O R ) (e B
={@—2)"+ ( —9)'+ (¢ — 2)°}
S @ -+ — )+ e — 2)1).
Ist endlich Py= z,, y,, 2, ein Punkt des Hauptschnittes:
M Zi+Li=1, 5=0 oder (1) Z+5 =1, y=0,

der Fliche (2), so ergibt sich:

. Ist Py=my,4,0 oder P,=x,,0,2, ein Punkt des Haupt-
schnittes 2 = 0 oder y = 0 der Fliche (2) und wird ein entsprechender
Punkt P, = x,,y,,0 oder P, = z,,0, 2, der Hauptebene definiert durch:
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a® b2 d 8 at c?
(8) =%, Y=Y  oder (89 Ty = 7%, 4= 3%y

so st identisch in z, y, 2

H 2 2
© w5+ -
‘2 I e
={(z—2)'+ (4 — 9)* + 2} —{ % (0 — 2 + ey —0) + 52,
@ H(E+ G )

—l@— ol + v+ (¢ — 2}~ %@ — af + v+ S — a ).
3. Ausartung der zweiten Fliche. Mit ¢'*= 0 oder % =0

(§ 120, 4) wird nach (3):

h=c a'*=a*—cf b'E=b*—c? oder W*=V, a'?=a’— % *=c"—10?

und die Hauptschnitte (7), (7) gehen in die Fokalellipse oder Fokal-

hyperbel (§ 55 (10y):

2 2 2
aicz-l-bz —1 Z=O Odel' 5';;?—53{72=1, y=0
der Fliche (1) iiber. Setzt man alsdann noch (§ 55, (6)):

bP=a*—d? cF=a’— ¢,
und damit beziiglich:

P=a*—é a'?=e’, b'?=e?—d? oder *=a*—d? a'?=d? 2=d?—¢?,
so ergibt sich als Sonderfall von II:
II. Ist Py=x,,9,,0 oder P,=x,,0, 2, ein Punkt der Fokal-

ellipse, beziiglich Fokalhyperbel :

z* y’ ~ 22
(10);i+e,—_——d—,=1, Z=O, (10)?—'52*_’;1;:‘1, y=0
der Fldche: "

(11) a’ + —az + =1 ’
und wird ihm ein mtsprechender Punkt P1 =x1,y1,0 oder P, =z,,0,2,
in der Ebene des Fokalkegelschnities durch die Formeln:

2 __ ot

: 2 2__ ge , 2
(12) a:,=5:;x0, ?/1=‘“:T_—dTI'/o oder (12') x1=%§x0, ""1:‘;_:_—6:50
zugeordnet, so ist identisch n z, y, z (§4, @D):

18) (@— e[S+ L nt o —1}
={<x—xo>*+(y—yo>*+zﬂ} (G@—n)y+ 5 SE—n)r)
(13" (a*— d’){a,-{- d,+ —1}
() ¥ (o — 2 — |G~ 2y + 5% — )

45*
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4. Abhingigkeit des Punktes P, von P,. Die Gleichungen des
ersten und zweiten Hauptschnittes der Fliche (11) lauten:

. 2 9 3 . .
(14) 2§+a—,—_y_—d—2=l, (14') §3+;s—z_—ée=1-

Die Polare irgend eines Punktes z,, y, oder z,, 2, in bezug auf
diesen ist nach § 20, (6):

+ ?/1?/ = 17 + f_i =1.
Die Polare des Punktes (12) oder (127) W]I‘d folglich:
(15) A =1 15) T =

Dies ist aber nach § 13,(3) die Tangente im Punkte z,, y, der Fokal-
ellipse (10) oder im Punkte ), z, der Fokalhyperbel (10"). Somit
ergibt sich auch umgekehrt (§ 18, 4):

L. Der Punkt P, in (12) oder (12') ist der Pol der im Punkte
Py= x,,y, oder x,, 2z, an die Fokalellipse (Fig. 189) oder Fokalhyperbel
gelegten Tangente in besug auf den zugehorigen Hauptschnitt der Fliche.

Der Fokalkegelschnitt und zugehdrige Hauptschnitt sind nach
§ 55, 7 konfokal, der Ort der
Pole einer Geraden aber in
bezug auf ein System konfokaler
Kegelschnitte ist nach § 32, 12
die Normale der Geraden in
ihrem Beriihrungspunkt mit dem

,°P1"l; Y,

von ihr beriihrten Kegelschnitt
des konfokalen Systems. Daraus
folgt:

II. Die Verbindungslinie der
entsprechenden Punkte Py und P,

Fig. 189. steht in P, auf der Tangente

der Fokalellipse (Fig. 189), beziehungsweise Fokalhyperbel senkrecht.

5. Brennpunkt und Direktrix. Die im Punkte (12) auf der
ry-Ebene oder die im Punkte (12") auf der zz-Ebene errichtete Senk-
rechte mit den Gleichungen:

16 a? a?_ 2
(16) T=Ty="17% Y=U= . gl
, a? at—e
(16) T=u="mTh Z=45H=_73"_"53%

heiBt die dem Bremnpunkte P,= x,, y, oder x,,z, (§ 55, 6, 3. Absatz)
entsprechende Direktriz.**)
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Die einem Punkte P, eines Fokalkegelschnittes entsprechende Direk-
triz ist die auf der Ebene des letzteren errichtete Senkrechte , (Fig.190),
deren Fufpunkt P, der Pol der
Tangente des Fokalkegelschnittes \Z
in P, mit Bezug auf den Haupt-
schnitt der Fliche ist.

Zu den Scheitelpunkten:
10 G,G'=+¢,0,0;

H,H =0,%tVe— @&, 0;

F,F = + d,0,0 Fig. 190.
der Fokalellipse und Fokalhyperbel gehoren nach (16); (16") die
Direktrizen:

(18) s=+%, y=0; ©=0,y—

2 d2 a2
_Vez 2 =% ;,2=0,

also die Direktrizen der drei Hauptschnitte y =0, z =0, 2 =0 der
Fliche (11) im Sinne von § 4, (24).
Da die Brennpunkte z,, y,, 0 und z,, 0, z, den Gleichungen (10)
und (10°) geniigen, so erfiillen die Punkte der Geraden (16) und (16")
die Gleichungen'
e* —d N diz® daz —e o

(19) - a4 + d.),y——l 19) . +( S 22=1.

* Der Ort der Direktrizen aller Punkte der Fokalellipse oder Fokal-
hyperbel ist der elliptische Zylinder (19) oder der hyperbolische (19°).

Die Strahlenkoordinaten p,, der Tangente (15) oder (15") sind

(1§ 48, (3):
0,0, 1, — %0, 0,1,0,— 5,0, %

di’ el J ) I d’ 3

und die Strahlenkoordmaten Py, der Direktrix (16\ oder (16"):
e 0,0,0,1; LT, 0 0,—1,0
_- é:“_“az?/o; e? Zy, YV, YV, U, ] 'F_’_‘[iz‘zm ’ dz‘Tor y Vo
Sie entsprechen nach § 82, (10) den Beziehungen reziproker Po-

laren der Fliche (11):

4 p ’ p , P
OPss = al; ’ OPs = — 42 ﬁdn OD1e = — 753 'iiez ’
: P, ! V2 ’ p
0Py = (d2_:d2)i(s&7é_ 82) ’ 0Dy = S(a:l 2) ) 0Py, = a’(i{f‘i d’) .

Die Direktriz eines Punktes P, der Fokalellipse oder Fokalhyperbel
st die reziproke Polare der Tangente des Fokalkegelschnittes in ihm.

Da beide reziproken Polaren aufeinander senkrecht stehen, gehoren
sie nach § 85, 6; 8 dem Achsenkomplex der Fliche an.
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6. Die Unterscheidung der Amiot-Mac Cullaghschen Fokaleigen-
schaften. Das erste Glied auf der rechten Seite der Identititen (13)
und (18") ist das Quadrat des Abstandes r — PP, des laufenden Punktes
" P=2z,y,2 von dem Bremnpunkt P,= z,,y,,0 oder P,=z,,0, z,.
Das zweite Glied dagegen ist nach § 126,2; 5 bis auf einen kon-
stanten Faktor m entweder das Quadrat des schrigen Abstandes s des
Punktes P von der Direktrix p, oder das Produkt der Abstinde r,
und 7, von zwei durch p, gehenden Ebenen. Infolgedessen hat die
Gleichung (11) eine der beiden Bedeutungen:

r2=m2s? oder = mir o,
welche die Mac Cullagsche oder Amiotsche Fokaleigenschaft enthalten.

Welche von den beiden Bedeutungen zutrifft, hiingt von den Vor-
zeichen der Koeffizienten in den zweiten Gliedern der rechten Seiten
von (13) und (13') ab und ist daher fiir die verschiedenen Arten der
Mittelpunktsflichen verschieden.

7. Das Ellipsoid. Unter der Voraussetzung:
at> e > d?

folgt mit:
l2=;7 mg_e—Z; P—m?= d:((:;_jz))7 2> m2:
aus § 126, (10)'
—d?
as (x $1)2 dz (y ?/1)2 e d’ 82
und mit:
d et —d e (a* — d°)

2
_ & e €—0a g9, 9 __
l’—a =, 124 n?=
aus § 126, (30):
d2

2 2
’;ié‘(x — )+ P ,(z - 31)2 =& f,g(f‘_____

2(a2 e%) 2

P y? 2 o et—d? -
20) I (a® — €7 {*“ i e e e 1}— =S,
. e*(a?—dY)
l(a"—d2){a,+ dg—l—-———_—_?——l}—r—&‘?\(‘;:—je*?)rlrz,

wo r den Abstand des laufenden Raumpunktes P = z, y, # von einem
festen Punkte P, = #,, ,, 0 der Fokalellipse, beziiglich P,= #,, 0, 2,
der Fokalhyperbel; s den schrigen Abstand des Punktes P von der
Direktrix des Punktes P,, parallel den Ebenen (§ 126, (11)):

(21) P = (2 — @)

=0

z_gz
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gemessen; und r,, 7, die senkrechten Abstinde von den beiden durch
die Direktrix gehenden Ebenen (§ 126, (29)):

(22) L o
bedeuten.

Die Ebenen (21) sind nach § 58, (21") die Hauptkreisschnittebenen;
die Ebenen (22) sind diesen parallel.

L. Fir jeden Punkt des Ellipsoides (11) mit a®> 2> d® ist das
Verhdltnis des Abstandes von einem Punkte P, der Fokalellipse und des
schrigen, parallel einer Kreisschnitiebene gemessenen Abstandes von der
zugehirigen Direktria konstant, gleich Ve—a:Va— a2, also auch
unahhingig von P,

II. Fiir jeden Punkt des Ellipsoides (1) ist das Verhdltnis des
Quadrates des Abstandes von einem Punkte der Fokalhyperbel und des
Rechteckes aus den senkrechien Abstinden von den zwei durch die zu-
gehirige Direltriz gelegten Kreisschnittebenen konstant, gleich €2 (a® — d?):
a?(a®— é).

Der erste Satz enthilt die Mac Cullaghsche, der zweite die
Amiotsche Fokaleigenschaft.'®)

Wihlt man als Punkt P, den Scheitelpunkt H oder H' der kleinen
Achse der Fokalellipse in (17), so liegt die entsprechende Direktrix
(18) in der yz-Ebene parallel der z-Achse. Fiir die Punkte P des
Hauptschnittes:

- y? 22
z=0, woa T e !
geht daher der den Hauptkreisschnittebenen, also der y-Achse paral-
lele Abstund s in den semkrechten Abstand von der Direktrix iiber.
In dem Satze 1 ist also die Brennpunki- Direkirizeigenschaft § 4, 6

des genannten Hauptschnittes unmittelbar enthalten.

8. Das einschalige Hyperboloid. Unter der Voraussetzung:

2> a?> d?
folgt mit:
o2 et d2 d*(e* —a?
P =T m P e

aus § 126, (10):

, m2> 13,

et . e — d2 e
?’(x - x1)2 + af —d? (y - ?/1)2= FSZ;
und mit:
d e*— d? e*(a® — d?)
12=*a'2’, ”2=-;2—_-a-—2; n2— 2 a’(et?j>0’ n2>l2,
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aus § 126, (14):
O e T L0
Daher gelten nach (13) und (13") die Identititen:
R e

2 z2

(23)
(a2_d2){?’ + a’i,—d2 T et —
wo » den Abstand des laufenden Punktes P = z, y, z von einem festen
Punkte P, = z,, y,, 0 der Fokalellipse, beziiglich P, = x,, 0, 7, der
Fokalhyperbel, und s den schrigen Abstand des Punktes P von der
Direktrix des Punktes P,, parallel den Ebenen:

2

@4) @ e S =0

a®—d? e?*—a?

dz
a1,

gemessen, bedeuten.

Die Ebenen (24) sind nach § 59, (21") die Hauptkreisschnitt-
ebenen.

Fiir jeden Punkt des einschaligen Hyperboloides ist daher das Ver-
halinis des Abstandes von einem Punkte der Fokalellipse oder Fokal-
hyperbel und des schrigen, parallel einer Kreisschniticbene gemessenen
Abstandes von der zugehirigen Direktriz konstant, gleich e:a beziiglich d: a.

Beide Sitze enthalten die Mac Cullaghsche Fokaleigenschaft; die
Amviotsche fehlt.

9. Das zweischalige Hyperboloid. Unter der Voraussetzung:

62> d2> a?
folgt mit:
g 12 et g € —d* 2 g @(e*—a)
= e m T _a?? + m 2(d2’ a%)’

aus § 126, (25):

e® et d*(e*—a?
—5 (@ — 2,)* — i 2(?/ y1)2_'5 gt a1 75
a a d a?)

d mit:

und mit o . e . e ]
P= o, W= 5—15; P—n’= e a,),l>n,

aus § 126, (14):
° _d gt (e —a)= e-_dz.s*?.

dE
& — z,)? + Zat
Daher gelten nach (13) und (13’) die Identititen:

2 2 .xg- _ yz _ z2 _ 1— 2 dz(eg_a,)
(a e){a’ di—a' e —a? ll—r &t di—a?)

"1 7,

(25)

@— )% — L — = 1)=r— ST 0,

d*—a* e a? et — a?
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wo » den Abstand des laufenden Punktes z,y,z von einem festen
Punkte P, = z,, y,, 0 der Fokalellipse, beziiglich P, = z,, 0, z, der
Fokalhyperbel; r,, 7, die senkrechten Abstéinde von den beiden durch die
Direktrix des Punktes P, gehenden Ebenen:
(26) ot (i”_“rfl)f — (¢ — a¥) =) _ .
s den schrigen Abstand des Punktes P von der Direktrix des Punktes
P,, parallel den Ebenen:

. x2 2
(27 A —(F—d) 5L =0

d®— at

gemessen, bedeuten.

Die Ebenen (27) sind nach § 60, (21") die Hauptkreisschnittebenen,
die Ebenen (26) diesen parallel.

1. Fiir jeden Punkt des zweischaligen Hyperboloides ist daher das
Verhdltnis des Quadrates des Abstandes von einem Punkte der Fokal-
ellipse und des Rechieckes aus den senkrechien Abstinden von den zwes
durch die zugehorige Direktrix gelegten Kreischniticbenen konstant, gleich
@?(e? — a?) : a®(d® — a?).

II. Fiir jeden Punkt des zweischaligen Hyperboloides ist das Ver-
hiltnis des Abstandes von einem Punkte der Fokalhyperbel und des
schragen, parallel einer Kreisschnittebene gemessenen Abstandes von der

zugehorigen Direktrix konstant, gleich Vet—a: Ve — oo
Der erste Satz enthilt die Amiotsche, der zweite die Mac Cullaghsche
Fokaleigenschaft.

10. Ebene Schnitte durch Brennpunkt und Direktrix. Sei II
die durch den Brennpunkt P, und die Direktrix p, gelegte Ebene,
die Normalebene im Punkte P, der Fokalkurve (Fig. 189), und S
ein Punkt der Schnittkurve der Fliche mit der Ebene IT.

Dann liegt die Entfernung » der Punkte S und P, in der Ebene
II; ebenso aber die schrige Entfernung s des Punktes S von der
Direktrix p,. Sie fillt in die Schnittlinie der Ebene II mit einer
durch S gelegten Kreisschnittebene. Daher sind die schrdgen Ent-
fernungen s aller Punkte S von p, untereinander parallel und somit
den senkrechten Entfernungen s, von p, proportional. Ferner aber ist
jede der beiden senkrechten Entfernungen », und r, des Punktes S
von den durch die Direktrix gehenden Ebenen proportional der in der
Ebene IT liegenden senkrechten Entfernung s, von der Direktrix selbst,
also das Produkt 7,7, proportional s,

Die Schnittkurve ist folglich der Ort eines Punktes S, fiir den
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das Verhiltnis der Entfernung » von P, und der senkrechten Ent-
fernung s, von p, konstant ist. Es folgt daher nach § 4, 5:%)

Ist P, fiir das Ellipsoid oder das ein- oder zweischalige Hyper-
boloid ein Punkt der Fokalellipse oder Fokalhyperbel, so schneidet die
in P, errichtete Normalebene der Fokalkurve die Fliche in einem Kegel-
schwitt, fiir den P, ein Brennpunkt ist.

11. Allgemeine Grundlage der Brennpunkt-Direktrix-Eigen-
schaft. Setzt man den in der Identitit (13) oder (13') in der zweiten
Klammer rechts stehenden Ausdruck gleich Null, also:

(38) G-+ SR — w0, et BT a)=0,
so erhilt man beidemal die Gleichung eines reellen oder imagi-
niren Ebenenpaares, dessen Achse die dem Brennpunkte P, ent-
sprechende Direktrix (16) oder (16") ist und dessen Ebenen die dem-
Brennpunkte P, entsprechenden Direktrizebenen heiBen.t)

Die Identitiiten (13) und (13") sind demnach von der allgemeinen
Form:?")

(29) f=k—TUV,

wo [=0 die Fliche selbst, ¥ =0 ein Kugelkegel (§ 69, (19)) mit
dem Scheitel-(Mittel-)Punkt Pyund U= 0, ¥V = O die Direktrixebenen
sind. Mit Riicksicht auf 6 folgt daher:

L Je nachdem die dem DBrennpunkte P, entsprechenden Direktriz-
ebenen imagindr oder reell sind, gilt als Deutung der Identitit (29) die
Mac Cullaghsche oder Amiotsche Fokaleigenschafft.

Infolge von (29) liegt ferner die Schnittkurve der Fliche f= 0
mit der Ebene U= 0 oder V=0 auf dem Kugelkegel © = 0 und
ist -daher ein Kreis, also mit Riicksicht auf (28):

II. Die einem Brennpunkte der Fliche zweiter Ordnung entsprechen-
den Direktrizebenen sind stets zwei derselben Hauptachse parallele Kreis-
schnittebenen.

In der Tat sind die Ebenenpaare (28), sowie auch ein drittes,
einem Punkte P, der imaginiren Fokalellipse § 120, 9 entsprechendes,
den in § 117, (17) dargestellten drei Ebenenpaaren, mit b®= a?— d?
¢? = a® — ¢2 parallel.

Infolge von (29) liegen endlich die beiden Kreise K, und K,
in der der Kugelkegel ¥ = O von dem Ebenenpaar UV = 0 geschnitten
wird, auf der Fliche f=0. Die beiden Flichen f=0 und k=0
beriihren sich daher in jedem threr beiden gemeinsamen Schmittpunkte
mit der Direktriz, da sie hier die Tangenten der beiden Kreise K,
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und K, ebenfalls als Tangenten und damit auch die Tangentialebene
(§ 67, 4) gemein haben. Es folgt also:!4)

III. Jeder Bremnpumkt P, der Fliche zweiter Ordnung (Punkt
der drei Fokalkurven § 120, 9) ist der Scheitelpunkt eines Kugelkegels,
der die Fliche in thren Schmttpunkten mit der enisprechenden Direktrix
P, doppelt beriihrt.

Dieser Satz entspricht dem nach § 13, 8, IT und § 20, 3 (zweitem
Absatz) geltenden:?)

IV. Jeder Brennpunkt eines Kegelschnittes ist der Scheitelpunkt
eines Kreisstrahlenpaares, das den Kegelschnilt in seinen Schnittpunkten
mit der entsprechenden Direkiriz doppelt beriihrt.

12. Anwendung auf ebene Schnitte. Wenn die beiden Flichen
f=0 und ¥ =0 sich in den Schnittpunkten mit der Direktrix p,
beriihren, so gilt dies auch von ihren Schnittkurven mit einer durch
die Direktrix gehenden Ebene. Der Kugelkegel % = 0 wird aber von
einer Ebene durch seinen Scheitelpunkt P, in einem Kreisstrahlen-
paare geschnitten (§ 69, 9; § 12, 8). Legt man daher eine Ebene
IT durch P, und p,, so schneidet sie die Fliche f = 0 in einem Kegel-
schuitt, fiir den P, der Scheitel eines Kreisstrahlenpaares ist, das den
Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit p, doppelt beriihrt. Daher
muB P, ein Brennpunkt des Kegelschnittes sein. Damit ist wieder
der Satz unter 10 aus einem allgemeineren Gesichtspunkt gewonnen.

Um diesen Gedankengang in Formeln zu verwirklichen, trans-
formiert man die aus der Identitit (13) folgende Gleichung der Fliche
zweiter Ordnung: . L
(B0){(z — zo)*+ (¥ — vo)* + zg}_{%z(x — )"+ 'Ze}%(y - ?/1)2}= 0
durch die Substitution:

(31) =zt e f+ ey, y=y+bE+tHn, 2=¢
auf ein neues rechtwinkliges System P, E,'qg, dessen §-Achse mit:
(32) “1_q:207 B,= ?q_l_‘)353 Zl—‘= + e —d’)’
die Normale und dessen ¢t-Ebene die Normalebene IT der Fokal-
ellipse (10) im Punkte P, ist. Setzt man in der so transformierten
Gleichung (30) alsdann % = 0, so erhdlt man als Gleichung der Schnitt-
- kurve der Fliche mit der Ebene ITI:

a® — e?\?2
(33) €+~ (i + @ a1 ) =0
Sie ist also nach § 4, (11) in der Tat ein Kegelschnitt mit dem
Brennpunkt P,. Das zweite Glied in (33) muf hierbei ein vollstin-

2
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diges Quadrat eines in £ linearen Ausdruckes werden, weil es, fiir
sich gleich Null gesetzt, das Schnittlinienpaar der Ebene 5 == 0 mit
dem Direktrixebenenpaar darstellt und dieses, da die Ebene =0
durch die Direktrix geht, eine Doppellinie wird.'®*)

§ 128. Brennpunkt-Direktrix-Eigenschaft der Paraboloide.

1. Eine auf zwei konfokale Paraboloide begziigliche Identitit.
Die beiden Fl'é,chen'

1) b’ + + 20 —'=0  (b*>¢P),

2) ﬁ + -C-;2 +22—-02=0 (b*>¢Y

sollen konfokal (und konfokal liegend) sein, so daB (§ 56, 10):
3) B— b=t — =12

wo h? den gemeinsamen Wert der beiden Differenzen bezeichnet.
Sind nun z,y,2z und z,,y,, 7, irgend zwei Punkte des Raumes,

8o ist:
(% + 5+ 20— 87) — (% + 25 20, 17))

= 20 — 2)) — W+ (0 — ) (L — L) + (= 9 (5~ ).
Da aber:

O —7)(% — %) = v —wr— Gy — pw)
so folgt:

I Sind die beiden Flichen (1) und (2) konfokal und bezeachnet
h den gemeinsamen Wert der beiden Differenzen (3), so bestelit identisch
in z,y,2z und x,, Yy, 2, die Gleichung:

L
(4) ={@— )+ G —w)+ (s — zo)’}
—{ (® — zy — h2)? +(%y —57?/0)2-!- (%’z — %,zo)s}~
Uber die Anderung der Formel beim Ubergang von ¢ oder ¢ in
ic oder i¢’ gilt dasselbe, wie § 127, 1.
2. Die Identitit des Amiot-Mac Cullaghschen Satzes. Ordnet

man dem Punkte P,= z,, y,, 2, durch die Beziehung:

(5) £1=x0+h2, ?ll;s -?;o“ %=Ez’9§
einen Punkt P, = x,, y,, 2, als entsprechenden Punkt zu, so nimmt (4)
die Form an:
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2 2 2 2

{220 0) i 5 2, )

(6) ={(@—2)"+ (y — %) + (2 — 2,)°}
b2 /2 )

——{(:L‘ — )+ ¥ .’/1)2'*'2_: (2 — 51)2}'
Ist endlich P,= z,, y,, 2, ein Punkt des Hauptschnittes:
(7 2+2x —0,2=0 oder (7)., +20—b%=0,y—0,
des Paraboloides (2), so ergibt sich:

IL Ist Py=x,, 9y, O oder Py= x,, 0,2, ein Punkt des Haupt-
schnittes 2 =0 oder y =0 des Paraboloides (2) und wird ein ent-
sprechender Punlt P, =z,'y,, O, oder P,=ux,, 0, 2, der Hauptebene
definiert durch:

b ’
B) @m=mz + 1, Y1 = 33Y0) (8) m==z+ 1, 31=cc“~70;

so st identisch n z,vy, &:
©) W+ L+ 20— 1)

=l — a0+ = (o — )t G — ) ),
9 hz(b,+ + 20 — b

= (@ — 2+ 9+ (2 — 2}~ [(@ — m) + yy? 4 Sa (e — 2,)?)

3. Ausartung des zweiten Paraboloides. Mit ¢’>= 0 oder 2= 0
(§ 123, 3) wird nach (3):
hr=c? b?=0'— ¢? oder: =10 ?=c*— b,
und die Hauptschnitte (7), (7") gehen in die linke oder rechte Fokal-
parabel (§ 56, (7)) des Paraboloides (1):
22— (=) =0, 20 it 22=0,y=0
iiber. Setzt man alsdann noch:

Bl=p, =p—e
und daher beziiglich:

hr=p—e¢, bi=ce¢ oder h=p, ?=—
. so ergibt sich als Sonderfall von II:

IIL. Ist Py= w,, Y,y O oder Py,= x,, 0, 2, ein Punkt der linken,
beziiglich rechten Fokalparabel:

(10) %z+2x_e=0,z=07 (109 —%2'*'2”:0’?/:0
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des Paraboloides:

11 S+, F2e—p=0,

und wird thm ein entsprechender Punkt Py=z,,y,,0 oder P,=z,,0,
in der Ebene der Iokalparabel durch die Formeln:

(12) s, =@+ p —e, y =2y, oder (12) 2= 2+ p, 5= —2" "¢,

zugeordnet, so ist identisch in x,y, 2:

(18) (p— L+ 7, +22—p
={(@ —2)*+ (y — 4o’ + &*

}

{(x" x1)2+%(y_y1)2})
(13) p{»yf+——+2x—p}
}

P
={@— a2l + ¥+ (¢ —2)) —{@—a) — }-

4. Abhingigkeit des Punktes P, vom Punkte P,. Die Glei-
chung des Hauptschnittes des Paraboloides (11) in der Ebene z =0
oder y = 0 lautet:

(14 L 42—p=o, (14) f__i;+2x-—p=0.

Die Polare irgend eines Punktes z,,y, oder z,, 7 in bezug auf diesen
ist nach § 20, (41):

Bltata—p=0, = —p=0.
Die Polare des Punktes (12) oder (12") wird folglich:
(15) %;;-‘/+x+x,,—e=o, (15" —--——+x-|-x0—0

Dies ist aber nach § 13, (35) die Tangente im Punkte z,, y, der
linken Fokalparabel (10) oder im Punkte z,, z, der rechten Fokal-
parabel (10). Somit folgt auch umgekehrt (§ 18, 4):

I. Der Punkt P, in (12) oder (12°) ist der Pol der im Punkte
P,=z,, y, oder Py=x,, 2, an die linke oder rechte Fokalparabel ge-
legten Tangente in bezug auf den zugehdrigen. Hauptschnitt der Fléiche.

Mit Riicksicht auf § 56,7 und § 34,11 folgt ebenso, wie in
§ 127, 4.

II. Die Verbindungslinie der entsprechenden Pumkte P, und P,
steht in P, auf der Tangente der Fokalparabel senkrechi.

5. Brennpunkt und Direktrix. Die im Punkte (12) auf der
zy-Ebene oder die im Punkte (12") auf der xz-Ebene errichtete Senk-
rechte mit den Gleichungen:



§ 128, 5—6. 707

— €

(16) x=’o+l)*0;y={;y0 Oder (16’) .T=x0+p, Z=—p 20

heiBt die dem Brennpunkte P, = x,,vy,,0 oder P;=z,, 0, z, ent-
sprechende Direktriz.'*)

Die einem Pumkte P, einer Fokalparabel entsprechende Direktriz
ist die auf der Ebene der letzteren errichtete Semkrechte p,, deren Fuf-
punkt P, der Pol der Tangente der Fokalparabel in P, mit Bezug auf
den Hauptschnitt der Fliche ist.

Zu den Scheitelpunkten:

(17) G=+,0,0; F=0,0,0
der linken und rechten Fokalparabel geh6ren nach (16), (16") die
Direktrizen:
(18) z = —?e’y=05 zx=p, 2=0,
also die Direktrizen der Hauptschnittparabeln (14") und (14) im Sinne
von § 2, (20).

Da z,, y,, beziiglich x,, 2z, den Gleichungen (10) und (10") ge-

niigen, so erfiilllen die Punkte der Geraden (16) und (16") die Glei-
chungen-

(19) H+2@—p) +e=0; (19) Lo 26—p) -

Der Ort der Direktrizen aller Punkte einer Fokalparabel ist ein para-
bolischer Zylinder, der zur Ebene der Fokalparabel senkrecht steht.
Die Strahlenkoordinaten p,, der Tangente (15) oder (15") sind:

0,0,¢—z, %, —1, 0 0,—2,0,%,0,1
und die Strahlenkoordinaten p,, der Direktrizen (16) oder (16"):
—2% gy +p—e,0,0,0,1; P50, 2+p,0,—1,0.

Sie entsprechen nach § 83,(9) den Beziehungen reziproker Polaren
des Paraboloides (11):

’ ’ p y 2 p
0P = — Pra» 0Py = — "; —Pau, 0Pz = pfs’l’g - P;i‘ e’
7 P ’ P ’ p 4
0P = yip g OPu= 5y @Dy =—

Die Direktriz eines Punktes P, einer Fokalparabel ist die rezi-
proke Polare der Tangenle der Fokalparabel in ihm.

6. Das (linke) elliptische Paraboloid. Unter der Voraussetzung:
o>p>e
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folgt mit:

12 = me = b

aus § 126, (10):

und mit: . p
=1, n2=1~b—_-—e; 12+"2=j5—e’
aus § 126, (30):

(x — ) — -

pf_e(z —z)=c¢ PRt
Daher gelten nach (13) und (13") die Identititen:
(p—e){yj-l— = +2—pl=r2—2¢
o pp—e J P’
(20) (y? 22 »
e
wo » den Abstand des laufenden Punktes P = x,y,z von einem
festen Punkte Py = x,, y,, O der linken, beziiglich P, = x,, 0, z, der
rechten Fokalparabel; s den schrigen Abstand des Punktes P von der
Direktrix des Punktes P, parallel den Ebenen:

(21) (p—e)a?—ez? =

gemessen, und 7, 7y die senkrechten Abstinde von den beiden durch
die Direktrix gehenden Ebenen:

(22) (p—e)(z—m)P—e(z—z)'=0.

bedeuten.

Die Ebenen (21) sind nach § 61, (15) die Hauptklelsschmtt-
ebenen, die Ebenen (22) sind diesen parallel

1. Fiir jeden Punkt des elliptischen Paraboloides ist das Verhdltnis
des Abstandes von eimem Puwnkle der inneren Fokalparabel und des
schrdgen, parallel einer Kreisschnittebene gemessenen Abstandes von der
zugehorigen Divektriz konstant, gleich Ve: Vp.

II. Fiir jeden Pumkt des elliptischen Paraboloides ist das Verhalt-
nis des Quadrates des Abstandes von einem Punkte der dufern Fokal-
parabel und des Rechleckes aus den senkrechien Abstinden von den zwet
durch die zugehorige Direktriz gelegien Kreisschnittebenen Fkonstant,
gleich p:p —e.

Der erste Satz enthilt die Mac Cullaghsche, der zweite die
Amiotsche Fokaleigenschaft.'®) Die Voraussetzung:

0>p>—o00,

die dem rechten elliptischen Paraboloid entspricht, gibt dieselben
Sttze wieder.
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7. Das hyperbolische Paraboloid. Unter der Voraussetzung:

e>p>0
folgt mit:
P=1, mi=_"; m”——l’=e;p, m* > 12,
aus § 126, (10):
(@ —=z)*+ %(.7/ —y)l=s
und mit:
B=1, "2=2—i_13? ns_lz=e£p, n? > I,
aus § 126, (14):
(x—2) + ¢ (¢ —2) =5

e—p
Daher gelten nach (13) und (13") die Identititen:

(p—e){%’——e_z_zp+2x—p}=ﬂ-—s2,

2 2
|- 2 —pj=r—¢,
wo r den Abstand des laufenden Punktes P = z,y,z von einem
festen Punkte Py = #,, 9,, 0 der linken, beziiglich P, = z,, 0, 2, der
rechten Fokalparabel und s den schriigen Abstand des Punktes P
von der Direktrix des Punktes P;, parallel den Ebenen:

(23)

v_ 2
(24) — =50

gemessen, bedeuten.

Die Ebenen (24) sind nach § 62, (13) die durech den Scheitel-
punkt gehenden Ebenen der geradlinigen Schnitte, die Asymptoten-
ebenen (§ 62, 3).

Fiir jeden Punkt des hyperbolischen Paraboloids ist daher der Ab-
stand von einem Brennpunkt gleich dem schrigen, parallel den Ebenen
der geradlinigen Schnitte gemessenen Abstand wvon der zugehirigen
Direldtriz.

Es ist die Mac Cullaghsche Fokaleigenschaft der Fliche.

Wihlt man als Punkt P, den Scheitelpunkt der rechten Fokal-
parabel F' in (17), so liegt die entsprechende Direktrix (18) in
der zy-Ebene, parallel der y-Achse. Fiir die Punkte P des Haupt-
schnittes 2 =0 liegt dann » = F'P auch in der Ebene z =0 und
geht der schrdge Abstand s, da er dem Ebenenpaar (24) parallel sein
soll, der z-Achse parallel werdend, in den senkrechten Abstand iiber.
In dem Mac Cullaghschen Satze ist daher die Fokaleigenschaft der
Parabel § 2, (1) enthalten.

Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 46
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8. Ebene Schnitte durch Brennpunkt und Direktrix. Wie in
§ 127, 10; 12 ergibt sich:'%)

Ist P, fir das elliptische oder fiir das hyperbolische Paraboloid ein
Punkt einer der beiden Fokalparabeln, so schneidet die in P, errichiete
Normalebene der Fokalparabel die Fliche in einem Kegelschnitt, fiir den
P, ein Brenmpunkt ist.

9. Brennstrahl-Direktrixebenen - Bigenschaft des Kegels. Fiir
den elliptz'schen Kegel'

(25) az + d2 + = O; 62 > a2 > dz;
haben die beiden Brennlzmen nach § 54, (11) die Gleichungen:

(26) x3y22=;i:0:fv—ese—d2, e=+1.

Thre Polarebenen, welche die Direktrizebenen') des Kegels heiBen mogen,
sind nach § 84, (3) oder (7) in der Hesseschen Normalform:

(27) d(a’———e’)x—l—sa’l’ - d2
eVa?(a® — d®) -+ (e — —and®

Das Quadrat des Abstandes ¢ eines beliebigen Raumpunktes
P = z,y,2 vom Brennstrahl (26) ist (I § 43, 20)):

2
. —a e, 4
(28) 9“=e ¥+ Ve r— 2]+ ,y,
und das Quadrat des Abstandes 0 von der zugehorigen Direktrixebene:

{d(a*— eHx + sa"l/;’———?z} :
(29) e PO R A E

Setzt man nun zur Abkiirzung:

(30) 5o C@ @) @ —ad
a*(e* —a’)
80 W1rd
d a2 (e2 — a?)d? a®(e? — d?)
9 — %2 { 2+ »’172+—cf,-52}_{ ate? : et(e? — a®) g}.

Daher besteht identisch in x, y, 2z die Gleichung:*)

(31) (as_d2) {%2 d” + at _e2}=92_x262
oder mit der Bezeichnung § 53, (13):

2 '8
(32) |5 +z,—%}=92-—x26’, at> b,

wo nunmehr:
(33) SECUE TS

a®c?
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Der elliptische Kegel ist der Ort eines Punktes, dessen Entfernungen
von dem DBrennstrahl und der zugehirigen Leitebene das konstante Ver-
hiltnis » haben.'®)

Fiir den Kegel a*=¢® in § 54, 8 wird nach (33) x* = 1.

§ 129. Das Ivorysche Theorem und die Jacobischen Foka,leigehschaften.

1. Die Identitit des Ivoryschen Theorems fiir die Mittel-
punktsflichen. Wenn die beiden Mittelpunktsflichen:

2 2 . 2 2 2 2
(1) :‘2"'%‘"%:1; (2) §;§+%,—,—{—%=1,
konfokal sind und:
3) B2—a =0 —-b2=c?— 2= 1

gesetzt wird, so besteht nach § 127, (4) identisch in z,y, z und
Zyy Yo % die Gleichung:
2 2 ZZ mo’ﬂ 2 z ’3
@ G e )=t )
={@—2) +H—9)"+ (c—2)")
(e, a A% b b N2 c 2
((Gz—aa)+(Gyv—gw)+(Gs—ca))
Wir setzen jetzt voraus, daB die beiden Flichen (1) und (2)
gleichartige, also beide Ellipsoide oder, mit Umkehr der Vorzeichen
von ¢* und ¢ beide einschalige Hyperboloide oder, mit Umkehr der
Vorzeichen von b2 ¢ und b2 ¢'2, beide zweischalige Hyperboloide seien.
Wir nehmen nun zwischen den Punkten des Raumes die affine
Verwandtschaft :

- x z y
®) i =

,
z
a a’

7
4

SN

z
’ ¢

an, vermoge welcher jedem reellen Punkte P =z,y,2 ein reeller
P'=2,y, 7 entspricht, da auch bei Umkehr der Vorzeichen von b*
und % oder ¢® und ¢? die Formeln (5) reell bleiben.

Hiernach kann aber der Inhalt der Gleichung (4) in folgender
Weise gefaBt werden:

L Sind P=uz,y, 2, P'=a',yf, &' und Py=x0,Y0, 2, Py =10, Yo, 2,
z2wei Paare entsprechender Punkte in der Affinitat (5), so besteht iden-
tisch in z,y,2z und x,,y,, 2, die Gleichung:

={(@—2 P+ —9)+(—2)"} —{(='— %)“+_(y'—y02:j (F—2)"}.
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2. Das Ivorysche Theorem fiir die Mittelpunktsflichen. Fiir
zwei entsprechende Punkte P und P’ folgt aus (5):

2 2 2 ' 2 %] /2

W mehehoimmeliefion
Liegt daher P auf der Fliche (1), so liegt P’ auf der Fliche (2)
und umgekehrt.

IL. Vermoge der Affinitit (5) entspricht jedem Punkte der einen
der beiden Flichen (1) und (2) ein Punkt der andern.

Ist nun P=2z, y, z irgendein Punkt der Fliche (1) und
Py =z, y,, 2, irgendein Punkt der Fliche (2), so daB auf der

linken Seite von (6) die beiden runden Klammern verschwinden, so
bleibt:

(8) 0={(z—2)+ (¥ —w)*+ (¢ —2))
—{@ =2’ + (¢ — )"+ (¢ — 2)*)

oder:

9) PP/ = P'P,.

III. Die Entfernung irgend zweier Punkte P und
P, der beiden gleichartigen Fkonfokalen Mittelpunkts-
flichen (1) und (2) ist gleich der Entfernung der beiden
entsprechenden Punkte P’ und P, der jedesmal andern
Fliche (Fig. 191).1%)

Fig. 191. 3. Die Identitit des Ivoryschem Theorems fiir

die Paraboloide. Wenn die beiden Paraboloide:

(10) L+ % + 20— =0, 1) L+Z4+22-12=0
konfokal sind und:
(12) b —pi=cP—c?=h?

gesetzt wird, so besteht nach § 128, (4) identisch in z, y, # und
%y Yo, 2, die Gleichung:
1 (5 2 0) (6 5 2
={@—2)+ G —%)+@E—%)
’ v b A2 ] At
—l@—a = wyr+ Gy—gw) + (e o) )
Wir setzen voraus, daB die beiden Paraboloide (10) und (11)
gleichartige, also beide linke elliptische, beide hyperbolische oder beide
rechte elliptische sind.

Wir nehmen alsdann zwischen den Punkten des Raumes die
affine Verwandtschaft:
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;B2 ’
(14) r=z+ 5, %=%

KN
n\l LR

an, vermdge welcher jedem reellen Punkte P = x,y,2 ein reeller
Punkt P’ =&, ¢, 7 entspricht.

Hiermit aber ergibt sich aus (13):

I. Sind P=z,y,2, P'=2a,y,2 und Py= 1y, y,, 2y, Py=1,,9,,2,
zwet Paare entsprechender Punkte in der Affinitit (14), so besteht iden-
tisch in z,y, 2z und &', i, 2 die Gleichung'

) w{(L+ 5+ 20— b) — (% + 25 + 20— b7))
={(z—aP+ -9 )+ (¢—2)"}—{(— xo)2+ ' —yo)*+ (¢ —2)*} -

4. Das Ivorysche Theorem fiir die Paraboloide. Fiir zwel
entsprechende Punkte P und P’ folgt aus (14) und (12):

(16) g;+§:+2x—b2=%:+§;+2x'—b’2.
Liegt daher P auf (10), so liegt P’ auf (11) und umgekehrt.

Il. Vermoge der Affinitit (14) entspricht jedem Punkte der einen
der beiden Flichen (10) und (11) ein Punkt der andern.

Ist nun P =z,y, 2 irgendein Punkt des Paraboloides (10) und
P/ =z, vy, 2, irgendein Punkt des Paraboloides (11), so daB auf
der linken Seite von (15) die beiden runden Klammern verschwinden,
so bleibt die Gleichung (8) oder die gleichbedeutende (9).

IIT'. Die Entfernung irgend sweier Punkte P und P, der beiden gleich-
artigen konfokalen Paraboloide (10) und (11) ist gleich der Entfernung
der beiden entsprechenden Punkte P’ und P, der jedesmal andern Fliche.

5. Feste Lingen auf den Erzeugenden beim einschaligen Hyper-
boloid. Wir denken uns in (1) und (2) ¢* und ¢* negativ, so daB
wir zwel konfokale einschalige Hyperboloide vor uns haben. Zwei
Punkte P, =2,,9,, 2, und P, = 2,, y,, 2, einer Erzeugenden der
Fliche (1) sind nach § 82, (14); (15) durch die Gleichung verbunden:

(17) + +_1_= , w1w2+y1yz+z1zx_1, _l_?le +_z____

Smd nun P'=z/ 9,2 und Py =2,y 2’ dle nach 2, II ent-
sprechenden Punkte der Fldche (2), so geht nach (5) aus (17) hervor:

(18) b" +_'___1 “"1’1% 1 ys + 1 xzz + :+
also:
IV. Zwei Punkten P,,P, einer Erzeugenden der einen Fliche (1)

entsprechen stets zwei Punkte P,’, P, einer Erzeugenden der andern
Fliche (2).

Zl zz
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Multipliziert man nun die aus (17) folgende Gleichung:

(-2 (-1 (2= 2o
mit 7% so folgt mit Riicksicht auf (3):
(a2 . arz) (% . 22)2_!_ (ba___ b'”) (3_11} _ %2)2+ (62—- 6'2) (Z?l _ fi)’z 0

oder: ‘
oo -2y

—a(f (52
oder endlich, wenn man rechts nach (5) die Koordinaten von P, P,
einfithrt und mit a? % ¢ a? b2 ¢? kiirzt:
(@ — )P+ (¥ — 9)' + (2s— )" = (2 — 2,V + (4, — 92V + (o — %),
also:
(19) PP, = PP,

V. Die Linge einer Strecke P, P, auf einer Erzeugenden der einen
von zwei konfokalen Hyperboloiden ist gleich der Ldinge der entsprechen-
den Strecke P,'Py’ auf einer Erzeugenden der andern (§ 63, 11; 12).

V1. Jedes aus Erzeugenden gebildete Vierseit des einen Hyperboloides
tibertriigt sich mit unverdnderten Seitenlingen auf das andere, also iiber-
haupt auf jedes konfokale Hyperboloid.1*)

6. Feste Lingen auf den Erzeugenden beim hyperbolischen
Paraboloid. Wir denken uns in (10) und (11) ¢ und ¢? negativ,
so daB wir zwei konfokale hyperbolische Paraboloide vor uns haben.
Zwei Punkte P, = z,,y,, 2, und P, = x,,y,, 2, einer Erzeugenden der
Fliche (10) sind nach § 83, (13); (14) durch die Gleichungen verbunden:

(20) %§+%’+2x—b2=o Ul 4 BBy gty — b2 =0,
L T R L

Sind nun P =z/,y,, 2 und Py’ =z, y,, 2, die nach 4,II" ent-
sprechenden Punkte der Fliche (11), so geht nach (14) aus (20) hervor:

(1) % %:+2x'—b'2=0 W LB A g g — 6=,
N S P L)

so daB Satz 5, IV auch fiir das hyperbolische Paraboloid gilt.
Multipliziert man nun die aus (20) folgende Gleichung:

(F =)+ (=20
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mit A% so geht mit Riicksicht auf (12) hervor:

=) (% — %)+ @9 (5 —2) =0

oder:
(1= 417 (% — B (B — B)’

PSS ST
oder endlich, wenn man rechts nach (14) die Koordinaten von P,’, P;’
einfiihrt:
(@ — )+ (4, — 9)* + (5 — 2)" = (& — 8)"+ (0 — 9"+ (& — &),
also die Beziehung (19).

Die Siitze 5, V und V1 gelten also auch fiir das hyperbolische Para-
boloid (§ 65, 14).

7. Lage entsprechender Punkte bei den Ellipsoiden und
Hyperboloiden. Geht man fiir die Flichen (1) und (2) zur Bezeich-
nung von § 120, (1) iiber und setzt unter Annahme zweier Ellipsoide:
(22) a*=a—1, V¥=B—14, P=p—1; a?=a—1, VZ=p—1, (*=p—1
so lauten die quadrierten Gleichungen (5) in den elliptischen Ko-
ordinaten i, w, v und ', u’, »" der beiden Punkte P und P’ mnach
§ 120, (13):

(e —w)(e—v)=(e—p)(e—7), B—w)(B—r)=0@—uw)B—7),
—w—v)=F—u)r—),

woraus g+ v =y + v, uv=y'v’ und mit Riicksicht auf die Un-

gleichungen § 120, (8); (9): u =/, v =2 folgt.

Enisprechende Punkte szweier Fkonfokaler Ellipsoide A und 1
haben gleiche elliptische Koordinaten u und v; oder

Entsprechende Punkte zweier konfokaler Ellipsoide werden von den
Schnitthurven der konfokalen ein- und zweischaligen Hyperboloide aus-
geschnitten, den orthogonalen Trajektorien der konfokalen Ellipsoide.

Zur vollstindigen Bestimmung (§ 121, 1) ist nur zu beachten,
daB sie nach (5) in gleichen Oktanten liegen.

Das Analoge gilt von entsprechenden Punkten zweier konfokaler
Hyperboloide der einen oder andern Art.

8. Lage entsprechender Punkte bei den Paraboloiden. Geht
man fiir die Flichen (10) und (11) zur Bezeichnung § 123, (1) iiber
und setzt unter Annahme zweier linker elliptischer Paraboloide nach
§ 123, (2):

(23) b*=p—i, c?=y—1, x=x+§; Vi=p—-2, *=p—14, x=x+%,
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so geben die Gleichungen (14), nach § 123, (13), in den parabolischen
Koordinaten 1, g, v und 2/, ', v" der beiden Punkte P und P’ dar-
gestellt, da nach (12) und (23) A*= 4" — 1 wird:
B+y—i—p—v_ft+y—V—p—7 +1’—l
2 2 2
B—w)B—v)=B—p)B—), ¢—w)@—2)=>F—u)r—)
und damit u =py’, v =17
FEntsprechende Punkte zweier konfokaler linker elliptischer Para-
boloide werden von den Schnitthurven der konfokalen hyperbolischen und
rechien elliptischen Paraboloide, den orthogonalen Trajektorien der kon-
fokalen linken elliptischen Paraboloide, ausgeschnitten.
Sie liegen iiberdies nach (12) in demselben Quadranten des von
der zy- und zz-Ebene geteilten Raumes.
Das Analoge gilt von entsprechenden Punkten zweier konfokaler
hyperbolischer oder zweier rechier elliptischer Paraboloide.

9. Die Jacobische Fokaleigenschaft. Wahlt man als Fliche (1)
ein beliebiges Ellipsoid 4 des konfokalen Systems und als Fliche (2)
das in das Innere der Fokalellipse zusammengeklappte Ellipsoid 1=y
(§ 120, 4), so entspricht nach 7, in elliptischen Koordinaten an-
gegeben, einem beliebigen Punkte P = 1,u,» des ersteren ein be-
stimmter Punkt P’ =y, u, v des letzteren, ferner entsprechen drei
Punkten 4, =1, yp,v,, 4, = 1,9, v, A, =1, y, vy des ersten Haupt-
schnittes der Fliche 4 (§ 121, 2) drei Punkte Fy, =y, y, v,, Fy =1y, 7, v,,
F, =y, y,v, der Fokalellipse. Nach (9) ist dann:

(24) PF,=PA, PF,=P4,, PF,= PA,.

1. Die Abstinde eines Punktes P des Ellipsoides von drei festen
Punkten F,, F,, F, der Fokalellipse (drei Brennpunkten) sind gleich
den Abstinden des entsprechenden Punktes P’ im Inmeren der Fokal-
ellipse von drei festen, den Punkten F,, F,, F, entsprechenden Punkten
A, Ay, A; des ersten Hauptschnittes des Ellipsoides (drei Scheitel-
punkten) (§ 36, 6, I).

Da ein Punkt P’ der ersten Hauptebene schon durch seine Ab-
stinde von zwei festen Punkten 4, und 4, dieser Ebene zweideutig
als Schnittpunkt zweier Kreise bestimmt ist, so ist der Abstand von
einem dritten Punkte 4, derselben Ebene durch eine bestimmte Rela-
tion mit jenen beiden Abstinden verbunden. Die Abstinde eines
Raumpunktes P von drei festen Punkten F,, F,, F; sind im all-
gemeinen unabhingig voneinander und bestimmen den Punkt P zwei-
deutig als Schnittpunkt dreier Kugeln. Ist aber P ein Punkt des

L 4
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Ellipsoides 4, so sind die drei Abstinde PF,, PF,, PF, nach (24)
derjenigen Relation unterworfen, durch die P’4,, P'4,, P'A4, ver-
bunden sind. Daher spricht man den vorigen Satz auch so aus:

1. Das Ellipsoid ist der Ort eines Punkies P, dessen Entfernungen
von drei festen Pumkten F,, Fy, Fy der Fokalellipse durch dieselbe
Relation verbunden sind, welche die Entfernungen eines Punkies P’ der
Ebene der Fokalellipse von den drei entsprechenden festen Punkten
A,, Ay, A, des ersten Hauptschnittes verbindet (§ 36, 6, II).19%)

Denkt man sich die Entfernungen irgendeines Punktes P’ im
Innern der Fokalellipse von den Punkten A4,, 4,, 4, als feste Stangen,
die um P’ drehbar sind, so hat man diese nur mit ihren Endpunkten
A, A;, A, nach F,, F,, F, zu verstellen, um den zugehdrigen Punkt
P im Raum zu erhalten.

Dieselbe Eigenschaft gilt, wie fiir das Elipsoid 2 und den
gleichartigen Fokalkegelschnitt 4 = p (§ 120, 4), in analoger Weise fiir
Hyperboloide und Paraboloide.

10. Aligemeine Darstellung der Jacobischen Fokaleigenschaft.
Das Volumen V eines Tetraeders driickt sich durch die Lingen e,

der sechs Kanten in der Weise aus (§ 36, (24)):1%)

(25) 288V = l 601 1 1 1
10 e ey el
11 e 0 e} e ;
i 1 e} e 0 e :

I ei ep ey O |

Indem man die eine Ecke in die gegeniiberliegende Seitenebene fallen

liBt, gehen die sechs Kanten in die sechs P’
gegenseitigen KEntfernungen von vier Punkten /'/T-\‘Ta
der Ebene iiber. Die Bedingung ¥V = 0 ist also ya N

die zwischen diesen sechs Entfernungen be-
stehende Relation. Sie lautet, wenn man in
Anlehnung an die Bezeichnung (24) setzt 4 A
e 1 C 2
(Fig. 192):

Fig. 192.
eya=A P =r, e,=A4,P =1, e, = AP =r,,
entwickelt:
(27) @®(r*—r®)(r P =) + B (rg? —r ) (rg® —r D) + A (1" — 1, *) (2 —1,7)
— a?(b+ *— a®)r?— b+ a®— b)) — ¢ (aP+ B2— )7, P+ b= 0.
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I. Dies ist also die Relation, welche die Enifernungen r, 14, 75
eines Punktes P’ der Ebene von drei festen Punkten A,, Ay, A, dieser
Ebene verbindet.

Unterwirft man nun die Entfernungen eines Raumpunktes P=z,y,2
von drei festen Raumpunkten Fy=x,,y,, 2, Fo=2,,9,, 2, F3=2;,Ys,7;
dieser Relation, setzt also:

@28) ri=2+y+22— 220 —2yy— 2z + 27+ y2+ 23
2=1,2,3, so erhilt man in (27) eine Gleichung zweiten Grades in
z,y,2. Somit folgt (§ 36, 7, II):

II. Der Ort eines Punkies P im Raume, dessen Entfernungen von
drei festen Punkten Iy, F,, Fy dwrch dieselbe Relation verbunden sind,
welche die Entfernungen der Ecken eines Dreiecks A, A, A, von einem
Punkte P’ ilrer Ebene verbindet, ist eine Fliche zweiter Ordnung.

§ 130. Die Brennlinieneigenschaft des Kegels zweiter Ordnung.

1. Definition eines Ortes im Strahlbiindel oder auf der Kugel.
In einem Strahlbiindel mit dem Mittelpunkt O soll der Ort eines laufen-
den Strahles p untersucht werden, dessen Winkel o und o' gegen zwei
feste Strahlen f und [’ eine unverdnderliche Summe oder Differenz vom
Werte + 2« haben.

Um die Bedeutung der Winkel ¢ = fp, o' =f"p (Fig. 193) fest-
zulegen, geben wir den Strahlen f, ', p bestimmte Pfeilspitzen, worauf
P wir (I1§32,1):

¢! I<o<z, O<o<=m
nehmen. Dann ist fiir die Summe und
den absoluten Wert der Differenz:

2 0<eo+eo <2z, 0<|o—¢|<m.
Ist daher « ein spitzer Winkel:

3) 0<a<y, Z<m—a<lm,

so kann fir o + ¢ der Wert 2« oder
‘ Fig. 195. 2x — 2e«, fir 9 — o der Wert 2« oder
— 2« gefordert werden.

Die vier Méglichkeiten:

€] o+o0 =2, 0+0=27—20, 90— =42«
sind aber auch durch die Gleichungen:

sin"";" e—e

=+ sine, S8In B

=4 sine
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dargestellt, die, von Vielfachen von 2z abgesehen, zunichst auf:

e—eo

HTe=i“; T F e, g — ke, TFe

und daher mit Riicksicht auf (2), (3) wieder auf (4) zuriickkommen.
Der gesuchte Ort ist daher schlieflich durch die Gleichung:

®) (sin"—;9 +sina) (sin%—sinu) (sin‘);o +sina) (sing_;' —sma)éO
bezeichnet (§ 1, 4)).

Nennt man die Schnittpunkte der positiven Halbstrahlen f, ', p
mit der um O beschriebenen Einheitskugel (I §49,9) F, F', P, so
entspricht der Bewegung des Strahles p eine solche des Punktes P
auf der Kugel (Fig. 193). Summe oder Differenz der auf grifiten
Kreisen gemessenen (kiirzesten) Abstinde ¢ und o des Punktes P von
zwei festen Pumkien F und F' bleibt dabei unverdinderlich.

2. Einfiihrung eines Koordinatensystems. Wir nehmen O als
Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems Ozyz, dessen
zz-Ebene die Ebene der Geraden f, f” ist, und dessen positive z-Achse
den Winkel 2& von f und f’ halbiert (Fig. 194). .

Die Richtungskosinus der Strahlen f, /" (I § 33, 2) sind dann:

(6) f:sing, 0, cose; f': —sineg, 0, cose; O<s<;-

Zur Deutung der Kon-
stanten « in (3) nehmen
wir in der zz-Ebene zwei
weitere gerichtete Strah-
len g, 9’ (04, 04/, Fig.
194) an, die mit der
2-Achse je den Winkel
o bilden und die Rich-
tungskosinus haben:

() g: sine, 0, cosa;

, .
g: —sine, 0, cosa. Y

Fig. 194.

Die Richtungskosinus des laufenden Strahles p (OP) seien:
8 p: A, vy ABpi+t=1
An Stelle der Winkel « und ¢ fiihren wir durch die Gleichungen:

9) sina —

. d
; sine=—
(4

@[a
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‘die Verhiltnisse von drei neuen positiven Konstanten a, d, e ein, die
den Bedingungen entsprechen sollen:
(10) : I<a<e; O<d<e.
Fir die Winkel ¢ und ¢  des Strahles p gegen f und [~ ist
nach (8) und (6) (I § 35, (1)):
cosg=sing- 14 cose-v, cosg =—sing- A4 cose-v
und damit:

cos ¢ — cos @’ . .
—92——&=sms-l, cos g cos ' = — sin’e - 1* + cos?e - »?

oder nach (9):

cos @ — COS @
(11) e cod

2 2
et—d? o

d v
e e? ’

, d?
A, cosgcosg -———?12—}-

3. Eine identische Gleichung. Der die linke Seite von (5)
bildende Ausdruck:

(12) S = (sini’—g_‘-TQi — sin? oc) (sin2 g - ¢ — sin? a)
oder:

S = sin’ﬂ;g— sin? g:;i — (sinzgr'!;—g + sin? 9—_2;9—) sin?e + sinf«

nimmt infolge der trigonometrischen Formeln:

. . e—¢ cosp — cos @’
Smtg_ism@_i=__i 08 ¢

2 2 ’

. ’ . —¢ 1— cos ’ 1—cos(p—eo”
sm’%g— + sin? 9—2-—". - 2(9 +e) 2(9 @)

_1_ s(ete)+cose—e)
) 2

=1— cosg cosg’
die Form an:

— ‘\2
S — (3‘1"“?003&) — (1 — cos g cos g’) sin®*« + sinte.

Daraus aber wird nach (11) und (9):

dz d% Z_dz 2 4
S=?12—(1+e—,ls'—ee, ’Vz)?/—-+—a—
- und nach (8):

S = — d*(a2— ) A+ a*(— d)v? + a*(a?— ) (A2 + p? + v?)

— (a*— @) (a*— € 2% + a*(a® — €% u® + a?(a® — d%)2°.

Sind daher o und ¢ die Winkel, die ein laufender Strahl
p=2, u, v des Biindels (Fig. 194) mit den beiden festen Strahlen f
und [ einschlieft, so ist mit den Beziehungen (9) identisch:
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22 u? »?
aa(az_ d2) (ag— 62) (? + at— a2 + at— ez)
= ¢t (sins ¢ 42' ¢ _ gin? a) (sin” 9——2—9' — sin? a) .
Sind z,y, # die Koordinaten und » der Leitstrahl eines Punktes
auf dem Strahle 1, u, v, so ist (I § 33, (14)):
x=rk, y=ru, z2=rv; ri=a'4y4+ 2~
Demnach gilt fiir jeden Punkt x,y, 2z des laufenden Strahles p die
Identitait:*)

(13)

@@t — d) (@ — ) (5 + L s + s

(14) . L
= (22 + y2 + &%) (sin2 o — sin® E_'g_i) (sin2 « — sin? 5—2——9—) .

4, Fokaleigenschaft des elliptischen Kegels und des sphiri-
schen Kegelschnittes. Die beiden festen Strablen f und f° haben
nach (6) in laufenden Punktkoordinaten die Gleichungen:

(15) Z:y:2=-4sine:0:cose
oder nach (9):

z? 22
(16) a—;—'eT;li=O, y=0.

Infolge der Identitit (14) ergibt sich nun (Fig. 194), daB die Glei-
chung (5) und die Gleichung:

2 2 2
(17) %+azidz+azz_ez=0
sich gegenseitig bedingen. Dabei konnen z,y,z (I § 49,6) sowohl
Koordinaten des Strahles im Biindel als des Punktes im Raume be-
deuten. Mit Riicksicht auf § 54, (1); (11) folgt daher:

Der Ort eines Strahles p im Biindel, fiir den die Summe oder
Differenz der Winkel, die er mit zwei festen Strahlen f und f’ bildet,
den festen Wert + 2o behdlt, ist ein elliptischer Kegel mit den Brenn-
strahlen [ und f.

Bei jedem elliptischen Kegel ist die Summe oder Differenz der

Winkel der laufenden Erzeugenden gegen die beiden Brenmnlinien un-
verdnderlich.?)

Fir den Durchschnitt des Kegels (17) mit der Einheitskugel:
(18) 24+ +22=1,
unter z, y, # Punktkoordinaten im Raume gedacht, lauten dieselben
Sitze:

Der Ort eines Punktes P der Kugel, fir den die Summe oder
Differenz der sphirischen Entfernungen von swei festen Punkten F, F’
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(Fig. 194) konstant bleibt, ist ein sphérischer Kegelschnitt (eine sphérische
Ellipse).

Bei jeder sphdrischen Ellipse ist die Summe oder Differenz der
sphdrischen Entfernungen des laufenden Punktes von den Brennpunkien
konstant.®)

d. Verschiedene Lage des Kegels gegen das Achsensystem.
Bei festem Winkel a(O <e< % nach (6)) kann iiber den Winkel
a(O <ea <—;i nach (3)) auf doppelte Weise verfiigt werden, nimlich
entweder (vgl. (9)):

19) %> a>¢; sine > sineg; €2 > a® > d?
oder:
(19" e>a>0; sine>sina; d?>a®>0.

Dementsprechend ist der Kegel (17) nach § 54, 4 ein aufrechter
Kegel mit oberem und unterem Mantel oder ein liegender mit rechtem
und linkem Mantel.

6. Verteilung der Brennpunktseigenschaften auf die beiden
Kegel. Der sphirische Kegelschnitt %, in dem der Kegel (17); (19)
die Einheitskugel (18) schneidet, besteht, den beiden Minteln des
Kegels entsprechend, aus einem oberen ABA'B" und einem wunteren
Zweig A, B, A, B,’, die beide durch die zy-Ebene getrennt sind (§ 54,
Fig. 127); der sphirische Kegelschnitt (17); (19") ebenso aus einem
rechten ACA,’C’ und einem linken Zweig A,C, A’C/, die beide durch
die yz-Ebene getrennt sind (§ b4, Fig. 128).

Da die groBten Kreisbogen 2¢=FF’', ¢ =FP, o= F'P,
#—o=FP m—g=F'P je <xn und kiirzeste Entfernungen
ihrer Endpunkte auf der Kugel sind, so ist in den Dreiecken F'PF’
und F, PF," (Fig. 128 und Fig. 194):
2e<<ot0, 2e<(m—@)+(@—09); <2 +o, 0<2e+¢
oder:

(20) 2e <o+ 0 <27 — 2¢ (20) O<lo—¢ | < 2e.
Ist nun mit (19): 2e <2« <=, so ist nach (20"): |¢ —¢'| =2«
unmoglich. Ist aber mit (19): 0 <20 <2¢ und 27 —2¢ < 27— 2a,
so ist nach (20): ¢ + ¢'= 2« und 27 — 2« unmiglich (§ 1, 4).

Von den wvier Miglichkeiten (4), von denen nach der Identitit
(14) wenigstens eine statthaben muB, bleiben daher fiir den Kegel
(17); (19) und (17); (19°) beziiglich nur ibrig:

(21) o+ ¢'=2a oder 2x — 2«, (21) o — ¢ =2a oder —2a-
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Fiir den groBten Wert g von o« (vgl. (19)), a=-e mnach (9),

fallen von dem Kegelschnitt (17), (18), (19) der obere und untere
Zweig in den grioften Kreis der xy-Ebene hinein, und zugleich ver-
einigen sich die beiden Moglichkeiten (21) in die eine:
(22) o+o=m=,
die somit fiir diesen Kreis gelten muB. Bei abnehmendem ¢« fillt daher
die erste Moglichkeit (21) dem oberen, die zweite dem unteren Zweige zu.
Da andererseits fiir Punkte P links von der yz-Ebene o' <o
und rechts ¢’ > o ist, s0 kommt dem linken Zweig des Kegelschnittes
(17), (18), (19") die erste Moglichkeit (21"), dem rechten die zweite zu.
Die vier Moglichkeiten (4):
(23) ete'=2¢, o+ o' =27—20; 0—¢'=2¢, 0'—0=2¢
die sich auf die sphdrischen Abstinde o und o des laufenden Punktes
P von dem rechten und linken oberen Brennpunkt F und F' bezichen,
kommen also beziiglich dem oberen und unteren Zweig des sphérischen
Kegelschnittes (19) und dem linken und rechten Zweig von (19°) zu.
Bezeichnen indessen (§ 54, Fig. 127):

o=m—e, o/ =x—¢
die Abstinde des Punktes P von dem unteren linken und rechten
Brennpunkt F; und F,, so konnen die vier Eigenschaften (23) alle
in der Summenform, und zwar:

(24) o+o'=2a, o +o =2¢; @ +o=7m—2¢, o+o =72«
geschrieben werden.

Jeder Zweig eines sphdrischen Kegelschwittes hat daher die Eigen-
schaft, daf die Summe der sphdrischen Abstinde seines laufenden Punktes
von seinen beiden inneren Brennpunkten gleich seinem groften sphérischen
Durchmesser ist. Er kann somit, wie die Ellipse in der Ebene,
mittels eines in den Brennpunkten befestigten und auf der Kugel
gespannten Fadens beschrieben werden.!?)

III. Kapitel.

Die Theorie der gebrochénen Fokaldistanzen.

§ 131. Fokaleigenschaften konjugierter Fokalkegelschnitte.

1. Die konjugierten Fokalkegelschnitte. Die in der Ebene
2 =0 liegende Ellipse:
(1) A

e
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und die in der Ebene y = O liegende Hyperbel:

2 2
@) w1
haben, wenn zwischen ihren Konstanten die Beziehung:
(3) d2— e} fs=

besteht, die Eigenschaft, daB die Scheitelpunkte C,, C,’ der Ellipse
(Fig. 195) die Brennpunkte der Hyperbel und die Scheitelpunkte By, By
der Hyperbel die Brennpunkte der Ellipse sind.

Der eine der beiden ,konjugierten Kegelschnitte* ist durch den
andern bestimmt.1%)

Sie sind zugleich die Fokalkegelschnitte § 55, (9) der Mittelpunkts-
flache § 55, (1), die Fokalellipse und Fokalhyperbel.

2. Entfernung zweier Punkte der konjugierten Fokalkegel-
schnitte. Sind C =12, y,, 0 und B=2,, 0, 2, zwei Punkte der
Kegelschnitte (1) und (2), also:

2 2 2 2
(4) %"'y'lg‘:lr %—%r‘l:

so ist fir ihre Entfernung ¢ mit Ricksicht auf (3) :
92=§62=(x1—x0)2+ Yoo + 2,7 = (2, — 3 + [*— xoz‘i‘ﬁxl -

=62;f2x02+d22;f2x12—2x0x1=d—-;° e—f,‘ — 2y,

_ (dmy  ex\?

()
und somit:

>A dzx ex,
®) e=B0=zx (-3
Nach (3) und (4) ist:
6) d<e, |z|<Ze, |z|2=d
und daher:
| |

(M) @B <d<e<|e .

Somit gilt in () das positive oder negative Zeichen, je nachdem
z; < 0 oder > 0.

Die absolute Entfernung eines Punktes C = x,, y,, O der Ellipse
und eines Punktes B = z,, 0, 2, der Hyperbel ist:*%)

) 9*—‘13__—2‘-—%5—0-" oder Q=§6=_ﬁ+d“o

je nachdem B auf dem rechten (Fig. 195) oder auf dem linken Zweig
der Hyperbel liegt (vgl. § 4, (3b)).
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3. Winkel der Strecke CB gegen die Tangente der Ellipse.
Die Richtungskosinus der Strecke CB (Fig. 195) sind (I § 34, (7):

hmE o Y% A
e ’ e’ e
und die der Tangente der Ellipse (1) im Punkte C nach § 13, (5); (6):
Z.Z a2
(9) *9%7 q::lsy 0; q=1=-l/€°7+y°;,

" wobei die Tangente so gerichtet ist, daB sie den Punkt O zur Linken
188t (I § 17, ).

Daher ist fiir den Winkel y zwischen der Strecke CB und der
Tangente (I § 35, (1)):

qY, (T, — Ly |, X, qy a: daqy, (e a
cosy =20 (M50 +0) == () =~ T Gm e a
und nach (8):
d gy, dqy
(10) cosy=—_=3 oder cosy= fi,“,

je nachdem B auf dem rechten (Fig. 195, wo y, <0, also y spitz) oder
auf dem linken Zweig der Hyperbel liegt. Da die Ausdriicke (10)
z,, #; nicht enthalten, folgt:

Der Winkel p, den die Strecke
CB (Fig. 195) mit der Tan-
gente der Ellipse im Punkte C
bildet, ist von der Lage des
Punktes B auf demselben Hy-
perbelzwesg unabhdngig und geht
nur in w — y tber, wenn B auf
den anderen Hyperbelzweig iiber-
geht; oder, was dasselbe ist:

Der wvon einem beliebigen
Punkte C der Ellipse iiber der
kongugierten Hyperbel errichiete
Kegel ist ein Rotationskegel, dessen Rotationsachse die Tangente der
Ellipse in C ist; die beiden Zweige der Hyperbel gehioren verschiedenen
Manteln des Kegels an (§ 122, 8, III).

Fig. 195.

4. Winkel der Strecke B(C gegen die Tangente der Hyperbel.
Die Richtungskosinus der Strecke BC (Fig. 195) sind:
L—% Y% _ A
e 7 e’ e
Staude, Flichen zweiter Ordnung. II. 47
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und die der Tangente der Hyperbel (2) im Punkte B -nach § 13,
(6); (6):

(11) ——epf,, 0, —ep";—;; V f‘; e=ngign. z, ,
wobei die Tangente nach abwiirts gerichtet (—— &p d—‘; < O) ist.

Daher ist fiir den Winkel § zwischen der Strecke BC und der
Tangente:

£p2, (X x £pe e epz d ,
cos p=— B (* 55— ) = — P (o) =< i e (30— o)

und nach (8), wo fir e=1 die erste, fiir ¢=—1 die zweite
Formel gilt:
(12) cos f = % %f,l

(Fig. 195, wo mit £, >0 B spitz ist). Da der Ausdruck (12) die
Koordinaten z,, y, nicht enthalt, folgt:

Der Winkel B, den die Strecke BC (Fig. 195) mit der Tangente
der Hyperbel im Punkie B bildet, ist von der Lage des Punktes C auf
AL der Ellipse unabhdngig; oder,

was dasselbe ist:
\h Der von einem beliebigen
L.y Punkte B der Hyperbel iiber
- _d_’___\ der konjugierten Ellipse errichtete
) B, Kegel ist ein Rotationskegel,
; | ‘.,n_y A _7‘: dessen Rotationsachse die Tan-
/ e gente der Hyperbel in B ist;
C-zyd~ \°B =%,0%  die Ellipse gehort dem einen
\_ Mantel des Kegels an.

Ny

(‘]

\ 5. Fokaleigenschaft der
) Ellipse in beszug auf zwei

ungleichseitige Punkte der
Hyperbel. Sind (Fig. 196) B, =2,, 0, 2, und B,'=z, 0, 2, zwei
feste Punkte der Hyperbel, beziiglich auf dem rechten und linken
Zweig (ungleichseitig) gelegen, und C =z, y, O ein laufender Punkt
der Ellipse, so ist nach (8):

Fig. 196.

R + d
O—2 22 BO——% 4%
und danach: '
(13) B0+ B/0="57%)

unabhingig von z, y.
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1. Die Summe der Entfernungen des laufenden Punkies C der
Ellipse von zwei festen ungleichseitigen Punkten B, und B,” der Hy-
perbel (Fig. 196) st unverdnderlich.®®)

Die Winkel der Strecken CB, und CB," gegen die Tangente der
Ellipse in C haben nach (10) entgegengesetzte Kosinus; ist der eine
v, S0 st der andere m — y.

Man kann dies noch anders ausdriicken. Sind a,, b, ¢, und
@y, by, ¢, die Richtungskosinus der beiden Strecken und 4, g, » die
der Tangente, so ist nach (10):

ad +bp+ v =— (a4 + bu + ),

woraus folgt (I § 35, (9)):

I'. Die innere Halbierungslinie h des Winkels der Strecken CB,
und CB, steht auf der Tangente t der Ellipse in C senkrecht (Fig. 196).

Mit z,—d, x'= —d geht aus (13) die Fokaleigenschaft der
Ellipse § 1, (9):
(13)  B,C+ ByC=2e
(Fig.196) und aus I’ die Winkel-
beziehung der Brennstrahlen
CB,, CB, zur Tangente § 13,4
hervor.

B, =L 0%,

.
6. Fokaleigenschaft der ! I y .25t
Ellipse in bezugaufzweigleich- a2 Y
seitige Punkte der Hyperbel. / : AR
Sind (Fig. 197) B,—x,,0, 2, E \:‘q\Bz-xzozz
I

und B, = ,, 0,5, zwei feste
Punkte auf demselben (rechten) Fig. 197.
Zweig der Hyperbel und C =z,

¥, 0 ein laufender Punkt der Ellipse, so ist nach (8):

Ro- -t moog ot
und danach:
(14) BC—B,0=""_%

unabhéngig von z, y.

II. Die Differenz der Enifernungen des laufenden Punkies C der
Ellipse von zwei festen gleichseitigen Punkten B, und B, der Hyperbel
(Fig. 197) ist unverdnderlich.

Die Strecken CB, und CB,; bilden nach (10) mit der Tangente

der Bllipse in C gleiche Winkel y.
47*
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7. Fokaleigenschaft der Hyperbel in bezug auf zwei Punkte
der Ellipse. Sind (Fig. 198) C,=«,, y,, 0 und C,= z,, y,, 0 zwei
feste Punkte der Ellipse und B=z, 0, # ein laufender Punkt der

Hyperbel (des rechten Zweiges),
2% ist nach (8):

~ | ex dx
GB=73 -

A  ex dxz,
GB=—7—"7

>Z und somit:
(15) O,B— (B =4 —%).

II1. Die Differenz der Ent-
fernungen des laufenden Punktes
X B der Hyperbel von zwei festen

Fig. 198. ' Punkten C, und C, der Ellipse
(Fig. 198) ist unverdnderlich.

Die Strecken BC; und BC, bilden nach (12) mit der Tangente
der Hyperbel in B gleiche Winkel p.

Fir = —e, xy—e geht aus (15) die Fokaleigenschaft der
Hyperbel § 1, (10):

(15" C/B—C,B—2d

hervor.

8. Gebrochene Entfernungen. Der Satz (13) kann auch in der
Form ausgedriickt werden:

Die gebrochene Entfernung
B,CB," zweier ungleichseitiger
Punkte B, und B, der Fokal-
hyperbel iiber die Fokalellipse
ist unverdnderlich (Fig. 196).

Denkt man sich Ellipse
und Hyperbel aus diinnem
glatten Draht hergestellt und
durch ein geradliniges Draht-
stiick CyB, B, C, mit einander
fest verbunden und denkt man
sich die gebrochene Linie
B,CB,’ als unausdehnbaren
Faden, der in B, und B, befestigt ist und in C frei iiber die Ellipse
gleitet, so ist der Faden, da die Resultante der Spannungen der

Fig. 199.
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Stiicke CB, und CB," nach 5, I’ in die auf ¢ senkrechte Halbierungs-
linie » fallt, im indifferenten Gleichgewicht, und der Gleitpunkt C
lings der Ellipse verschiebbar (wenigstens auf der vorderen Hilfte
der Ellipse; der Ubergang auf die hintere wird durch das Draht-
gestell verhindert).

Insbesondere folgt mit B,'= B, (#,'=—d) aus (13):

Die gebrochene Entfernung B,CB, eines beliebigen Punktes
B, =z, 0, 2, (z, > 0) der Hyperbel von dem ungleichseitigen Scheitel
By = —d, 0,0 der Hyperbel, iiber die Ellipse hinweg (Fig. 199), ist
von unverdnderlicher Linge:

(16) B,CBy =2 +e.

9. Zusammengesetste Fokaleigenschaft der Ellipse und
Hyperbel. Die Punkte B,” und C, haben die Koordinaten: — d, 0, O
und ¢, 0, 0. Ist nun C=ux,, y,, O ein Punkt der Ellipse, B=1z,, 0, 7,
ein Punkt des rechten und B’ =z, 0, 2," ein Punkt des linken Hy-
perbelzweiges (Fig. 200 und 201), so ist nach (8):

ZA
Y B
B, \»
; | ¥
D C X
]
} \
)
)
|
Fig. 200. Fig. 201
D7 d.’l:o 7 da:o
BOC=B+T, BOC=6-|—'8—,
CB— % _ 9% B — % 4%
0B = d e’ OB = d + e ’
BC,=" —d, BC——"-+d

und somit wnabhingig von der Lage der Pumkte C, B, B' beziiglich
auf der Ellipse, auf dem rechten und linken Zweige der Hyperbel:

(17 B/C+CB—BC,=d+e, B/C—CB+BC—d+e.
Ebenso ist mit B, und C, statt mit B, und C, endigend:
(18) B,C+CB —BC'=d+e, BC—CB+BC/=d+e.
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§ 132. Die gebrochenen Fokaldistanzen iiber die Fokalellipse.

1. Die beiden Fokalkegel eines Punktes. Die von einem Punkte
P = 2,9, 2 des Raumes iiber dem einen oder andern der beiden Fokal-
kegelschnitte § 131, (1); (2) errichteten Kegel zweiter Ordnung heiBen
nach § 122, 2 die beiden Fokalkegel des Pumktes P-
Sie konnen als Spezialfille des
Beriihrungskegels von P an eine
Fliche zweiter Ordnung (§ 70, 4)
betrachtet werden, da die Fokal-
kegelschnitte selbst nach § 120, 4
> als Flichen zweiter Ordnung mit
" einer verschwindenden Halbachse
entstehen. Indem man daher die
Gleichung § 70, (22) des Beriib-
. rungskegels an die Fliche § 70, (1)
Fig. 202. mit a bt =et f%,0 und d° 0,
— f* auf die Grenzflichen § 131, (1); (2) anwendet, ergibt sich:
Die Gleichungen der beiden Fokalkegel des Punktes P=x, vy, z
lauten in laufenden Koordinaten X, Y, Z (Fig. 202): ’
M CELRR L WIS (2 —dp =0,

@ e I S

2. Bedingung der Rotationskegel. Fiir den Kegel (1) ist in der
Bezeichnung von § 100, 3:

b Pxyzx

————

0.”

z? z’ w! yz N
Oy == 2 32 = 73> a33=?+7,—1,
3
@ .,
Qo3 = —p2r 051 = — 2, G2—

Sieht man also von dem Falle 2 = 0 ab, wo der Kegel in die Doppel-
ebene Z? = 0 zerfillt, ist er nach § 100, (7) ein Rotatlonskegel immer
dann und nur dann, wenn entweder:

@ =0, (3 E)E—F ) =% B )0

Oder 2 22 2,2 2 2

® 1-0, (=4 1) (2 2) = E - = EE(E 2o
Der Kegel iiber der Fokalellipse § 131, (1) ist daher ein Rotations-

kegel, wenn der Pumki P =z,y,2 auf der Fokalhyperbel § 131, (2)
oder auf der imaginiren Fokalellipse der yz- Ebene § 120, (21) liegt.!**)
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Entsprechendes gilt fiir den Kegel (2). Indem wir die imaginire
Fokalellipse ausscheiden, heben wir nur hervor, wie schon § 122, 8, I11
und § 131, 3; 4 bewiesen wurde:

, Der von einem Punkie der Fokalhyperbel iber der Fokalellipse und
der von einem Punkte der Fokalellipse iiber der Fokalhyperbel errich-
tete Kegel ist ein Rotationskegel.

3. Die Fokallinien. FEine gemeinsame Transversale (Trefflinie)
der beiden Fokalkegelschnitte § 131, (1), (2), wie BC in Fig. 195, soll
ein Fokalstrahl oder eine Fokallinie genannt werden.

Durch einen Punkt P des Raumes gehen im allgemeinen vier Fokal-
linien, namlich die nach § 122, 5 stets reellen Schnittlinien der beiden
Fokalkegel des Punktes.

Liegt jedoch der Punkt P selbst auf einem Fokalkegelschnité, so
gehen durch ihn ausnahmsweise oco! Fokallinien, seine Verbindungs-
linien mit dem andern
Fokalkegelschnitt, die
nach 2 einen Rotations-
kegel bilden.

Im allgemeinen Falle
(Fig. 203) seien die
Schnittpunkte der wvier
Fokallinien 1,13, 15, 4
des Punktes P mit der
Fokalellipse C,, C;, C;,
C, und mit der Fokal-
hyperbel B,, B,, B;, B,.

4. Gebrochene Ent-
fernungen iiber die

Fokalellipse. Die ge- ,° A\

brochene  Entfernung -
B CB, oder (Fig. 199)
BCOB, eines Punktes B’
des linken oder eines Punktes B des rechien Zweiges der Fokalhyperbel
von dem ungleichseitigen Brennpunkt B, oder B, der Fokalellipse,
iiber diese hinweg, ist nach § 131, 8 fiir alle Lagen des Knickpunktes C
dieselbe. Sie ist die indifferente Gleichgewichislage eines in C iiber die
Ellipse gleitenden und in den Endpunkten BB, oder BB, festge-
haltenen Fadens. '

Fig. 203.

’ Y
N
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Die gebrochene Entfernung:
(6) r = PCB, oder r'= PCB',
eines belicbigen Punktes P=z,y,2z des Raumes von einem Brenn-
punkte:
By=4d,0,0 oder B'y=—4d,0,0
(Fig.204) der Fokalellipse § 131,(1),
iiber diese hinweg, wird im all-
gemeinen von dem Knickpunkt
Fie. 204 C = x,, 9y, 0 abhingig sein.

In Formeln driickt sich diese

Abhingigkeit in folgender Weise aus:

() r=PC4+CB=9¢+1v, r=PC+CB/=p+7,
wobei:

(8) 0= PC=V(es— o + (9o — 4 +

9) r=CB=V(gm—di+y’, = CB0'=V@)+ 4y +y,’,

wihrend gleichzeitig:

(10) B, (1) @— et f2=0.
Nach § 4, (35) ist auch:
12) z=e—gxo, t’=e+§x0.

Dabei sind die beiden voneinander unabhiingigen Knickpunkte von r
und 7" in der Bezeichnung C = x,, y,, 0 nicht besonders unterschieden.

5. GroBte und kleinste Werte der gebrochenen Entfernung.
Wihrend der Knickpunkt C die ganze Ellipse (10) durchlduft, bleibt
die gebrochene Entfernung » in (7), die Summe der absoluten Ent-
fernungen ¢ und 7 immer endlich und grifer als Null. Sie muB also
wenigstens einmal einen kleinsten und einmal einen groBten Wert
erhalten.

Die gebrochene Entfernung r = PCB, und ebenso r'— PCB
hat je wenigstens ein Minimum und ein Maximum.

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der Minima und
Maxima. Um die extremen Werte zu bestimmen, betrachten wir r
als Funktion der unabhingigen Verinderlichen z,, wihrend wir g,
durch (10) von z, abhiingig gemacht denken. Dann ist der erste und
zweite Differentialquotient von y, nach z,:
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LN Py _ £ 1
(13) dz, = T F g dz,* ety,’
und zugleich mit Riicksicht auf (10) und (11):
d d? a2
(14) 1+( yo) +y°da:¢;=?'

Ferner ist nach (8) fiir den ersten und zweiten Differentialquo-
tienten von ¢ nach z;:

(15) o4, dx (27— @)+ (Yo — )dyo (@ — ) — ’_(?/o Y)

Qdd;s (dx) _1+(d%) +(y0 y)da: 2)

oder mit Riicksicht auf (14) und (13):
d?o do\2
(16) e () t G E

e’ et y,

Der erste und zweite Differentialquotient von » nach z, wird
nach (7) mit Benutzung der Darstellung (12) von = und der Formel (15):

(17) ﬂ_ de d Zy —X 2z 9—y Vd

dz, dz, e e ey, o e’

dr %
(18) dz,®” dx,®’

Mit Benutzung der Darstellung (9) von z und der Formel (15) kann
man den ersteren auch in der Form annehmen:

@ - ETeREY-La(rren)

Die Werte von z,, fiir die ein extremer Wert von » eintritt,
miissen nun der Gleichung:

d
d—;o =0
geniigen. Fiir einen solchen Wert von z, ist aber nach (17):
de 4
dz, e
und daher nach (18) und (16):
(20) dr 1 f* Y,

dax,* e ey’ Y,
Hiernach tritt bei reellen z,,y, im allgemeinen (y <+ 0, y,=+ 0) auch
wirklich ein Minimum oder Maximum ein und zwar jenes oder dieses,
jenachdem y,und y gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben.
Die entsprechenden Formeln fiir #* gehen nach (9) und (12) durch
Umkehr des Vorzeichens von d hervor.
Die gebrochene Entfernung r oder v in (6), (1) hat immer dann
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und nur dann einen extremen Wert, wenn der Knickpunkt C = x,, y,, 0
neben (10) der Bedingung geniigt: )
(21) a9 oder @1) & o,

(]

dzx,
und zwar ist sie dann ein Minimum oder ein Maximum, jenachdem
C in bezug auf die 2z-Ebene mit P gleichseitig oder ungleichseitig liegt.
7. Geometrische Bedeutung der Bedingung (21). Die Bedin-
gung (21) wird mit Einsetzung von (19):

Yo (T — Xy d—=z, o (Y—Y% | 0=\ _
R 1 P
Da nun nach § 131, (9):
— — d—z, 0—
_Q%‘: Q%::: ) xexo’ygy‘);%; 1,%7 t?/o,O

beziiglich die Richtungskosinus der Tangente der Ellipse § 131, (1) in
C = x,, 9y, 0 und der Strecken CP und CB, (I § 34, (7)) sind, so
bedeutet die Gleichung (22) (I § 35, (9)):

Die gebrochene Entfernung r oder »' in (6) hat fir solche Lagen
des Knickpunktes C auf der Fokalellipse einen extremen Wert, wo die
innere Halbierungslinie der Strecken CP und CB, oder CB, auf der
Tangente der Ellipse in C senkrecht steht oder, was dasselbe ist, die
Winkel der beiden Strecken gegen die gerichtete Tangente sich zu =x
erganzen (Fig. 196).

Die gebrochene Entfernung bildet dann zugleich die Gleichge-
wichtslage eines Fadens, der in C iiber die Ellipse gleitet und in P
und B, oder B, festgehalten wird, und zwar eine stabile fiir ein
Minimum und eine labile fir ein Maximum (eine indifferente fiir den
in 4, 1. Absatz, erwihnten Ausnahmefall P = B’ bei » und P = B
bei 7).

8. Die Anfangsstiicke der Maxima und Minima als Fokallinien.
Bildet die Strecke CB, eines extremen Wertes der gebrochenen Ent-
fernung r = PCB, mit der gerichteten Tangente der Fokalellipse in
C einen Winkel p, so bildet nach 7 die Strecke CP mit dieser Tan-
gente den Winkel = — y.

Da aber die erstere Strecke den Punkt B, enthilt, gehort sie
nach 2 dem einen Mantel des von C iiber der Fokalhyperbel errich-
teten Drehungskegels an. Dieser Mantel ist daher der Ort aller von
C ausgehenden Halbstrahlen, die den Winkel y mit der Tangente
- bilden, wihrend der andere Mantel ebenso der Ort aller Halbstrahlen
mit dem Winkel = — p ist. Somit gehort die Strecke CP diesem
andern Mantel an, die unbegrenzte Gerade PC aber iiberhaupt dem
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von C iiber der Fokalhyperbel errichteten Drehungskegel. Sie ist
daher nach 3 eine Fokallinie des Punktes P.

Die gebrochene Enifernung r = PCB, oder r’= PCB, ist ein
Maximum oder Minimum, wenn thr Anfangsstiick PC in eine der vier
Fokallinien des Punktes P fillt und die Strecken CP und CB, oder
CB,’ verschiedenen Minteln des von C diber der Fokalhyperbel errich-
teten Drehungskegels angehiren.

9. Das zu einer Fokallinie gehdrige Maximum oder Minimum.
Umgekehrt gibt jede der vier Fokallinien des Punktes P immer ent-
weder ein Maximum oder ein Minimum von # oder von 7. Denn
ist C ihr Schnittpunkt mit der Fokalellipse, so gehort dle Strecke
CP nach 3 dem einen Mantel des von C iiber der Foka.lhyperbel
errichteten Kegels an, dessen erzeugende Halbstrahlen etwa den Winkel
p mit der Tangente der Ellipse in C bilden mogen. Die Strecken
CB, und OB, gehoren verschiedenen Minteln desselben Kegels an,
so daB die eine den Winkel y, die andere den Winkel «x -—  mit der
Tangente bildet. Eine von beiden gibt also, an PC angesetzt, eine
gebrochene Entfernung, die der Bedingung (22) entspricht. Also:

Zu jeder der vier Fokallinien des Pumktes P gehirt entweder ein
Mazimum oder ein Minimum der gebrochenen Entfernung r oder r’ in (6).

10. Die vier gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes. Da
aber nach & » und »’ wenigstens je ein Maximum und ein Minimum
haben, so muB zu jeder der vier Fokallinien je ein solches gehoren,
und kann es nicht mehr als je eines fiir » und fiir »" geben.

Jede der beiden gebrochenen Enifernungen r = PCB, und ¥ = PCB,
des Punktes P von einem Bremnpunkt By oder By der Fokalellipse iiber
diese hinweg (Fig. 204) hat ein Minimum r; und r, und ein Maxi-
mum ry und ry, und zwar ist (Fig. 205):

(23) r,=PC,B,, r,=PC,B,; r'=PCB,, r,=PC.By,
wo C,, Gy, C;, C, die Schnittpunkte der vier Fokallinien des Punktes P
mit der Fokalellipse in bestimmier Anordnung (vgl. 11) bedeuten.

Wir nennen r,, 7y, r,/, r,’ die vier gebrochenen Fokaldistanzen des
Punktes P iiber die Fokalellipse.®)

11. Lage der Punkte B,, C, auf der Fokallinie f;. Nach 6
liegen in bezug auf die Ebene der Fokalhyperbel C, und C;, die
Knickpunkte der Minima, mit P gleichseitig, dagegen C, und C,, die
Knickpunkte der Maxima, ungleichseitig. Da aber der Schnittpunkt
einer Fokallinie mit der zz-Ebene zugleich ihr Schnittpunkt mit der
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Fokalhyperbel sein muB, so folgt: Ist B, (i = 1,2, 3, 4) der Schnitt-
punkt der Fokallinie PC; mit der Fokalhyperbel, so liegen B, und
B, auBerhalb der Strecken PC, und PC;, dagegen B, und B, inner-
halb der Strecken PC;, und
PC, (Fig. 205).

Die beiden Strecken
C, P und C,B, von r, ge-
horen nach 8 verschiedenen
Minteln des von C, iiber
der Fokalhyperbel errich-
teten Kegels an, die eine
dem linken, auf dem der
linke Hyperbelzweig liegt,
die andere dem rechten.
Dasselbe gilt von den bei-
den Strecken C,P und
C,B,, C;Pund C;B),C, P
“\ und C,By.

B\ B, liegt auBerhalb der

Strecke P(|, so daB die
Folge der drei Punkte PC,B, (Fig. 205) oder B,PC, ist. Da nun
C,B, dem rechten Mantel des von C, iiber der Fokalhyperbel er-
richteten Kegels angehort, gehort C; P dem linken an. Daher muB
B, bei der Folge PC, B, auf dem rechten, bei der Folge B, PC, auf
dem linken Hyperbelzweig liegen.

B, liegt innerhalb der Strecke PC,. Da nun C,B, in B, den
rechten Hyperbelzweig trifft, muB B, auf dem linken liegen.

Entsprechendes gilt fiir B; und B,. Bezeichnen wir daher all-
gemein Punkte des rechten Hyperbelzweiges mit B, des linken mit
B’, so ergibt sich:

Die Lage der Schwittpunkte der wier Fokallinien des Punktes P
mit der Fokalellipse und Fokalhyperbel ist durch die Folgen bezeichnet
(Fig. 203):

Fig. 205.

I : f, = PC,B, oder B/PC,, f,= PB;C,,

fs = PC;B,' oder B;PC;, f,= PB,C,.
Dadurch ist auch die Benennung der vier Fokallinien mit f;, f;,
fs) fy und die Verteilung der Minima und Maxima (23) auf sie be-
stimmt. :
12. Ungleichung fiir die gebrochenen Fokaldistanzen. Infolge



s
§ 132, 12. § 133, 1. 737

der in 10 eingefiihrten Bezeichnung der groBten und kleinsten Werte
ist zundchst:
(25) rn>r, 1>
Ferner ist in dem rdumlichen Viereck C,PC;B, C, (Fig. 205) die
Summe von drei Seiten groBer als die vierte (in Fig. 205 nicht
ausdriicklich gezeichnete), also:
G, P+ PCy+ GB) > O, By.

Addiext man zu dieser Ungleichung die aus der Fokaleigenschaft der
Ellipse § 1, (9) folgende Gleichung:

CiBy + C, By = 2e,
so ergibt sich mit Weghebung von C, B,':

PC, + C,B, + PC; + C, B, > 2e

oder nach (23):
ro+r > 2e.

Schreibt man diese Ungleichung in der Form:

2(ry+r)—4e>0
und addiert beiderseits r, + r,’—r, — r,’, so folgt:
(26) g+ +ry S —de>r, oy —r,—r)
Endlich ist die Summe der beiden nach (25) positiven GroBen r, —r,
und 7y’ — r,” groBer als der absolute Wert ihrer Differenz:

(27) (ry—r) + (g’ — 1) > [(rg — 1) — (' — )|
Durch Verbindung von (26) und (27) folgt daher:

Zwischen den vier gebrochenen Fokaldistanzen (23) eines beliebigen
Punktes P bestehen die Ungleichungen:
(28) ry 1+ —de>rgtry —r,— 0/ >|rg—r—r 41|,
wo der Einschluf3 des dritten Ausdruckes in Vertikalstriche dessen ab-
soluten Wert bezeichnet.

§ 133. Gebrochene Distanzen iiber Fokalellipse und Fokalhyperbel.

1. Distanzdifferenzen iiber die Fokalellipse. Wenn man statt
der extremen Werte der Summen § 132, (7) die extremen Werte der
Differenzen:

(1) m=—PC+CB,=—¢+r, '=—PC+CB/=—o+7
sucht, so hat man die Entwicklungen § 132, 6—10 im wesentlichen
zu wiederholen, nur mit umgekehrtem Vorzeichen von .
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Die Gleichung § 132, (22) gibt. mit dieser Anderung den Satz
d §35 ):

Die Differenz m oder m’ hat fiir solche Lagen des Knickpunktes C
auf der Fokalellipse einen extremen Wert, wo die dufere Halbierungs-
linie der Strecken CP und CB, oder CB, auf der Tangente in C
senkrecht steht oder, was dasselbe ist, die Winkel der beiden Strecken
gegen die gerichtete Tangente gleich sind (§ 132, 7).

Hieran schlieBt sich, wie § 132, 8 die weitere Folgerung:

Die Differenz m oder m’ ist ein Maximum oder Minimum, wenn
das Anfangsstiick PC in eine der vier Fokallinien des Punkies P fillt
und die Strecken CP und CB, oder CB, demselben Mantel des von
C iiber der Fokalhyperbel errichteten Drehungskegels angehoren.

Die Differenz m hat daher, wie in § 132, 9—10, ein Minimum m,
und ein Maximum m, und die Differenz m’ ein Minimum m," und
ein Maximum my, und 2u jeder Fokallinie gehirt eimer der extremen
Werte my, my, m,’, my .

2. Beziehung zwischen den extremen Werten der Differenz
und der Summe. FKiir alle Punkte C der Fokalellipse § 131, (1) ist
nach § 1, (9):

(2) CB, + CBy = 2e¢
und daher auch bei beliebigem P:

[ (PC+ CB,)+ (— PC+ CB)) =r + w = 2e,
B\ (PC+OB) + (— PC+ OBy =7 +m =2e.
Fiir einen Punkt C, fiir den » oder " (vgl. § 132, (7)) ein Minimum
ist, ist daher m’ oder m ein Maximum und umgekehrt. Wihrend
daher nach § 132, (23): '

n { 71=IE+01BO’ 72=?g27+ Cy By,
&) r,/=PC,+ CB), ryy’=PC,+ C;Bo',

ist gegenwirtig (Fig. 205):
5 {m1=-17@+04B},, my = — PGy + G, B,,
®) m=— PC, + C,B,, my—— PC, + C,B,.
Ferner stehen die extremen Werte der Summen und die der Differenzen
in der Beziehung:
(6) ro+my =ry +m'=r'4my =1+ m =2e

3. Distanzsummen und Distanzdifferenzen iiber die Fokal-
hyperbel. Fiir die Summen § 132, (7) und die Differenzen § 133, (1)

v
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war der Anfangspunkt P ein beliebiger fester Punkt des Raumes,
der Endpunkt B, B, ein Brennpunkt der Fokalellipse und der Knick-
punkt C ein laufender Punkt der Fokalellipse.

Wir betrachten jetzt die Summen:

(M s=PB+ BC,, s=PB+ BC,/
und die Differenzen:
(8) n=— PB4+ BC,, n'=— PB+ BC,,

wo der Anfangspunkt P derselbe feste Punkt wie vorhin, der End-
punkt C,, C; ein Brennpunkt der Fokalhyperbel und der Knickpunkt
B ein laufender Punkt der Fokalhyperbel ist, und suchen wieder die
Maxima und Minima der vier GréBen (7) und (8).

Wir haben dann in den Entwicklungen § 132, 6—10 e und d,
y und 2, f? und — f? zu vertauschen (§131, (1); (2)) und erhalten als
Bedeutung der danach verinderten Gleichung § 132, (22) entsprechend
§ 132, 8 und § 133, 1:

Die Summe s(s’) und die Differenz n(n) ist ein Maximum oder
Minimum, wenn das Anfamgsstick PB in eine der vier Fokallinien
des Punktes P fillt, und die Strecken BP und BC,(BC,) fir die
Summe verschiedenen Mdinteln, fir die Differenz demselben Mantel des
von B iber der Fokalellipse errichieten Drehungskegels angehioren.

4. Anzahl und Verteilung der extremen Werte. Die Summen
r, ¥ und die Differenzen m, m’ mit auf der Fokalellipse laufendem
Knickpunkt C hatten im Ganzen acht extreme Werte (4); (5), von denen
zu jeder Fokallinie je ein extremer Summenwert und ein extremer Diffe-
renzwert gehorte.

Auch die Summen s, s und die Differenzen n, »° mit auf der
Fokalhyperbel laufendem Knickpunkt B haben im Ganzen acht extreme
Werte, da jede der vier Fokallinien, in die die Anfangsstiicke PB
der extremen Werte fallen miissen (§ 132, Fig. 203), von B nach C
oder C, fortgesetzt werden kann, und jede solche Fortsetzung einen
extremen Wert entweder von s, s’ oder n, n’ ergibt.

Es wird sich nun zeigen, daB hier, anders wie bei der Ellipse,
2u zwet Fokallinien je zwei extreme Summenwerte und zu den zwei
andern Fokallinien je zwei extreme Differenzwerte gehoren.

Der Grund fiir diesen Unterschied liegt in der Verschiedenheit
der Fokaleigenschaft der Ellipse, die in der Formel (2) ausgesprochen
ist, und der der Hyperbel, die in die Formeln (§ 1, 8):

9) BC/—BC,=2d, B'C,— B'C/=2d
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zerfillt, wenn B den laufenden Punkt des rechten und B’ den des
linken Hyperbelzweiges bezeichnet. Infolge hiervon ist bei beliebigem P:
(PB + BC))— (PB + BGC,) =24,
{@F+R®—@F+EQF&L
(—PB + BG)) — (— PB + BC,) =24,
{ (— PB'+ B'C,) — (— PB'+ B'Cy)—2d.

5. Minima der Distanzsummen iiber die Fokalhyperbel. Je
zwei der vier Summen auf den linken Seiten von (10) haben also
gleichzeitig kleinste und gleichzeitig groBte Werte. Sie komnen aber
solche nur haben, wenn (Fig. 203) die Anfangsstiicke in eine der
beiden Fokallinien f, = PB,’C, oder f, = PB,C, fallen, da dann die
Strecken B,’P und B, C, oder B, C,’, beziiglich B, P und B,C, oder
B,C," verschiedenen Minteln des von B,, beziiglich B, iiber der
Fokalellipse errichteten Drehungskegels angehdren, wihrend Ent-
sprechendes bei f; und f; (§ 132, (24)) nicht der Fall ist. Da iiber-
dies (§ 132, (24)) P und B,, wie P und B,, auf gleicher Seite der
zy-Ebene liegen, so handelt es sich nach § 132, 6 (in Formel (20)
daselbst ¢ und d, y und 2, f2 und — f* vertauscht) um Minima.

Es gibt daher in:

{ s, =PB, + B,C,, s, =PB + Bz’Coy
s/=PB/+ B/C,, s;=PB, +B,C/

(Fig. 208) beziiglich ein Mintmuin der gebrochenen Enifernung des
Punktes P von dem rechten und linken Brennpunkt der Hyperbel, je

entweder iiber den gleichnamigen (s,, s,") oder iiber den ungleichnasmnigen
Zweig (S, S;') derselben hinweg. Zugleich ist:

(13) Sy — 8 =8 — s =2d.

6. Maxima und Minima der Distanzdifferenzen iiber die Fokal-
hyperbel. Je zwei der vier Differenzen in (11) haben ebenfalls gleich-
zeitig kleinste und gleichzeitig groBte Werte. Ihre Anfangsstiicke
fallen alsdaun in die beiden noch iibrigen Fokallinien f; und f,. Da
Formel § 132, (20) hier mit Vertauschung von ¢ und d, y und 2z,
f? und — f? und mit umgekehrtém Vorzeichen von ¢ anzuwenden ist,
findet ein Minimum oder ein Maximum statt, je nachdem der Knick-
punkt B, (B,") oder B;(B,’) in bezug auf die zy-Ebene mit P un-
gleichseitig oder gleichseitig liegt.

Daher sind fiir f; = PC, B, (§ 132, (24)) die Differenzen — PB,
+ B,C, und — PB, 4+ B,C, und fir f; = PC,B, die Differenzen

(10)

(11)

(12)
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— PB/ + B,C, und — PB,’ + B,’C; sémtlich Minima; ; fiir f; = B/ PC,
die Dliferenzen —PB —l—B C und — PB/ -I-B C und fiir
f; = B, PC; die Dlﬂ'erenzen — PB + B C, und —ITB + B C’
samthch Maxima.

Um nun eine fiir alle Fille gultlge Abzihlung der Maxima und
Minima von » und %’ zu erreichen, erselzen wir die Definitionen (8)
durch die Doppeldefinitionen:

PB — BC,, PB — B'Cy,
A
Geht ndmlich der Knickpunkt B durch das Unendliche hindurch von
einem Hyperbelzweig auf den andern iiber, so wechselt die Differenz 7
in (8) ihr Vorzeichen. Denn entfernt sich (Fig. 206, gezeichnet in
der Ebene der beiden durch P und
C, zu der betreffenden Asymptote
der Fokalhyperbel gezogenen Paral-
lelen) B auf dem rechten Zweige
als B, unendlich weit nach oben,
so werden die Strecken PB und RN
BC, parallel und wird die Diffe- e N\ /
renz — PB,+ B,C,=C,Q, wenn 7
Q der FuBpunkt® des von P auf ¥ .

die zweite Strecke gefillten Perpen- 5 /'/
dikels ist. Erscheint dagegen B auf oy Fig. 206.

dem linken Zweig unten als B,
so wird — PB, + B,C) = — PD,= — 50—() , wenn D, der FuBpunkt
des von C, auf die erste Strecke gefillten Perpendikels ist. Beim
Ubergang des Knickpunktes von dem rechten Zweig (B) auf den
linken (B’) geht also die Differenz P B — BC, stetig in — PB'+ B'C,
iiber. Die durch die Doppelformeln (14) definierten Differenzen n und
n' bleiben daher, wihrend B, B’ die ganze Fokalhyperbel durchliuft,
immer endlich und stetig und haben daher je ein Minimum n, und n,’
und je ein Maximum ny und n,.

Diese Minima und Maxima sind ‘aber nach der eben gegebenen
Bestimmung der Minima und Maxima von (8) die folgenden:

fir f, = PC,B,: n/= — PB, + B,C/, n, = PB, — B,C,;

fir f, = B,/ PC,: —PB' B’C/, =n,——PB '+ B/C,;
(9) sy 1. — PO,BYs my = — PB4 By mi— P BLGy:

fir f, = B,PC,: n, — PB,— B,C,, =n,=— PB,+ B,C,.

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IIL 48
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Danach gehort zu f, stets das Minimum von n' und das Maxi-
mum von n, zu fy stets das Minimum von n und das Mazimum von »'.

Dabei ist mit Riicksicht auf (11) immer:
(16) n + ny =n+ n, =24d.

7. Beziehung der gebrochenen Distanzen iiber die Hyperbel
zu denen iiber die Ellipse. Zwischen den Strecken auf den einzelnen
Fokallinien gelten mit Riicksicht auf § 132, (24) die Beziehungen:

[fﬁr f,=PC,B,: B,C, = PB, — PC,

(17) fir f, = B/ PC,: B/C, = PB; + PC;;
fir f, = PB,C,: B, C, = PC, — PB,;

| fir fy = PCyBy': By C; =

(18) fiir f, = ByPCy: B,Cy =

P
fir f, = PB,C,: B,C, =P —P—
Setzt man nun fir BC und B'C in § 131, (18) die Welte 17
und in § 131, (17) die Werte (18) hier, so erglbt sich:
B,C,—PB,+PC,+B,C/=d+e, B,C,+PB/+PC,—B Cj=d+e;
B,C, + PG, — PBy — B G/ =d +¢;
B/C,—PB/+PC,+B;C,—=d+e, By Cy+PB+PC—B,Cy=d+e;
B/C,+ PC,— PB,— B,C,=d +e.
Hieraus folgt aber mit den Bezeichnungen (4), (12), (15):
Die gebrochenen Distanzen r,, 1y, v, ry’ iiber die Fokalellipse stehen

zu den gebrochenen Distanzen s, s,’, ny, n, iiber die Fokalhyperbel in
der Bezichung :

(19) rytn=ro—s'=r+n=r—s=d+e.

Zuziiglich der Formeln (6), (13), (16) sind damit alle sechzehn
extremen Werte gebrochener Distanzen iiber Ellipse und Hyperbel
auf r,, 7y, 7, ry zuriickgefiihrt. Man kann die Beziehungen foltrendel-
maBen zusammenfassen:

auf fi: r,—e = e—my= d —n =mn—d:
(20) auf fy: rz—e'= e—m'= d +sl'=32——d;’
auf f3: e—r/=my—e = n —d =d —mny;
auf f,: e—r'=m —e¢ =—d —s, =d —s,; .

8. Die vier gebrochenen Haupt-Fokaldistanzen eines Punktes.
Unter den vier gebrochenen Fokaldistanzen in bezug auf die Fokal-
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ellipse (§ 132, 23)) sind 7, und »,” Minima und 7, und »,” Mazima.
Die letzteren kann man nach (19) durch die Formeln:

(21 re=s'+d+e r=s+d+e

auf zwei gebrochene Fokaldistanzen in bezug auf die Fokalhyperbel
zuriickfiihren, die nach (12) ebenfalls Minima sind.

Es sind dann (Fig. 207):

(22) r,= PC, B, und r,)= PCy,B)

die kiirzesten Enifernungen des Punktes P von dem rechten und linken
Brennpunkt der Fokalellipse iiber die Fokalellipse und:

(23) s,= PB,C, und s, =PB,C,

die kiirzesten Enlfernungen von
dem rechten und Ulinken Brenn-
punkt der Fokalhyperbel je iiber
den gleichnamigen Zweig der
Fokalhyperbel.

Sie sind alle vier stabile
Gleichgewichislagen eines Fadens,
der in dem betreffenden Brenn-
punkt befestigt ist, iiber den
entsprechenden Fokalkegelschnitt frei gleitet und im Punkte P ge-
spannt gehalten wird. Sie heiBen Hauptfokaldistanzen.

9. Symmetrie in bezug auf die yz-Ebene. Aus der Symmetrie
der Fokalkegelschnitte in bezug auf die yz- Ebene folgt: Ist von zwei
Punkten, P = z,y,2 und P=—z, v, 2, der eine das Spiegelbild des
andern in bezug auf die yz-Ebene, so sind die in B, und C; endigen-
den Hauptfokaldistanzen der einen auch die Spiegelbilder der in B
und C, endigenden der andern, also auch entsprechend gleich groB.

Fiir einen Punkt der yz-Ebene selbst ist:

(24) ry=r s=s.
Liegt P rechts von der yz-Ebene, so ist die kiirzeste Entfernung

r, von dem niheren Brennpunkt B, kleiner als die kiirzeste Entfer-
nung 7, von dem ferneren By, ebenso s, <s . Allgemein ist daher:

(25) rn<r, 5,<s oder >, 8>s/,
beziehungsweise nach (21):
(26) <, ry<r oder >, >, -

jenachdem P rechts oder links von der yz-Ebene liegt.

48*
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§ 134. Die Fokaleigenschaften der Mittelpunktsflichen.

1. Gleichungen der XKnickpunkte der gebrochenen Fokal-
distanzgen. Die Bestimmung der vier Fokallinien eines Punktes P
fiihrt algebraisch auf eine biquadratische Gleichung. Denn entweder hat
man die vier Schnittlinien zweier Kegel zweiter Ordnung (§ 132, (1), (2))
zu ermitteln oder die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, ndm-
lich die Schnittpunkte B; der Fokalhyperbel mit der Zentralprojektion
der Fokalellipse von P auf die zz-Ebene oder die Schuitipunkte C;
der Fokalellipse mit der Zentralprojektion der Fokalhyperbel von P auf
die zy-Ebene (Fig. 203).1%6)

Die Punkte C,= z,, y,, O sind nach § 132, 10 zugleich die Knick-
punkte der vier gebrochenen Fokaldistanzen vy, 1y, r,’,r, tber die Fokal-
ellipse, also diejenigen, fiir welche die gebrochenen Entfernungen
(8 132, (D); (12); ®)):

1 r=g—|—e—d—:’" oder (1) r’=g+e+d—f“
mit:
@) o=V — 2 +@—9)+ 7

einen extremen Wert erhalten. Nach § 132, (10); (21), (21") und (17)
geniigen diese Knickpunkte den Bedingungen:

3) + f: oder 7} — %:%2 + %' =1*
und:

4 — Y@ — @) + 2%, (4o — ) + deype = 0,

4) — Yo (#y— @) + P2 (yo— y) — deygo = 0.

Macht man die Gleichungen (4) und (4") durch Multlphkatlon rational
und setzt den Wert (2) fiir o? ein, so vereinigen sie sich zu:
{=eyo(@e—2) + 22y (o—y) ) — Py’ (2o —2) '+ (4, — ¥)* + #*} =
eine (leichung, die sich unter Benutzung von (3) und § 132, (11) auf
die Form bringen lif8t:

E* (Yo (B0 — @) — 20 (4o —4) ) — B[ (Yo — 9)* — Py, = 0
‘oder:

P 2 2, 2
(5) TS — TR — (g g = 0.

Diese Gleichung, die mit X =z,, Y=1y,, Z=0 aus § 132, (2)
hervorgeht, stellt daher in der Tat die Zentralprojeltion der Fokal-
hyperbel von P = z,y,z auf die Ebene der Fokalellipse in laufenden
Koordinaten z,, y, dar. Aus (3) und (5) wiren die vier Punkte
C;=,,9,, 0 zu bestimmen.
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Die Gleichungen sind iiberdies vom Vorzeichen von ¢ unabhingig,
wie denn die Maxima und Minima der Differenzen m,m’ in § 133, (1)
dieselben Knickpunkte haben, wie die Summen 7,7’

2. Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen. Mit der Be-
stimmung der vier Punkte C,= z,, y,, 0 sind auch die entsprechen-
den Werte von 7 und ¢/, also r,, 7, und », " in § 132, (23) bestimmt.
Man hat nur die Werte z,, y,, jenachdem sie der Gleichung (4) oder
(4") geniigen, in (1) oder (1') einzusetzen. Es sind fermer auch die
vier Fokallinien f;= PC; und deren Schnittpunkte B; mit der Ebene
y = 0 durch die Punkte C; bestimmt.

Statt indessen auf diese Weise alle unbekannten Bestandteile der
gebrochenen Fokaldistanzen auf die biguadratische Gleichung der Schnitt-
punkte der Kegelschnitte (3) und () zuriickzufiihren, wollen wir un-
mittelbar eine Gleichung fiir r, »,, 7, 7,” selbst herstellen und auf
diese die iibrigen Unbekannten zuriickfiihren.!®®) Die herzustellende
Gleichung ist ebenfalls vom vierten Grade. Wir nennen sie die bigua-
dratische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen. Um sie zu erhalten,
eliminieren wir z,, y, aus (1), (3), (4) und aus (1°), (3), (4).

3. Ableitung der biquadratischen Gleichung der gebrochenen
Fokaldistanzen. Nach § 132, (11) kann man die Gleichungen (4) in
der Form schreiben:

(©) €Yo — P20y — &%y, + deyoe =0,
(6) Yok — 220y — d*zy, — dey,0 = 0.
Durch Elimination von ¢ aus (1) und (6) folgt nun:

eYox — a0y — d2Yo + de?/o(" —e+ éﬂ) =0,

¢
Yo — [P 2oy — ATy, — dey, (rl" e —qu) 0,

oder:
() (dlr—e)+ew) e —fy % =0, (V) (dle—)+en} % —fy % —0.

Fihrt man jetzt fiir » — e und e — 7" die gemeinsame Bezeich-
nung 4¢ ein:

r—e
(8) t= 4 ’

e—1
4 )

so laufen die Gleichungen (7) und (7) in die eine zusammen:
9) (4dt + ea) 2 —fy 2 =0,
wihrend (1) und (1") die Form erhalten:

az,

(10) 484 2—e=0, (10) 4t+2%4o—0,
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oder zusammengefaBt und mit Einsetzung des Wertes (2):

dx, 2=O.

( —2)*+ (y — %)+ zz—(4t + _e—)
Die Entwicklung dieser Gleichung gibt mit Riicksicht auf (3):
22+ i+ 2 — 2xxy — 2yy, + [T — 1642 — 8 d—?‘! =0.
Mit Hinzunahme von (9) hat man daher zwei lineare Gleichungen
fir z, und y,:
o (4dtten) D 4yt ~THLEELT gpy

fy% — (4dt + ex) % -0,
deren Aufldsungen nach z, und y, werden:

((dt + ex) + 192} % = (@dt + e2) [TTLFET gl
(12)

((4dt + ey + oy o =y [ZEEEEEL_gp).
Durch Quadrieren und Addieren geht hieraus hervor mit Riick-
sicht auf (3):
(4dt + ex)® + f2y2 = {‘fﬂ%‘_‘fiﬁ _ 8t"}2
oder:
64¢t — 82+ y* + 2 + f* + 2d°)* — 8dext
+ H{(a® + ¢ 4 2 + ()2 — 42— 412} = 0.
Mit Hinblick auf (8) folgt daher:

Sind 1y, re, 7, vy die vier gebrochenen Fokaldistanzen eines Punlktes
P =uzx,y,z iiber die Fokalellipse, so geniigen die Differenzen:

(13) t = 1‘1:8’ ty =

e—r,’
4 )

r,—e
4 )

e—r,
t, =-—""%
2 4

i =

der biquadratischen Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen®:
(14) t— L@+ Y+ A+ AP+ o) — Ldext
+ il @+ 0+ 2 4 ) — doat — 4] = .
4. Andere Wurzeln der Gleichung (14). Da die Gleichungen
(10) und (10") zusammengefaBt wurden, hingt die Gleichung (14)
nicht vom Vorzeichen von @ ab, wie ihr denn auch nach § 133, (20)

die Differenzen:
m,—e my—e e—m, e—my
4 7 4 4 ? 4 -

geniigen.
Die Gleichung (14) bleibt ungeéindert bei Vertauschung von d
und e, y und 2, f2 und — /% Sie gehort also in gleicher Weise zur
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Fokalhyperbel wie zur Fokalellipse § 131, (1); (2). In der Tat geniigen
ihr nach § 133, (20) auch die mit den gebrochenen Fokaldistanzen
tiber die Fokalhyperbel gebildeten Differenzen:

d+s _d—s’ d+s’_ s—d d—n’' n—d n—d_d—mn

4 4

) = —_— =

4 4 7 4 4 7 4 4

5. Summen je zweier gebrochenen Fokaldistanzen. Da in der
Gleichung (14) das Glied ¢* fehlt, ist die Summe der vier Wurzeln
Null, also nach (13):

Zwischen den vier gebrochenen IFokaldistanzen eines Pumktes iiber
die Fokalellipse besteht stets die Beziehumg:

(15) 4, —r —r=0.

6. Die Resolvente der biquadratischen Gleichung (14). Die
Resolvente der biquadratischen Gleichung:

1 +mt+n=0
ist die Gleichung sechsten Grades:'®)
T8+ 8IT*+ 16 (12 — 4n)T* — 64m®* =0,

und die sechs Wurzeln: = 7, = 7,, = T, dieser stehen mit den vier
Wurzeln ¢, 4, ¢/, &, jener in der Beziehung:
(16) Ty=t,+t,—t,/'—1ty, Ty=—t+t,+8'—t), Ty=—1t,+t,—4 +1, .

Nimmt man, um diesen Satz auf die Gleichung (14) anzuwenden:

l=—1@+y*+ 22+ d*+ ¢, m=—Ldex,
n=gs{(@® +y* + 2+ ) — 42 — 41"},

so erhilt man als Resolvente der Gleichung (14) mit Benutzung von
§ 132, (11):

T8 — (2® + ¢ +2? + & + ) T ‘

4+ {(&® + )z + y® + d®2® + d¥e? ) T? — d?e*2® = 0
oder auch:
— (T2 _ d2) (T2 —_ e?)x2'_ T2(T2 - 62)‘!/2 _ T2(T2 . d2)22
+ T3(T2 — a®) (T2 — %) = 0.

Indem wir die Unbekannte 7' mit @ bezeichnen und die Summen
(16) mittels (13) ausdriicken, ergibt sich:

Die biquadratische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen vy, r,,

r, vy irgendeines Punktes P = z,y,z iiber die Fokalellipse hat als
Resolvente sechsten Grades mit den Wurzeln:

a Tyt 4 —4e retry—r —n’ ry—r —1r 4+
(17) + 2 , gntnonon oo
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die folgende Qleichung:

18 2(a? — d%) (a? N y? 2* 1 0

( ) "‘a(a_ )(a'—e){a_z'i_az_dz'l’aa_ez_ }= .

Es besteht daher die in a, sowie in x,y, z identische Gleichung (§ 1, (6)):1)
o [ 22 y? 22

—@@ =)@ — )Gttt o a1

(a + P fi +"1’_4e) (a _r +’2I+’2 +r1'—4e)

— (a + ﬁjz”"—;—l} — rl') (a Tt r,’-;— r ——r,’)
> (a 4 Ty — "2’: rn+ "x') (a _ I — T:I‘; -+ Tll) .
7. Realitit der sechs Wurzeln der Resolvente. Da fiir die
Funktion:
’l‘(a2> —_ (a2 — d2> (a2 _ ez)x2 — a2(a2 _ 82) yﬂ — aZ(a2 —_ dﬂ) 22
+ a*(a — @) (a* — o)
der Verinderlichen a? wie § 120, 5:
f(0)=—ad*éa?, f(a®) = d?(e®— d®)y?, f(e?)=—e(e2—d®) 2%, f(4 00)=+ oo,
und nach § 132, (11) ¢* > @2, so folgt:
Die in a® kubische Gleichung (18) hat drei positive reelle Wurzeln
a.’ a.? a® die zwischen den Gremzen liegen:
(20) 0<a’<d’<al<et<a’<+ oo,
wobet die Grenzen selbst zuliissig sind.
Bezeichnen wir die positiven Werte der Quadratwurzeln aus
a.% a? a;® mit a,, a4, ag, so ist ebenfalls:
(21) O<y<d<a<e<a <+ oo,
und + a,, + a5, + a, sind die sechs reellen Wurzeln der Resolvente (18).

(19)

8. Realitit der vier gebrochenen Fokaldistanzen. Da aber die-
selben sechs Wurzeln durch die Ausdriicke (17) vorgestellt werden,
und da diese letzteren, mit dem +--Zeichen genommen, den Un-
gleichungen § 132, (28) entsprechen, so miissen die beiderlei Bezeich-
nungen in der Beziehung stehen:

(22) 7'2+"2’+"1+'1'_4e=a17 ?2’}"’3':7'1—71':“” ’2“"'&12’1’*"‘1,
wo nach § 133, (26) ¢ =+ 1 oder — 1 ist, je nachdem P rechts oder
links von der yz-Ebene liegt. Dazu kommt die Gleichung (15).

Die wvier gebrochemen Fokaldistanzen r,, rg, r,, vy’ eines Punktes
P =z, y,z tber die Fokalellipse driicken sich daher durch die drei
positiven reellen Wurzeln a,, ay, a; der Resolvente (18) in der Weise aus:

=¢&as,
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r, =0, —a, —é&a; + ¢,
l ry=a, +a;, +ag+e,
r/=a,—a, + eaz + ¢,
1y =0, +a; —ca; + ¢,

und geniiyen den Ungleichungen:

(23)

(24) ""2 :"1"‘7'1 <d<’2+rz _7'1'“"'1

4
sttt 4n—4e
4

<e< < + oc.

Die vier gebrochenenen Fokaldistanzen sind daher stets reell.

In der Bezeichnung § 120, (2") sind die Wurzeln a2, a,2, a,® der
Gleichung (18) in Riicksicht auf (20) mit e—A1, e—p, a—v gleichbedeutend,
wo 4, w, v die Wurzeln der Gleichung § 120, (10) sind. Daher folgt
(§ 133, (21)) neben (23):1%%)

Durch die elliptischen Koordinaten i, u, v des Punktes P driicken
sich die vier gebrochenen Hauptfokaldistanzen in folgender Weise aus
(§ 33, A0)): - -

r = Ve—i — Vu—y. — & Va—v + Va-—y,

Va—l + Vo: w4 & Va—v — Va—ﬁ,
Va-—). — Voc—y + & Voz—v + V«x—y,

8 av:l + Vaéﬁ — ¢ V:x—a' — Vuﬂ

9. Bestimmung der Knickpunkte. Zu jeder der vier gebrochenen
Fokaldistanzen r,, 75, 7, 7, bezichungsweise dem nach (13) ent-
sprechenden Werte von ¢, geben die Gleichungen (12) den zugehdrigen
Knickpunkt C; = z,,4,,0 (¢ =1, 2, 3, 4).%°) Daher sind auch die vier
Punkte C; und damit die vier Fokallinien f; des Punktes P, sowie
deren Schnittpunkte B, mit der zz-Ebene simtlich reell (§ 132, 3).

(23)

10. Die Identitiit der Fokaleigenschaften. Die Identitit (19) gilt
in @ einerseits und in P = z, y, # andererseits identisch, wobei r,, 7y,
ry, 7y die gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P iiber die Fokal-
ellipse sind. Bei fest gedachtem @ ist daher die Bedingung, dafl der
Punkt P auf der Flﬁche'

2

(25) az 'I" d’ + =1

liegt, vollkommen gleichbedeutend mit der Bedi.ngung, daB seine ge-
brochenen Fokaldistanzen mit a in der Beziehung. stehen (§ 1, (4)):
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(26) (a4 TEn AR A nobn/ S e ndbnonon)

> (a—’f*ifi:'l_ £} ) (a-l— —Ty —4‘?’1 +’1') (a_r,——r,’—rl—}-r,’) _o.

4 4

Die in der Gleichung (26) ausgesprochene Eigenschaft kommt also
jedem Punkte der Fliche (25) und keinem anderen Punkte des Raumes zu.

11. Verteilung auf die einzelnen Flichen. Ist nun +o0o>a>e,
so ist die Fliache (25) ein Ellipsoid (§ 55, (3)) und von den sechs
Faktoren (26) kann nach (24) nur der zweite verschwinden. Ist die
Fliche (25) mit e> a > d ein einschaliges Hyperboloid, so kann
nach (24) nur der vierte, und ist sie mit d > @ > O ein zweischaliges
Hyperboloid, so konnen nach (24) nur die beiden letzten Faktoren
(26) verschwinden (§ 1, 4).

Daher hat die Flache (25), je nachdem sie ein Ellipsoid oder ein
einschaliges Hyperboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid ist, be-
zichungsweise die Fokaleigenschaft:

(27) ry+ 1y + 1+ 1 =4a 4 4e,
(28) vy + 1y —1r, —r =4a,
(29) ry — 1y — 1 + 1/ =4ea,

wo in (29) e =+ 1 fiir die rechte und ¢ = — 1 fiir die linke Schale
des zweischaligen Hyperboloides gilt.

12. Einfiihrung der Hauptfokaldistanzen. Vermoge der Glei-
chung (15) kann jede der Gleichungen (27)—(29) in je zwei kiirzeren
Formen geschrieben werden (§ 1, (9); (10)):

(30) re + 1, =2a+2¢, r+r"=2a+ 2¢;

(31) r,— 1 =2a, ry —r, =2a;

(32) r, — 1y = 2¢a, r, —r =2¢a,

oder mit Einfiihrung der vier Hauptfokaldistanzen nach § 133, (21):
(33) rn+8=s8+r=2a+e—d,

(34) s —r'=8—nr=2a—e—d,

(35) s/ —s8 =r—r =2¢a.

Nennt man also die iiber die Fokalellipse laufenden Hauptfokal-
distanzen r,,r," ungleichnamig mit denen iiber die Fokalhyperbel s,, s’
und die in den rechten Hauptbrennpunkten endigenden r,, s, ungleichseitig .
mit den in den linken Hauptbrennpunkten endigenden r,’, s,, so lauten
die erhaltenen Sitze (Fig. 207):

I Fiir jeden Punkt des Ellipsoides ist die Summe zweier un-
gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen gleich der
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grofien Hauptachsenlinge, vermehrt um die halbe Differenz der beiden
Hauptbrennweiten.

II. Fiir jeden Punkt des einschaligen Hyperbolmdes ist die Differenz
aweier  gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen
gleich der groflen Hauptachsenlinge, vermindert um die halbe Summe
der beiden Hauptbrennweiten.

II1. Fiir jeden Punkt des zweischaligen Hyperboloides ist die Differens
zweier umgleichseitiger gleichmamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen
gleich der reellen Hauptachsenlinge.®)

13. Die Halbierungslinien der Winkel. Die Anfangsstiicke der
vier gebrochenen Hauptfokaldistanzen ,, s, 7y, s, eines Punktes
P =g, y, 2 (Fig. 207) fallen nach § 133, 8 beziiglich in die vier
Fokallinien f;, f3, f;, f des Punktes hinein (Fig. 203). Die Winkel
dieser Fokallinien werden aber nach § 122, 4; 5 von den Normalen
der drei durch den Punkt P gehenden Flichen des konfokalen Systems
halbiert, welches die Gleichung (25) bei verinderlichem a® darstellt
(§ 120, 1%; 5, I). Diese drei Flichen sind ein Ellipsoid, ein ein-
und ein zweischaliges Hyperboloid. Die Normale des Ellipsoides
halbiert, wenn wir die Fokallinien im Sinne PC, (umgekehrt, wie
§ 122, 4) richten (Fig. 203), den Innenwinkel sowohl von f; und f;
als auch von f; und f,; die Normale des einschaligen Hyperboloides
den AuBenwinkel sowohl von f;, und f; als auch von f; und f,; die
Normale des zweischaligen Hyperboloides den AuBenwinkel sowohl
von f; und f; als auch von f, und f,. Daher treten zu den Sitzen
12, I—III die folgenden Zusitze im Sinne von § 13, 4:64)

I In jedem Punkte des Ellipsoides halbiert die Normale den
Innenwinkel je zweier unglewhseztzger ungleichnamiger gebrochener Hawpt-
fokaldistanzen.

II'. In jedem Punkte des einschaligen Hyperboloides halbiert die
Normale den Aupenwinkel je zweier gleichseitiger ungleichnamiger ge-
brochener Hauptfokaldistanzen.

IIT'. In jedem Punkie des zweischaligen Hyperboloides halbiert die
Normale den Aufenwinkel je zweier ungleichseitiger gleichnamiger ge-
brochener Hauptfokaldistanzen.

14. Die Fadenkonstruktion des Ellipsoides. Seien die beiden
Fokalkegelschnitte, wie § 131, 8 von diinnem glatten Draht gebildet
und durch ein geradliniges Drahtstick C, B, B,C, (Fig. 207) mitein-
ander fest verbunden. Man befestige dann einen Faden von der Linge
2a + ¢ — d mit seinen beiden Enden in den beiden ungleichseitigen
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ungleichnamigen Brennpunkten B, und €, und bringe ihn in die °
Lage By C,PB,C, (Fig. 207) derart, daB der Punkt P in dem Raum-
quadranten oberhalb der zy-Ebene und vor der zz-Ebene liegt, der
Faden bei C; unter der Fokalellipse und bei B, hinter der Fokal-
hyperbel und bei P iiber ein mit der Hand gehaltenes Hikchen,
tiberall frei gleitend, hinwegliuft. Alsdann beschreibt der Punit P,
indem das Hdkchen, den Faden bestindig spannend, bewegt wird, in-
folge von 12,1 und 13, I’ den in dem genamniten Quadranten liegenden
Teil der Oberfliche des Ellipsoides (25).1)

Kommt insbesondere P in die zy-Ebene zu liegen, so legt sich
das Fadenstiick C,B, in C,By=e — d von selbst fest, »,” wird bei
C, gestreckt, und man erhdlt den Hauptschnitt des Ellipsoides mit den
Brennpunkten B, B, mittels der noch beweglichen Fadenlinge 2a
auf Grund von § 1, 9. Kommt P in die 2z-Ebene zu liegen, so legt
sich das Fadenstiick B)’C; in B)C, =e—d fest, s, wird in B, ge-
streckt, und man erhélt den zweiten Hauptschnitt des Ellipsoides mt
den DBrennpunkten C,, C, mittels der noch beweglichen Fadenlinge
2a auf Grund von § 1, 9.

Die Fadenkonstruktion des Ellipsoides schlieft also die der Ellipse
als besonderen Fall in sich ein.

§ 135. Fokaleigenschaften konjugierter Fokalparabeln.

1. Die konjugierten Fokalparabeln. Die in der Ebene 2 =0

liegende nach links offene (linke) Parabel:

(1) ¥+ 2ex — =0

und die in der Ebene y =0 liegende nach rechts offene (rechte)
Parabel:

@) 22— 2ex=0

haben die Eigenschaft, daB der Scheitel C, der linken (Fig. 208) der
Brenmpunkt der rechten und der Scheitel O der rechten der Brenmpunkt
der linken 1ist.

Die eine der beiden ,konjugierten Parabeln® ist durch die andere
bestimmt. Sie sind zugleich die Fokalparabeln § 56, (7) des Parabo-
loides § 56, (1).1%8)

2. Entfernung zweier Punkte der konjugierten Fokalparabeln.
Sind C =z, ¥, 0 und B=z,, 0, 2, zwei Punkte der Kegelschnitte
(1) und (2), also:

3) i+ 2ex,— =0, 2z —2er, =0,
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so ist fiir ihre Entfernung o:

0'= BC’ = (&, — 2, + y + 2,2 = (2, — 2,)2— 2ex, + € + 2ex,

= (2, —x, + €)?.
Da aber nach (3):
+— >0, 2,>0,
so folgt:
Die absolute Entfernung eines Punktes C = xz,, y,, 0 der linken

und eines Punktes B = x,, 0, 2, der rechten Parabel (Fig 208) ist:
(4) e=BC=z,—z,+e.

3. Winkel der Strecke CB
gegen die Tangente der Parabel
in C oder B. Die Richtungskosi-
_ nus der Strecke CB (Fig. 208) sind
1§34, (D):

r, — & Yo 2
T T e

)

die Gleichungen der Tangenten der
Parabeln (1) und {2) in C und B
nach § 13, (35): Fig. 208. .

ex +yyy —ele—x) =0, —ex+22—ex,=0,

also ihre Richtungskosinus:

(5) —a%, g¢, 05 g=1: Ve'+y", —pay, 0,—pe; p=1:Ve +27.
Daher ist fiir die Winkel y der Strecke CB gegen die Tangente
in C und § der Strecke BC gegen die Tangente in B:

cosy =— 22 (5, — gy + ), cosf =22 (z,— 7,4 0),
und nach (4): _
(6) cosy = —qy,, cosf=pz.

Diese Werte sind beziiglich von z;, 2, und von z,, y, unabhingig,
also:

Der Winkel y, den die Strecke CB (Fig. 208) mit der Tangente
der linken Parabel im Punkte C bildet, ist von der Lage des Punktes
B auf der rechten Parabel, der Winkel p, den die Strecke BC mit der
Tangente der rechten Parabel itm Punkte B bildet, ist von der Lage
des Punktes C auf der linken Parabel unabhingig; oder, was das-
selbe ist:

Der von einem beliebigen Punkte der einen Puarabel tiber der an-
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deren errichtete Kegel ist ein Rotationskegel, dessen Rotationsachse die
Tangente der ersteren in dem Punkie ist.

4. Fokaleigenschaft der einen Parabel in besug auf gwei Punkte
der andern. Sind (Fig. 209) B,=12,, 0, 2, und B;=1,, 0, 7, zwei
feste Punkte der rechten und C'=z, y, O ein laufender Punkt der
linken Parabel, so ist nach (4): '

BC=z,—z+e, BC=zy—zx+e.
Daher ist:

(M B,C—B,C=u,—uz

unabhingig von C= r, y, 0. Somit folgt mit gleichzeitiger Riick-
sicht auf (6):

1. Die Differenz der Enifernungen des laufenden Punkies C der
linken wvon zwei festen Punkten B, und B, der rechten Parabel
(Fig. 209) ist unverdnderlich.'®®)

I'. Die Strecken CB, und CB, bilden mit der Tangente der linken
Parabel in C gleiche Winkel y.

Der entsprechende Satz gilt fiir einen laufenden Punkt B der
rechten und zwei feste Punkt der linken-Parabel.

Fig. 209. ~ Fig. 210.

5. Zusammengesetzte Fokaleigenschaft beider Parabeln. Die
Brennpunkte B, und C, der beiden Parabeln haben die Koordinaten

0,0, 0 und -, 0,0- Sind nun C=2z,, gy, 0 und B=g,, 0, # zwei

beliebige Punkte der linken und rechten Parabel (Fig. 210), so ist
nach (4): ‘ '

~ D e

(7)) BC=—a+e, CB=a—a+e, BC =+,
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und somit -unabhingig von der Lage der Pumkte B und C auf der
rechten und linken Parabel:

®) B,C — CB+ BCy=

§ 136. Die gebrochenen Fokaldistanzen iiber die Fokalparabeln.

1. Die beiden Fokalkegel eines Punktes. Die von einem
Punkte P=1z, y, z des Raumes iiber der einen oder anderen der
beiden Fokalparabeln § 135, (1); (2) errichteten Kegel zweiter Ord-
nung heiBen nach § 125, 1 die beiden Fokalkegel des Punktes P.
Wie § 132, 1 erhilt man die Gleichungen der beiden Kegel aus
§ 70, (40) mit % ¢% a =¢, 0, — e oder 0, ¢, O(— z fiir 2):

Die Gleichungen der beiden Fokalkegel des Pumktes P =z, y, 2
lauten in laufenden Koordinaten X, Y, Z:

(1 YZ—2Y)2+ 2e(xZ —2X)(Z—2)—e(Z—2)*=0,
@  (:¥—y2P—2e(eY —yX)(¥ —y) = 0.
’ 2. Bedingungen der Rotationskegel. Fiir den Kegel (1) ist in
der Bezeichnung von § 100, 3:
a; =0, ap=2 ay=y"+ 2ex—¢,
Uy =—1Ys, ay=—¢ez, a;,=0.
Sieht man also von dem Falle 2 = 0 ab, wo der Kegel in die Doppel-
ebene Z?=0 zerfillt, ist er nach § 100, (7) ein Rotationskegel immer
dann und nur dann, wenn:
®3) y=0, (¥ — 2ex + &%) 22 — e?2* = 2*(s* — 2ex) = 0. ‘
Ebenso ist der Kegel (2), vom Falle y = O abgesehen, ein Rotations-
kegel fiir:
(4) 2=0, ¥’ (*+ 2ex) — P = 92 (y® + 2ex — ¢*) = 0.
Der von einem Punkte der einen Fokalparabel iiber der andern
errichte Kegel ist ein Rotationskegel (§ 135, 3).144)

3. Die Fokallinien. Eine gemeinsame Transversale der beiden
Fokalparabeln § 135, (1); (2), wie BC in Fig. 208, soll ein Fokal-
strahl oder eine Fokallinie genannt werden (§ 125, 2).

Die durch einen Punkt P des Raumes gehenden Fokallinien sind
die vier gemeinsamen Erzeugenden der beiden konzentrischen Kegel
zweiter Ordnung (1). und (2).

Da aber die beiden Fokalparabeln § 135, (1); (2) den unendlich
fernen Punkt der x-Achse gemein haben, so ist die eine der vier
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Fokallinien, f,, die durch den Punkt P gehende Parallele sur x- Achse
(§ 125, 2). Die Schnittpunkte der drei andern Fokallinien fi, f3, fs
(Fig. 211) mit der linken Fokalparabel seien C;, C;, C;, die mit der
rechten B,, B,, B,

AX

Fig. 211.

Liegt jedoch der Punkt P selbst auf einer Fokalparabel, so gehen
durch ihn ausnahmsweise oo! Fokallinien, seine Verbindungslinien
mit der andern Fokalparabel, die nach 2 einen Rotationskegel bilden.

4. Gebrochene Entfernungen iiber die linke Fokalparabel.
Die gebrochene Entfernung:

(5) r=PCB,= PC + CB,

eines beliebigen Punktes P =z, y, 2 des Raumes (Fig. 212) von dem
Brennpunkt B,= 0, 0, O der linken Parabel § 135, (1) iiber diese
hinweg, ist von der Lage des Knick-
punktes C = z,, y,, O auf der linken Pa-
rabel abhdngig. Dasselbe wird im allge-
meinen von der Differenz:

B ©® m—— PC + CB,
L Co” gelten, welche jedoch in dem besonderen
[ Falle, daB P ein Punkt B der rechten Pa-
¢ LN rabel § 135, (2) ist, nach § 135, 4 von

t . dem Knickpunkt C unabhingig ist.
Fig. 219 ) Wir setzen:

() r=PC+CB,=9+71, m=—PC+CBy=—op+7,

wobei:
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®) o=PC=V(n—o)}+ ®—y*+ 7,
(9) T = m = VQT!TJOS’

withrend gleichzeitig:

(10) Yol + 2exy— E2=0.

Nach § 135, (7") ist auch:

(11) T=e—2x,.

Dabei sind die beiden voneinander unabhingigen Knickpunkte von r
und m in der Bezeichnung C =x,, ¥,, O nicht besonders unterschieden.

5. GroBte und kleinste Werte der gebrochenen Entfernungen.
Wihrend der Knickpunkt C die ganze linke Parabel durchliuft, bleibt
die gebrochene Entfernung (5) immer groBer als Null und wird bei
unendlich fernem C unendlich groB. Sie wird daher wenigstens ein-
mal einen kleiusten Wert erhalten. Dagegen bleibt die positive oder
negative Differenz (6) immer endlich; bei unendlich fernem C fillt
die Strecke CB, in die z-Achse und die Strecke PC wird der
z-Achse parallel, so daB m = — z wird. Die Differenz wird daher
im allgemeinen wenigstens einmal einen kleinsten und einmal einen
groften Wert annehmen.

Die gebrochene Entfernung r hat wenigstens ein Minimum, die ge-
brochene Enifernung m wenigstens ein Minimum und ein Maximum.

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der Maxima
und Minima. Um die extremen Werte zu bestimmen, betrachten
wir # und m als Funktionen der unabhingigen Verinderlichen z,,
wihrend wir y, durch (10) von z, abhingig gemacht denken. Dann
ist der erste und zweite Differentialquotient von y, nach z,:

(12) dyo _ e dy, e?

dzy, —  y’ Azt Yt
und zugleich:

(13) (dy“) + 9, 3;?, =0.

Ferner ist nach (8) fiir den ersten und zweiten Differential-
quotienten von g nach z;:

d o
(14) de = @—2) + W — ) g = @—2) — ;- %),
d dy, d*y,
dez'*‘(dx) 1+(y)+(?/o ¥) gas
oder mit Riicksicht auf (13) und (12):
a%e do\? ety
19) e gz =~ () T 154

Staude, Flichen zweiter Ordnung. IL 49
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Der erste und zweite Differentialquotient von r nach z, wird
nun nach (7) mit Benutzung der Darstellung (11) von z:

dr —x e Yy—y
16 —1= 0 -1
( ) dxo d'”o 9 Y e ’
/
ar d%o
(17 dz,t dxyt

Mit Benutzung der Darstellung (9) von v und der Formel (14) kann
man den ersteren auch in der Form annehmen:

(18) %=(“’°_9__”‘+ﬁ)_% (=¥ 4 ).

T

Die Werte von z,, fiir die ein extremer Wert von r eintritt,
miissen nun der Gleichung:

ar_o

dx,
geniigen. Fiir einen solchen Wert von x, ist aber nach (16):

de
az,
und daher nach (17) und (15):
&r 12y,
(19) dz,* e %' Y

Hiernach tritt bei reellen ), y, im allgemeinen (y <=0, y,< 0)
auch wirklich ein Minimum' oder Maximum ein, und zwar jenes oder
dieses, je nachdem y, und y gleiches oder verschiedenes Vorzeichen
haben.

Durch Umkehr des. Vorzeichens von ¢ erhdlt man die ent-
sprechenden Formeln fiir m:

‘ : d_m=_:co—x € Yo—Y __
(16) dz, e +yo ) L,
, am _ ( ZH—2 &\ _ e ( Y—Y_ Y%
(18) dxo—( e +r) yo( 0 +r)’
, d'm 1 ey,
(19) dwo’— e Y Y

Die gebrochene Entfernung r und m in (1) hat immer damz und
nur dann einen extremen Wert, wenn der Kwickpunkt C = z,, y,, O
neben (10) der Bedingung geniigt:

dr dm

(20) iz, = 0 oder iz, = 0,
und zwar st v dann ein Minimum, wenn C in bezug auf die zx-Ebene
mit P gleichseitig liegt, und m ein Minimum oder ein Maximum, je
nachdem C mit P ungleichseitig oder gleichseitig liegt.
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7. Geometrische Bedeutung der Bedingungen (20). Die Be-
dingungen (20) werden mit Einsetzung von (18), (18):

@) — (TR de (2 R+ 25 %) — 0,

e

wo die oberen Zeichen fiir 7, die unteren fiir m gelten.
Da nun nach § 135, (5):

x—xy Y—Y 2, 00—z 00—y, 0

e e ! z 2 7
beziiglich die Richtungskosinus der Tangente der Parabel § 135, (1)
in C=ux,, y,, 0 und der Strecken CP und CB, sind, so bedeutet
die Gleichung (21) (I § 35, (9)):

Die gebrochene Entfernung r, beziiglich m, hat fiir solche Lagen
des Knickpunktes C auf der linken Fokalparabel einen extremen Wert,
wo die innere, beziiglich dufere Halbierungslinie der Strecken CP und
CB, auf der Tangente der Parabel in C senkrecht steht oder, was das-
selbe ist, die Winkel der beiden Strecken gegen die gerichiete Tangente
sich 2u = erganzen, beziiglich gleich sind (§ 131, 5).

Die gebrochene Entfernung r bildet, wo sie ein Minimum ist,
zugleich die stabile Gleichgewichislage eines Fadens, der in C iiber die
Parabel gleitet und in P und B, festgehalten wird.

—qY,, q¢, 0;

8. Die Anfangsstiicke der Maxima und Minima als Fokallinien. -
Bildet die Strecke CB, eines extremen Wertes von 7, beziiglich m,
mit der Tangente der linken Fokalparabel in C einen Winkel p, so
bildet nach 7 die Strecke CP mit dieser Tangente den Winkel = — p,
beziiglich y.

Da aber die Strecke CB, den Punkt B, enthilt, gehort sie nach
2 dem einen Mantel des von C iiber der rechten Fokalparabel er-
richteten Drehungskegels an. Dieser Mantel ist daher der Ort aller
von C ausgehenden Halbstrahlen, die den Winkel p mit der Tangente
bilden, wihrend der andere Mantel ebenso der Ort aller Halbstrahlen
mit dem Winkel = — p ist. Somit gehort die Strecke CP dem
letzteren, beziiglich dem ersteren Mantel an, die unbegrenzte Gerade
CP aber iiberhaupt dem von C iiber der rechten Fokalparabel er-
richteten Drehungskegel, weshalb sie nach 3 Fokallinie sein muf.

Die gebrochene Entfernung r, beziiglich m, ist ein Maximum oder
Minimum, wenn ihr Anfangsstick PC in eine der drei Fokallinien
des Punktes P fallt und die Strecken CP und CB, bei r verschiedenen
Miinteln, bei m demselben Mantel des von C uber der rechten Fokal-
parabel errichieten Drehungskegels angehiren.

49%*
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9. Das zu einer Fokallinie gehdrige Maximum oder Minimum.
Umgekehrt gibt es zu jeder der drei Fokallinien f;, f;, f; des Punktes
P immer entweder ein Maximum oder Minimum von #» oder von .
Denn ist C ihr Schnittpunkt mit der linken Fokalparabel, so gehort
die Strecke C P nach 3 dem einen Mantel des von C iiber der rechten
Fokalparabel errichteten Drehungskegels an, dessen Halberzeugende
etwa den Winkel y mit der Tangente der linken Parabel in C bilden.
Die Strecke CB, gehort demselben Kegel an und zwar demselben
oder dem andern Mantel. Sie bildet also entweder den Winkel = —y
oder y mit der Tangente, so daB nach 8 entweder PC + CB, oder
—PC+ @'E ein Maximum oder Minimum ist.

Zu jeder der drei Fokallinien f,, f;, f; des Punktes P gehort ent-
weder ein Maximum oder ein Minimum von r oder von m.

10. Die drei gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes iiber
die linke Fokalparabel. Da aber nach  » wenigstens ein Minimum
und m wenigstens ein Maximum und ein Minimum hat, so muB zu
jeder der drei Fokallinien f, f;, f je ein solches gehoren, und kann
es nicht mehr als ein Minimum von » und ein Minimum wund ein
Maximum von m geben.

Die gebrochene Entfernung r — PC + CB, hat ein Minimum r,

und die gebrochene Entfernung m — — PC + —CE ein Mintmum m,
und ein Maximum mgy, und zwar ist (Fig. 213):
22) n=PC+GCB, my=—PC+ GB, m=—PC+CB,
wo C,, C,, C; die Schnittpunkte der drei Fokallinien f,, f;, f; des
Punktes P mit der linken Fokalparabel in bestimmter Anordnung
(vgl. 11) bedeuten.

Wir mennen ry, m,, my die drei gebrochenen Fokaldistanzen des
Punktes P iber die linke Fokalparabel.

11. Lage der Punkte B, C; auf der Fokallinie f;. Nach 6
liegen in (22) in bezug auf die Ebene der rechten Fokalparabel C, und
C; mit P gleichseitig und C; mit P ungleichseitig. Da aber der Schnitt-
punkt einer Fokallinie mit der zz-Ebene zugleich ihr Schnittpunkt
mit der rechten Fokalparabel sein muB, so folgt weiter: Ist B;
(:=1, 2, 3) der Schnittpunkt der Fokallinie PC, mit der rechten
Fokalparabel, so liegen B, und B, auBerhalb der Strecken PC, und
PC,, dagegen B; innerhalb der Strecke PC; (Fig. 213.)

Bei dem Minimum von 7, gehoren nach 8 die Strecken C,P
C, B, verschiedenen Minteln des von C, iiber der rechten Parabel er-
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richteten Kegels an. Da nun C, B, diese Parabel in B, trifft, kann
C, P sie nicht treffen. Daher liegen auf der Fokallinie f; die Punkte
in der Reihenfolge PC, B, (Fig. 213).

Bei dem Maximum m, gehoren nach 8 die Strecken C, P und
C,B, demselben Mantel des von C, iiber der rechten Parabel er-

Fig. 213.

richteten Kegels an. Da nun C, B, diese Parabel trifft, muB C; P sie
auch treffen. Daher liegen auf f, die Punkte in der Reihenfolge
B, PGC,.

Die Lage der Schuittpunkte der drei Fokallinien des Punktes P
mit den beiden Fokalparabeln ist durch die Folgen bezeichnet (Fig. 213):
(23) fi=PCB,, fy=B,PC,, f3=PBC;.

Dadurch ist auch die Benennung der drei Fokallinien mit
fi, fa; 3 und die Verteilung der Minima und Maxima (22) auf sie
bestimmt.

12. Ungleichung fiir die drei gebrochenen Fokaldistanzen.
Bei der in 10 eingefiihrten Bezeichnung des groBten und kleinsten
Wertes von m ist zunichst:
(24) My > My .
Da ferner in dem windschiefen Viereck C, PC, B,C, (Fig. 213) die
Summe dreier Seiten griBer als die vierte ist:

CP + PC + 0, B, > B,G,,

so folgt: o o -
r,—my=(PC + CB)) — (— PCy+ C,By) >0

oder:

(25) ry > My

Beide Ungleichungen (24) und (25) sind, da zwar », positiv ist, m,
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und m, aber positiv oder negativ sein konnen, algebraisch zu ver-
stehen. In diesem Sinne folgt daher:

Die drei gebrochenen Fokaldistanzen r,, m,, m, eines Punktes P
entsprechen stets den Ungleichungen:

(26) my < my < 1y
oder auch:
27 mg + my < my + 1y < 1y + my.

13. Die drei gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes iiber
die rechte Fokalparabel. Die Unterscheidung der drei Fokallinien
f; und die Verteilung des extremen Werte von » und m auf sie be-
ruht auf der Reihenfolge (23) ihrer Punkte P, B, C,. Bei Ver-
tauschung der Stellung von B; und C; gegen P vertauschen sich
nach (23) f; und f;, wihrend f, in sich iibergeht. Bei der Gleich-
berechtigung der beiden kongruenten Fokalparabeln folgt daher aus
10, wenn unter B der laufende Punkt der rechten Fokalparabel ver-
standen wird:

Die gebrochene Enifernung s — PB + BC, hat ein Minimum s,
und die gebrochene Entfernung n — — PB + BC, ein Minimum n,
und ein Maximum ng, und swar ist (Fig. 213):

(28) s,=PB,+ B,;C,, ny=—PB,+ B,C,, n,=—PB,+ B,(,,
wo B,, B,, B, die Schnittpunkte der Fokallinien f,, f,, [; des Punktes
P mit der rechten Fokalparabel in der durch (23) bestimmten Anord-
nung sind.

Wir mnenmen s,, n,, ny die drei gebrochenen Fokaldistanzen des
Punktes P iiber die rechte Fokalparabel.

14. Beziehung zwischen gebrochenen Fokaldistanzen iiber linke
und rechte Fokalparabel. Fiir die drei Fokallinien f,, f;, f; ist
nach (23):

B,C,—PB,—PC,, B,C,—PB,+PC,, B,C;=PC,—PB,.
Setzt man diese Werte in die nach § 135, (8) geltende Gleichung:

C.B,— B,C,+ B,Cy—

ein, so ergibt sich:
(PC,+ C,By) + (— PB,+ B, C) =
(— PC,+ C;B,) + (— PB,+ B,C,

(- PG+ GB) + (PBi+ BGy) =
Mit Riicksicht auf (22) und (28) folgt daher:

H

’

mlm wl:\ w[c\
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Die gebrochenen Fokaldistanzen ry, my, my tiber die linke wund
8y, My, my iiber die rechte Fokalparabel stehen in der Beziehung:
(29) it =mytny=m+ s =
oder auch:
(30) e—r1=%+n1, e—my— %—-l—n,, e—ml=-g—+s,.

e
27

15. Die zwei gebrochenen Hauptfokaldistanzen eines Punktes.
Mit Bezug auf r, und s,, die Hauptfokaldistanzen, ergibt sich unter
Verzicht auf die Differenzen m,, mg, n,, n,:

Es sind (Fig. 214):

1) 7, =PCB, und s = PB(,

die kiirzesten Entfernungen des Punktes P
vom Brennpunkt der linken Fokalparabel iiber
diese hinweg und vom Brennpunkt der rechten
Fokalparabel iber diese hinweg.

Sie sind stabile Gleichgewichislagen eines
Fadens, der in dem Brennpunkt B, oder
C, befestigt ist, iiber die linke oder rechte Fig. 214.
Fokalparabel gleitet und im Punkte P gespannt gehalten wird.

§ 137. Die Fokaleigenschaften der Paraboloide.

1. Gleichungen der Xnickpunkte der gebrochenen Fokal-
distanzen. Die Bestimmung der vier Fokallinien eines Punktes P,
von denen eine als Parallele zur z-Achse bekannt ist (§ 136, 3)
fiihrt algebraisch auf eine kubische Gleichung. Handelt es sich doch
um die Bestimmung der vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, die
den unendlich fernen Punkt der z-Achse gemein haben, némlich der
Schnittpunkte der einen Fokalparabel mit der Zentralprojektion der
andern vom Punkte P auf die Ebene der ersteren.'®®)

Die drei endlichen Schnittpunkte C;= z,, y,, O der linken Fokal-
parabel mit der Zentralprojektion der rechten sind nach § 136, 10 zu-
gleich die Knickpunkte der drei gebrochenen Fokaldistanzen r,, m,, m,
tiber die linke Fokalparabel, also diejenigen, fiir welche die gebrochenen
Entfernungen (§ 136, (7), (11), 8)):

(1) r=ete—g oder (1) m=—ete—q
mit:

@ o=V@—2 +@m—yr+s
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einen extremen Wert erhalten. Nach § 136, (10), (20), (16), (16") ge-
niigen diese Knickpunkte den Bedingungen:

3) - Yo'+ 2ex,— =10

und: )

(4) @ — )% — Wo—y)e —y0 =0,
#) (% — 2)Y — Wo — W)e + Y0 =0.

Macht man die Gleichungen (4) und (4') durch Multiplikation
rational und setzt den Wert (2) von ¢? ein, so vereinigen sie sich zu:

{(@—2)yo— (o —y)e}* — 9o’ { (8 — 2)* + (9, — 9)* + #*} = 0,
eine - Gleichung, die sich unter Benutzung von (3) auf die Form
bringen laBt:

— 2e{(@— )Yy — Yo— 9%} Wo—y) — 2’y =0
oder:

() 2y — 2e(@yo — y2) (%o —y) = 0.

Diese Gleichung, die mit X =z,, Y =y,, Z =0 aus § 136, (2) her-
vorgeht, stellt daher in der Tat die Zentralprojektion der rechten Fokal-
parabel von P=gz,y, z auf die Ebene der linken Fokalparabel in
laufenden Koordinaten z,, y, dar. Aus (3) und (5) wiren neben dem
unendlich fernen Punkte y,—=0, ¢{ = 0, der ihnen bei homogener
Schreibweise in z,, y,, {, geniigt, die drei endlichen Punkte C, =z, y,, 0
zu bestimmen. :

2. Die kubische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanzen.
Statt aber die kubische Gleichung der drei endlichen Schnittpunkie der
Kegelschnitte (3) und (D) aufzustellen, wollen wir unmittelbar die
kubische Gleichung fiir die extremen Werte r,, m,;, ms von r und m
ableiten (§ 136, 5), indem wir z,, y, aus (1), (3), (4) und (1°), (3),
(4') eliminieren.'*") '

Durch Elimination von ¢ aus (1) und (4) folgt zunichst:

(@ — 2y — (Wo — y)e — yo(r —e +2,) =0,

(%o — )% — ¥o — y)e — Yo (m — ¢ + @) = 0,
oder, wenn wir r als gemeinsame Bezeichnung fiir » und m benutzen:
(6) (r+x)y,—ey=0.
Die Gleichungen (1) und (1°):

r+a,—e—0=0, r+z,—e+0=0

geben, durch Multiplikation vereinigt und unter Einsetzung des
Wertes (2):

@— 2+ Wo— )+ — (r + 7, —€)*=0
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oder mit Riicksicht auf (3):
) 2(r + x)zy+ 2yy,= 2’4+ y* + 2*— r? + 2er.

Setzt man hier den Wert y, aus (6) ein, so folgt:
(8) 20r+ x)wy= (B + y* + 22— 4+ 2er)(r + x) — 2ey>.
Durch Substitution der Werte (6) und (8) in die mit (» + z)* multi-
plizierte Gleichung (3) ergibt sich endlich:

e+ e(@P+ y 4+ 22— ri 4 2er)(r + 2) — 2e¥y* — (r + 2)’e2=0

oder: @+ +2—rPter—ex)(r+ o) —ey’=0.
Ordnet man die Gleichung nach r, so erhilt man den Satz:

Die drei gebrochenen Fokaldistanzen v, m,, m, eines Punktes
P =z, vy, z geniigen der kubischen Gleichung:
9) P—(e—a)r—@+y*+)r+e@@®+y?)— (a4 y*+ )z =0.

3. Die Summe der drei gebrochenen Fokaldistanzen. Daraus
geht zundchst hervor:

Fiir die Summe der drei gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes
P=uzx,y, 2z ist stets:
10) ri+m+mg+z—e=0.

4. Bestimmung der Knickpunkte durch die gebrochenen Fokal-
distanzen. Nach der Ungleichung § 136, (26) 148t sich entscheiden,
welche der drei gebrochenen Fokaldistanzen 7,, m,, m, jede der drei
Wurzeln r der Gleichung (9) darstellt. Der zugehérige Knickpunkt
C;=1xy, 4y, 0 ist dann jedesmal durch die Gleichungen (6) und (8)
bestimmt.

5. Kubische Gleichung fiir die Summe zweier gebrochenen
Fokaldistanzen. Wenn r = r,, m,, m, iiberhaupt die drei Wurzeln
einer gegebenen kubischen Gleichung:

(11) rP+lrttmr+n=0

sind, so geniigen die Summen R =m, + my, my+ r,, v, + m, der
kubischen Gleichung:!%?)

(12) R+ 2IR*+ (I*+ m)R + (Im — n) = 0.

Nimmt man, um diesen Satz auf die Gleichung (9) anzuwenden:
I=—(e—2), m——(@+y+4),
n=-e(@*+y°) — (2* + y*+ )z,

so wird die Gleichung (12):
R+ 2(zx— R+ (2— 2ex — y’— 25 )R + e2°= 0
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oder:
— Ry*+ (e — R)2*—2z(¢e — R)R+ (e— R*R =0
oder:
yi Z’
(e— R)(— R) {é—_—R+:R+2x_(e—R)}=o.
Fiihrt man endlich statt R durch die Substitution:
(13) R—e—p, p—e—R
die neue Unbekannte p ein, so erhilt man mit Hinblick auf (9) den
Satz:
Sind ry, m,, my die drei gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes
P =z, y, z uber die linke Fokalparabel, so sind:
(14) e—my—my, e—m—1r, €—1r —m
die Wurzeln der -Gleichung:
15 v 2 19 0
(15) —p(p— {5+, +20—p}|=0.
Es besteht daher die in p, sowie in z, y, 2 identische Gleichung:*)
5’

16) —p(p— ) [L+,5; + 20—

=(p—e+m2+mr1)(p—e-l;ml+71)(l’ —e+r1+”1‘2)7
oder nach (10):

—pp—e) L & -
(17) 20 =) |G+ 5=+ 22~ 2]
=(p—z—r)p—z—m)(p—z—m).
Sie entspricht der identischen Gleichung § 2, (8), die in der Form
geschrieben werden kann:

yi
—p{;+2w—p} =(P—z—n(@—a+r).
6. Realitit der Wurzeln der kubischen Gleichung (15). Da fiir
die Funktion:
fp)=—(—y*—ps*—p(p — (22 —p)
der Verinderlichen p:
f<_°°)="'°°; f(0)=ey2’ f(e)=_ezz, f(+°°)=+ oo,
‘so folgt:
Die kubische Gleichung (15) hat drei reelle Wurzeln p,, ps, ps,
die zwischen den Grenzen liegen:
(18) —0 <P <0< p,<e<p <+ 0o

7. Realitiit der drei gebrochenen Fokaldistanzen. Da die drei
Wurzeln aber auch mit (14) bezeichnet sind und in dieser Bezeich-
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nung den Ungleichungen § 136, (27) geniigen, so miissen die beiderlei
Bezeichnungen in der Beziehung stehen:
(19) e—my—m=p, e—m —1r =p,, €—1r —my=p;.

Die drei gebrochenen Fokaldistanzen r,, m,, my, eines Punktes
P=uz,y,z dber die linke Fokalparabel driicken sich daher durch die
drei reellen Wurzeln p,, py, p, der Gleichung (15) in der Weise aus:

(20) 7= » _1’22—1’3 +e , My = 1 +P;—ps +e - 2 "‘p; +p,+e

) My =

und geniigen den Ungleichungen:

@21) —o<e—r—m<0<e—m—r,<e<e—myg— m <+ oo.
Die drei gebrochenen Fokaldistanzen sind daher stefs reell. Das-

selbe gilt nach 4 von den Punkten C, ==z, 4,,0 (:=1,2,3) und

damit von den drei Fokallinien f; und deren Schnittpunkten B; mit
der Ebene y = 0.

8. Die Identitit der Fokaleigenschaften. Die (leichung (16)
gilt in p einerseits und in P = z, y, z andererseits identisch, wobei
r,, my, my die drei gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P iiber
die linke Fokalparabel sind. Bei fest gedachtem p ist daher die Be-
dingung, daB der Punkt P auf der Fliche:

) y? 22
(22) ;+p_e+2x-p=0
liegt, vollkommen gleichbedeutend mit der Bedingung, dall seine ge-
brochenen Fokaldistanzen mit p in der Beziehung stehen:

@3) (@—et+my+m)(p—e+m+r)(p—e+tr,+m)=0.
Die in der Gleichung (23) ausgesprochene Eigenschaft kommt also

jedem Punkte des Paraboloides (22) und keinem andern Punkte des
Rauwmes zu. '

9. Verteilung auf die einzelnen Pgraboloide. Ist nun +oo>p>e,
so ist die Fliche (22) ein linkes elliptisches Paraboloid (§ 56, (2)),
und von den drei Faktoren (23) kann nach (21) nur der erste ver-
schwinden. Ist die Fliche (22) mit e>p >0 ein hyperbolisches
Paraboloid, so kann nach (21) nur der zweite, und ist sie mit
0>p>— oo ein rechtes elliptisches Paraboloid, so kann nur der
dritte Faktor (23) verschwinden.

Daher hat die Fliche (22), je machdem sie ein linkes elliptisches
oder ein hyperbolisches oder ein rechtes elliptisches Paraboloid ist, be-
zichungsweise die Fokaleigenschaft:
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(24) my + my =e—p,
(25) my+1r =e—p,
(26) r, +my=e—p.

10. Einfiihrung der Hauptfokaldistangen. Behilt man unter
Benutzung der Gleichungen (10 und § 136, (29) nur die beiden Haupt-
fokaldistanzen § 136, (31) bei, so nehmen diese Eigenschaften die
Form an:

27) n=p—z,
(28) rl—sl-——%—p,
(29) 81=x—( —3)

11. Die Fokaleigenschaft des elliptischen Paraboloides. Um
die Gleichungen (27) und (29) zu deuten, fiilhren wir die Haupt-
direktrixebenen des Paraboloides ein. Nach § 83, (6) ist die Polarebene
eines Punktes z,, y,, 2, in bezug auf die Fliche (22):

Y%y i —
%'*‘F;—;B'l'x‘l‘xo—]’—o-
Die Polarebenen der beiden Hauptbrennpunkte O = B,(0, 0, 0) und
oo(g, 0, o) sind daher:™)
(30) z—p, )  s—p—t

Wir nennen sie die beiden Hauptdirektrizebenen des Paraboloides (§ 2, (1)).
Sie liegen bei dem linken elliptischen Paraboloid (4 oo > p > e)
ganz rechts, bei dem rechten (0 >p > — o©) ganz links von der

o) pPox Fliche (vgl die schematische
v ! Fig. 215; 216). Bei jenem ist
B,-0 C'oe S . _,x (30), bei diesem (31) diejenige
X-0 -2 Irz x-p-£ ‘T'P Hauptdirektrixebene, die zu
' dem Brennpunkt der inneren

Fig. 215

Fokalparabel gehort; bei jenem

B T st p—, bei diosem & — (p— )

: xyz
i P B0 der absolute Wert
x=p- z_e 1",}7 _r);*}z_, X=0 ;‘:zé —>Z des Abstandes
' : \ eines Punktes z,
' Fig. 216. y,2 der Fliche

von dieser Hauptdirektrixebene. Daher geben die beiden Gleichungen
(27) und (29) dieselbe Eigenschaft des elliptischen Paraboloides, mag
es ein linkes oder ein rechtes sein:
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1. Fir jeden Punkt des elliptischen Paraboloides ist die gebrochene
Hauptfokaldistanz von dem Bremnpunkt der. inneren Fokalparabel gleich
dem senkrechten Abstand von der zugehiorigen Hauptdirektrizebene.'®)

12. Die Fokaleigenschaft des hyperbolischen Paraboloides. Die
Gleichung (28) gibt fiir das hyperbolische Paraboloid (e > p > 0),

dessen Scheitelpunkt S(x = —120«) zwischen den beiden Hauptbrenn-

punkten O = By(z =0) und C, (x = %) liegt (Fig. 214), so daB:
(52) S6—SB=(3—5)—5=3-»
die folgende Eigenschaft:

II. Fiir jeden Punkt des hyperbolischen Paraboloids ist die Diffe-
renz der beiden gebrochenen Hauptfokaldistanzen gleich der Differenz
der Entfernungen des Scheitelpunktes von den beiden Brennpunmkten.®)

13. Die Halbierungslinien der Winkel. Die Anfangsstiicke der
drei gebrochenen Fokaldistanzen r, m; und m, (Fig. 213) fallen nach
§ 136, (22) beziiglich in die drei Fokallinien £}, f,, f; des Punktes P
(Fig. 211), wihrend der senkrechte Abstand von der Direktrixebene
in die der z-Achse parallele Fokallinie f, (Fig. 211) zu liegen kommt.
Die Winkel der vier Fokallinien werden aber nach § 125, 2 von den
Normalen der drei durch den Punkt P gehenden Flichen des kon-
fokalen Systems halbiert, welches die Gleichung (22) bei verinder-
lichem p darstellt (§ 123, (1"); 4). Diese drei Flichen sind ein linkes
elliptisches, ein hyperbolisches und ein rechtes elliptisches Paraboloid.
Die Normale des linken elliptischen Paraboloides halbiert, wenn die
Fokallinien f,, f;, f; im Sinne PC; und f, im Sinne der negativen
z-Achse gerichtet werden (Fig. 211), den Innenwinkel sowohl von f,
und £, als von f; und f;, und die Normale des hyperbolischen Para-
boloids den AuBenwinkel sowohl von f; und f; als von f; und f,.
In £, und f; fallen aber nach § 136, (22); (28) die Anfangsstiicke von
r, und s;, in f, der vom FuBpunkt nach P hin positiv gerechnete
senkrechte Abstand eines Punktes P des linken elliptischen Para-
boloides von seiner Hauptdirektrixebene (Fig.215). Daher folgt:®)

I. In jedem Punkie des elliptischen Paraboloides halbiert die Nor-
male den Innenwinkel der gebrochemen Hauptfokaldistanz vom Brenn-
punkt der inneren Fokalparabel und des senkrechten Abstandes von der
zugehorigen Houptdirekirizebene.

II'. In jedem Punkte des hyperbolischen Paraboloides halbiert die
Normale den Aupfenwinkel der beiden gebrochenen Hauptfokaldistanzen.
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14. Ubergang auf die Parabel. Kommt beim linken elliptischen
Paraboloid der Punkt P in die zy-Ebene zu liegen, so wird (Fig. 214)
die gebrochene Hauptfokaldistanz », im Gleitpunkte C, gestreckt, also
direkt der Abstand des Punktes P vom Brennpunkt B, = O des
ersten Hauptschnittes, der Parabel:

y!
?+2x—p=0, z2=0,

wihrend der Abstand von der Hauptdirektrixebene (30) der Abstand
von der Direktrix § 2, (1) der Parabel wird.

Die Sitze 1, I' iiber das elliptische Paraboloid schliefien also die
Fokaleigenschaft der Parabel § 2, (8) und § 13, 13 als besonderen Fall
m sich ein.



