
CAPITOLO VII. 

ĴPigΊire v a r i a “ b i l i ; Ì23ΛriΓu.ppi-

§ 1. Limiti di figure variabili. 

1. Intenderemo sempre per figura, o campo di punti, ogni insieme 
di punti. Diremo distanza ďun punto A da una figura F il limite 
inferiore delle distanze dal punto A da tutti i punti della figura F. 
Essa puö anche essere la minima distanza del punto A dai punti 
della figura, e questo avverrà certamente se i punti della figura 
formano un campo chiuso. La distanza del punto A dalla figura F 
sarà nulla quando A appartiene alia figura data, ovvero al campo 
limite di essa. 

Una figura si può considerare o come fìssa o come variabile. 
D i r e m o limite ďuna figura variabile F il luogo dei p u n t i l e 
cui distanze dal la figura F h a n n o pe r l imi te zero. 

Grià si è definito (Gap. I, 2) il limite ďuna retta e ďun piano; è 
facile lo scorgere che le definizioni allora date coincidono colΓat-
tuale, ove la řetta ed il piano si considerino come figure. Si è pure 
definito il limite ďun cerchio o ďuna sfera variabili; si può dimo-
strare che anche quelle definizioni concordano colΓattuale. Invero 
suppongasi che il piano π, il centro G ed il raggio r d'un cerchio G 
variabile abbiano per limiti π0, C0, r0, piano, centro, raggio d'un cer
chio fisso G0; dico che il primo cerchio (considerato come luogo di 
punti) ha per limite il secondo. Infatti la distanza ò ďun punto A 
dal cerchio variabile è espressa da b = yĀĒ*-{-(Ή.C — r)2, ove H 
sia il piede della perpendicolare abbassata da A sul piano π. Ora, 
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detto H0 il piede della perpendicolare abbassata da A su τr0, il limite 

di H è H0 (Gap. I, § 1°); quindi il limite di ò è ^ĀJV+(¾C<,—r0)2, 
ossia è la distanza ò0 di A dal cerchio fìsso C0. Pertanto il limite 
di δ sarà o non sarà *nullo seconđochè A sta o non sta sul cerchio G0, 
ossia il cerchio G0 è il luogo dei punti, le cui distanze dal cerchio 
variabile G hanno per limite zero, vale a dire G0 è il limite di G. 
In modo analogo si ragionerebbe per le sfere. 

2 . Una flgura, nello spazio, si può definire come luogo dei punti 
P, le cui coordinate cartesiane soddisfano ad una o a più equazioni 
della forma f(z,y,z)=zO, ove supporremo i primi membri funzioni 
continue, ed aventi derivate parziali. Sotto certe condizioni, una 
di quelle equazioni determina una superficie, due determinano 
una linea, e tre alcuni punti. La figura così determinata sarà co-
stante o variabile secondochè le quantità f(æ, y, z) non dipendono, 
ovvero dipendono pure da altre variabili. Noi ci occuperemo bre-
vemente delle figure date mediante equazioni, ed enuncieremo su 
esse le tre proposizioni seguenti: 

I. E s s e n d o F(t) l a figura de f in i t a đ a l Γ e q u a z i o n e 
f(æ,y, z, t) = O, l a q u a l e figura è v a r i a b i l e con t, a l l o r a , 
col t e n d e r e di t a t0, ogn i p u n t o d e l l a figura l i m i t e di F(t) 
a p p a r t i e n e a l i a F(tQ); v i c e v e r s a o g n i p u n t o d e l l a figura 
F(Q a p p a r t i e n e a l i a figura l i m i t e di F(t), s e , c o r r i s p o n -

den temen te ad esso, non sono nu l le ad un tempo -/-> -/-> -/•• 
r ax ay dz 

Infatti, sia P0 un punto della figura limite di F(t), e siano æ0, yQ, z0 

le sue coordinate. Allora la distanza del punto P0 dalla figura F 
avrà per limite zero; quindi anche la distanza di P0 da qualche 
punto P di F avrà per limite zero, ossia il punto P di F tende a P0. 
Siano æ, y, z le coordinate di questo punto. Poichè esso appartiene 
alia figura F, sarà f(æ, y, z, f) = 0. Facciasi tendere ř a t0; x,y, z 
tenđono a α?0, y0, z0 e f(æ, y, z, t) tende Ķ f(x0, yQ, z0, t0); ma 
siccome f(æ, y,z,f)h sempre nullo, sarà anche il suo limite 



— 304 — 

f(&o> ž/o> zw ĥ) = °> o s s i a *1 punto P0 appartiene appunto alia figura 

Viceversa, se P0 èun punto di F(¿0), cioè se /χ¿370, ¾/0, z0, t0) = 0, e 

se una delle derivate di f rispetto ad æ, y, z, p. e. ~-~nonèirulla, 

allora Γequazione f{x, y0, z0, t) = O fra le due variabili a? e t, che 
è soddisfatta da x = œ0 e t = t0, determina æ quale funzione con-
tinua di t, che per t = tQ assume il valore α?0. Quindi il punto P 
di coordinates, yQ, z0 appartiene alia figura F(¿), perchè le sue 
coordinate soddisfano alΓequazione f{x, y, z, t) = O; inoltre col ten-
dere di t a t0 il punto P tende a P0, e la distanza P0P tende a zero. 
Ma la distanza di P0 dalla F non è maggiore di P0P; dunque la 
distanza del punto P0 dalla figura F (t) tende a zero, e P0 è un 
punto del limite di questa figura variabile. 

Se il punto P0 appartenesse alia F(¿0), ma per esso si annullas-
sero tutte le derivate parziali di f rispetto alle sue coordinate, oc-
correrebbe uno studio ulteriore per riconoscere se questo punto 
appartenga, ovvero non alia figura limite di F. 

In mođo analogo si dimostrano queste proposizioni: 

II. Se la figura F(f) è definita da l l e equazioni 

f{œ, y,z,t) = O e φ(æ, y, z,f) = O 

i punti della figura limite di F(ż), ove t tenda a t0, appar-
tengono alia figura F(t0). Yiceversa ogni punto di F(¿0), pel 
quale non siano nulli ad un tempo i determinanti della 
mat r i ce 

I ĒĹ ŹĹ ÉĹ I 
\ dæ dy dz \ 

dφ dφ dφ 
I dx dy dz \ 

appa r t i ene al ia figura l imite di F(f). 

IILSe la figura F(t)è definita dalle equazioni f(a),y,z,t)=O, 
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φ(x,y,z,t) = O, ψ(x,y,z,t) = O, col t ende re di t a t09 i punt i 
l imit i di F(ż) appar tengono ad F(¿0). Viceversa , σgni 
punto di F(¿0) è un punto l imite di F(¿), se , corrispon-
dentemente ad esso non è nullo il de t e rminan te for
mate* colle de r iva te pa rz ia l i di f,φ,ψ r i spe t to a œyz. 

3. Gome applicazione delle cose precedenti, tratteremo da un 
nuovo punto di vista le tangenti a curve ed i piani tangenti a 
superficie. 

Sia F una linea od una superficie, e P0 un punto di essa. Si im-
magini la fìgura omotetica đella F, con centro di omotetia in P0 e 
con rapporto di omotetia r. Col crescere indefìnitamente di r, questa 
fìgura omotetica tende nei casi più comuni verso un limite. Esso 
è in generale la tangente alia linea, od il piano tangente alia su
perficie F; ma può anche essere, in casi speciali, una fìgura più 
complicata, cui potremo dare in ogni caso il nome di fìgura tan
gente alia F nel suo punto P0. 

Sia dapprima 

(1) f(arø) = O 

un'equazione fra le coordinate xy ďun punto P del piano, la quale 
rappresenti una linea. Se P0 è un punto di questa linea, e œ0 y0 

sono le sue coordinate, sarà f(x0,y0) = 0. Quindi Γequazione della 
linea si può pure scrivere 

(2) f(æ,V) — f(æ»Vo) = O 

ossia, sviluppando colla formula di Taylor, 

¢> (sř + «)<*-<».)+(|ř + ß)<v--v.) = α 

ove α e ß sono infinitesimi con x — x0 e y — ¾/0. Si faccia ora la 
fìgura omotetica della linea data, con centro ďomotetia in P0, e con 
rapporto r. Dette XY le coordinate dal punto Q omotetico di P, 

PĶANO, Georn. infin. 20 
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sarà X — χQ = r(æ — œ0), Y — y0 = r(y — y0), e Γequazione della 
fìgura omotetica diventa 

(ž+')^+(č+O^=* 
ovvero 

» (<£ + «) < * - ^ + ( f + ß ) ( Y - î / o ) = o, 

ove ex e ß sono infìnitesimi con — e —^-¾ Si passi ora al 

limite, facendo crescere indefìnitamente r\ α e ß hanno per limite 
zero, e Γequazione (4) ha per limite la 

(5) ž ( X - « ¾ ) + f ( Y - » . ) = ¾ 

e, per quanto si disse, la fìgura defìnita da quest'equazione è effetr 
tivamente il limite della fìgura defìnita dalΓ equazione (4), se le 

derivate della (5) rispetto X ed Y, cioè -ļ- e -J- non sono nulle 

ad un tempo. In questa ipotesi, la (5) rappresenta una retta, che è 
la tangente alia curva data (V. pag. 78); dunque il limite della fì
gura omotetica della curva data, con centro ďomotetia in un punto 
P0 della curva, e con rapporto ďomotetia crescente indefìnitamente, 
è la tangente alia curva in quel punto. 

Ma se -¡ļ— = 0 e -~- = 0, Γequazione (5) diventa un'identità, e 

non rappresenta più alcuna linea. Se sono nulle le derivate parziali 
di f degli ordini 2°, 3°,... (n—1)°, ma non sono nulle tutte quelle 
ďordine n, Γequazione (2), ove si sviluppi colla formula di Taylor, 
diventa: 

<3') ^[S(«-«.)Ή-»5ïS¾(*-«.)-*.(if-».) + 
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ove le derivate parziali (Γordine n corrispondono a valori delle va-
riabili della forma x0 + θ (cc — x0) e y0 -f- θ (y — y0), compresi rispet-
tivamente fra xQ e x, y0 e ¾/. L'equazione della íigura omotetica è 
in questo caso 

<4'> -ĥ [ g (x - «Jr + n ¡¿¾_ (x - < M (γ - yo) •; 

e passando al limite questa equazione diventa 

(50 g ( χ _ ^ + n ¿ ¾ ( X - ^ ) » - « ( Y - 1 / o ) 

ove le derivate corrispondono ai valori œ0 yϋ delle variabili. È noto 
dalla geometria analitica che questa equazione rappresenta delle 
rette reali passanti per P0, il cui numero è compreso fra 0 ed n. 
Per quanto si è detto, ciascheduna di queste rette appartiene effetti-
vamente al limite della flgura omotetica della curva data, se pei 
suoi punti non sono nulle ad un tempo le due derivate del primo 
membro delΓequazione (5') rispetto ad X ed Y. 

Con ragionamento analogo si dimostra che se Γ equazione 

f(æ,y,z)z=O 

rappresenta nello spazio una superfìcie, il limite della fìgura omo
tetica di questa superfìcie, con centro in suo punto P0 e con rap-
porto crescente indefinitamente, è la fìgura rappresentata dalΓ equa
zione 

se - p - , -—, —j- non sono nulle ad un tempo; cioè questo limite 

è il piano tangente alia superfìcie in P0. Ma se le derivate parziali 
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di f degli ordini 1°, 2°,... (n— l)mo sono nulle, il limite della figura 
omotetica della superflcie soddisfa alΓequazione 

la quale rappΓβsenta un cono di vertice P0; ed ogni punto di questo 
cono apparteiTà efřettivamente a questa figura limite se per esso 
non si annullano ad un tempo le tre derivate parziali del primo 
membro di questa equazione rispetto a X, Y, Z. 

§ 2. Inviluppi di curve nel piano. 

4. Sia F(t) una linea variabile in un piano fìsso, la quale dipenda 
da una variabile numerica t Dati a t due valori t e t -ļ- ħ, le linee 
F(t) e F(t-\-ħ) si possono incontrare in alcuni punti. Gol tendere 
di ħ a zero questi punti si muovono sulla F(t) e tendono in gene-
rale a posizioni limiti, che diremo punti ďincontro della linea con-
siderata colla consecutiva, o colla infìnitamente prossima. Su ogni 
linea del sistema possono esistere alcuni di tali punti; il loro insieme 
forma un luogo geometrico che diremo invüuppo dalle curve del 
sistema proposto; queste diconsi invìluppate. 

La linea F(t) sia data mediante un'equazione 

(1) f(x,y;t) = O 

fra le coordinate cartesiane xy ď un punto nel piano e la varia
bile t La linea F(t-\-ħ) sarà data dalΓequazione 

(2) f(æ,y;t + h) = O 

ed i punti comuni alle due linee sono quelli le cui coordinate sod-
disfano alle equazioni (1) e (2). 

Al sistema di queste due equazioni si possono sostituire le 

fl?,y;t) = O, Ů!!!Ïil± I!*M = o. 
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Facciasi tendere h a zero; al limite le equazioni precedenti di-
ventano 

(3) f(æ>y;t) = O, Γifay;t) = O 

e, per le cose precedentemente dimostrate, i limiti dei punti d'in-
contro delle F{t) e F{t-\-ħ) dehbono soddisfare alle equazioni (3); 
viceversa, se un purito soddisfa a queste equazioni, esso sarà il limite 
di qualche punto ďincontro delle due curve date, se per esso non 
è nullo il determinante 

\ df df 1 
dx dy 

Δ = 
d?f dγ 

I dxdt dydt \ 

Supposto pertanto Δ non nullo, le equazioni (3) determinano in 
funzione di I le coordinate di punti della linea inviluppata; elimi-
nando t fra queste equazioni, si ha Γequazione della linea cercata. 

5. Una notevole proprietà di questi inviluppi è la seguente. Se P 
è un punto ďincontro della curva F{t) sua consecutiva, le tangenti 
in P a questa curva e alΓinviluppo, sotto certe condizioni, coinci-

dono. Invero, il rapporto direttivo -~ della tangente alia curva del 

sistema si otterrà dalΓequazione 

(«) -£*»+-£* = α 
la quale si ricava differenziando la (1), considerando ivi la t come 

costante, supposto però che -J- e - p non siano ad un tempo nulle. 

Per avere il rapporto direttivo della tangente alΓinviluppo, si può 
risolvere la seconda delle equazioni (3) rispetto a t, il che è possi-

bile se ^ ^ 0; poi sostituire questo valore di t nella prima delle 

equazioni (3); essa diventa Γequazione delΓ inviluppo. 
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La si differenzi, ricordando che i è ñmzione di x ed y; si avrà 

Ma poichè -~ = 0, in virtù delle (3), Γequazione precedente diventa 

identica alia (α), perciò i rapporti ~- corrispondenti alΓinvilup-

pante e alΓinviluppata coincidono, e coincidono pure le tangenti a 
queste curve. 

Gome caso particolare, se le linee variabili sono rette, esse sa-
ranno le tangenti alΓ inviluppo. 

Si è visto che il centro di curvatura ďuna curva piana è il punto 
ďincontro di due normali successive. Quindi il luogo di questi centri. 
di curvatura, che si è chiamato Γevoluta della curva data, non è 
altro che Γ inviluppo delle sue normali. Si ritrova così che le nor
mali alia curva proposta sono le tangenti alia sua evoluta. 

6. ESEMPIO. — Vogliasi determinare Γ inviluppo ďuna retta AB, 
di lunghezza costante, la quale si muove in guisa che i suoi due 
estremi scorrono su due assi ortogonali Ox e Oy. 

Sceltiper assi cartesiani gli assi Ox, Oy, detto α Γangolo che la per-
pendicolare abbassata da 0 su AB fa colΓasse delle x, e p la lun
ghezza di questa perpendicolare, Γequazione della retta AB è 

(1) #cosα + ¾/sen<x — p = 0. 

Sia a la lunghezza costante del segmento AB. Sara 

OA = αsenα, e p = αsenαcosα; 

quindi, sostituendo, Γequazione della retta indefinita AB, il cui seg
mento intercetto fra gli assi è α, diventa 

(2) ¿£cosα -ļ- ¾/senα — αsenαcosα = 0 , 

la quale non dipende che dal solo parametro α. Applicando la re-
gola precedente, il punto di contatto della retta AB ha coordinate 
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che soddisfanno alΓequazione (2), ed a quella che si ottiene diffe-
Γβnziandola rispetto al parametro α, supponendo fissi œ ed y; la 
nuova equazione è 

(3) — #senα + t/cosα — a (cos2α — sen2α) = 0. 

Ricavando da queste equazioni æ ed y, si ha 

(4) űc = aseΏ*a, ¾/ = &cos3α. 

Gosì si hanno le coordinate del punto P in funzione della varia-
bile α. Volendo Γequazione della cuΓva deseritta da ī>, basta eli-
minaΓe α fra le due equazioni (4) il che si ottiene elevandole alia 
potenza ~ e sommando. 

Si ricava 

(5) J + v* = ¿; 
e, fatti sparire gli irrazionali, si ottiene 

(6) (a?2 + yŭ — a2)3 — 27a*ařy* = 0. 

7. Applicando il metodo precedentemente spiegato per la ricerca 
degli inviluppi, possono presentarsi alcune singolarità che esamine-
remo brevemente. 

Può avvenire che le due equazioni f{pc, y;t) = O e f¡ (œ, y; t) = 0, 
pel valore considerato di t non abbiano alcuna soluzione comune; 
allora conchiuderemo che non esistono punti ďintersezione della 
linea corrispondente al valore considerato di t colla successiva. 
Questo può avvenire o perchè quella linea non è incontrata dalle 
linee vicine, ovvero perchè, esistendo questi punti ď intersezione, 
essi non tendono ad alcun limite. Se ciò avviene per ogni valore di t, 
allora le linee date non hanno inviluppo. 

Può avvenire che le equazioni precedenti f= 0 e f't = O abbiano 
una soluzione, ma che, per essa, il determinante denominato Δ sia nullo. 
In questo caso il punto, le cui coordinate soddisfanno a queste due 
equazioni, può alcune volte essere, ed altre volte non essere il li-
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mite ďun punto ďincontro đella linea considerata del sistema con 
una sua consecutiva. Un esempio basterà a rischíarare questo caso. 

Sia Γequazione 

y — (x — tf = õ 

la quale, attribuendo a t un valore qualunque, rappresenta una 
parabola cubica, e variando t, rappresenta infinite parabole cubiche 
che sono posizioni parallele ďuna qualunque di esse. Annullando la 
derivata del primo membro rispetto a ¿, secondo la regola indicata, 
si ha 

(oc — ty = ö 

da cui si ricava x = t; e sostituendo a t questo suo valore nella 
prima equazione, si ha come equazione risultante y = 0, che rap
presenta Γasse delle æ. Però questa linea non si può considerare 
come Γinviluppo delle curve del sistema, secondo la definizione data 
delΓ inviluppo. Invero due curve qualunque y — (œ — tf = 0, 
y — (x — tr)3 = 0 non possono avere alcun punto comune, se t è 
diverso da V. Però Ίa linea così trovata riesce ancora tangente a 
tutte le parabole del sistema. II determinante Δ è in questo caso 
nullo per ogni valore di t. 

Avviene alcune volte che, per ogni valore di t, esistano dei va-
lori di x ed y che soddisfino ad un tempo alle due equazioni 

^ = Oe j = O , e che questi valori di x ed y siano funzioni 

continue di t (in questo caso ogni curva del sistema ha dei punti 

singolari). Allora si può riconoscere che sarà anche -ļ- =÷ 0, e il 

risultato delΓeliminazione di t fra le equazioni f=O e ^ - = 0 con-

tiene anche il luogo dei punti singolari delle curve del sistema. 
In questo caso (in cui di necessità Δ = O) questi punti possono es-
sere ovvero non i limiti dei punti ďintersezione delle curve del 
sistema, e il loro luogo può essere ovvero non tangente alle me-
desime. 
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Infine può avvenire che sia -τĥ = 0. Si consideri p. e. Γequazione 

Φ O#> V) + 1 Ψ ipθy f) = 0, ove f e ψ sono funzioni ben definite di x 
ed y. Differenziandola rispetto a t si avrà ψ (x, y) = 0, che congiunta 
alia precedente, dà luogo alle due equazioni φ (æ, y) = O,ψ (x, y) = 0. 
Queste non contengono più la variabile t; le soluzioni comuni sono 
indipendenti da t I punti cosi determinati sono comuni a tutte le 
curve del sistema (le quali curve formano un fascio); in questo caso 
non ha più significato la ricerca se Γinviluppo sia o non tangente 
alle curve del sistema. 

§ 3. Inviluppi di superficie. 

8. Nei sistemi di superficie si hanno a considerare due sorta di 
inviluppi, secondochè ogni superficie del sistema dipende da una o 
da due variabili numeriche indipendenti. 

Sia F(t) una superficie variabile, la quale dipenda da un para-
metro t. Dati a t due valori t e t + Ķ le due superficie corrispon-
denti si incontrano in generale secondo una linea; tendendo h a 
zero, questa linea si muove sulla prima superficie e tenđe ad una 
posizione limite, che dicesi intersezione della superficie F(t) colla 
consecutiva, ovvero la caratteristica della superficie. 

Su ogni superficie del sistema esiste in generale una di queste 
linee. II loro insieme forma una superficie cui si dà il nome di m-
vüuppo delle superficie date. Queste diconsi anche inviluppate da 
quella. 

La superficie F(t) sia rappresentata dalΓequazione 

(1) f(æ,y,z;t) = O 

fra le coordinate cartesiane #? y z ďun punto e la variabile t.l¿ in
tersezione delle superficie F(t) e F{t-\-ħ) sarà data dalle equazioni 
f(œ, y,z; ή = ö e f(œ, y, z;t + h) = 0, ovvero dalle 

(2) f(œ,y,z;t) = O, ^ y , y « + ¾ ) - / < « , t t « , - 0 = 0> 
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Facendo tendere ħ a zero, esse diventano 

(3) f{x,y,z;t) = O f/(x,y, z; t) = O 

e, per proposizioni dimostrate, la linea defìnita da queste due equa-
zioni sarà effettivamente il limite della linea defìnita dalle (2), se 
per tutti i suoi punti non sono ad un tempo nulli i determinant! 
della matrice 

ļļ df_ df_ df || 
dx dy dz 

d*f dïf d*f \\ 

II dtdx dtdy dtdz \\ 

Se fra le equazioni (3) si elimina il parametro t, si avrà Γequa-
zione delΓ inviluppo. 

Si può anche qui dimostrare che, nei casi pi¾ comuni, Γinviluppo 
è tangente alle superfìcie inviluppate. 

Invero la giacitura del piano tangente alia superfìcie (1) è determinata 

dai valori di -j-, -j- , -―, supposto che questi non siano tutti nulli. 
dŭf Se -ģ¿ non è nullo, dalla seconda delle equazioni (3) si può rica-

vare t in funzione di œyz, e, sostituito il suo valore nella prima 
delle (3), si avrà Γequazione delΓinviluppo. II piano tangente alΓin
viluppo è defìnito dalle tre derivate parziali di f(æ,y,z9t) rispetto ad 
x, y, z, ove a t si sia sostituito il suo valore; esse sono 

Æ. _L J*Ĺ ^L ÉĹ J_ df dt df df dt 
dx dt dx' dy ' dt dy ? dz dt dz 9 

e poichè —j = 0, si riducono a -=~, ~ , -j-; quindi i piani tan-

genti alle due superfìcie coincidono. 
Tre superfìcie del sistema F(^) F(¿2)|F(ż3) si incontrano in gene-



— 315 — 

rale in un gruppo di punti, le cui coordinate soddisfano alle tre 
equazioni 

f(æ,y,z;t¿=O, f(æ,y,z;Q = O, f(æ,y,z;t3) = 0, 

e quindi anche alle equazioni 

f(æ,y,z;Q=O, f(æ,y,z; t± tt) = 0, †{CG, y, z; t± t% t3) = 0, 

ove i primi membri della seconda e terza equazione sono le fun-
zioni interpolari di primo e secondo ordine di f rispetto a t. Facendo 
tendere t¿ t% e tz ad uno stesso valore t, le equazioni precedenti di-
ventano †(x, y, z;t) = 0, ft(oc, y, z; t) = 0, f“t{æ, y, z; t) = 0, cui 
debbono sođdisfare i limiti dei punti ďincontro delle tre superfìcie 
del sistema; e viceversa i punti che soddisfano a queste equazioni 
sono effettivamente i punti limiti, se è veriflcata la condizione 
enυnciata dal Teor. Ill del N. 2. Questi punti si possono pure 
considerare come i limiti delΓintersezione della caratteristica cor-
rispondente ad una superfìcie del sistema, con una superfìcie con-
secutiva. 

Variando í, questi punti descrivono una curva, detta spigolo di 
regresso della superfìcie inviluppo. Si dimostra con ragionamento 
analogo ai precedenti che in generale le caratteristiche sono tan-
genti allo spigolo di regresso nei punti loro comuni. 

Gome esempio, se le superfìcie variabili sono i piani normali ad 
una curva gobba, le caratteristiche sono gli assi dei piani oscula-
tori; lo spigolo di regresso 'è formato dai centri delle sfere oscu-
latrici. 

9. Sia F(u,v) una superfìcie la quale dipenda da due variabili 
numeriche u e v. Le superfìcie F(u,v) e F(u -\- /¾, v + ħ) si incon-
trano in generale secondo una linea, la quale, col tendere di ħ e h 
a zero, Γuna indipendentemente dalΓaltra, non tende verso una 
linea, ma verso un gruppo discreto di punti; vale a dire esiste un 
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gruppo di punti sulla superfìcie F(u, v) pei quali ha per limite zero 
la distanza đalla curva intersezione delle F(u, v) e F(u -f-Ķ v + k), 
comunque si facciano tendere ħ e k a zero. 

Sia 

(1) f(x,y,z;u,υ) = O 

Γequazione della superfìcie F(u,v). Supponendo v costante e varia-
bile u, i punti limiti delΓintersezione della (1) colla superfìcie 

f(x,y,z;u + Ķv) = O 

dovranno, per le cose dette soddisfare anche alΓequazione -J- ='O. 

Analogamente i punti limiti delΓintersezione della (1) colla 

f{(ü,y,z,u,v + k) 

debbono soddisfare alia equazione — = 0. Pertanto i punti limiti 

delΓ intersezione della superfìcie (1) colla superfìcie f{œ, y, z; u 
+ Ä, vA-k) = O, ove si facciano tendere arbitrariamente fte¾a 
zero, debbono soddisfare, oltre alia (1), alle equazioni 

Se fra le equazioni (1) e (2) si eliminano u e v, si avrà una equa
zione cui soddisfano i punti delΓinviluppo. 

Si puό riconoscere che Γinviluppo è generalmente tangente alle 
superfìcie inviluppate. Invero la giacitura del piano tangente alia 
superfìcie inviluppata è data dalle tre derivate parziali della (1) 
rispetto x,y, z, ove u e v si considerino costanti. La giacitura del 
piano tangente alΓinviluppo è data dalle tre derivate parziali della (1) 
rispetto ad æ, y, z, ove ad u e v siano sostítuiti i loro valori che si 

suppongono ricavati dalle (2). Ora, poichè - í = Oe j - = O,i valori 

di queste derivate parziali in ambe le ipotesi coincidono, e coinci-
dono pure i piani tangenti. 



— 317 — 
10. ESEMPIO. — Determinare Γinvüuppo dei piani che tagliano 

da un dato angolo triedro un tetraedro di volume costante. 
Presi per assi di riferimento gli spigoli Ox Oy Oz del triedro, la 

equazione 

•«) ÷+÷+÷=>-
rappresenta un piano che taglia sugli assi i segmenti a, b, c, e il 
quale determina colle faccie del triedro un volume 

(2) v = -L abc, 

ove Δ rappresenta il volume del parallelepipedo costrutto su tre 
segmenti eguali alΓunità di misura, e diretti secondo gli assi. Es-
sendo V dato, delle tre variabili a, ̄ b, c che compaiono nella equa
zione (1) due sole sono variabili indipendenti, poichè fra esse passa 
la relazione (2). Pertanto, per trovare Γinviluppo dei piani (l)basterà 
eguagliare a zero le due derivate parziali della (i) rispetto alle due 
variabili indipendenti, tenendo conto che la terza è funzione delle 
altre due data dalΓ equazione (2). Questo, com'è noto, equivale ad 
eguagliare i rapporti delle derivate parziali delle (1) e (2) rispetto 
alle tre variabili a,ī),c; si ha cosi 

JL. y z 

a? __ b2 ___ c1 

be ca ab ' 
ovvero, semplifìcando 

x y z 
a b c ' 

ossia, in virtù della (1), ciascheduna delle quantità —, ^ , —vale 

<p cioè 

/ o \ a b c 

(3) * = -r> V = T> z = -3Γ-
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Queste sono le coordinate del punto di contatto del piano col suo 
inviluppo. Esse dicono che questo punto è il baricentro dei tre punti 
ďincontro del piano cogli spigoli del tetraedro. 

Volendosi Γequazione della superficie inviluppo, basterà eliminare 
ay Ď, c fra le equazioni (2) e (3); si ha così 

2 V 
• * * * = ¯ 9 - - -

§ 4. Rettθ Θ piani variabili. 

11. Finora si è essenzialmente considerato come variabileun punto, 
il quale descrive una linea od una superficie secondochè la sua po-
sizione è funzione di una o di due variabili numeriche. Ora potremo 
considerare come elementi variabili una retta od un piano, e stu-
diare gli enti geometrici che essi generano variando. Premetteremo 
alcune definizioni. 

Sia 0 un punto fìsso, ed r un numero dato; ad ogni punto P 
dello spazio si faccia corrispondere un punto Q tale che 

ŌQ ≡≡rōP. 

Se P descrive una figura, anche Q descriverà una fìgura, che dicesi 
omotetica (simile e similmente posta) della prima, con centro di 
omotetia in 0, e con raņporto di owx)tetia eguale ad r. 

Se Př e Q' è una nuova coppia di punti omologhi, sarà 

ŌQ' ≡≡ r ō F ' , 

e sottraendo, si ottiene 

QQr = rPF ř ; 

ossia i segmenti omologhi PPř e QQ' sono paralleli, ed il loro rap-
porto è ancora r. Di qui si deduce che se P descrive una retta, il 
suo omologo Q descrive pure una retta parallela alia prima; e se 
P descrive un piano, il suo omologo descrive un piano parallelo al 
primo. 
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12. Sia I una retta variabile, la cui posizione è funzione ďun nu-

mero t Dati a t i valori t e t + Λ, e dette I ed ¿f le posizioni corrispon-
denti della retta, si prenda sulla retta I un punto A, e si immagini 
la retta l± omotetica di V, con centro di omotetia in A e con rap-

1 
porto di omotetia eguale ad -r-. Alia retta limite della lv ove si 

faccia tendere ħ a zero, daremo il nome di retta polare di I nel 
suo punto A. Se col tendere di h a zero, V ha per limite I, la retta 
lv che è parallela ad ¿', ha per limite una parallela alia I, ossia la 
polare ďuna retta in un suo punto è una parallela alia retta data. 

Fra le polari ďuna retta nei suoi varii punti e le derivate di 
punti che stanno sulla retta passano notevoli relazioni, enunciate 
nelle proposizioni che seguono. 

TEOREMA I. — Se A è un punto funzione di t, aven te 
derivata u≡≡AU, e I è una ret ta , funzione cont inua di I, 
passan te sempre per A, la polare di I ne l 
punto A è la re t ta a pa ra l l e l a ad I pas
sante pel punto U termine della der ivata 
di A. 

Infatti, dati a t i valori t e t-\-Ķ e dette A, I 
e Af, V le posizioni corrispondenti del punto e 
della retta, si faccia 

AA, ≡ i AA', 

e sia ¿t la omotetica di V con centro di omotetia in A, e con rapporto 
l 

di omotetia -^–. La retta ¿4 passa per A r Si faccia tendere ħ a zero; 

AAA ha per limite la derivata AU del punto A; il punto A± ha per 
limite U; e la retta ίv che passa per A£ ed è parallela ad l\ ha per 
limite la retta a passante per U e parallela ad I; dunque questa 
è la polare di I nel suo punto A. 

TEOREMA II. — S e A è i l punto ďintersezione del la re t ta 
var iabi le I con una linea fissa G, o con una superf ic ie 
fissa S, aventi r ispet t ivamente tangente o piano tan-
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g e n t e , e se I ha in A la p o l a r e a, la d e r i v a t a de l p u n t o 
A ha p e r t e r m i n e il p u n t o ď i n t e r s e z i o n e di a colla tan-
gen te a l i a G, o col p i a n o t a n g e n t e a l i a S. 

Infatti, đati a t i valori t e t + h, e dette I, A e lr, A' le posizioni 
1 

corrispondenti della retta e del punto, si faccia AAd ≡≡ — AA', e 
1 

sia lk Γomotetica di V con centro A e con rapporto -γ ; la retta 

l± passa per A r Si faccia tendere ħ a zero; la retta ¾ ha per li-
mite la a polare di A; e se A sta su una curva C, la AAΆ¿ ha 
per limite la tangente alia G in A; e A ļ punto ďintersezione di AAf 

colla l± ha per limite il punto U ďintersezione della tangente alia 
G in A colla retta α. Se A sta su ďuna superficie S, la retta AAΆd 

è contenuta in un piano avente per limite il piano tangente, e A£ 

punto ďintersezione di < uesto piano variabile colla ¾ ha per limite 
il punto ďintersezione U del piano tangente colla a. Dunque in 
ogni caso la AA4 ha per limite la AU, ossia il punto A ha per 
derivata AU, ed il suo estremo U è il punto ďintersezione della 
retta α, polare di A, colla tangente alia G, o col piano tangente alia 
S nel punto considerato. 

TEOREMA III. — Se A è il p u n t o ď i n t e r s e z i o n e d e l l e r e t t e 
v a r i a b i l i I ed m funzioni di t, a v e n t i p o l a r i n e l p u n t o A, 
q u e s t o lo ro p u n t o ď i n t e r s e z i o n e ha d e r i v a t a , i l cu i ter
mine è il p u n t o ď i n t e r s e z i o n e delle p o l a r i di I ed m in A. 

Infatti, dette I, m, A e 1', m\ A! le posi
zioni delle rette e del punto corrispondenti 
ai valori t e t-{-h della variabile, e fatto 

1 
AA£ ≡ -j-AA', se ί± ed m¿ sono le rette omo-

tetiche di 1' ed mJ ottenute col metodo solito, 
le rette ¾ ed τnl si incontrano in Ai; fatto tendere ħ a zero, le l± ed 
mL hanno per limiti le polari delle leå m m A, ed il punto A1 

ha per limite il punto U ďintersezione di queste polari; quindi il 
segmento AA¿ ha per limite AU, e questa è la derivata di A; 
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dunque A. ha đerivata, θđ il suo estremo ü è il punto ďinterse-
zione đeŭle polari di I eđ m in A, c. v. d. 

±3. TEOR¾MA IV. — S e de i p u n t i A B C ď i n t e r s e z i o n e 
de l l a r e t t a v a r i a b i l e I con tΓβ p i a n i p a r a l l e l i f iss i α ß γ , 
d u e h a n n o d e r i v a t a AU e BV, a n e h e i l t e r z o ha d e r i v a t a 
GW, e g l i e s t r e m i U, V, W di q u e s t e d e r i v a t e sono in 
l i n e a r e t t a . 

Infatti, il punto G della retta AB si può considerare come il ba-
ricentro dei punti A e B, ove ad essi si afflggano pesi convenienti 
m eđ w; quindi, detto 0 un punto dello spazio, sarà 

(m + ń) OC ≡≡ mOA. + nOB. 

Data alia variabile t un nuovo valore t-\~Ķ e dette t, A', B', Cr 

le nuove posizioni della retta e dei suoi punti ďintersezione coi 
piani fìssi, A' B' G' si possono considerare come proiezioni parallele 
di A B G su V; e quindi sarà ancora 

(m -f ń) OC' ≡≡ mOA' + nOBr. 

Sottraendo da questa equipollenza la precedente, si ha : 

(m + n) CC' ≡≡ mAA! + n B B ' , 

e dividendo per ħ 
, . λCC AA' , BBř 

Pacciasi tendere h SL zero; i segmenti - τ - e -j- hanno per li-

miti le derivate AU e BV dei punti A e B; quindi anche G ha 
derivata GW data dalla formula 

(m-\-n) CW≡≡mAU + nBV; 

aggiungendo a questa equipollenza la prima, si ha 

(m + ń) OW ≡ mOU -ļ--wOV, 
PEANO, Geom. infin. 21 
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la quale dice che W si può considerare come il baricentro di U 

e V coi pesi m ed n, e quindi U, V, W sono in linea retta. 

Dal teorema precedente si deduce che se una retta I ha rette 
polari a e ì? in due suoi punti A e B, essa ha retta polare c in 
ogni altro suo punto C, e la costruzione di c si ottiene a questo modo: 

Si c o n d u c a n o per A, B, C t r e p iani pa ra l l e l i , α, ß, γ ; i l 
p r i m o i n c o n t r i la p o l a r e a in U, e i l s econdo la p o l a r e 
^b in V; si c o n d u c a la UV, c h e i n c o n t r i il t e r z o p i ano γ 
in W. La r e t t a c c o n d o t t a p e r W p a r a l l e l a m e n t e ad a 
è la p o l a r e di I in C. 

Infatti, poichè la retta I ha "polari a e ¯b nei punti A e B, i punti 
ďintersezione di questa retta coi piani α, ß hanno derivata, le quali 
in virtu del teorema II sono AU e BV. Quindi, pel teorema prece
dente, anche il punto G ďintersezione della I col piano γ ha deri
vata, che è la CW, e perciò (teorema I) la retta I ha polare in G, 
"che è la c. 

Se la retta mobile I sta in un piano fisso, invece di condurre i 
tre piani paralleli α, ß, γ basta segnare le loro intersezioni con 
questo piano fisso, e si ha la costruzione: si conducano per A BG 

tre rette parallele AU, BV, CW; le due prime incontrino nei punti 
U e V le polari a e &; la retta UV incontri la terza parallela in 
W; la retta c condotta per W parallelamente ad I è la polare 
cercata. 

14. Le proposizioni ora dimostrate permettono di risolvere molti 
problemi, in cui si ha a determinare la derivata d'un punto, o la 
tangente ad una curva. Eccone alcuni esempi. 
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1° Gonoscendo le derivate AU e BV dei punti A e B, de-

te rminare la d e r i v a t a GW del punto G ďintersezione 
della r e t t a AB con una l inea o superficie fissa, della 
quale si conosce la tangente Ct, o il piano tangente . 

Poichè sono note le derivate dei punti A e B, in virtu del teo-
rema I, sono note le polari a e ̂ b dalla retta AB nei punti A e B; 
quindi la retta ABC ha pure polare c nel suo punto G, in virtù 
delΓultimo teorema dimostrato; e pel teorema , è determinata 
la derivata di G. 

2° Gonoscendo la der ivata del punto P, d e t e r m i n a r e 
la der ivata della sua p ro iez ione Q fatta da un cen t ro 
fisso 0 su d'un piano fisso TΓ. 

Questo problema non è che caso particolare del precedente, ove 
ai punti A B G sono sostituiti i punti 0 P Q, ed alia superficie un 
piano τr, e si ha la costruzione seguente. 

Sia PU la derivata di P; si segni la retta p passante per U e 
parallela ad OP (la quale retta è la polare di OPQ in P); si im-
maginino due piani α e ß paralleli passanti per P e Q; il primo 
incontri p in Pd; la OPA incontri il piano ß in Ql; sia q la retta 
passante per Q, e parallela ad OPQ (la quale q è la polare di OPQ 
in Q); la q incontri il piano π in V. Sara QY la derivata di Q. 
La costruzione precedente si può semplificare prendendo convenien-
temente i piani paralleli α e ß, la cui giacitura è arbitraria; si 
può p. e. assumere per ß lo stesso piano TΓ. 

3° In un piano fisso sono segnati tre punti ABG e due 
linee ¾ ed l2. Da A si conđuca una r e t t a ad incon-
t r a r e lL in P e l2 in Q; le r e t t e BP e GQ si incontr ino in R. 
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Conoscendo le t angen t i alle l inee lL ed l2, t rovare la 
tangente alia linea che descr ive R. 

Poichè A è fisso, e P ha derivata nota, è determinata la derivata 
di Q, in virtù del problema 1°; inoltre, poichè sono note le đerivate 
dei punti B e P della BPR, è nota la polare đi questa retta in R; 
per la stessa ragione è nota la polare di GQR in R; e quindi, pel 
teorema III, è nota la derivata del punto R, e la direzione di questa 
derivata è la direzione della tangente alia curva che esso descrive. 

4° Una r e t t a I ruota in un piano fisso a t torno ad un 
punto fisso A; Γangolo α che ques ta r e t t a fa con una 
re t ta fissa ABèdata funzione della var iabi le f; t rovare 
la polare della r e t t a in un suo punto qualunque P. 

Se il punto P si muove colla retta I mantenendosi ad una di-
stanza fissa da A, esso descrive un cerchio; e la derivata di questo 
punto, ossia del segmento AP, è un segmento PU normale ad AP 
ed in lunghezza eguale alia lunghezza di AP moltiplicatá per la 

derivata £- . Per U si conduca la parallela ad AP; sarà questa la 

polare della retta in P. 

5° In un piano fisso, due re t t e AP e BP ruo tano in-
torno ai punti fissi A e B. (Hi angoli α e ß che esse fannσ 
colla r e t t a fissa AB sono date funzioni di t; t r o v a r e la 
der iva ta del punto P ďincontro delle due r e t t e . 

Pel problema che precede, sono note le polari delle rette AP β 
BP nel punto P; quindi (teorema III) è determinata la derivata 
del punto P. La costruzione è la seguente. Sia PU un segmento 

normale ad AP ed eguale in lunghezza ad AP -τ~; sia PV un seg

mento normale a BP ed eguale in lunghezza a BP-r- . Le paral-
lele ad AP e BP condotte rispettivamente per U e V si incontrinα 
in W. Sarà PW la derivata di P, e la sua direzione è la direzione 
della tangente alia curva descritta da P. 
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Se si fa ruotare la figura PUVW attorno a P ďun angolo retto, 

i segmenti PU e PV vengono a coincidere in direzione con AP e 
BP, e la nuova direzione di PW è normale alia curva; si deduce 
cosi una costruzione della normale alquanto più semplice đi quella 
della tangente. 

6° La r e t t a I passa pel p u n t o v a r i a b i l e P, ed è p a r a l -
ela ad u n a r e t t a fissa m. G o n o s c e n d o la d e r i v a t a di P, 

t r o v a r e la p o l a r e di I in un suo p u n t o q u a l u n q u e . 
Sia PU la derivata di P ; siano A e B due punti fìssi su m. Si 

faccia PQ ≡≡ AB. Sara Q un punto di I. Essendo 0 un'origine arbi-
traria, si avrà PQ ≡≡ OQ — OP, e quindi OQ ≡≡ OP + AB. Si derivi 
questa equipollenza; osservando che la derivata di OP è PU, detta 
QV la derivata di Q, si deduce QV ≡ PU; quindi la parallela alia 
I condotta per V è la polare cercata. Si osservi che la retta UV 
è appunto questa polare, ossia una retta che si sposta conservan-
dosi sempre parallela ad una retta fissa ha la medesima polare in 
tutti i suoi punti. 

15. INVILUPPI DI RETTE NEL PIANO. La posizione della retta I 
nel piano sia funzione della variabile t Variando t, la I assume 
infinite posizioni, il cui insieme determina un znvüuppo. Per bre-
vità diremo punto di contaito della retta colΓinviluppo il punto 
ďincontro della retta colla successiva, e diremo normale alΓinvi-
luppo della retta I la perpendicolare alia retta nel suo punto di 
contatto colΓinviluppo. Gosì, se le rette del sistema inviluppano una 
vera curva, queste espressioni riacquistano i soliti signifìcati; ma 
se p. e. la retta ruota attorno ad un punto fisso, il punto di con
tatto della retta colΓinviluppo sarà il punto fisso, e la normale al-
Γinviluppo sarà la perpendicolare alia retta variabile nel punto 
fisso. Due rette consecutive I ed V del sistema hanno due bisse-
trici; ed è chiaro che, col tend ere di ΐ ad 7, una ha per limite 
la I stessa, e Γaltra bissetrice ha per limite la normale alΓinvi- ' 
luppo della I; quindi la normale alΓinviluppo della retta I è il 
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limite del luogo dei punti equidistant! da due rette consecutive del 

sistema. 
II punto di contatto della retta I col nviluppo, ove siano note 

le polari della I nei suoi punti, si può costrurre colla seguente 
regola: 

Be aeb sono l e p o l a r i d e l l a r e t t a I nei suoi due p u n t i 
A e B , c o n d o t t e p e r A e B due r e t t e p a r a l l e l e AU e BV, 
c h e i n c o n t r i n o le p o l a r i a e ö in U e Y, la r e t t a UV, se 
non è p a r a l l e l a nè c o i n c i d e col la I, la i n c o n t r a in un 
pun to G, c ħ e è i l p u n t o d ' i n t e r s e z i o n e d e l l a I c o l l a 
r e t t a success iva del s i s t e m a . 

Infatti, la retta l\ corrispondente al valore t-\-h della variabile, 
1 

mcontri le parallele AU e BV in A' e B'. Fatto AA£ ≡ -7- A A', e 
1 

BB4 ≡≡ -j- BB\ le rette AB, A'B', e AiB1 passano per uno stesso 
punto. Si faccia tendere ħ a zero. I segmenti AAA e BBļ hanno 
per limiti AU e BV; la A iB ļ ha per limite la UV; ed il punto 
ďintersezione di AB con A'B', cioè di AB con ALBļ9 ha per limite 
il punto d'incontro della AB colla UV, c. v. d. 

Si osservi che la polare della I nei suo punto G coincide colla 
retta I stessa. Quinđi, variando la retta I ed il punto corrispondente 
G delΓinviluppo, se G ha đerivata non nulla, Γestremo di questa 
derivata deve trovarsi sulla stessa retta I e la derivata di G avrà 
la direzione della l\ ossia la I è tangente alia curva descritta da 
G, cioè al proprio inviluppo. Si riconoscerà che G ha una derivata 
non nulla se p. e. si riconosce che la retta UVG ha nei punto G 
una polare distinta da essa, poichè in questo caso la derivata di G 
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è data dal teorema IΠ del N. 2. Adunque, sotto le condizioni enun
ciate, l e r e t t e I sono t a n g e n t i a l l o r o i n v i l u p p o n e i 
p u n t i c o r r i s p o n d e n t i . 

16. Molte questioni riferentisi agli inviluppi si possono trattare 
con considerazioni geometriche. 

È noto che se in un piano si hanno due figure ABC... e A'B'C\... 
eguali e dello stesso senso, e se due segmenti corrispondenti 
AB e A'Bf non sono equipollenti, esiste nel piano un punto S tale 
che le figure SABC... e SA'B'C... sono ancora eguali e dello 
stesso senso. II punto S dista egualmente da tutte le coppie 
di punti omologħi, come AAf, *BBř, ...., e quindi si trova sulla 
perpendicolare nel punto medio di ogni segmento che unisce 
una coppia di punti omologhi; lo stesso punto dista pure egual
mente da ogni coppia di rette omologhe, come AB e A'B\ e 
quindi giace sulla bissetrice esterna delΓangolo di due rette omo
loghe. Se si fa ruotare la figura ABC... attorno ad S fìnchè A 
venga in Af, la prima figura viene a coincidere colla seconda. 

Suppongasi ora che una figura piana, di forma invariabile, si 
muova nel proprio piano, e che la sua posizione sia funzione ďun 
numero t; attribuiti a t due valori t e t-±-ħ, e detto S il punto 
attorno a cui ruotando la figura, essa passa dalla prima alia se
conda posizione, avviene nei casi più comuni, che, col tendere di 
h a zero, il punto S tenda ad un limite 0. A questo punto 0 si da 
il nome di centro ďistantanea rotazione della figura. 

Noi ci assicureremo delΓesistenza di questo punto 0, e lo deter-
mineremo, se due rette passanti per S tendono verso posizioni 
limiti non parallele nè coincidenti, e Γintersezione di queste rette 
limiti è il punto 0. Gosì noi sappiamo che se AAf sono due posizioni 
ďuno stesso punto della figura mobile, la perpendicolare nel punto 
medio di AAf passa per S, e il limite di questa perpendicolare è 
la normale alia linea descritta da A. Sappiamo pure che la bisse
trice esterna di due posizioni ďuna stessa retta della figura passa 
per S, ed il limite di questa bissetrice è la normale alΓ inviluppo 
della retta. 
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Adunque, se si eonoscono le normali alle linee descritte da due 

punti della figura, ovvero le normali al luogo ďun punto, e alΓin-
viluppo ďuna retta, od inflne le normali alΓinviluppo di due rette, 
e queste normali non sono nè parallele nè coincidenti, il loro punto 
ďincontro è il centro 0 ďistantanea rotazione. 

Gosi determinato il punto 0, la normale al luogo descritto da 
ogni punto della figura, come pure la normale alΓinviluppo d'ogni 
retta della figura passa per 0. 

17. Ecco alcune applieazioni del centro ďistantanea rotazione 
per determinare tangenti a curve; e punti di inviluppi. 

1° Un segmento AB di- lunghezza costante si muove in guisa che 
i suoi estremi scorrono su due linee date, di cui si eonoscono le 
tangenti; determinare la tangente alia linea descritta da un punto 
G invariabilmente connesso con A e B, e il punto di contatto della 
retta AB col suo inviluppo. 

II centro ďistantanea rotazione della figura ABG è il punto S 
ďincontro delle normali alle linee descritte da A e B; quindi la 
SG è la normale alia linea descritta da G, e la proiezione di S su 
AB è il punto di contatto di AB col suo inviluppo. 

La seconda questione fu già trattata al N. 8. Si dimostra che, 
se A e B scorrono su due assi Ow ed Oy, ogni punto G connesso 
invariabilmente con A e B descrive nn'ellisse. 

2° Un segmento AB di lunghezza costante si muove nel piano. 
Gonoscendo la tangente alia linea descritta da A, ed il punto di 
contatto della AB col suo inviluppo, determinare la tangente alia 
linea descritta da B. 

La normale al luogo del punto A, e la normale alΓinviluppo 
della retta AB, cioè la normale ad AB nel suo punto di contatto 
çolΓinviluppo, si incontrano nel centro ďistantanea rotazione S; 
SB è la normale al luogo del punto B. 

Gome caso speciale, se la retta AB passa per un punto fisso 0, 
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ìl punto B desGrive la concoide della linea descritta da A, e si 

ottiene così la costruzione della tangente alia concoide già data al 

Gap. II, 19. 

3° Due rette a e & variabili comprendono un angolo costante. 
Gonoscendo i punti di contatto di queste rette col loro inviluppo, 
determinare la tangente alia linea descritta dal loro punto ďin-
contro M. 

Le normali agli inviluppi delle rette a e ö si incontrano nel centro 
ďistantanea rotazione S; sarà SM la normale al luogo del punto M. 
(V. Gap. II, eserc. 9). 

Gome caso speciale, se Γangolo compreso fra le rette date è retto, 
« se una di queste rette OM passa per un punto fisso 0, mentre 
Γaltra MP inviluppa una curva, e P è il punto di contatto, il 
luogo del punto M è la podaria della curva inviluppata dalla MP, 
con polo in O. Formato il rettangolo OMPS, la diagonale MS è la 
normale alia podaria. (Y. Gap. II, eserc. 7). 

4° Due rette OM ed MP comprendono un angolo retto; la retta 
OM passa pel punto fisso O, e il punto M descrive una curva di 
cui si conosce la tangente. Determinare il punto P di contatto 
della MP col suo inviluppo. 

La normale ad OM in 0 e la normale alia curva descritta da M 
si incontrano nel centro ďistantanea rotazione S; il punto cercato 
P è la proiezione di S sulla MP. 

Si osservi che Γinviluppo delle rette MP ha per podaria la curva 
descritta da M. 

18. Un numero U può essere funzione della posizione ďuna retta 
I nel piano. Gosì son funzioni della posizione di I i numeri che 
misurano le sue distanze da punti fissi, ed ogni funzione ana-
litica di tali distanze. Le rette del piano per cui la funzione U ha 
un valore costante inviluppano in generale una linea. Per deter
minare il punto di contatto delle rette del sistema coΊTinviluppo 
può servire il seguente 
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TEOREMA. — Se ħt ¾ ....ħn sono, in un piano fisso, le 

distanze della r e t t a var iabi le I dai punti fissi AA A2 .... 
An, ed U è funzione di queste distanze 

U = ‰ A„ ....ΛJ, 

la r e t t a I tocca Γinviluppo delle r e t t e per cui U ha uno 
stesso valore nel punto che è la proiezione sulla I del 
baricentro dei punti AA A2 .... An, cui siano affissi i nu-

. df df df 
m e n -± , ~~ , .... -τr . 

dħ± dħ2 dhn 

Infatti siano I ed V due posizioni * della retta; ŵi, ŵ2.... ŵ, 
e ΔU le diíferenze dei valori delle distanze ħ± ħ2 ....ŵn, e della 
loro funzione U corrispondenti alle due posizioni della retta. 

Sara 

ü=(¾+6t) A1+(¾+¾) Λ,+...:+(ž+¾)Δ^-
Sia S il baricentro dei punti A£ A2 .... An cui siano affissi i nu-

meri -~- + e±, .... -~ + en. Indicando con p la distanza di I da S 

sarà 

( Í+Î+--+¢+<.+*+-+«. )»-

~(£+<.)*.+(¾+<.)».+-+(í+*K 
Sostituenđo alia ¿ la ¿f, e sottraendo le formule ottenute, si ha 

(Í+.)Λ»-X(Í+«) »,¡ 
e quindi 

ΔÜ=Σ(‰+«)Δ*-
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Se ora le rette I ed V sono tali che ΔU = 0, dovrà pure essere 
Δp=rO, e le rette I ed V distano egualmente da S. Si faccia ten-
dere V verso L Le quantità Δ ¾ , ŵ2, .... eL, e2, .... hanuo per 
limite zero; il punto S baricentro di At . . . . AΛ colle masse 

ĴΓ" + €i > •••• ¯f¡Γ + ¢n, ha per limite il punto 0 baricentro di A4 

.... An colle masse.-~-, .... —•-. Pertanto un punto S equidistante 

dalle rette IV ha per limite il punto O; dunque la perpendicolare 
abbassata da O sulla I è la normale alΓinviluppo della ¿, ed il suo 
piede è il punto di contatto della I col suo inviluppo. 

19. SUPERFICIE RIGATE. Una retta I mobile nello spazio, la cui 
posizione đipenda dai valori ďuna variabile numerica t, descrive 
una superficie rigata. 

11 piano tangente alia superficie in un punto A ďuna genera-
trice I è il piano #che passa per A e per la polare a di I nel suo 
punto A. Invero, sia Af un altro punto della superficie, per cui 
passa la genera trice V, corrispondente al valore t-\-h della varia
bile numerica t Detta lt la retta omotetica di V con centro di orao-

1 
tetia in A, e con rapporto -r, i punti AA' e le rette V l± giacciono 
in uno stesso piano. Facciasi tendere A' verso A; la retta lt ha per 
limite la retta a, polare di I in A; e il piano A A' l! ί± ha per li
mite il piano A a. Pertanto per ogni retta che unisce il punto A 
con un altro punto A! della superficie si può condurre un piano 
A¿' lt che, col tendere di AΓ verso A, ha per limite il piano A a; 
dunque (pag. 117) questo è il piano tangente alia superficie in A. 

Se la retta mobile I ha le polari a e ì) in due suoi punti A e B, 
essa avrà polare in ogni altro suo punto, e quindi risulta determi-
nato il piano tangente in ogni punto della generatrice. Per quanto 
si è detto, la costruzione del piano tangente in un terzo punto G 
è la seguente. Si conducano per A e B due piani paralleli α e ß che 
incontrino le polari a e ϋ in U e V; la retta U V incontra il piano 
T condotto per G parallelamente ai piani α e ß [in W; per W si 
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conduca la retta c parallela ad I; questa sarà la polare di&inC, 

e il piano Gc è il piano tangente cercato. 
Se le tre parallele I, a, ^b giacciono in uno stesso piano, giacerà 

pure in esso la polare c in ogni punto G; perciò i piani tangenti 
in tutti i punti della generatrice coincidono. Se invece essi non 
giacciono in uno stesso piano, allora varia il piano tangente in esso; 
e siccome il piano tangente si ottiene dal punto,G mediante proie-
zioni e sezioni, si conchiude che mentre il punto di contatto descrive 
sulla generatrice una punteggiata, il piano tangente corrispondente 
descrive un fascio di piani proiettivo a quella punteggiata. 

20 . PIANI VARIABILI. Le cose dette per le rette variabili si pos-
sono applicare con leggere modiflcazioni ai piani variabili. Noi ci 
limiteremo a pochi cenni. 

Sia π un piano, la cui posizione dipenda da una variabile nu-
merica t Sia A un punto di TΓ. Si attribuisca alia variabile t un 
nuovo valore ¿ + Λ, e sia ττř il piano corrispondShte; si immagini 
il piano omotetico di TΓ' con centro ďomotetia in A e con rapporto 

1 
ďomotetia -j-. Gol tendere di ħ a zero questo piano tende in gene-
rale ad una posizione limite α, parallela a ττ; al piano α daremo 
il nome di piano polare di π nel suo punto A. 

Si dimostrano con ragionamenti analoghi ai precedenti le propo-
sizioni che seguono. 

Se AU è la derivata del punto A e α il piano polare di π in A, 
il piano α contiene il punto U. Questa proprietà permette di costrurre 
il piano polare α ove si conosca la derivata del punto A; ovvero 
di costrurre la derivata del punto A conoscendo il piano polare α, 
e la direzione della derivata di A. Esso permette pure di costrurre 
la derivata del punto A ďincontro ďun piano π e ďuna retta ¿, ove 
in quel punto si conoscano il piano polare α e la retta polare a del 
piano e retta date; Γestremo della derivata di A è il punto αα. In-
fine, se π, p, σ sono tre piani variabili e se α, ß, γ sono i loro piani 
polari nel loro punto comune A, Γestremo della derivata di A è il 
punto α ß γ. 
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Se α, ß, T sono i piani polari del piano variabile π in tre suoi 

punti ABC non in linea retta, il piano polare di π in questo suo 
punto B si costΓuisce a questo modo: si conducano per ÀBGD 
quattro rette parallele ħħlm; le prime tre incontrino rispettiva-
mente i piani αßγ in HKL; il piano HKL incontri la m in M; 
il piano ò condotto per M, parallelamente a π è il piano cercato. 
La retta intersezione del piano HKL col piano π è il limite del-
Γintersezione del piano π con un piano successivo del sistema, os$ia 
è la caratteristica delΓinviluppo dei piani π. 

Si consideri infine il sistema di piani per cui ba un valore co-
stante una funzione f(hļ9 h^,... ħn) delle loro distanze ħi h2... hn 
da n punti fìssi Ad A2... An. II punto di contatto ďun piano del si
stema col suo inviluppo è la pro½zion£ ortogonale su ¾uel piano 4eì 

baricentro dei punti dati, cui siano afljssi i numeri ~-, -τr, . •. -J— 
αriļ αn<ļ α ,n 

I piani per cui sono costanti due funzioni analitiche« † e φ delle 
loro distanze da n punti dati si possono, in generale, far corrispon-
dere univocamente ad un numero. La caratteristica ďuno dei piani 
del sistema è la congiungente le proiezioni su quel piano dei due 
baricentri dei punti dati, cui si immaginano affîssi numeri rispetti-
vameiite eguali alle đerivate parziali di f e φ rispetto a queste 
distanze. 

Esercizii. 

1. Dai punti della cuΓva di equazione ļ — ļ + ( r^) == 1 si abbassino le 

perpendicolari sugli assi e si segni la retta che passa pei piedi di queste per-
pendicolari. L'inviluppo di queste rette ha per equazione 

m m 

2. L'inviluppo dei cerchi aventi per diametΓÎ i Γaggi vettori condotti da un 
punto fisso 0 ai punti d*una cuΓva G è la podańa di G rispetto ad 0. 

3. L'inviluppo dei cerchi il cui centro sta su ďuna curva fissa G, e che pas-
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sano per un punto fìsso 0 è la podaria, rispet o ad 0, della cuΓva omotetica di 
C, con centro di omotetia in O, e con rapporto di omotetia eguale a 2. 

4. L'inviluppo delle curve di equazione yz — (x — ř)2==¾ o v e varu* ř» è Γasse 
delle x. Le tangenti alle curve del sistema nei punti delΓinviluppo sono normali 
all'inviluppo. 

5. L'evoluta della parabola y* 2px ha per equazione 27py* = 8(x—p)*. 
2 2 2 2 2 ĝ 

6. L'evoluta della curva ač + ý¾ a? è (x + yψ + (x —ýf ==2a¾. 

7. Dai punti ďun piano r* ΊΓ H — * s* abbassano le perpendicolari sugli 

assi; Γinvìluppo dei piani passanti pei piedi di queste perpendicolari ha per 

equazione ļ/l + ¦/ļ + ļ/l = i. 

8. Dai punti della superficie di equazione ļ — ļ + Mr ) + (¯~) = 1 si 

abbassino le perpendicolari sugli assi; Γinviluppo dei piani passanti pei piedi 
di queste perpendicolari ha per equazione 

m m m 
fχ\m-hl ¡ i¡ \m + 1 ¡z \m -h 1 

(ā) +(T) + (jr) =*• 
9. Dai punti della superficie data nelΓesercizio precedente si abbassino le per

pendicolari sui piani coordinati; Γinviluppo dei piani passanti pei piedi di queste 
perpendicolari ha per equazione 

m m m 

\2a ) \2b) *1" \2c I ~ l-

Λ ļx \m (y \m z \m 

10. Ad ogni punto (x, y, z) della superficie ļ — ļ + f¯) + ^ ~ = 1 

facciasi corrispondere la superficie di equazione ( — j + ( —) + [ ~~ ) = !• 

L/inviluppo di queste superficie ha per equazione 
mp mp mp 

( X \ m+P , / Y \ « « + P , fZ\™+P 

(ΊΓ) +(ï) +(τ) =1-


