CAPITOLO VII.

Figure wvariabili; inviluppi-

§ 1. Limiti di figure variabili.

1. Intenderemo sempre per figura, o campo di punti, ogni insieme
di punti. Diremo distanza d’un punio A da una figura F il limite
inferiore delle distanze dal punto A da tutti i punti della figura F.
Essa pud anche essere la minima distanza del punto A dai punti
della figura, e questo avverra certamente se i punti della figura
formano un campo chiuso. La distanza del punto A dalla figura F
sard nulla quando A appartiene alla figura data, ovvero al campo
limite di essa.

Una figura si pud considerare o come fissa o come variabile.
Diremo lmite d'una figura variabie F il 1luogo dei punti le
cui distanze dalla figura F hanno per limite zero.

Gia si & definito (Cap. I, 2) il limite d'una retta e d'un piano; é
facile lo scorgere che le definizioni allora date coincidono coll’at-
tuale, ove la retta ed il piano si considerino come figure. Si & pure
definito il limite d'un cerchio o d’una sfera variabili; si puo6 dimo-
strare che anche quelle definizioni concordano coll’attuale. Invero
suppongasi che il piano m, il centro C ed il raggio » d'un cerchio C
variabile abbiano per limiti w,, C,, 7, piano, centro, raggio d’un cer-
chio fisso C,; dico che il primo cerchio (considerato come luogo di
punti) ha per limite il secondo. Infatti la distanza d d’un punto A

dal cerchio variabile & espressa da ® =}/ AH® | (HC —7)?, ove H
sia il piede della perpendicolare abbassata da A sul piano m. Ora,
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detto H, il piede della perpendicolare abbassata da A su m,, il limite
diH & H, (Cap. I, § 1°); quindi il limite di d & l/ﬁI_o’—{—(HoCO—ro)’,
ossia & la distanza d, di A dal cerchio fisso C,. Pertanto il limite
di d sard o non sara *nullo secondoché A sta o non sta sul cerchio C,,
ossia il cerchio G, & il luogo dei punti, le cui distanze dal cerchio
variabile C hanno per limite zero, vale a dire C, ¢ il limite di C.
In modo analogo si ragionerebbe per le sfere.

2. Una figura, nello spazio, si pud definire come luogo dei punti
P, le cui coordinate cartesiane soddisfano ad una o a piu equazioni
della forma f(z,y,2) =0, ove supporremo i primi membri funzioni
continue, ed aventi derivate parziali. Sotto certe condizioni, una
di quelle equazioni determina una superficie, due determinano
una - linea, e tre alcuni punti. La figura cosi determinata sard co-
stante o variabile secondoché le quantitd f(«, y, 2) non dipendono,
ovvero dipendono pure da altre variabili. Noi c¢i occuperemo bre-
vemente delle figure date mediante equazioni, ed enuncieremo su
esse le tre proposizioni seguenti:

I. Essendo F(f) la figura definita dall’equazione
f(xy, 2, )=0, la quale figura & variabile con £, allora,
col tenderedi faf, ogni puntodella figuralimite di F(¥)
appartiene allaF({,); viceversa ognipunto della figura
F(t,) appartiene alla figura limite di F(¢), se, corrispon-

dentemente ad esso, non sono nulle ad un tempo %, %, g’z:-

Infatti, sia P, un punto della figura limite di F(?), e siano @, ¥,, 2,
le sue coordinate. Allora la distanza del punto P, dalla figura F
avra per limite zero; quindi anche la distanza di P, da qualche
punto P di F avrd per limite zero, ossia il punto P di F tende a P,.
Siano «, ¥, z le coordinate di questo punto. Poiché esso appartiene
alla figura F, sard f(z, y, 2, £) =0. Facciasi tendere ¢ a ¢,; @, ¥, 2
tendono a @, ¥, 2z, e f(x, ¥, 2, t) tende a [ (@, Yy e &); Mma
siccome f(x, ¥, 2, t) & sempre nullo, sard anche il suo limite
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(@ ¥ 3 t,) =0, ossia il punto P, appartiene appunto alla figura
F(t,)-
Viceversa, se P, & un punto di F(%,), cioé se f(%, ¥, 2, 4)=0,¢€

se una delle derivate di f rispetto ad @, y, 2, p. e. —:i%nonénulla,

allora l'equazione f(, ¥, 2, ) =0 fra le due variabili e ¢, che

é soddisfatta da x ==, e =1, determina « quale funzione con-
tinua di ¢, che per {=/{, assume il valore @, Quindi il punto P

di coordinate x, y,, 3, appartiene alla figura F(¢), perché le sue

coordinate soddisfano all’equazione f(w, y, 2, )=0; inoltre col ten- -
dere di ¢ a il punto P tende a P, e la distanza P,P tende a zero.
Ma la distanza di P, dalla F non & maggiore di P;P; dunque la
distanza del punto P, dalla figura F (f) tende a zero, e P, & un
punto del limite di questa figura variabile.

Se il punto P, appartenesse alla F(¢)), ma per esso si annullas-
sero tutte le derivate parziali di f rispetto alle sue coordinate, oc-
correrebbe uno studio ulteriore per riconoscere se questo punto -
appartenga, ovvero non alla figura limite di F.

In modo analogo si dimostrano queste proposizioni:

Il Se la figura F(¢) & definita dalle equazioni

f@,y,2,1)=0 e o(x,y,2t)=0

i punti della figura limite di F(¢), ove ¢ tenda a ¢, appar-
tengono alla figura F({). Viceversa ogni punto di F(¢,), pel
quale non siano nulli ad un tempo i determinanti della
matrice

a o af
de dy dz
I
dp do do
de dy dz

appartiene alla figura limite di F(?).

III. Se la figura F(f) ¢ definita dalle equazioni f(@,9,3,£)=0,
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o(2,9,2,t) =0, y(x,y,2,)=0, col tendere di ¢ a ¢, i punti
limiti di F(f) appartengono ad F({). Viceversa, ogni
punto di F({) & un punto limite di F({), se, corrispon-
dentemente ad esso non & nullo il determinante for-
mato colle derivate parziali di fip,y rispetto a wxy=z.

3. Come applicazione delle cose precedenti, tratteremo da un
nuovo punto di vista le tangenti a curve ed i piani tangenti a
superficie.

Sia F una linea od una superficie, ¢ P, un punto di essa. Si im-
magini la figura omotetica della F, con centro di omotetia in P, e
con rapporto di omotetia . Col crescere indefinitamente di », questa
figura omotetica tende nei casi pil comuni verso un limite. Esso
& in generale la tangente alla linea, od il piano tangente alla su-
perficie F; ma pud anche essere, in casi speciali, una figura piu
complicata, cui potremo dare in ogni caso il nome di figura lan-
gente alla F nel suo punto P,.

Sia dapprima

1) f(@xy)=0
un’equazione fra le coordinate ry d'un punto P del piano, la quale
rappresenti una linea. Se P, & un punto di questa linea, e x, y,

sono le sue coordinate, sara f(x,y,) = 0. Quindi I’equazione della
linea si pud pure scrivere

(®) f(oy) — f(@yy,) =0

ossia, sviluppando colla formula di Taylor,
ar 5 ar —
@ (fte)@—e)+(L+8)w—vi=0

ove o e B sono infinitesimi con x —x, e y —y,. Si faccia ora la
figura omotetica della linea data, con centro d’omotetia in P,, e con
rapporto ». Dette XY le coordinate dal punto Q omotetico di P,

Prano, Geom. infin. 20
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sard X — o, =@ —x,), Y —y,=r(y—1v,), e l'equazione della
figura omotetica diventa

(Z+e) =52+ (F+8) 2 =0
ovvero
@ (Lte)m—ms)+ (L+e)T—w=0

ove @ e B sono infinitesimi con §:—x" e X:—y" Si passi ora al
limite, facendo crescere indefinitamente »; a ¢ B hanno per limite
zero, e l'equazione (4) ha per limite la

) T E—a)+da—u=o,

e, per quanto si disse, la figura definita da quest’equazione & effet-
tivamente il limite della figura definita dall’equazione (4), se le

derivate della (5) rispetto X ed Y, cioé TZ—Z e % non sono nulle

ad un tempo. In questa ipotesi, la (5) rappresenta una retta, che &
la tangente alla curva data (V. pag. 78); dunque il limite della fi-
gura omotetica della curva data, con centro d’omotetia in un punto
P, della curva, e con rapporto d’omotetia crescente indefinitamente,
& la tangente alla curva in quel punto.

Ma se ng- =0e —%— =0, I'equazione (5) divenfa un’identitd, e

non rappresenta pit alcuna linea. Se sono nulle le derivate parziali
di 1 degli ordini 2°, 3°,... (»— 1)°, ma non sono nulle tutte quelle
d’ordine #%, I'equazione (2), ove si sviluppi colla formula di Taylor,
diventa:

@) | @—art g @ —a w— )+

n!
rr "] —
"'+337‘(y_y°)]9 0,
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ove le derivate parziali d’ordine » corrispondono a valori delle va-
riabili della forma @, + 8 (v — x,) e ¥, + 0 (y — y,), compresi rispet-
tivamente fra x, e @, y, e y. L’'equazione della figura omotetica &
in questo caso

1 anf . dnf A\ o
| 7 X — @) +”W(X—wo) (Y — ) »

o R vl =0,

)

e passando al limite questa equazione diventa

®) dﬁm—wm+mmi@<x—%r%Y—%)

Fo R — vy =0,

ove le derivate corrispondono ai valori «,¥, delle variabili. E noto -
dalla geometria analitica che questa equazione rappresenta delle
rette reali passanti per P,, il cui numero & compreso fra 0 ed 7.
Per quanto si & detto, ciascheduna di queste rette appartiene effetti-
vamente al limite della figura omotetica della curva data, se pei
suoi punti non sono nulle ad un tempo le due derivate del primo
membro dell’equazione (5') rispetto ad X ed Y.
Con ragionamento analogo si dimostra che se I’ equazione

f(2,4,2)=0

rappresenta nello spazio una superficie, il limite della figura omo-
tetica di questa superficie, con centro in suo punto P, e con rap-
porto crescente indefinitamente, & la figura rappresentata dall’equa-
zione

2/ d d
rx—a)+ -+ La—m=o
af  df df

%‘ ’ le" ’
é il piano tangente alla superficie in P,. Ma se le derivate parziali

se non sono nulle ad un tempo; cioé questo limite
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di f degli ordini 19, 2°,... (n —1)™° sono nulle, il limite della figura
omotetica della superficie soddisfa all’equazione

n! dnf '
—_ — —_— Y —
Z a! B! y! doz dyB dz X = @) (Y — 4a)® (2 — 20) 0,
la quale rappresenta un cono di vertice P,; ed ogni punto di questo
cono apparterra effettivamente a questa figura limite se per esso
non si annullano ad un tempo le tre derivate parziali del primo

membro di questa equazione rispetto a X,Y, Z.

§ 2. Inviluppi di curve nel piano.

4. Sia F(?) una linea variabile in un piano fisso, la quale dipenda
da una variabile numerica ¢ Dati a ¢ due valori ¢ e {-} A, le linee
F(t) e F(t-+h) si possono incontrare in alcuni punti. Col tendere
di 72 a zero questi punti si muovono sulla F(#) e tendono in gene-
rale a posizioni limiti, che diremo punti d’incontro della linea con-
siderata colla consecutiva, o colla infinitamente prossima. Su ogni
linea del sistema possono esistere alcuni di tali punti; il loro insieme
forma un luogo geometrico che diremo inviluppo dalle curve del
sistema proposto; queste diconsi nviuppate.

La linea F(f) sia data mediante un’equazione

1) fla,y; )=0

fra le coordinate cartesiane axy d’un punto nel piano e la varia-
bile ¢. La linea F({ - h) sard data dall’equazione

® f@w,y;t+hr=0

ed i punti comuni alle due linee sono quelli le cui coordinate sod-
disfano alle equazioni (1) e (2).
Al sistema di queste due equazioni si possono sostituire le

f(xy y;f):O, f(m’y;t'f‘h}i—f(w’y;t):o'
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Facciasi tendere % a zero; al limite le equazioni precedenti di-
ventano

G fl@y;ty=0, [ (@,y;H)=0

e, per le cose precedentemente dimostrate, i limiti dei punti d’in-
contro delle F'(f) e F(t- h) debbono soddisfare alle equazioni (3);
viceversa, se un punito soddisfa a queste equazioni, esso sara il limite
di qualche punto d’incontro delle due curve date, se per esso non
& nullo il determinante

ar 9
da dy
A= .
Bf ar
dedt dydt

Supposto pertanto A non nullo, le equazioni (3) determinano in
funzione di ¢ le coordinate di punti della linea inviluppata; elimi-
nando £ fra queste equazioni, si ha l'’equazione della linea cercata.

5. Una notevole proprietd di questi inviluppi & la seguente. Se P
¢ un punto d’incontro della curva F(?) sua consecutiva, le tangenti
in P a questa curva e all’inviluppo, sotto certe condizioni, coinci-

dy

dono. Invero, il rapporto direttivo T

della tangente alla curva del

sistema si otterrd dall’equazione

ar af _
(a) Tz ety =0,

la quale si ricava differenziando la (1), considerando ivi la ¢ come

costante, supposto perd che % e —:% non siano ad un tempo nulle.

Per avere il rapporto direttivo della tangente all’inviluppo, si pud
risolvere la seconda delle equazioni (3) rispetto a ¢, il che & possi-

3
bile se Z—t{z 0; poi sostituire questo valore di ¢ nella prima delle

equazioni (3); essa diventa I'equazione dell’ inviluppo.



— 310 —
La si differenzi, ricordando che ¢ & funzione di x ed y; si avra

ar ar ar
Ew—-dw—l-@—dy—l——dt—dt_o.

Ma poiché % =0, in virtu delle (3), I’equazione precedente diventa
identica alla (), percid i rapporti % corrispondenti all’ invilup-

pante e all’inviluppata coincidono, e coincidono pure le tangenti a
queste curve.

Come caso particolare, se le linee variabili sono rette, esse sa-
ranno le tangenti all’ inviluppo.

Si & visto che il eentro di curvatura d’una curva piana & il punto
d’incontro di due normali successive. Quindi il luogo di questi centri .
di curvatura, che si & chiamato I'’evoluta della curva data, non &
altro che I'inviluppo delle sue normali. Si ritrova cosi che le nor-
mali alla curva proposta sono le tangenti alla sua evoluta.

6. EseMp1o. — Vogliasi determinare 'inviluppo d’una retta AB,
di lunghezza costante, la quale si muove in guisa che i suoi due
estremi scorrono su due assi ortogonali Oz e Oy.

Scelti per assi cartesiani gli assi Oz, Oy, detto a 1’'angolo che la per-
pendicolare abbassata da O su AB fa coll’asse delle «, e p la lun-
ghezza di questa perpendicolare, 'equazione della retta AB &

1) xcosa -+ yseno — p =0.
Sia o la lunghezza costante del segmento AB. Sard
OA =asena, e p=asenacosda ;

quindi, sostituendo, I'equazione della retta indefinita AB, il cui seg-
mento intercetto fra gli assi ¢ a, diventa

2) 2eose - ysena — asenoacoso. =0,

la quale non dipende che dal solo parametro o. Applicando la re-
gola precedente, il punto di contatto della retta AB ha coordinate
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che soddisfanno all’equazione (2), ed a quella che si ottiene diffe-

renziandola rispetto al parametro a, supponendo fissi « ed y; la
nuova equazione &

(3) — asena -+ ycosa — a(cos*o — sen®a) — 0.
Ricavando da queste equazioni @ ed ¥, si ha
(4) 2 =asen®a, y=—acosia.

Cosi si hanno le coordinate del punto P in funzione della varia-
bile a. Volendo l'equazione della curva descritta da P, basta eli-
minare a fra le due equazioni (4) il che si ottiene elevandole alla

9
potenza ze sommando.

Si ricava
z z 2
) o +yi=a;
e, fatti sparire gli irrazionali, si ottiene
(6) (@*+ y* — a*) — 2Ta*x*y* = 0.

7. Applicando il metodo precedentemente spiegato per la ricerca
degli inviluppi, possono presentarsi alcune singolarita che esamine-
remo brevemente.

Puo avvenire che le due equazioni f(x, y; {)=0 e [/ (x, y; {)=0,
pel valore considerato di ¢{ non abbiano alcuna soluzione comune;
allora conchiuderemo che non esistono punti d’intersezione della
linea corrispondente al valore considerato di ¢ colla successiva.
Questo pud avvenire o perché quella linea non & incontrata dalle
linee vicine, ovvero perché, esistendo questi punti d’intersezione,
essi non tendono ad alcun limite. Se cid avviene per ogni valore di 7,
allora le linee date non hanno inviluppo.

Pud avvenire che le equazioni precedenti f=—0 e f’;=0 abbiano
una soluzione, ma che, per essa, il determinante denominato A sia nullo.
In questo caso il punto, le cui coordinate soddisfanno a queste due
equazioni, pud alcune volte essere, ed altre volte non essere il li-
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mite d’'un punto d’incontro della linea considerata del sistema con

una sua consecutiva. Un esempio basterd a rischiarare questo caso.
Sia 'equazione

y—@—1iPF=0

la quale, attribuendo a ¢ un valore qualunque, rappresenta una
parabola cubica, e variando ¢, rappresenta infinite parabole cubiche
che sono posizioni parallele d'una qualunque di esse. Annullando la
derivata del primo membro rispetto a ¢, secondo la regola indicata,
si ha

x—)"=0

da cui si ricava x=¢; e sostituendo a ¢ questo suo valore nella
prima equazione, si ha come equazione risultante ¥ =0, che rap-
presenta 1’ asse delle @. Perd questa linea non si pud considerare
come I’ iriviluppo delle curve del sistema, secondo la definizione data
dell’ inviluppo. Invero due curve qualunque y — (x — {* =0,
y— (@ —1t)®=0 non possono avere alcun punto comune, se ¢ &
diverso da 7. Pero 1a linea cosi trovata riesce ancora tangente a
tutte le parabole del sistema. Il determinante A & in questo caso
nullo per ogni valore di ¢.

Avviene alcune volte che, per ogni valore di ?, esistano dei va-
lori di @ ed y che soddisfino ad un tempo alle due equazioni

;—5 =0e %/f =0, e che questi valori di « ed y siano funzioni

continue di ¢ (in questo caso ogni curva del sistema ha dei punti

. d, .
singolari). Allora si pud riconoscere che sard anche 75 =0, e il

risultato dell’eliminazione di ¢ fra le equazioni f=0 e %{— =0 con-

tiene anche il luogo dei punti singolari delle curve del sistema.
In questo caso (in cui di necessitdh A — 0) questi punti possono es-
sere ovvero non i limiti dei punti d’intersezione delle curve del
sistema, e il loro luogo pud essere ovvero non tangente alle me-
desime.
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af
de?
o @, y)+ty(x,y)=0, ove [ e y sono funzioni ben definite di x
ed y. Differenziandola rispetto a ¢ si avra y (@, ¥) =0, che congiunta
alla precedente, da luogo alle due equazioni @ (2, ¥) =0, y (=, ¥) = 0.
Queste non contengono piui la variabile ¢; le soluzioni comuni sono
indipendenti da £ I punti cosi determinati sono comuni a tutte le
curve del sistema (le quali curve formano un fascio); in questo caso
non ha piu significato la ricerca se I'inviluppo sia o non tangente
alle curve del sistema.

Infine pud avvenire che sia = 0. Si consideri p. e. I'equazione

§ 8. Inviluppi di superficie.

8. Nei sistemi di superficie si hanno a considerare due sorta di
inviluppi, secondoché ogni superficie del sistema dipende da una o
da due variabili numeriche indipendenti.

Sia F (f) una superficie variabile, la quale dipenda da un para-
metro {. Dati a ¢ due valori ¢ e ¢ -} A, le due superficie corrispon-
denti si incontrano in generale secondo una linea; tendendo % a
zero, questa linea si muove sulla prima superficie e tende ad una
posizione limite, che dicesi intersezione della superficie ¥ (?) colla
consecutiva, ovvero la caratteristica della superficie.

Su ogni superficie del sistema esiste in generale una di queste
linee. Il loro insieme forma una superficie cui si da il nome di -
viluppo delle superficie date. Queste diconsi anche inviluppate da
quella.

La superficie F(¢) sia rappresentata dall’equazione

1) f(x,y,2;6)=0

fra le coordinate cartesiane w y z d’'un punto e la variabile 7. L’in-
tersezione delle superficie F(¢) e F (¢t + #) sara data dalle equazioni
f(@, 9,2, 1) =0 e f(x,y,3;t+h) =0, ovvero dalle

@  f@wyzy=o [ovsitBoronsd
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Facendo tendere % a zero, esse diventano

(3) fl@,y,2,H)=0 f/(x,y,2;,0)=0

e, per proposizioni dimostrate, la linea definita da queste due equa-
zioni sard effettivamente il limite della linea definita dalle (2), se
per tutti i suoi punti non sono ad un tempo nulli i determinanti
della matrice

o 4 ar
io dy ds

af @ df
dtdw dtdy dtdz

Se fra le equazioni (3) si elimina il parametro 7, si avra 1’equa-
zione dell’ inviluppo.

Si pud anche qui dimostrare che, nei casi piti comuni, I'inviluppo
é tangente alle superficie inviluppate.

Inverola giacitura del piano tangente alla superficie (1) & determinata

. . .. df  df  df . . . .
dai valori di A Ay supposto che questi non siano tutti nulli.

2
Se ZT,: non é nullo, dalla seconda delle equazioni (3) si pud rica-
vare ¢ in funzione di oy 2z, e, sostituito il suo valore nella prima
delle (3), si avrd 'equazione dell’inviluppo. Il piano tangente all’in-
viluppo & definito dalle tre derivate parziali di /(x,y,,) rispetto ad
x,Y, %, ove a t si sia sostituito il suo valore; esse sono

af | df dedf ar | o a
de U dt dw’ dy 'V dt dy’ dz ' dr dz’

cas A af  df df o
e poicheé 7t =0, si riducono a T’ dy’ s’ quindi i piani tan-
genti alle due superficie coincidono.

Tre superficie del sistema F(Z,) F(£,)¥F (¢;) si incontrano in gene-
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rale in un gruppo di punti, le cui coordinate soddisfano alle tre
equazioni '

f@y,2;t)=0, f(x,v,2;t)=0, f(w,v,3;t)=0,

e quindi anche alle equazioni
f(w: y7z; ti =0: f(m: y:z; t1 tg) == 0’ f(mv y’ z’. ti t! ta) == 09

ove i primi membri della seconda e terza equazione sono le fun-
zioni interpolari di primo e secondo ordine di f rispetto a ¢. Facendo
tendere ¢, ¢, e ¢, ad uno stesso valore ¢, le equazioni precedenti di-
ventano (@, y, 2; )=0, ['«(x,y,2; ) =0, "z, y,2;)=0, cui
debbono soddisfare i limiti dei punti d’incontro delle tre superficie
del sistema; e viceversa i punti che soddisfano a queste equazioni
sono effettivamente i punti limiti, se & verificata la condizione
enunciata dal Teor. IIl del N. 2. Questi punti si possono pure
considerare come i limiti dell'intersezione della caratteristica cor-
rispondente ad una superficie del sistema, con una superficie con-
secutiva.

Variando ¢, questi punti descrivono una curva, detta spigolo di
regresso della superficie inviluppo. Si dimostra con ragionamento
analogo ai precedenti che in generale le caratteristiche sono tan-
genti allo spigolo di regresso nei punti loro comuni.

Come esempio, se le superficie variabili sono i piani normali ad
una curva gobba, le caratteristiche sono gli assi dei piani oscula-
tori; lo spigolo di regresso '¢ formato dai centri delle sfere oscu-
latriei.

9. Sia F(w,v) una superficie la quale dipenda da due variabili
numeriche w e v. Le superficie ¥ (w, v) e F(u 4 &, v+ E) si incon-
trano in generale secondo una linea, la quale, col tendere di Z e k
a zero, I’una indipendentemente dall’ altra, non tende verso una
linea, ma verso un gruppo discreto di punti; vale a dire esiste un
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gruppo di punti sulla superficie ' (u, v) pei quali ha per limite zero
la distanza dalla curva intersezione delle F (w, v) e F (% - h, v -+ k),
comungue si faceiano tendere 2 e k& a zero.
Sia
(1) (@, y, 2; u,v) =0

I'equazione della superficie F (u, v). Supponendo v costante e varia-
bile %, i punti limiti dell’intersezione della (1) eolla superficie

f(@,y,3 u+hv)=0

dovranno, per le cose dette soddisfare anche all’equazione gg =0.

Analogamente i punti limiti dell’intersezione della (1) colla
f(@y, 2, u,v+ k)

debbono soddisfare alla equazione C%:0. Pertanto i punti limiti

dell’ intersezione della superficie (1) colla superficie f(,y, 3,
~+ h,v-+k)=0, ove si facciano tendere arbitrariamente %z e & a
zero, debbono soddisfare, oltre alla (1), alle equazioni

) A =0 F=o.

Se fra le equazioni (1) e (2) si eliminano % e v, si avrd una equa-
zione cui soddisfano i punti dell’inviluppo.

Si pud riconoscere che I'inviluppo & generalmente tangente alle
superficie inviluppate. Invero la giacitura del piano tangente alla
superficie inviluppata ¢ data dalle tre derivate parziali della (1)
rispetto @y, z, ove » e v si considerino costanti. La giacitura del
piano tangente all’inviluppo & data dalle tre derivate parziali della (1)
rispetto ad «,y, 2, ove ad v e v siano sostituiti i loro valori che si

_suppongono ricavati dalle (2).0ra, poiché % =0e %:0, i valori

di queste derivate parziali in ambe le ipotesi coincidono, e coinci-
dono pure i piani tangenti.
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10. EseMpio. — Determinare l'inviluppo dei piani che tagliano
da un dato angolo triedro un tetraedro di volume costante.
Presi per assi di riferimento gli spigoli Oz Oy Oz del triedro, la
equazione

: x y 7
(1) — t+5 =1

rappresenta un piano che taglia sugli assi i segmenti a, b, ¢, e il
quale determina colle faccie del triedro un volume

) V= Aabc,

ove A rappresenta il volume del parallelepipedo costrutto su tre
segmenti eguali all’unitd di misura, e diretti secondo gli assi. Es-
sendo V dato, delle tre variabili a, b, ¢ che compaiono nella equa-
zione (1) due sole sono variabili indipendenti, poiché fra esse passa
la relazione (2). Pertanto, per trovare I'inviluppo dei piani (1) bastera
eguagliare a zero le due derivate parziali della (1) rispetto alle due
variabili indipendenti, tenendo conto che la terza & funzione delle
altre due data dall’equazione (2). Questo, com’é noto, equivale ad
eguagliare i rapporti delle derivate parziali delle (1) e (2) rispetto
alle tre variabili a, b, ¢; si ha cosi

x y z

a? b c?

bc = ca  ab’
ovvero, semplificando

a b ¢’

ossia, in virtu della (1), ciascheduna delle quantitd %, —Z—, %vale
1 . g
3 cloe

(3) X =, y:-—3—-, Z:T.
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Queste sono le coordinate del punto di contatto del piano col suo
inviluppo. Esse dicono che questo punto & il baricentro dei tre punti
d’incontro del piano cogli spigoli del tetraedro.

Volendosi 'equazione della superficie inviluppo, bastera eliminare
a, b, ¢ fra le equazioni (2) e (3); si ha cosi

2

y
9 A

YT =

§ 4. Rette e piani variabili.

11. Finora si & essenzialmente considerato come variabile un punto,
il quale descrive una linea od una superficie secondoché la sua po-
sizione & funzione di una o di due variabili numeriche. Ora potremo
considerare come elementi variabili una retta od un piano, e stu-
diare gli enti geometrici che essi generano variando. Premetteremo
alcune definizioni.

Sia O un punto fisso, ed » un numero dato; ad ogni punto P
dello spazio si faccia corrispondere un punto Q tale che

0Q = 70P.

Se P descrive una figura, anche Q descrivera una figura, che dicesi
omotetica (simile e similmente posta) della prima, con ceniro di
omoletia in O, e con rapporto di omotetia eguale ad 7.

Se P' e Q' & una nuova coppia di punti omologhi, sara

0’ =roP’,
e sottraendo, si ottiene

QQ' =rPP';
ossia i segmenti omologhi PP’ e QQ' sono paralleli, ed il loro rap-
porto & ancora ». Di qui si deduce che se P descrive una retta, il
suo omologo Q descrive pure una retta parallela alla prima; e se

P descrive un piano, il suo omologo descrive un piano parallelo al
primo.
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12. Sia ! una retta variabile, la cui posizione & funzione d'un nu-
mero {. Datia tivalorite-- 2, e dette 7 ed ! le posizioni corrispon-
denti della retta, si prenda sulla retta / un punto A, e si immagini
la retta I, omotetica di #, con centro di omotetia in A e con rap-

porto di omotetia eguale ad % Alla retta limite della Z,, ove si l

faccia tendere % a zero, daremo il nome di refta polare di ! nel
suo punto A. Se col tendere di % a zero,  ha per limite /, la retta
1, che & parallela ad 7, ha per limite una parallela alla /, ossia la
polare d’'una retta in un suo punto & una parallela alla retta data.

Fra le polari d’'una retta nei suoi varii punti e le derivate di
punti che stanno sulla retta passano notevoli relazioni, enunciate
nelle proposizioni che seguono.

TEOREMA I. — Se A & un punto funzione di ¢ avente
derivata u=AU, e [ & una retta, funzione continua di ¢
passante sempre per A,la polare di fnel ; & % &
punto A & la retta o parallela ad ! pas- , .
sante pel punto U termine della derivata 4 '
di A.

Infatti, dati a ¢ i valori £ e t-} 5, e dette A, 7
e A, I le posizioni corrispondenti del punto e
della retta, si faccia

1

AA, =2 AN,

e sia /, la omotetica di /' con centro di omotetia in A, e con rapporto

. S |
di omotetia e La retta ¢, passa per A,. Si faccia tendere 7 a zero;

AA, ha per limite la derivata AU del punto A; il punto A, ha per
limite U; e la retta /,, che passa per A, ed & parallela ad 7, ha per
limite la retta @ passante per U e parallela ad /; dunque questa
¢ la polare di / nel suo punto A.

TEOREMA II. — Se A 61l punto d’intersezione della retta
variabile Z con una linea fissa C, 0 con una superficie
fissa S, aventi rispettivamente tangente o piano tan-
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gente, e se I ha in A la polare g, la derivata del punto
A ha per termine il punto d’'intersezione di a colla tan-
gente alla G, o col piano tangente alla S.
Infatti, datia ¢zivalori { e {4+ %, e dette , A e, A’ le posizioni

corrispondenti della retta e del punto, si faccia AA, = % AA') e

sia , I'omotetica di ¢’ con centro A e con rapporto %; la retta

!, passa per A,. Si faccia tendere x4 a zero, la retta /, ha per li-
mite la a polare di A; e se A sta su una curva G, la AA’A, ha
per limite la tangente alla Cin A; e A, punto d’intersezione di AA’
colla 7, ha per limite il punto U d’intersezione della tangente alla
C in A colla retta a. Se A sta su d’una superficie S, la retta AA'A,
é contenuta in un piano avente per limite il piano tangente, e A,
punto d’intersezione di questo piano variabile colla /, ha per limite
il punto d’intersezione U del piano tangente colla a¢. Dunque in
ogni caso la AA, ha per limite la AU, ossia il punto A ha per
derivata AU, ed il suo estremo U & il punto d’intersezione della
retta a, polare di A, colla tangente alla C, o col piano tangente alla
S nel punto considerato.

TEOREMA III. — Se A é il punto d’intersezione dellerette
variabili /ed m funzioni di ¢, aventi polari nel punto 4,
questoloropunto d’intersezione ha derivata, il cui ter-
mine & il punto d’intersezione delle polaridiZ ed m in A.

Infatti, dette ¢, m, A e I, m/, A’ le posi-
zioni delle rette e del punto corrispondenti

ai valori ¢ e {4 & della variabile, e fatto

1

AA, = TAA" se !, ed m, sono le rette omo-

tetiche di 7' ed m' ottenute col metodo solito,
le rette ¢, ed m, si incontrano in A, ; fatto tendere % a zero, le /, ed
m, hanno per limiti le polari delle Zed 7 in A, ed il punto A,
ha per limite il punto U d’intersezione di queste polari; quindi il
segmento AA, ha per limite AU, e questa & la derivata di A;
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dunque A ha derivata, ed il suo estremo U & il punto d’interse-
zione delle polari di Z ed 7 in A, c. v. d.

¥8. TEOREMA IV. — Se dei: punti A B C d’'intersezione
della retta variabile / con tre piani paralleli fissi ay,
- due hanno derivata AUe BV, anche il terzo ha derivata

GW, e gli estremi U, V,W di queste derivate sono in
linea retta. i

Infatti, il punto C della retta AB si pud considerare come il ba-
ricentro dei punti A e B, ove ad essi si affiggano pesi convenienti
m ed n; quindi, detto O un punto dello spazio, sara

(m -+ n) OC = mOA -+ nOB.

Data alla variabile ¢ un nuovo valore ¢-}- %, e dette 7, A’, B, ¢!
le nuove posizioni della retta e dei suoi punti d’intersezione coi
piani fissi, A’ B’ ¢’ si possono considerare come proiezioni parallele
di ABC su’; e quindi sard ancora

(m +n) OC’ = mOA’ 4 nOB'.
Sottraendo da questa equipollenza la precedente, si ha:
(m -+ n) CC" = mAA’ +-nBB’,
e dividendo per 2
CC' AN BB'

) ’ y

Facciasi tendere % a zero; i segmenti —“f;—:- e -

miti le derivate AU e BV dei punti A e B; quindi anche C ha
derivata CW data dalla formula

hanno per li-

(m +n) CW =mAU + nBV;
aggiungendo a questa equipollenza la prima, si ha

(m + %) OW = mO0U +nOV,

PgaNo, Geom. snfin. 21
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la quale dice che W si pud considerare come il baricentro di U
e V coi pesi m ed n, e quindi U, V, W sono in linea retta.

Dal teorema precedente si deduce che se una retta I ha rette
polari ¢ e b in due suoi punti A e B, essa ha retta polare ¢ in
ogni altro suo punto C, e la costruzione di ¢ si ottiene a questo modo:

Si conducano per A, B, G tre piani parallelj, o, 8, y; il
primo incontri la polare a in U, e il secondo la polare
b in V; si conduca la UV, che incontri il terzo piano y
in W. La retta ¢c condotta per W parallelamente ad a
¢ la polare di Z in C.

Infatti, poiché la retta Z ha polari @ e b nei punti A e B, i punti
d’intersezione di questa retta coi piani a, p hanno derivata, le quali
in virtu del teorema II sono AU e BV. Quindi, pel teorema prece-
dente, anche il punto C d’intersezione della 7 col piano y ha deri-
vata, che & la CW, e percid (teorema I) la retta  ha polare in C,
‘che & la c.

Se la retta mobile / sta in un piano fisso, invece di condurre i
tre piani paralleli «, B, ¥ basta segnare le loro intersezioni con
questo piano fisso, e si ha la costruzione: si conducano per A BC

tre rette parallele AU, BV, CW; le due prime incontrino nei punti
U e Vle polari @ e b; la retta UV incontri la terza parallela in
W; la retta ¢ condotta per W parallelamente ad ¢ é la polare
cercata.

14. Le proposizioni ora dimostrate permettono di risolvere molti
problemi, in cui si ha a determinare la derivata d’un punto, o la
tangente ad una curva. Eccone alcuni esempi.
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‘4° Conoscendo le derivate AU e BV dei punti A e B, de-
terminare la derivata GW del punto G d'intersezione
della retta AB con una linea o superficie fissa, della
quale si conosce la tangente C/, o il piano tangente.

Poiché sono note le derivate dei punti A e B, in virtu del teo-
rema I, sono note le polari a e b dalla retta AB nei punti A e B;
quindi la retta ABC ha pure polare ¢ nel suo punto G, in virth
dell’'ultimo teorema dimostrato; e pel teorema II, & determinata
la derivata di C.

2° Gonoscendo la derivata del punto P, determinare
la derivata della sua proiezione Q fatta da un centro
fisso O su d’un piano fisso m.

Questo problema non & che caso particolare del precedente, ove
ai punti A B C sono sostituiti i punti O P Q, ed alla superficie un
piano m, e si ha la costruzione seguente.

Sia PU la derivata di P; si segni la retta p passante per U e
parallela ad OP (la quale retta & la polare di OPQ in P); si im-
maginino due piani o e B paralleli passanti per P e Q; il primo
incontri p in P,; la OP, incontri il piano B in Q,; sia ¢ la retta
passante per Q, e parallela ad OPQ (la quale ¢ & la polare di OPQ
in Q); la ¢ incontri il piano m in V. Sard QV la derivata di Q.
La costruzione precedente si pud semplificare prendendo convenien-
temente i piani paralleli o e 8, la cui giacitura & arbitraria; si
pud p. e. assumere per B lo stesso piano m.

3° In un piano fisso sono segnati tre punti ABC e due
linee !, ed /. Da A si conduca una retta ad incon-
trare /,inPel,in Q; le rette BP e CQ si incontrino in R.
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Conoscendo le tangenti alle linee /, ed 7, trovare la
tangente alla linea che descrive R.

Poiché A & fisso, e P ha derivata nota, & determinata la derivata
di Q, in virtt del problema 1°; inoltre, poiché sono note le derivate
dei punti B e P della BPR, & nota la polare di questa retta in R;
per la stessa ragione & nota la polare di CQR in R; e quindi, pel
teorema III, & nota la derivata del punto R, e la direzione di questa
derivata & la direzione della tangente alla curva che esso descrive.

4° Una retta /ruota in un piano fisso attorno ad un
punto fisso A; l'angolo o che questa retta fa con una
retta fissa AB&data funzione della variabile t; trovare
la polare della retta in un suo punto qualunque P.

Se il punto P si muove colla retta ! mantenendosi ad una di-
stanza fissa da A, esso descrive un cerchio; e la derivata di questo
punto, ossia del segmento AP, & un segmento PU normale ad AP
ed in lunghezza eguale alla lunghezza di AP moltiplicata per la

derivata %‘; . Per U si conduca la parallela ad AP; sara questa la

polare della retta in P.

5° In un piano fisso, due rette AP e BP ruotano in-
torno ai punti fissi A eB. Gli angoli aefBche essefanno
colla retta fissa AB sono date funzioni di ¢; trovare la
derivata del punto P d’incontro delle due rette.

Pel problema che precede, sono note le polari delle rette AP e
BP nel punto P; quindi (teorema III) & determinata la derivata
del punto P. La costruzione & la seguente. Sia PU un segmento

normale ad AP ed eguale in lunghezza ad AP%; sia PV un seg-

mento normale a BP ed eguale in lunghezza a BP% . Le paral-
lele ad AP e BP condotte rispettivamente per U e V si incontrino
in W. Sard PW la derivata di P, e la sua direzione & la direzione

della tangente alla curva descritta da P.
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Se si fa ruotare la figura PUVW attorno a P d'un angolo retto,
i segmenti PU e PV vengono a coincidere in direzione con AP e
BP, ¢ la nuova direzione di PW & normale alla curva; si deduce
cosi una costruzione della normale alquanto pilt semplice di quella
della tangente.

6° La retta [ passa pel punto variabile P, ed & paral-
lela ad una retta fissa m. Conoscendo la derivata di P,
trovare la polare di ! in un suo punto qualunque.

Sia PU la derivata di P; sianoc A e B due punti fissi su #. Si
faccia PQ = AB. Sard Q un punto di /. Essendo O un’origine arbi-
traria, si avrd PQ =0Q —OP, e quindi 0Q =OP -} AB. Si derivi
questa equipollenza; osservando che la derivata di OP ¢ PU, detta
QV la derivata di Q, si deduce QV =PU; quindi la parallela alla
! condotta per V & la polare cercata. Si osservi che la retta UV
& appunto questa polare, ossia una retta che si sposta conservan-
dosi sempre parallela ad una retta fissa ha la medesima polare in
tutti i suoi punti.

15. INVILUPPI DI RETTE NEL PIANO. La posizione della retta ¢
nel piano sia funzione della variabile ¢. Variando #, la [ assume
infinite posizioni, il cui insieme determina un ¢nrviuppo. Per bre-
vitd diremo punfo di contatio della retta coll'inviluppo il punto
d’incontro della retta colla successiva, e diremo normale all'invi-
luppo della retta  la perpendicolare alla retta nel suo punto di
contatto coll'inviluppo. Cosi, se le rette del sistema inviluppano una
vera curva, queste espressioni riacquistano i soliti significati; ma
se p. e. la retta ruota attorno ad un punto fisso, il punto di con-
tatto della retta collinviluppo sard il punto fisso, e la normale al-
linviluppo sard la perpendicolare alla retta variabile nel punto
fisso. Due rette consecutive [ ed ¢ del sistema hanno due bisse-
trici; ed & chiaro che, col tendere di 7/ ad./, una ha per limite
la 7 stessa, e l'altra bissetrice ha per limite la normale all’invi-
luppo della /; quindi la normale all’inviluppo della retta ¢ & il
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limite del luogo dei punti equidistanti da due rette consecutive del
sistema.
Il punto di contatto della retta ¢ coll'inviluppo, ove siano note
le polari della ¢ nei suoi punti, si pud costrurre colla seguente
regola:

Se aeb sono le polari della retta ! nei suoi due punti
A e B, condotte per A e B due rette parallele AU e BV,
che incontrino le polari e e » in U e V, la retta UV, se
non & parallela né coincide colla / la incontra in un
punto C, che & il punto d'intersezione della ! colla
retta successiva del sistema.

Infatti, la retta ', corrispondente al valore {--# della variabile,

incontri le parallele AU e BV in A’ e B'. Fatto AA, = % AA', e

1
BB, = W BB, le rette AB, A'B/, e A,B, passano per uno stesso

punto. Si faccia tendere % a zero. I segmenti AA, e BB, hanno
per limiti AU e BV; la AB, ha per limite la UV; ed il punto
d’intersezione di AB con A'B’, cioé di AB con A,B,, ha per limite
il punto d’incontro della AB colla UV, c. v. d.

Si osservi che la polare della / nel suo punto C coincide colla
retta / stessa. Quindi, variando la retta ¢ ed il punto corrispondente
C dell'inviluppo, se C ha derivata non nulla, I’estremo di questa
derivata deve trovarsi sulla stessa retta I e la derivata di C avra
la direzione della /; ossia la ! & tangente alla curva descritta da
G, cioé al proprio inviluppo. Si riconoscerd che C ha una derivata
non nulla se p. e. si riconosce che la retta UVC ha nel punto C
una polare distinta da essa, poiché in questo caso la derivata di G
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é data dal teorema III del N. 2. Adunque, sotto le condizioni enun-
ciate, le rette 7 sono tangenti al loro inviluppo nei
punti corrispondenti.

16. Molte questioni riferentisi agli inviluppi si possono trattare
con considerazioni geometriche.

E noto che se in un piano si hanno due figure ABC.... e A'B'C/....
eguali e dello stesso senso, e se due segmenti Acorrispondenti
AB e A'B' non sono equipollenti, esiste nel piano un punto S tale
che le figure SABC... e SA’B'C'... sono ancora eguali e dello
stesso senso. Il punto S dista egualmente da tutte le coppie
di punti omologhi, come AA', ‘BB, ..., e quindi si trova sulla
perpendicolare nel punto medio di ogni segmento che unisce
una coppia di punti omologhi; lo stesso punto dista pure egual-
mente da ogni coppia di rette omologhe, come AB e A'B/, e
quindi giace sulla bissetrice esterna dell’angolo di due rette omo-
loghe. Se si fa ruotare la figura ABC.... attorno ad S finché A
venga in A’, la prima figura viene a coincidere colla seconda.

Suppongasi ora che una’ figura piana, di forma invariabile, si
muova nel proprio piano, e che la sua posizione sia funzione d’un
numero ¢; attribuiti a £ due valori ¢ e £} £, e detto S il punto
attorno a cui ruotando la figura, essa passa dalla prima alla se-
conda posizione, avviene nei casi pit comuni, che, col tendere di
k a zero, il punto S tenda ad un limite O. A questo punto O si da
il nome di centro d’istantanea rotazione della figura.

Noi ci assicureremo dell’esistenza di questo punto O, e lo deter-
mineremo, se due rette passanti per S tendono verso posizioni
limiti non parallele né coincidenti, e I'intersezione di queste rette
limiti & il punto O. Cosi noi sappiamo che se AA’ sono due posizioni
d’uno stesso punto della figura mobile, la perpendicolare nel punto
medio di AA’ passa per S, e il limite di questa perpendicolare &
la normale alla linea descritta da A. Sappiamo pure che la bisse-
trice esterna di due posizioni d’'una stessa retta della figura passa
per S, ed il limite di questa bissetrice & la normale all’inviluppo
della retta.
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Adungue, se si conoscono le normali alle linee descritte da due
punti della figura, ovvero le normali al luogo d’un punto, e all’in-
viluppo d’una retta, od infine le normali all'inviluppo di due rette,
e queste normali non sono né parallele né coincidenti, il loro punto
d’incontro & il centro O d’istantanea rotazione.

Cosi determinato il punto O, la normale al luogo descritto da
ogni punto della figura, come pure la normale all'inviluppo d’ogni
retta della figura passa per O.

17. Ecco alcune applicazioni del centro d’istantanea rotazione
per determinare tangenti' a curve; e punti di inviluppi.

1° Un segmento AB di- lunghezza costante si muove in guisa che
1 suoi estremi scorrono su due linee date, di cui si conoscono le
tangenti; determinare la tangente alla linea descritta da un punto
C invariabilmente connesso con A e B, e il punto di contatto della
retta AB col suo inviluppo.

Il centro d'istantanea rotazione della figura ABC & il punto S
d’incontro delle normali alle linee descritte da A e B; quindi la
SC & la normale alla linea descritta da C, e la proiezione di S su
AB ¢ il punto di contatto di AB col suo inviluppo.

La seconda questione fu gia trattata al N. 8. Si dimostra che,
se A e B scorrono su due assi Ox ed Oy, ogni punto G connesso
invariabilmente con A e B descrive un’ellisse.

2° Un segmento AB di lunghezza costante si muove nel piano.
Conoscendo la tangente alla linea descritta da A, ed il punto di
contatto della AB col suo inviluppo, determinare la tangente alla
linea descritta da B.

La normale al luogo del punto A, e la normale all'inviluppo
della retta AB, cioé la normale ad AB nel suo punto di contatto
coll'inviluppo, si incontrano nel centro d’istantanea rotazione S;
SB & la normale al luogo del punto B. '

Come caso speciale, se la retta AB passa per un punto fisso O,



il punto B deserive la concoide della linea descritta da A, e si
ottiene cosi la costruzione della tangente alla concoide gia data al
Cap. II, 19.

3° Due rette a e b variabili comprendono un angolo costante.
Conoscendo i punti di contatto di queste rette col loro inviluppo,
determinare la tangente alla linea descritta dal loro punto d’in-
contro M. ’ ,

Le normali agli inviluppi delle rette a e b si incontrano nel centro
d'istantanea rotazione S; sard SM la normale al luogo del punto M.
(V. Cap. II, eserc. 9).

Come caso speciale, se 'angolo compreso fra le rette date & retto,
€ se una di queste rette OM passa per un punto fisso O, mentre
Taltra MP inviluppa una curva, e P & il punto di contatto, il
luogo del punto M & la podaria della curva inviluppata dalla MP,
con polo in O. Formato il rettangolo OMPS, la diagonale MS & la
normale alla podaria. (V. Cap. II, eserc. 7).

4° Due rette OM ed MP comprendono un angolo retto; la retta
OM passa pel punto fisso O, e il punto M descrive una curva di
cui si conosce la tangente. Determinare il punto P di contatto
della MP col suo inviluppo.

La normale ad OM in O e la normale alla curva descritta da M
si incontrano nel centro d’istantanea rotazione S; il punto cercato
P & la proiezione di S sulla MP.

Si osservi che l'inviluppo delle rette MP ha per podaria la curva
descritta da M.

18. Un numero U pud essere funzione della posizione d’una retta
{ nel piano. Cosi son funzioni della posizione di 7 i numeri che
misurano le sue distanze da punti fissi, ed ogni funzione ana-
litica di tali distanze. Le rette del piano per cui la funzione U ha
un valore costante inviluppano in generale una linea. Per deter-
minare il punto di contatto delle rette del sistema coll'inviluppo

pud servire il seguente
[



— 330 —
TEOREMA. — Se A, A, ...k, sono, in un piano fisso, le
distanze della retta variabile  dai punti fissi A, A,
A, ed U é funzione di queste distanze

U=1(hy Ry - 1),

la retta ¢ tocca I'inviluppo delle rette per cui U ha uno
stesso valore nel punto che & la proiezione sulla  del
baricentro dei punti A, A, ... A, cui siano affissi i nu-

ar df ar
dh dhz, oen t"ﬁl‘,"

Infatti siano ¢ ed ¢ due posizioni "della retta; Ahi, Ah, ... AR,
e AU le differenze dei valori delle distanze 7, A, ...%,, e della
loro funzione U corrispondenti alle due posizioni della retta.

Sara

meri

AU_(-d—f—l- )Ah+(dh+e2)Ah+ +( \)Ah,,.

Sia S il baricentro dei punti A, A, ... A, cui siano affissi i nu-

ar

e 7=+ €, Indicando con p la distanza di ¢ da S

meI'l —“ + €1 s

sara

d,
(fr+ ettt atat wte)p=

_ (9 af

- (ﬁ;—{"ei) hy + (’EZ; "}‘Ez) hz+ "I“ (d—h,,_l_e")h'
Sostituendo alla 7 la 7, e sottraendo le formule ottenute, si ha
af ) _ ar , .
>3 (‘%—-i-e.)Ap-—Z (&—hT—i—e.) Ahi;
e quindi

AU=2(:—,’:-‘_+E.') Ap
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Se ora le rette Z ed ¢ sono tali che AU =0, dovra pure essere
Ap=0, e le rette  ed ! distano egualmente da S. Si faccia ten-
dere 7 verso {. Le quantith Az, An,, ... €, €, ... hanno per
limite zero; il punto S baricentro di A, .... A, colle masse

a
d_}Z: +€y e %{; - €,, ha per limite il punto O baricentro di A,
1 n
. A, colle masse.:—”;, —g’f—. Pertanto un punto S equidistante
1 n

dalle rette & ha per limite il punto O; dunque la perpendicolare
abbassata da O sulla 7 & la normale all'inviluppo della Z, ed il suo
piede & il punto di contatto della Z col suo inviluppo.

19. SUPERFICIE RIGATE. Una retta ¢ mobile nello spazio, la cui
posizione dipenda dai valori d’una variabile numerica ¢, descrive
una superficie rigata. '

11 piano tangente alla superficie in un punto A d’una genera-
trice ¢ & il piano°che passa per A e per la polare @ di ! nel suo
punto A. Invero, sia A’ un altro punto della superficie, per cui
passa la generatrice ', corrispondente al valore {-}- % della varia-
bile numerica {. Detta , la retta omotetica di ¢ con centro di omo-

tetia in A, e con rapporto %, i punti AA’ e le rette !¢, giacciono

in uno stesso piano. Facciasi tendere A' verso A;la retta /, ha per
limite la retta a, polare di 7 in A; e il piano AA’Z 7, ha per li-
mite il piano A a. Pertanto per ogni retta che unisce il punto A
con un altro punto A’ della superficie si pud condurre un piano
A1, che, col tendere di A’ verso A, ha per limite il piano A a;
dunque (pag. 117) questo & il piano tangente alla superficie in A.

Se la retta mobile ¢ ha le polari @ e b in due suoi punti A e B,
essa avrd polare in ogni altro suo punto, e quindi risulta determi-
nato il piano tangente in ogni punto della generatrice. Per quanto
si & detto, la costruzione del piano tangente in un terzo punto C
¢ la seguente. Si conducano per A e B due piani paralleli o e B che
incontrino le polari @ e b in U e V; la retta UV incontra il piano
¥ condotto per C parallelamente ai piani o e B [in W; per W si
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conduca la retta c parallela ad I; questa sarad la polare di b in C,
e il piano Cc & il piano tangente cercato.

Se le tre parallele /, a, b giacciono in uno stesso piano, giacera
pure in esso la polare ¢ in ogni punto C; percid i piani tangenti
in tutti i punti della generatrice coincidono. Se invece essi non
giacciono in uno stesso piano, allora varia il piano tangente in esso;
e siccome il piano tangente si ottiene dal punto C mediante proie-
zioni e sezioni, si conchiude che mentre il punto di contatto descrive
sulla generatrice una punteggiata, il piano tangente corrispondente
descrive un fascio di piani proiettivo a quella punteggiata.

20. P1aN1 VARIABILL. Le cose dette per le rette variabili si pos-
sono applicare con leggere modificazioni ai piani variabili. Noi ci
limiteremo a pochi cenni.

Sia m un piano, la cui posizione dipenda da una variabile nu-
merica ¢ Sia A un punto di m. Si attribuisca alla variabile ¢ un
nuovo valore -+, e sia 7 il piano corrisponddnte; si immagini
il piano omotetico di m’' con centro d’omotetia in A e con rapporto

d’omotetia % Col tendere di % a zero questo piano tende in gene-

rale ad una posizione limite o, parallela a m; al piano o daremo
il nome di piano polare di 7 nel suo punto A.

Si dimostrano con ragionamenti analoghi ai precedenti le propo-
sizioni che seguono.

Se AU ¢ la derivata del punto A e a il piano polare di min A,
il piano o contiene il punto U. Questa proprietd permette di costrurre
il piano polare o ove si conosca la derivata del punto A; ovvero
di costrurre la derivata del punto A conoscendo il piano polare «,
e la direzione della derivata di A. Esso permette pure di costrurre
la derivata del punto A d’incontro d’un piano m e d’una retta /, ove
in quel punto si conoscano il piano polare a e la retta polare a del
piano e retta date; l'estremo della derivata di A & il punto a¢a. In-
fine, se m, p, 0 sono tre piani variabili e se a, B, ¥ sono i loro piani
polari nel loro punto comune A, I'estremo della derivata di A & il
punto a B .
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Se o, B, T sono i piani polari del piano variabile m in tre suoi
punti ABGC non in linea retta; il piano polare di-m in questo suo
punto D si costruisce a questo modo: si conducano per ABCD
quattro rette parallele 2% ¢ m; le prime tre incontrino rispettiva-
mente i piani a By in HKL; il piano HK L incontri la m in M;
il piano & condotto per M, parallelamente a m ¢ il piano cercato.
La retta intersezione del piano HK L col piano m & il limite del-
I'intersezione del piano-m con un piano successivo del sistema, ossia
& la caratteristica dell’inviluppo dei piani .

Si consideri infine il sistema di piani per cui ha un valore co-
stante una- funzione f(%,, A, ...%,) delle loro distanze %, %,...%,
da n punti fissi A, A,...A,. Il punto di contatto d’'un piano del si-
stema col suo inviluppo & la proiezione ortogonale su quel piano del
af .
dh’ dhy """ dhy,
1 piani per cui sono costanti due funzioni analitiche. f ¢ @ delle
loro distanze da 7 punti dati si possono, in generale, far corrispon-
dere univocamente ad un numero. La caratteristica d'uno dei piani
del sistema & la congiungente le proiezioni su quel piano dei due
baricentri dei punti dati, cui si immaginano affissi numeri rispetti-
vamente eguali alle derivate parziali di f e @ rispetto a queste
distanze.

-

baricentro dei punti dati, cui siano affissi i numeri

Esercizii.

1. Dai punti della curva di equazione (%)m + (%) =1 si abbassino le

perpendicolari sugli assi e si segni la retta che passa pei piedi di queste per-
pendicolari. L’inviluppo di queste rette ha per equazione
m. m
7 ) =
a b
2. L'inviluppo dei cerchi aventi per diametri i raggi vettori condotti da un
punto fisso O ai punti d’'una curva C é la podaria di G rispetto ad O.
3. L'inviluppo dei cerchi il cui centro sta su d'una curva fissa G, e che pas-
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sano per un punto fisso O & la podaria, rispetto ad O, della curva omotetica di
G, con centro di omotetia in O, e con rapporto di omotetia eguale a 2.

4. i..’inviluppo delle curve di equazione y® — (x — #)?=0, ove varii ¢, é 'asse
delle x. Le tangenti alle curve del sistema nei punti dell'inviluppo sono normali

allinviluppo.

5. L’evoluta della parabola y*=2px ha per equazione 27py? = 8(x — p)®.

2 2 2 2 2 %
6. L'evoluta della curva a° + y® = a3 é (x 4+ ¥)® + (x —y)® = 2d3.

7. Dai punti d’un piano g + % + j— =1 si abbassano le perpendicolari sugli

assi; l'inviluppo dei piani passanti pei piedi di queste perpendicolari ha per
equazione l/a + l/b + Vc
z

m
8. Dai punti della superficie di equazione (:—) + (%)m+ (;)m =1 si

abbassino le perpendicolari sugli assi; I'inviluppo dei piani passanti pei piedi
di queste perpendicolari ha per equazione

m m m

x\m+1 ly m + 1 {z m—l—l_
) ETE)T =
9. Dai punti della superficie data nell'esercizio precedente si abbassino le per-
pendicolari sui piani coordinati; I'inviluppo dei piani passanti pei piedi di queste
perpendicolari ha per equazione

m m m

xz \m +1 { y m 4+ 1 z \m 41 _
) ()T )T =
10. Ad ogni punto (x, y, z) della superficie (f)m (?L)m + (i)m =1

a + b
facciasi corrispondere la superficie di equazione (i—()‘, + ( ;—)p + (g)p =1

L’inviluppo di queste superficie ha per equazione
_mr__ _me _me
X \m+p Y\m+r Z\m+p
()" + ()T (R =



