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Introduction 

Cette etude est une suite de [11], oil l'on a ecrit d'une fa<;on explicite 
la formule de Plancherel abstraite due a Penney [17] pour des representa
tions monomiales de multiplicites finies d'un groupe de Lie nilpotent. 
lei on s'occupe de ce probleme dans le cas exponentiel pour des represen
tations monomiales construites d'une polarisation reelle et s'interesse en 
meme temps a une propriete de reciprocite pour telles representations. 

Precisons nos objets a etudier. Soient G un groupe de Lie resoluble 
exponentiel d'algebre de Lie g. En notant exp !'application exponentielle, 
on ecrira G=exp g. On designe par e !'element neutre de G, par Lia la 
fonction module de G et par G le dual unitaire de G. Bien que chaque 
element de G soit une classe d'equivalence des representations unitaires 
irreductibles, on l'identifie avec sa representante. 

Pour une representation unitaire p de G, on note .?If P son espace de 
Hilbert, .?lf;00 l'espace des vecteurs C 00 muni de la topologie habituelle, et 
.?lf;00 son antidual (cf. [8], [18]). Etant donnes un sous-groupe ferme K 
de G et son caractere c, nous posons 

(.?lf;00 )K,c={a e .?lf;00
; p(k)a=c(k)a, k e K}. 

Soient H un sous-groupe ferme et X son caractere unitaire. On con
struit une representation induite t'=indt X dont la desintegration centrale 
canonique s'ecrit 

avec une mesure de Borel v sur Get la fonction m(rr) de multiplicites. Il 
vient que la forme antilineaire o,: .?lf:00 3 <jJ,-,..<jJ(e) e C definit un element de 
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(.n"; 00 )H,x 4Y~o, OU '1n,a=L1n/L1o. Alors, conformement a la desintegration, 
o, s'ecrit 

s:(m(•) ) o,= I: a! dv(ir) 
k=l 

avec a! e (.n"; 00 )n,uY~o (cf. [5], [17]). 
Dans cette situation nous nous posons deux problemes suivants. 

Premierement verifie-t-on une reciprocite, c'est-a-dire qu'on peut prendre 
dim (.n"; 00 )n,z 4Y~o pour Ia multiplicite m(ir)? Deuxiemement nous aimerions 
expliciter les a! ci-dessus. Comme premier abord a ces questions nous 
allons examiner dans la suite des representations monomiales bien particu
lieres. 

Le dual de g se notant g*, G y opere par l'action coadjointe et G se 
parametre de l'espace des orbites g*/G (cf. [4], [16]). II s'ensuit qu'a 1r e G 
(resp. Q e g*/G) s'associe Q(ir) e g*/G (resp. ir(Q) e G). Etant donnee f e 
g*, on designe par B 1 la forme bilineaire sur g definie par BtCX, Y)= 
f([X, Y]) et par g(f) le radical de B 1 • Alors g(f) n'est autre que l'algebre 
de Lie du stabilisateur G(f) def dans G. Une sous-algebre ij de g sera 
dite subordonnee af e g* si B/X, Y)=O pour tous X, Y dans ij. Soient 
S(f, g) !'ensemble des sous-algebres subordonnees et M(f, g) celui des 
polarisations reelles au point/ e g*. Ori dit que ij e S(f, g) verifie la con
dition de Pukanszky si Hf =f+q.L ou H=exp ij le sous-groupe analytique 
correspondant a ij et ou ij.L signifie l'annihilateur de ij dans g*. On 
introduit !'ensemble I(f, g) des ij e S(f, g) verifiant la condition de 
Pukanszky. On sait qu'en general 0 =t=I(f, g)~M(f, g)~S(f, g). 

Pour ij e S(f, g) ii se produit un caractere unitaire XI de H = exp ij par 
X1 (expX)=e' 1<xi (Xe~. i=.f=1) et ensuite une representation mono
miale r=indZ.X 1 de G. Pour que r soit irreductible, ii faut et ii suffit que 
ij appartienne a J(f, g) (pour tout ce qui precede, cf. [41). 

Dans ce qui suit nous allons etudier ces representations monomiales 
r=indZ.X 1 pour etablir la reciprocite lorsque ij e /(f, g) (Theoreme 1) et 
pour ecrire une formule de Plancherel concrete lorsque ij e M (f, g) 
(Theor~me 2). 

§ 1. Preliminaires 

Conservons les notations et notons, pour a e .n"; 00 et be .n"; 00
, (a, b) 

l'image de b par a. Soit r=indZ.X avec un certain caractere unitaire X 
d'un sous-groupe ferme H de G. Soit ~(G) l'espace des fonctions C00 sur 
Ga valeurs complexes et a support compact. Pour¢ e ~(G), on fabrique, 
en faisant le choix d'une mesure de Haar a gauche dh sur H, un element 
¢1 de .n": 00 par 
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¢ik(g)= L1i(gh)X(h)L1aJJJ(h)dh (g E G) 

et un operateur -r(efi)= Lefi(g)-r(g) dg sous le choix d'une mesure de Haar a 
gauche sur G. On normalise la forme l)a,H positive G-invariante sur l'espace 
des fonctions numeriques F sur G verifiant F(gh)=LIH,a(h)F(g) (he H, 
g e G) de telle sorte qu'on ait l)a,H=dg/Lli/adh. Ecrivons 

l)a,H(F)=i F(g)dl)a,H(g) 
Ja;H 

et definissons par cette l)a,H la norme clans .?If,. 
Alors, pour t e £:ro, 

<-r(efi)o,, t>=(Lefi(g)-r(g)o,dg, t)=(o,, L1i(g)-r(g- 1)tdg) 

=f tp(g)f(g)dg = i dl)a,H(g)f tp(gh)Lli,;a(h)f(gh)dh 
G Ja;H H 

=i f(g)dv 0 ,H(g)f ¢i(gh)X(h)L1i,;IJ(h)dh=<efik, t ). 
Ja;H H 

On a ainsi -r(efi)o, =efik E £:ro et par suite <-r(efi)o,, o,) = L ¢i(h)X(h)Lli~(h)dh 

=efik(e) quelle que soit ¢i e ~(G). 
De ce qui precede la desintegration de o, nous donne 

f m(,) 

efik{e) = 
0 
~ <ir(efi)a!, a!)dv(ir). 

C'est cette formule qu'on appelle Ia formule de Plancherel abstraite pour 
-r. 

Bornons-nous au cas oi.t -r=indtX 1 avec f e g*, H=exp lj et lj e 
M(f, g). D'apres Vergne [21], -r se decompose comme suit. On designe 
par U(f, lj) !'ensemble des orbites coadjointes qui rencontrent le sous
espace affine f + !jJ. suivant un ouvert non vide de celui-ci. II se trouve 
que U(f, lj) est un ensemble fini. Pour Q e U(f, lj) les composantes con
nexes de Q n (f + !jJ. ), dont chacune est une H-orbite, sont en nombre fini. 
Ce nombre sera note c(Q, f, lj) ou plus tard m(Q) pour simplicite. Le 
resultat de Vergne dit que -r se decompose en some directe 

-r= I:: ffi:(Q, f, lj)ir(Q). 
llE U(f,g) 

Dans cette situation particuliere, notre formule de Plancherel abstraite 
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pour -r s'ecrit, en notant ¢fI au lieu de ¢/;/, 

e(!J,f,ij) 

<P1(e) = Z::: I: (1r(fJ)(<jJ)a!, a!) 
!JE U(f,ij) k=l 

pour toute cp e Ed(G). II s'agira plus loin d'expliciter ces a! pour obtenir 
une formule de Plancherel concrete pour telles -r. 

Avant de cheminer dans une etude assez minutieuse, soient en general 
G un groupe de Lie denombrable a l'infini, H un sous-groupe ferme de G 
et X un caractere unitaire de H. On suppose que la representation induite 
-r = indi X se decompose en somme directe 

(mx: multiplicite de rr), 

et, pour un operateur d'entrelacement R: J/fx_J/f,, se donne aR e J/f;"' 

par aR(</J)=(o., R(<jJ))=R(<jJ)(e), <fa e J/f:"'. Un simple calcul montre que 
aR e (J/f;"')H,XA¼~a et que !'application R~aR est antilineaire injective. 
D'ou 

(en tout cas, cf. [17]). 

§ 2. Vecteurs semi-invariants generalises 

Commenr;ons par etablir une reciprocite due a Howe [15] dans le cas 
nilpotent. 

Theoreme 1. Soient G=exp gun groupe resoluble exponentiel, f e g* 
et 9 e /(f, g). Soit encore 1r e G. On a 

Preuve. En s'appuyant sur la methode classique de recurrence, on 
se ramene au cas oil il n'existe aucun ideal abelien non nul sur lequel f 
s'annule. Le centre de g sera note O et a designe un ideal non central 
minimal, ce qui veut dire que a est minimal parmi les ideaux non centraux. 

On va examiner differents cas. Lorsqu'il s'agit d'un vecteur generalise 
a e J/f;"' pour 1r e G, on realisera, en prenant / e fJ(rr) et fJ e /(/, g), 1r 
comme indi X1 avec B=exp o, et regardera a comme distribution ou bien 
sur G donnee par Ed(G) 3 ¢~(<Pt, a) e C ou bien sur Rm, m=dim g
dim o, en se servant d'une base coexponentielle a fJ dans g. 
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I. an a={O}. Dans ce cas a est unideal minimal et par suite contenu 
dans lj (cf. [4]). II se divise en deux sous-cas. 

(i) dim a= I. Soit Ye a tel quef(Y)= 1. Prenons I e .Q(n-) et po
sons 2=l(Y). On realise rr en utilisant lie/(/, g), qui contient toujours 

a. Soit main tenant a e (£;;- 00 )H, x,•M:0 • Puisqu'il existe Xe g tel que [X, Y] 
= Y, on convient d'introduire la premiere coordonnee dans l'espace de rr 
au moyen du sous-groupe a un parametre exp RX. Notons G0 le centra
lisateur de Y dans G. 

La semi-invariance de a relative a h,=exp tY e H(t e R) entraine 

pour toute <p E £; 00 (s E R, go E Go)- II en resulte que la premiere coor

donnee s du support de a doit verifier e' = A, d'ou A >O si (£;;- 00 )H, XJJ}?a :f= 
{O}. Quitte a remplacer le .Q(rr) au besoin, supposons que 2= I. Par 
consequent, il est impose que s=O. Puisque 

pour t:f=O, l'ordre transversal de a par rapport a G0 est nul (cf. [6]), ce qui 
nous permet d'appliquer l'hypothese de recurrence a G0 car 

<a, <l>>=<ao, Lia~:&(</> I Go)) avec ao E (£;;-,00 )H,XJJJ/;a,, 7ro=indi 0 Xi E Go. 
(ii) dim a=2. On choisit des elements Y1, Y2 ea et Xe g de maniere 

qi.:e a=RY 1©RY 2, [X, Y1]= Y1 +aY2, [X, Y2]= Y2-aY 1 (O:f=a e R) et que 
µf+µ~=l pour µ 1=f(Y 1) U=l,2). Chaque element geG s'exprime 
d'une fa9on unique sous la forme g= exp sX g0 avec s e R et g0 appartenant 
au centralisateur G0 de a dans G. On realise rr par l'intermediaire deli e 
I(!, g) a/ e .Q(rr), et pose B=exp li, 21 =l(YJ) U= 1, 2). Comme a est un 
ideal minimal, acli n lj, ce qu'on utilise pour calculer la semi-invariance 
de a E (£;;- 00 )H, XJJ}j-~G. 

Ceci donne, d'abord quant a exp t Y1 e B n H (t e R), 

<a, (e-itµ, _ e-ite-'<,,cos,a-,, sins a))</> (exp sX go)) =0, 

ensuite quant a exp t' Y2 E B n fl (t' E R), 

pour n'importe quel <p e £; 00
• II en resulte que, si (£;;- 00 )H,X1•¼~a=1={0}, la 

premiere coordonnee s du support de a:f=O satisfait aux egalites 
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{
e-'{A1 cos as-.i! 2 sinas)=µ 1, 

e-•(.i!1 sin as+.i! 2 cos as)=µ 2• 

Cela signifie que ll a, fl a appartiennent au meme G-orbite dans a*. II 
vient, choisissant a nouveua le D(n) verifiant fl a=fl a, que s=O. 

Pour que a admette des termes differentiels, il est necessaire qu'on ait 

pour tous t, t' e R. Ceci mene a .i!1+a.i!2=.i!2-a.i! 1=0, d'ou vient une 
contradiction. On se ramene ainsi au sous-groupe G0 comme avant. 

II. dim a= 1 et a ca. Soit a= RZ avec /(Z) = 1. Quitte a supposer 
que l(Z)= 1 quelle que soit le D(n), sinon notre assertion serait triviale, 
on prend le D(n) de sorte que lj a=f I a. On separe deux cas. 

(i) dim a=2. Soient Ye ker/n a=ker tn a, Xe g tels que [X, Y] 
=Z. On met a l'aide d'un sous-groupe a un parametre exp sX (s e R) la 
premiere coordonnee dans l'espace de 1r et ecrit g e G sous la forme g= 
exp sXg 0 avec s e R, g0 e G0=exp a' =exp a' ou, par exemple, a' designe 
!'orthogonal de a par rapport a Br Soit a e (Jf';~)H,z1 4li~a et l'on realise 
1r au moyen de o e l(l, g) qui contient a. Posons B=exp o et 1r0=indi•x, 
Go. 

1) En premier lieu, soit acij. La semi-invariance de a relative a 
h,=exptYe BnHnous fournit 

quel que soit t e R. De fai,;:on analogue aux cas precedents, on en deduit 
que tout se ramene au sous-groupe G0• 

2) En deuxieme lieu, soit a ct fj. II est possible de choisir X ci-dessus 
dans ij (cf. [4]). Ceci fait, la semi-invariance de a relative a h,=exp tX e H 
(t e R) entraine qu'au moins pour¢ e Jf';~ a support compact modulo B, 

( 1) <a,¢)= t <a0, <p (exp tX, ))X1 (exp tX).dJi!{l (exp tX)dt 

avec certaine distribution a0 telle que £1¥:,0 a0 e Jf';t. 

Voyons que £1¥:,0 a0 e (Jf';.~)H', z,4li\ 0• ou ij' = lj n a'+ a e /(f, g) et H' 
=exp ij'. En effet, si [ij, a]ca, on pose, pour t e R et he Hn G0, 

exp tAd(h)X =exp tXh(t) avec h(t) e G0 n exp [ij, ij]. Alors de (1) decoule 
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(1r(h)a, <fa>=f (a 0, <p (exp tXh(t)h· )X1 (exp tX)Ll;/{ff (exp tX)dt. 
R , 

En considerant <p ayant la forme <p (exp tXg 0)=IP(t),fr(g 0)L1Y,~a(g0) avec IP e 
!»(R) et t e £:0

00
, on en deduit 

f R IP(t)X 1 (exp tX) L1i~2 (exp tX){X ih)Ll}j70 (h)(a 0, Llzf.~a'V') 

-(a 0, (Ll;J;,ai/r )(h(t)hg0) )}dt=O. 

IP e I»(R) etant arbitraire, on a 

pour tout t e R. Car les deux membres dependent contim1ment de t e R. 
En particulier cette egalite s'etablit pour t=O. D'ou 

pour h E Hn Go. Comme LlH,a=Llw,G sur Hn Go et qu'il se voit facile
ment que 1ro(h)a = Xih)a pour he A= exp a, o°; constate L1¥;,0 a0 e 
( ./£'-oo)H',XJA)i) a ' 

Jl, no ' 0 • 

Si [fj, a]¢. 0, il existe Te fj tel que [T, Y] = Y. Reinplar;ant X par [X, T] 
au besoin, X se trouve clans [fj, fj]. Alors, la formula (1) devient 

(a, <fa)= L (a 0, <p (exp tX· )>dt. 

Pour montrer que Ll;J;,aao E (:lf';. 00 )H', XJA¾\a., un pareil argument a celui 
fait plus haut s'applique comme suit. En posant, pour h, = exp sT e H n 
G0 (s ER), h, exp tX =exp te-'Xh(s, t)h, avec h(s, t) e G0 n exp [fj, fj], on a 

(1r(h,)a, <fa)= t (a 0, <fa (exp te-• Xh(s, t)h, · ))dt. 

Par suite, pour <p de la forme <p ( exp tX g0) = IP(t),fr(g0)Llzj02,0 (g0), IP E !»(R) et 
,}!-E £:0

00
, 

II en decoule 1ro(h,)(Ll;J;,0 a0) = X ih,)e- 'L1¾70 (h,)L10t;Mh,)(Ll;J;,0 a0) et puis 
1ro(h,)(Ll;J;,0 a0) = X ih,)Ll}i~ 00 (h,)a0 car Ll}i~a(h') = Ll}i;a(h')LlHo,H(h') pour tout 
h'eHnG 0• 
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(ii) dim a=3. On choisit Y1, Y2 e kerf n a= ker l n a de sorte 
qu'on ait, pour tout Xe g, 

(0=;t=a e R), ou .:i, µ, ~ sont des elements lineairement independants dans g* 
(cf. [20]). A l'aide de X 1, X2 e g tels que [Xi, Yj]=oijz, g e G s'ecrit d'une 
maniere unique sous la forme g=exp s1X1 exp s2X2g0 avec s1, s2 ER et g0 E 

G0 =exp at =exp az. Soit a e (£;=)H,xi•¼~a et, comme d'habitude, on re
alise rr au moyen de fJ e J(l, g) contenant a. Soient B=exp fJ, rr0 =indi•xz 
E Ga. lj' = lj n at +a E J(f, g) et H' =exp lj'. 

1) Supposons aclj. Un calcul simple mene, pour tous t1, t2 e R et 
</> E £;=, a <rr(exp(t 1 Y1+t 2 Y2))a, </>)=<a, ei<t,s,+i.s,l<j>(g))(g=exps1X 1 

· exp s2X2g0). La semi-invariance de a entraine done 

<a, (1-ei<t,s,+t,s,))<j>(g))=0 

quels que soient t1, t2 e R et <j> e £;=. Le raisonnement deja fait a plusieurs 
reprises nous permet de descendre au sous-groupe G0• 

2) Supposons dim fj n a=2. II est immediat que [lj, a]=o et possible 
de prendre les Y1, Y2 e a, X 1, X2 e g ci-dessus de sorte que Y1, X2 appartien
nent a lj. Ceci pose, une combinaison de deux type d'arguments precedents 
entraine au moins pour <j> e £;= a support compact modulo B, 

avec une certaine a0 verifiant L1if;,0 a0 e (£;_=)H'x1J¼\a •. 
3) Supposons enfin lj n a=a. II suffit de repeter, utilisant X 1, X2 ci

dessus choisis cette fois dans lj, !'observation precedente pour obtenir 

sur certain sous-espace dense de£;=. La a0 est une certaine distribution 
telle que iJ)j02, 0 a0 E (£;nH',X1J1f:,ao. C.q.f.d. 

Corollaire 1. On reprend !es notations du theoreme I, et forme !"= 

indix,. Alors (£;=yI,XJJ¼~a=Co, OU o,: £:= 3 <j>>-+<j>(e) EC. 

Corollaire 2. Soit G = exp g un groupe resoluble exponentiel et soit 
f e g*. II existe fJ e J(f, g) possedant !es proprietes suivantes. Pour lj e 
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l(f, g) quelconque, /'image de produit HB, H=exp fj et B=exp o, est un 
ferme de G. Un operateur d'entrelacement R entre n-=indix 1 et i-=indix 1 

se revele sous la forme 

(R<fa)(g)= ,( <fa(gh)Xih)ili!J(h)dvn,nnih) 
1n1nnB 

(g E G) 

au moins pour <fa e £; 00 a support compact modulo B. En d'autres termes, 

(.?lf';00 )H,x14M~a=Ca oit a s'exprime, au moins pour telles <fa E £; 00 , 

(a, <fa)=,( <fa(h)Xih)ils:!IJ(h)dvn,nnih). 
1n1HnB 

Si !'on considere a come distribution sur G donnee par !Y)(G) ;, t~ 
< ,fl-;, a) e C, son support est egale a la double classe fermee HB ou encore 
a {g e G; g-(f +fJ.L) n (f +fj.L)=l=<fa} (cf. [12]). 

Preuve (cf. [4], [10]). On rapelle le raisonnement dans la preuve du 
theoreme 1. Si par exemple, fj ne contient pas a, !'ideal non-central 
minimal, on pose comme d'habitude Bo= a1 , fj0 = fj n Bo, fj' = 90 + a, G0 = 
exp Bo, H0 = exp 90 et H' = exp fj'. i designant le noyau de la representation 
adjointe de fj dans a/fj n a, on sait que fj = i + fj0• Soit ff un supplemen
taire de fj0 dans fj contenu dans i. 

L'existence de o e I(f, Bo) ayant les proprietes de l'enonce au niveau 
du sous-group G0, ce qui est assure par hypothese de recurrence, implique 
d'abord que HB est ferme dans G, car une base de ff fait partie d'une base 
coexponentielle a g0 dans B· 

Par ailleurs, d'apres ce qu'on a vu dans la demonstration du theoreme, 

(a, <fa)= L (a 0, <fa (exp X-))X 1 (exp X)ili0 (exp X)dX, 

OU 11~:.a ao E (.?lf';t)H, x,4¾\a,, 1ro = indi 0xl et OU dX designe une mesure de 
Lebesgue sur ff. L'hypothese de recurrence nous mene a 

(a 0, <fa (exp X · )) = i i10;;J(h')<fa (exp Xh')Xih')ils:;;~.(h')dvH',H'nB(h') 
jH'/H'nB 

=,( <fa (exp Xh')Xih')Js:;;Mh')dvn,,nnB(h'). 
1Ho/HnB 

Compte tenu de la tansitivite des formes v. , . , on en prouve 

(a, <fa)= f / 1 (exp X)Ji 1J (exp X)dX 

X ,( <fa (exp Xh')Xih')Js:;;i(h')dvn,,nnih') 
1n,1HnB 
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= ,( d'J,/n,n0(h)1 <f,(hh')X ihh'),Jii!'J(hh')flir!,n(h')d'J,/ Ho,HnB(h') 1 H/Ho 1 Ho/HnB 

= ,( <f,lh)Xih)flir~'J(h)dvn,nnih) 
J'n1nnB 

puisque 11ir!;i(h')=11ir!'J(h')11n0 ,n(h') pout tout h' e H 0• c.q.f.d. 

Dans toute la suite G designera, sauf mention contraire, un groupe de 
Lie resoluble exponentiel d'algebre de Lie g. On se donne f e g* et g e 
S(f, g). Soient H=exp get x, (exp X)=e'J<X>(X e g) comme avant. La 
desintegration central canonique de i-=indi x, se notant 

on examine maintenant notre question de reciprocite dans des cas bien 
particuliers. Evidemment on peut suppose que g contienne le centre de g. 

Soit a e (.n";~)n,x, 4¾:a. Comme precedemment, on realise tr moyen
nant fJ e l(l, g) a / e Q(tr) et regarde a comme distribution sur G definie 
par .@(G) ~ <f,>-+(¢,1, a) e C ou B=exp o. 

Lorsque g est un ideal de g, le raisonnement fait dans la preuve du 
theoreme 1 montre, l'ideal non central minimal utilise la etant pris dans g, 
que le support de a est inclu dans !'adherence de !'ensemble {g e G: 
g-(l+fJ.L) n (/ +g 1-)*<f,} et que m(tr)=dim (.n";~)n,x,, qui est en fait egale 
uniformement ou bien a 1 ou bien a l'infini (cf. [13], [19]). 

D'alleurs, quand m(tr)= 1 v-presque partout, pour construire tr e G 
intervenant a la desintegration de i- on peut utiliser I e !J(tr) n (f + g.L) ( cf. 
ibid. ou [7]) et fJ e /(/, g) contenant g. D'ou o=g+g(l)=lj'=g' (cf. ibid. 
et [11]), qui ne depend pas de/, et que (.n";~)n,x1 =Cor. On obtient done, 
pour <f, e .@( G), 

avec une mesure invariante db sur l'espace homogene B/H. La mesure v 
etant equivalente a la mesure de Lebesgue O sur l'espace quotient f+g.L/B 
~g.L/fJ.L~(o/g)* (cf. [13]), notre formule de Plancherel s'interprete comme 
celle pour Rn. En effet, elle redevient 

¢,Ue) =f. d'J,/(tr)f <f,fI(b)X1(b)f1B~~2(b)db 
G B/H 

=f dO(l)f </>fI (exp X)eHCX>e-(t/2) tradg/6XjB./H(X)dX, 
(6/~)· 6/~ 
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ou jB1u(X) = <let -e &/g et ou dX designe une mesure de Lebesgue. I I -ad X I 
ad01gX 

Gardons les notations et supposons maintenant que 6 soit un ideal, 
mais lj ne l'est plus. Quand il existe une telle 6, on <lira que 1r admet une 
polarisation distinguee. Dans ce cas ii est immediat que le support de a, 
note supp a, est contenu dans !'ensemble des elements g e G verifiant, quel 
que soit he Hn B, Xih)1J-;/1d(h)=Xg. 1(h). Affaiblissant cette derniere con
dition, f-g-/ E (lj n fl).L= lj.L+fl.L et par suite g. (/+fl.L) n (f + lj.L)-=/= 0 pui
sque 6 est un ideal de g. Le support de a se trouve ainsi contenu dans 
!'adherence de {g e G; g-(/+6.1)n(f+9.1)-=/=0}. 

Si l'on presume de plus que G soit nilpotent, on en prouve que m(rr) 
= dim (Jif;=)H,x1. Pour cela ii suflit de traiter le cas ou m(rr) < + oo l.i

presque partout. Ceci pose, !'ensemble {g e G; g-(l+fi.L) n(f+lj.L)=;t:0} 
est la reunion disjointe des double classes fermees HgkB (I ~k~m(rr)) (cf. 
[9], [11]). Prend I de sorte que I e Q(1r) n (!+9.1), ce qui nous permet de 
poser, par exemple, g1 = e. Choisissons dans g une base supplementaire 
{X1, • • ·, Xn} au sous-algebre lj+o de maniere que gk= I:1-kEBRX/B(lj+6) 
(I ~k~n) soient des sous-algebres deg, et formons des coordonnees dans 
l'espace de 1r par la correspondance 

Supposons supp a egale au sous-groupe ferme HB, et ecrivons a au 
voisinage de I' origine de Rn sous la forme 

ou Dk,···kn sont des distributions sur HB. Mettant un ordre lexicographique 
parmi les derivees 

a savoir 

lorsque k 1 = j 1, ••• , ki = ji, ki + 1 > ji + 1 pour un certain in dice i, soit 

ami +··· +mn 

-----Dm,-••mn 
ax;_"'· .. ax~n 
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le terme dominant de a. 
Puisque li soit unideal deg, la semi-invariance de a pour he Hn B 

donne (a, (XtCh)-X 8 •1(h))<j,(g))=0 (if, e Jlt':=). C'est-a-dire 

(2) 

pour Xe 9 n li quelconque. 
Supposant mn;;;,: 1. En recrivant (2) pour if, de la forme q,(g) = 

([lj= 1 tix 1)),fr(h'), oil ,fr est une fonction C 00 sur HB et oil 'V"J e 2)(R) 
verifiant 

on en deduit que l([X,., X])(Dm,···mn' ,fr)=O. 
D'autre part la finitude de multiplicites dans 1: implique que 91 = fj + 

g(/) (cf. [11]) et par suite que la forme bilineaire B1 met en dualite fj n 6 et 
l'esapce vectoriel engendre par {X1, •• ·, Xn}. II existe done Xe fj n 6 tel 
que l([Xn, X]):;t=O, d'ou Dm.-··m,.=0, ce qui est absurde. En consequence 
mn=O. 

Ensuite soit 

+(des terms plus petits). 

Supposons mn_1 ;;;,: 1 et m;;;,: I. En recrivant (2) pour if, ayant la meme 
forme qu' avant, mais cette foist,, 1 :i:;;;,j:i:;;;,n, verifient 

( 3) 

on obtient 



Representations M onomiales 165 

pour tout Xe 9 n 6. On en tire une contradiction comme precedemment. 
Done m=0 si mn-i~ I. Ceci etant, remplacant (3) par 'lfri0)= 1, on deduit 
de (2) que l([Xn, X])<Dm,,···mn-,o• '1/r )=0 pour tout Xe 9 n 6, ce qui mene 
aussi a une contradiction. On arrive ainsi a mn_1 =0. 

En se servant totalement de la dualite on repete ce precede pour finir 
par se convaincre que a est une distributrion sur HB. 

II est facile de voir que les 1r: e G admettant une polarisation distinguee 
constituent un ensemble borelien, sur lequel m(1r:)=dim (£;=)n,x, d'apres 
ce qu'on vient de constater. En resume: 

Proposition 1. Si 9 est unideal deg, m(1r:)=dim (Jlf';"")n,x, v-presque 
partout. 

Proposition 2. Supposons G nilpotent. On a m(1r:)=dim (Jlf';"")n,x, 
v-presque partout sur la partie borelienne composee par 1r: admettant une 
polarisation distinguee. 

Conservons les notations: G=exp gun groupe de Lie resoluble ex
ponentiel d'algebre de Lie g,f e g*, 9 e S(f, g), H=exp 9, X1 : H-+T defini 
par X1 (exp X)=eif<X> (Xe 9) et i-=indi X1• Soit c: H-+R+ un caractere 
reel de H et soit 1r: e G. Lorsque 9 n'est plus un ideal de g et que 1r: 
n'admet plus de polarisation distinguee, en bref clans le cas general, nous 
ne savons pas comment manipuler l'espace (£';"")n,x1c. 

Supposons ici a contre-coeur que ce dernier soit de dimension finie et 
proposons-nous de montrer que non annulation de (Jlf';"")n,x,c entraine 
Q(1r:) n (/ + 9_1_) ==fa 0. La demonstration se fait par recurrence sur dim G en 
faisant usage des raisonnements clans la preuve du theoreme 1. Dans ce 
qui suit s designera le centre de g et a un ideal non central minimal. Soit 
a un element non nul clans (£';"")n,x1c. Expliquons un argument dont on 
aura besoin. 

Par exemple si G est nilpotent, tout se ramene facilement au cas ou 
dims= 1 et ouf et le Q(1r:) ont la meme restriction non nulle sur 0. Pre
nons un triplet de Heisenberg (X, Y, Z) tel que s=RZ, [X, Y]=Z,f(Z)= 
/(Z)= 1, l(Y)=0 et que g=RX +g 0 avec g0 ={U E g; [U, Y]=0}. Posons 
G0 =exp g0• Dans le cas crucial 9 est contenue clans g0 et ne contient pas 
Y. Ceci pose, on fabrique 1r: en choisissant 6 e I(/, g) dans g0 ; 1r:=indix 1, 

B=exp 6, et met la premiere coordonnee clans l'espace de 1r: par un sous
groupe a un parametre exp tX (t e R). 

Vu que 9Cgo, 1r:(exp sY)a=e-i sta (s ER) appartient a (Jlf';"")H,XJc, 
d'ou le sont aussi tka (k=O, 1, 2, ... ). Compte tenu de l'hypothese que 
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l'espace en question est de dimension finie, ii existe un polynome P(t) tel 
que P(t)a=O. Par consequent les premieres coordonnees de supp a satis
font a l'egalite P(t)=O et sont done discretes. S'il s'agit d'un voisinage 
de t=a, on developpe a: 

Dk (O~k~m) etant distribution sur la sous-variete fermee expaXG 0• 

D'apres ce qu'on a vu plus haut, quelle que soit ([J e PiJ(R), 

ou l'on a convenu de noter ([)<1> la /-ieme derivee de ([J. Pour ([J prenons 
([J; (O~j~m) verifiant ([J?>(a)=ok,J• ce qui nous donne 

(4) (O~j~m). 

En faisantj=m dans (4) et en regardant Dm comme distribution sur G0, 

on conclut que Dme(£';;- 00 )H',XJ,c', OU IY=exp-aX,fj,H'=expfj',f'= 
exp-aX-f, c': H'-+R+ donne par c'(h')=c(expaXh'exp-aX) et ou 
n-0 =indZ 0 X1 E G0• 

Pour qu'il existe une telle Dm=t=O, l'hypothese de recurrence assure 

que la G0-orbite associee a n-0 rencontre le sous-espace affine f~+ fj'.L,sli dans 

gt, la evidemmentf~=f'jg 0 e gt, fj'.L,qli={/0 e gt: /0jfj'=O}. Cela veut dire 
qu'il existe g0 e G0 tel que (g0 • /)jfj' =f'jfj', c'est-a-dire (exp aX-g 0 • /)jfj=fifj 
ou encore .Q(rr)n(f +lj.L)=#:0-

Passons maintenant au cas exponentiel. Nous abstiendrons de re
peter nettement une longue discussion fastidieuse de recurrence suivant 
un schema bien classique et nous contenterons de manipuler des cas plus 
ou moins essentiels. Soit/l 0=#:0. 

I. Cas ou dim a= 1, dim a=3 et 0ca. Soient le .Q(rr) et A1=expa 1• 

II faut commenter le cas ou a1 =t= g et [fj, a]~ 0. On prend des elements Z 
dans 0, Y1, Y2 dans a, X dans fj et T1, T2 dans g de sorte que O = RZ, 
a=RY1EBRY2EEM,f(Z)=l(Z)= 1, [X, Y1]=Y 1+aY2, [X, Y2]=Y2-aY 1 
(O=t=a e R) et que [Tt, Y,]=ot 1Z (i,j=I, 2). On note g0 le centralisateur 
de a dans g. Si aclj ou s'il est possible de choisir o e /(/, g) dans g0, on 
est en mesure ce proceder comme avant, en ecrivant la semi-invariance de 
a relative a A=exp acH ou en mettant la premiere coordonnee dans 
l'espace de n-moyennant un sous-groupe a un parametre exp RX apparte
nant a H. 
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S'il n'en est pas ainsi, on voit g(/) ¢ g0 et il ne suffira pas d'appliquer 
les raisonnements deja cites seulement si dim fj/fj n g0 = 1. Tout suppose, 
prenons I e Q(rr) de fac;ons que l(Y 1)=,t=O et /(Y2)=0, plus precisement, 
Ila= Yt +Z* ea* par exemple, et realisons rr au moyen de o e J(l, g) 
contenant a; rr=indi X1, B=exp o. 

Soit I un intervalle ouvert de R, on considere un ouvert Q, H
invariant a gauche, de la forme exp RX exp IT 2A 1 tel que tout g e Q s'ex
prime d'une maniere unique sous la forme g=exp tX exp sT 2 g' avec t e R, 
s e I et g' e A 1• Soit 0 e ~(R) telle que supp 0cl, et posons 

p(g)= {~(s) si g=exp tX exp sT 2g' e Q (t e R, s e I, g' e A 1), 

si g !$ Q. 

On voit alors que p E C 00 (G) est H-invariante a guache et B-invariante a 
droite. En outre supppCQ et pa E (£; 00 )H,ZJC_ 

On pose l0 =lla ea* et note {Yt, Y;, Z*} la base duale de a*. Pui
sque dans a* l'orbite passant /0 sous l'action de exp RX et la droite /0 + 
RY; se croisent transversalement au point /0, on peut recouvrir G par des 
ouverts Q de la forme indiquee ci-dessus et en nombre fini, il suffit en effet 
d'en prendre deux, et par P=exp RX exp T1A 1• Remarquons P={g e G; 
g- /0=Z*}= G(Z*) exp T1, ici G(Z*) designe le stabilisateur de Z* dans G. 

Soit Te g(/) tel que T !$ g0• On a o=RT +(on g0) et A 1=G 0 exp RT 
avec G0 =exp g0• L'action adjointe deg sur a/5 produit deux racines de 
la forme J.(1 ±ia), }. e g*. Soeint g' =ker}. et G' =exp g'. Afin de traiter 
a sur Q, considerons le sous-groupe G1=exp g1=exp RTP 0, g1=RT 2 +g 0 

et rr1 =indi~ao X1 E G1 de sorte que rrl G' =indg; rr1 E G'. Alors sur Q, pour 
la plupart de <p e £; 00

, 

<a, <p)= f R <a, <p (exp tX- ))X1 (exp tX)c (exp tX)- 1dt 

avec uncertain ao E (£;, 00 )Ho,ZJC, OU Ha=exp 9o, 9o=fj n g1=9 n go. 
Done, si a ne s'y annule pas, l'hypothese de recurrence assure qu'il 

existe g1 e G1 verifiant (g1 -/)I fj0 = f I fj0• De la, pour etablir notre assertion 
Q(rr) n (f +fj 1-):;t=<p, il suffit de montrer !'existence de~. r; e R tels que 

(5) 

Tout se ramene ainsi a trouver ~. r; e R de sorte qu'on ait (1-(a)s;-(a+ 
C)r;=f(X)-g 1 -l(X), ce qui est bien possible. 
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Soit maintenant supp acP. Pour alleger les notations, on note G2 
au lieu de G(Z*). Tout g e G s'ecrit d'une fa9on unique sous la forme 
g=exp (xT 1 + yT 2)g2 exp T1 avec x, ye R et g2 e G2. Grace a cette expres
sion, on considere a comme distibution de la variable g' = exp (xT 1 + yT 2) • 

g2 E G(x, J E R, g2 E G2) ayant le support sur la sous-variete fermee Gz. On 
developpe 

Dk,i (O<ak<am, O<al<an) etant des distributions sur G2. 
Posons /1 =exp T1 -leg*, 61 =exp T1 • 6 e /(/ 1, g), B 1 =exp 61 et enfin 

1r0 =indi~ Xi, e G2. Si l'on recrit la relation <1r(h)a, ({))=Xih)c(h)<a, ({)) 
par rapport a h=h,=exp sX e H(s e R) et pour <P(g)=<j>(x, y),fr(g2)Ll;J;,0 (g2) 

avec </> e ~(R 2) et ,fr e £; 0
00

, on obtient 

m n < ak+l I; I; (-1 )k+i Dk,i, ---{<j>(e-'(x cos as-y sin as), 
k=0l=0 axkayl 

e-'(y cos as+x sin as))(L1¥.~a1Y) (h(s, x, y)g2) Ix= v=o) 

=i= i;(-I)k+l ±, ± (k)( t )<nk i, ap+q </> 
k=0l=0 p=0 q=0 p q ' axPoyq 

X (e-s(x cos as-y sin as), C 8 (Y cos as+x sin as))lx=y=o 

ak+l-(p+q) ) 
X axk-payH (Ll;f;,at)(h(s, x, y)gz)lx=y=O 

=X ih,)c(h,) f; I; (- I)k+\3<k,ll(0, O)<Dk,i, Ll;f;,0 ,fr ), 
k=0 l =0 

OU </>(k,l) designe ak+waxkay 1 et OU h(s, x, y) E G2 verifiant h(s, 0, O)=h. 
pour touts e R. Par consequent, 

f f ( - 1 )k +i ± ± ( k) ( l ) t t ( p ) ( q) 
k=0l=0 p=0 q=0 p q u=0v=0 U V 

X (c' cos as)u(-e-s sin as)V(e-• cos as)q-v 

X (e- 'sin as)P-us3<u+v,p+q-u-v)(O, 0) 
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Lorsqu'on choisit ef> de sorte que 

ef><r,r')(O, O)=or,m+n, 

il en resulte que, si n;:: 1, 

e-<m+n)s (cos rxs)m (sin rxs)n<rc (h )D L1112 ·' 0 )=0 0 s m,n, G2,G"f'. • 
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pours ER quelconque. D'ou Dm,n=O, ce qui est contradictoire. On 
conclut ainsi que n=O. De meme, m=O, ce qui reduit L1;J.2,0 a a un 
element non nul de l'espace (Jlf;,=)H, xic' avec c' = cL10::i. D'apres l'hy
pothese de recurrence, on trouve g2 E G2 tel que (g2 - / 1) I lj = f \ q, d' ou 
evidemment .Q(rc) n (f +q1-)=;t= 0-

II. Cas ou dim a= 1, dim a=2 et aca. Soient le .Q(rc). N=exp a' 
et Bo le centralisateur de a dans B· II se peut que a (,t q en meme temps 
que HA 1::;t=G, ce qui nous oblige de !'analyse supplementaire et ce qui se 
produit seulement si dim lj/lj n Bo= 1. S'il en est ainsi, on prend des 
elements Z dans 0, Y dans a, e1 dans lj et e2 dans B de sorte que a=RZ, 
f(Z)=l(Z)= 1, a=RY$ 0, l(Y)=O, [e1, Y]= -Y et [e2, Y]=Z. Tout 
comme dans le cas precedent, on construit re par un choix de o e I(!, B) 
intermediaire de maniere que aco; rc=indi X1, B=exp o. Enfin on con
tinue a noter rc0 = ind:f X1 E A:Z. 

En premier lieu, supposons que supp acAt. Tout g E G se met d'une 
maniere unique sous la forme g=exp xe 2 -g0 avec x ER et g0 E A 1, ce qui 
entraine que a se developpe 

Dk (O¾k¾m) etant des distributions sur A 1• La relation <rc(h)a, <]))= 
Xih)c(h)<a, <])) relative cette fois a h=h.=expse 1 E H(s ER) et pour <l)(g) 
=ef>(x),fF(g0)L1:i?a(g0), if> E fifi(R) et ,fF E Jlf;,=, s'ecrit 

I: (Dk, ( - l)k ~{ef>(e'x)(L11'l,at )(h(s, x)go)} lx=o) 
k=O axk 

m 

= eisf(ei)c(h,) I; ( - l)ksb(kl(O)<Dk, L11'l,af ), 
k=O 

ou h(s, x) e A 1 verifiant h(s, O)=h. quel que soit s e R. 
Si l'on choisit if> de sorte que ef>crl(0)=om,n il s'ensuit que 

D'ou l'on trouve que L11't,aDm est un element non nul de (Jlf;,=)H,XJc' avec 
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c'=c,:'.J:.i.l';ii112• II ne reste plus qu'a appliquer l'hypothese de recurrence 
pour affirmer qu'il existe g0 e A 1 tel que (g0 ,/)\ij=f\ij, a savoir Q(i.) n 
(f +q.L):;t=p. 

En second lieu, afin de debarrasser a de la restriction sur son support, 
on emploie des observations semblables a celles faites dans le cas precedent. 
On note {Y*,Z*} la base duale de a* et pose l+=exp-~e 2 ,/ et L= 
exp ~e2 • / avec un certain nombre positif e fixe arbitrairement. Cela 
signifie que l±\a= ±,;Y*+Z* respectivement. Soit G0 =exp g0, et posons 

G + =exp Rei exp R(ei +.;e 2)G0 exp-ee 2 =exp ReiA1+ exp-~e 2, 

G _ =exp Rei exp R(ei -.;e 2)G0 exp ,;e2=exp ReiA 1- exp ,;e2, 

qui sont clairement H-invariants a gauche. G/G0 n'etant autre que le 
groupe ax+ b, un calcul direct montre que G ± sont des ouverts de G et 
que G se decompose en reunion disjointe G+UA1LJG_. 

On aimerait examiner a sur, par exemple, G +. Une verification simple 
prouve que chaque element g e G + s'ecrit uniquement sous la forme g= 
exp teig+ exp-,;e 2 avec t e R etg+ e A 1+ et que la frontiere de G+ s'obtient 
en faisant t-- oo dans cette expression. Si l'on fabrique (} e c~(G) par 

{
et 

fJ(g)= 0 
si g=exp teig+ exp-~e 2 e G+, 

sig~G+, 

fJ est B-invariante a droite et H-semi-invariante a gauche avec le poids 
L1Ai,0 ; fJ(hg)=L1Ai,o(h)fJ(g)(h e H, g e G). De plus, on constate que sur 
G+ i.(Y)p=i~fJp pour p e .?If:~. Ces observations nous permettent de 
conclure que (}a e (.?lf;~)H, xic' avec c' = cL1;t,0. 

Nous pouvons ainsi restreindre nos attentions sur G+. Posons ij'=ij 
na 1+=ijng 0, H'=exp ij', li+=exp-~e 2 ,6, B+=exp li+ et i.+=indt~+ Xi+ 
e A1 +. Au fait, a est donnee sur G + par formule, valable pour au moins 

p e .?If:~ convenables, 

(a, p)= L (ao, p(exp tei ·e:X:p-~e2))Xiexp tei)c(exp tX)-idt, 

avec une certaine ao verifiant L11li2+,oao e (.1l';;)H',Xrc. L'hypothese de 
recurrence nous donne ainsi g0 e A 1+ tel que (g0 -lJ\ij'=f\ij'. De la, on 
atteindrait son but s'il existe be A=exp a de sorte que b,g 0 ,l+Cei)=f(ei), 
Pour bt=exp tY(t e R), on calcule 

ce qui affirme notre assertion car g >O. 
Finalement on procede de fayon analogue sur G _. 



Representations M onomiales 171 

III. Touchons enfin au cas ou [fj, a]=O. Notre methode sara celle 
expliquee auparavant pour le cas nilpotent. Pour derniere fois g0 designe 
le centralisateur de a dans g et ;r se realise a l'aide de '6 e /(/, g) (/ e Q(;r)) 
contenant a. Soit G0 =exp g0• Supposons 110::;t=O, si 0::;t={O}, et lla=;t=O, 
sinon rien a faire, et distinguons plusieurs cas. 

(i) dim a= 1. Soient X, Ye g tels que a=RY, l(Y)= 1 et [X, Y] 
= Y. Chaque g E G ayant !'expression unique g=exp xXg 0 avec x e R et 
go E Go, 

<rr (exp tY)a, <j>)=<a, e-ite-"'<j>(g)) 

pour tous t e R et¢> e £; 00
• II en resulte que eite-"'a puis e-xa appartien

nent a (£;; 00 )H,X1c. Celui-ci etant de dimension finie, les x-coordonnees 
de supp a satisfont a l'egalite P(e-x)=O pour un certain polynome non 
nul et sont done discretes. On en prend x=a, au voisinage de lequel 
s'ecrit a: 

toutes Dk (O~k~m) etant des distributions sur G0• 

Deci pose, 

ou l' ordre transversal de a' est inferieur ou egal a m - 2. Cela signifie que 

am-1 D +e"a' E (Jif-oo)H,XJC. 
axm-1 m • 

Ces operations iteratives arrivent ace que Dm E (£-;; 00 y1,x1c, d'ou l'on 
descend au sous-groupe G0• 

(ii) dim a=2 et an a={O}. Soient X, Y1, Y2 e g tels que a=RY 1@ 
RY 2et[X, Y1]= Y1+aY 2, [X, Y2]= Y2-aY 1 (O=;t=a e R). On choisit / e Q(;r) 
de sorte que fla=µYf (µ=;t=O) par rapport a la base duale {Yr, Yt} de a*. 
Chaque g e G ayant ici aussi !'expression unique sous la forme g= exp xXg 0 

avec x ER et g0 e G0, on a, pour t e R et¢> e £; 00
, 

<1r(exptY1)a, </>)=<a, e-iµte-Xcosax<j>(g)), 

<rr (exp t Y2)a, </>)=<a, e-iµte-Xsinax<j>(g)). 

11 s'ensuit de la que e-x cos ax a, e-x sin ax a et puis e- 2xa appartiennent a 
(£-;; 00 )H,x1c. On en raisonne comme avant pour trouver que les x-coor
donees de supp a sont discretes et le meme chemin qu'on a suivi ci-dessus 
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nous amenerait au sous-groupe G0• 

(iii) dim o= 1, dim a=2 et 0ca. Soient o=RZ, a=RYE03 et X, 
Te g tells que [X, Y]= Y, [T, Y]=Z. On choisit / e Q(rr) de sorte que 
/Ja=Z* par notations conventionelles. Sous !'expression unique deg e G, 
g=exp tTexp xXg 0 avec t, x e R et g0 e G0, on trouve 1r (exp sY) a=e-i•t 
a e (£; 00 )n,z1c pour tout s e R. D'ou ta e (£; 00 )H,z1c, dont la finitude 
de dimension entraine que Jes t-coordonnees de supp a sont discretes. 
Ensuite, on developpe a au voisinage de, par exemple, t=a et se sert de 
deux faits, ta e (£; 00 )n,z 1c et (d/dt)(t)li=a= 1 =;t:O, pour baisser l'ordre 
transversal de a jusqu'a arriver au sous-groupe A 1 = exp a1, auguel s'ap
plique l'hypothese de recurrence. 

(iv) dim o= 1 et dim a=3. Soient o=RZ et a=RY 1E0RY2E93. 
Prenons X, T1 e g U= 1, 2) et / e Q(rr) de fa,;on que [X, Y1]= Y1+aY 2, 

[X, Y2]= Y2-aY 1 (O=;t=a e R), [Tt, Y1]=ot 1Z et que /Ja=Z*. En utilisant 
ceux-ci, on est capable de raisonner tout a fait pareillement au cas (iii). 

Dans ces arguments, il reste obscur que notre hypothese survive la 
recurrence et l'on est oblige de remplacer l'espace des vecteurs generalises 
par l'espace des distributions qui se note par l'indice zero. 

Au bout de compte: avec une realisation convenable; 

Proposition 3. Soient c: H-R un caractere reel et 1r e G tel que 
Q(rr) n (/ +fj.L)=p. Si dim (£; 00 )f·' 10 < + oo, a/ors (£; 00 )f·' 10 ={0}. 

Revenons maintenant a la situation decrite a la fin des preliminaires 
dont Jes notations seront gardees jusqu'au bout. En particulier fj appar
tient non seulement a S(f, g), mais aussi a M(f, g). 

Proposition 4. Soil{) e U(f, fj). Si dim (£;/;:;>)f zid}}~a < + oo, a/ors 

dim (£;{o))f'1d}}~a=c(Q,f, fj). 

Preuve. Soient O le centre de g et a un ideal central minimal. Con
cernant le changement fj-fj' = fj n a1 + a e M(f, g), seuls les cas suivants 
echappent des traitements de la preuve du theoreme 1. En tous les cas 
a¢fj, posons done H'=exp fj'. Soit le Q et l'on realise 1r=1r{Q) en faisant 
intervenir o e l(l, g) telle que aco; 1r=indix 1, B=exp o. 

I. dim a= I. On prend Xe fj, Ye a et f+, f_ e g* de sorte que 
[X, Y]= Y, l(Y)= 1,f±Jfj=/Jfj et f±(Y)= ±1 respectivement. Soit a e 

(£; 00 )f·'{d~~0. Pour p e £;c'oi choisi au besoin dans un certain sous
espace dense, chaque g s'ecrivant d'une maniere unique sous la forme g= 
exp tXg 0 avec t e R et g0 e G0=exp a1, 

<a, p)= JR <a0, p (exp tX· ))XtCexp tX).dJi!{l (exp tX)dt 
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avec uncertain a0 e (Jll';0"")f xr+4lI?,a., ou 7C'0 =indZ 0 X1 e 60• 

On etablit dim (Jll';c'o,)r•x14¼~a=dim (Jll';_"")f'Xt+4Yr,.a., qui est, par 
hypothese de recurrence. egale a la multiplicite de 7C'o dans indi~x,+. Par 
ailleurs, d'apres la theorie de Mackey, cette derniere quantite est egale a 
la multiplicite de 1C"(il)=ind~0 1C"0 dans indg0 (indin,J=indZ.,X,+ ouencore 
a celle de l'C'(Q) dans -r:, vu que -r:=indi, x,+Eeindi, x,_. (cf. [4)) et que l'C'(Q) 
n'apparait pas dans la seconde. 

II. dim O = 1, dim a= 2 et O ca. Ce cas se traite justement comme 
le cas II en chemin a la proposition 3. On en rappelle les arguments et 
l'on y emprunte les notations. On vase servir de la decomposition dis
jointe G=G+UALJG_. Remarquons d'abord qu'il n'y a pas de O*a e 

(Jll';[0>):,x,4Yr~a dont le support est contenu dans A 1• Sinon, comme 
montre la-bas, ii existerait un element non nul de (Jll';0"")1f' x,. pour un 
certain caractere reel c: H--+R+. Par suite la proposition 3 nous fournit 
g e A 1 tel que g-/llj=fllj, d'ou lj e M(g-l, g). D'autre part g-l(Y)= 
l(Y)=O et, ii s'agissant seulement du cas ou lj=Re 1+(ljng 0), on en tire 
que lj+RYe S(g-l, g), ce qui est absurde. 

Tout se reduit sur G ± ou notre mecanisme marche. On prolonge f I 9 
en deux fonctionnellesf± sur g tels que f±(Y)=l±(Y)= ±~ (~>O) selon 
les signes, et forme o_=exp ~e2 -o, B_=exp o_ et l'C'_=indf- X1 e 11- tout 
comme l'C'+ e 11+. D'appres ce qu'on a deja envisage (cf. ibid.), 

(6) dim (Jll'-"" )H,xt41/r'a=dim (Jll'-"")H',Xt+41J~.Al+ 
•(0) 0 ' •+ 0 

+dim (Jll';::_')f' XJ-4}1\,tl-• 

L'hypothese de recurrence implique que le premier terme du membre droit 
est egal a la multiplicite de l'C'+ dans indt~+ x,+ et puis a celle de 7C'(Q) dans 
indi,x,+ vu la theorie de Mackey. De meme, le second terme de (6) nous 
fournit la multiplicite de l'C'_ dans indZ., x,_ et ensuite celle de l'C'(Q) dans 
indi,x 1 _. Compte tenu du fait que -r:=indi,x,+Eeindi,x,_ (cf. [4]), on 
en deduit le resultat cherche. c.q.f.d. 

Remarque 1. Au cours de la preuve de la proposition 4, on n'a eu 

besoin de l'hypothese dim (Jll';"")r•Xt4¼~a< + 00 qu'a Un SeU} endroit, C'est
a-dire pour montrer dans le cas II que l'espace en question n'avait pas 
d'element non nul ayant le support contenu dans A 1• 

Corollaire 3. Soit Q e U(f, lj). Si l'C'(Q) admet une polarisation 

distinguee, a/ors dim (Jll';(/JJ)H,x14¼~a=c(Q,f, lj). 

Remarque 2. Soit en general lj e S(f, g). On espere bien que 
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!'application G 3 ir - dim (£'; 00 )n,x,•lf~a se qualifie pour la fonction de 
multiplicites clans la desintegration centrale canonique de r=indix 1 , et en 
meme temps on en corn;oit deux autres candidats, a savoir ou bien le 
nombre des composantes connexes de rr(Q) n (f + fj-'-) ou bien celui des 
H-orbites y inclues (cf. [3], [9], [13], [14], [19]). 

D'autre part si l'on realise 1r e G au moyen de fJ e /(/, g), le Q{rr), on 

Se doute que le SUppOrt d'Un element de (£'; 00 )H,X1Jlf~a Se tfOUVe danS }'ad
herence de !'ensemble {g e G; g-(/+li-'-)n(f+fj-'-)::;t:0} (cf. [12]). 

§ 3. Formule de Plancherel concrete 

Commern;ons par demontrer le: 

Lemme 1. Soit toujours fj e M(f, g). Il existe fJ E /(f, g) possedant 
!es proprietes suivantes. Posons B=exp li, rr=indi X1 et notons (£'; 00

) 0 le 
sous -espace de £'; 00 constitue par !es vecteurs a support compact modulo B. 
On voit alors: 

( i) LinnB,H(h)LlnnB,B(h) = 1 quel que soit h e H n B; 
(ii) HB estferme dans G; 
(iii) d' apres {i) et (ii), on est en me sure de f abriquer une for me anti

lineaire 

qui Se pro/onge en Un element de (£'; 00 )H,X1J'rf~a. 

Preuve. S'il existe unideal non nul a sur lequelf s'annule, tout passe 
immediatement au quotient g/a auquel s'aplique l'hypothese de recurrence. 
Supposons desormais non-existence de tel a. Soit maintenant a un ideal 
non central minimal. Posons g0 = a1 ~ g, G0 = exp g0, fj' = fj n g0 + a E 

M(f, g) et H' = exp fj'. L'hypothese de recurrence nous offre fJ e I(fo, g0), 

fo=f\g 0 e g;}', possedant au niveau du sous-groupe G0 les trois proprietes 
requises. II s'agit du cas ou a ct fj. 

(i) Soient 90=9 n g0 et H0 =exp 90• Pour tout h=exp Xe Hn B= 
H 0 n B (XE 90 n li), 
(7) 

Mais fJ a ete choisie de sorte qu'on ait LIH'nB,H'(h')Lln,nB,B{h')= 1 (h' e H' 
n B), ce qui revient au meme de dire que, pour tout Xe fj' n fJ = fj n fJ + a, 
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ou encore que 

On deduit de (7) et (8), q' n '6/90 n '6 s'identifiant a a/q n a, 

ou encore 

pour tout XE q n '6, d'ou l'egalite souhaitee. 
(ii) On note O le centre de g et j (resp. g1) le noyau de la represen

tation adjointe de q (resp. g) dans a/q n a (resp. a/0 n a). Alors deux 
possibilites se produisent; j+9 0 =9 ou 90 (cf. [4]). Dans la premiere even
tualite on renvoie la preuve du corollaire 2. Si j + 90 = 90, al ors i = 90, 

q n a=o n a et dim 9/90 =dim a/q n a= l. D'ou g(f)cg 10 ce qui nous fait 
capable de choisir notre '6 dans g1 d'apres l'hypothese de recurrence ap
pliquee a celle-ci. Pourvu qu'on prenne Xe q, X ~ i, en tant que base 
coexponentielle a g1 dans g, HB= exp RX H' B serait bien ferme dans G 
car H'B l'est dans G1=exp g1• 

(iii) Compte tenu de (i), on peut appliquer la fonctionnelle vn,nnB a 
la fonction rpn: H :l he4rp(h)Xih)1J;/{j(h) e C, pourvu que rp e £,. Or, 
lorsque rp parcourt (£; 00

) 0, on sait d'apres (ii) que 

11 se voit alors que cette forme antilineaire (£: 00 )0 :l tpf-4').IH,HnB(tpn) e C se 
prolonge uniquement en un element non nul a de (£; 00 )H,X1J~~G. Cela 
resulterait presque immediatement de tout ce qu'on vient de voir, mais 
toutefois on va ajouter un commentaire. 

Si l'on peut choisir '6 e I(f, g) de fagon qu'un operateur d'entrelace
ment R entre rr=indix 1 et !"=indZX 1 s'obtienne, pour rp e (£; 00

) 0 par la 
formule 

(Rrp)(g) = ,( rp(gh)X ih)ililJ(h)dvn,HnB(h) (g E G), 
Jn1nnB 

un vectuer generalise a= o, o R nous conviendrait. Quant a R, soit en 
effet T"'=indZ, X1 . Si un operateur d'entrelacement Tentre T"' et!" s'obtient 
en donnant un sens a l'operateur formel 
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(T,Jr)(g)=,[ ,Jr(gh)Xih)ili,!IJ(h)dvH,Ho(h) (g E G) 
jH/Ho 

pour ,fr E £,,, l'hypothese de recurrence appliquee a Go et la transitivite 
de v·, . (cf. [4]) nous donnerait R cherche. 

En ce qui concerne T, il suflit de raisonner dans la sous-algebra f = 
fj + a et done on suppose g = t Considerons par exemple le cas ou -r se 
divise en deux partie sous la modification g-+fj'. Soit a=RY (ou a=RY 
EBa), f(Y)= I, q=RX +90 et [X, Y]= Y. Grace au sous-groupe a un 
parametre exp RY (resp. exp RX), l'espace :!If, (resp. :!If,,) s'identifiant a 
L2(R), notre T devient, pour ,Jr e :!If,,, 

(T,Jr)(s)=(T,Jr) (exp sY) 

= f R ,fr (exp sYexp tX)e-t 12dt = f R ,Jr (exp tXexpse- 1Y)e- 112dt 

= f R ,fr (exp tX)e-"ise-'e- 112dt. 

Par suite, effectuant des changements de variables, 

II T,Jr 112 = t ds It ,fr (exp tX)e-ise-•e-tf 2dt I 2 

f lf+oo df 1 12 = ds ,Jr(exp(-logt')X)ctst'~ 
R O V /1 

=2ir l,Jr(exp (-log t')X)l 2 -f +oo df' 

o t' 

= 2irf Rl,Jr (exp -s'X) l2ds' =2irll,Jrll2 

Le cas ou -r ne se divise pas se traintant tout a fait egalement, T 
s'interprete comme transformation de Fourier (cf. [4], [10]). c.q.f.d. 

Soit toujours fj e M(f, g), et l'on se pose dans la meme situation 
qu'avant. Pour Q e U(f, fj), c(Q,f, fj) se notera m(Q) pour simplicite. On 
se propose maintenant de demontrer le: 

Theoreme 2. Lorsque Q decrit U(f, fj), on prend l½ arbitrairement dans 
chaque composante connexe C½ (I ¾b,;;m(Q)) de Q n (f+fj.L). A tous ces 
points l½ E g* (Q E U(f, fj), 1 ¾k¾m(Q)) on peut choisir 61 E I(lt, g) du 

lemma I, qui nous fournit done a1 e (:!if;c'oJ)H,xiJ}I',0 , de sorte qu'une formule 
de Plancherel concrete pour -r = indt XI s' exp rime en termes des coefficients 
matriciels pour ces at convenablement normalises: quelle que soit </> e .@( G), 
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c(O,f,t) 

</>fI(e)= I; I; (n(fJ)(</>)a"o, a~). 
oe U<f,t> lc=l 

Preuve. Tout d'abord on calcule pour</> e P)(G) le coefficient matriciel 
(n(.Q)(<ft)a~, at). Soit ,fr e .JF;c"oi, oil n(.Q) se realise moyennant B~= 
exp b~. Sous reserve de normalisations convenables des mesures, la 
transitivite de 1,1.,. donne 

(n(.Q)(<ft)a~, ,fr)= f i(g)(a~, 1r(g-1),fr>dg 

=,( d1,10 ,H(g)f <ft(gh')J-;lo(h')dh'J.. ,fr(gh'h)X1(h)J'i£!'J(h)d1,1H,HnB• (h) 
YotH H JHJHnBt . 0 

= ,( <ftfICg)d1,10 ,H(g)i ,fr(gh)X 1(h) JH!'J(h)d1,1H,HnB• (h) 
~m · JmHn~ o 

= 1 k <p11(g),fr(g)d1,1G,HnBt(g) 
YotHnB0 

En somme, 

et par consequent 

(n(.Q)(<ft)a~, a~)= f H/HnBt X/h)ilH!IJ(h)d1,1H,HnB~(h) 

X ,( • • <ft{ihb)X1t(b)il;; 1~(b)d1,1Bt,HnBt(b). 
JB0 /HnB0 o• 

lei, le membre droit signifie, dans le cas besoin, la: valeur limite de f+nCh) 
X X/h)il'i£!'J(h)d1,1H,HnBt(h), {i/rn}:=1 C (.JF;c0,)0 tendant vers n(fJ)(<ft)a~ e 
.JF;(Q)• . 

On examine des differents cas possibles (cf. [4], [21]). 
I. 11 existe unideal non nul a sur lequel/ s'annule. Soient g=g/a, 

A=exp a, p: G-+G=G/A !'application canonique, H=p(H), jl'image de 

f dans g* et it e 8 telle que it o p=n. Pour</> e P)(G), on fabrique efJ e P)(G) 
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par ¢(p(g))= L¢(ga)da, da etant une mesure de Haar sur A. Comme 

¢f,(g)=(¢)~(p(g)) (g e G), par hypothese de recurrence, on a 

¢f,(e)=(¢)i(p(e))= I: I: (ft(Q)alc_, ale_). 
ii k D IJ 

De plus, avec les notations sous-entendues, 

(ft(Q)(¢)a 0Tc_, ak0-)= i X1(h)J·iFtJ(h)dJJn nn1J• (h) 
Jn111J• ' ' -I n ii IJ 

X f (¢)Mhb)Xr>__(b)J;;12/b)dJJ1J>..,nnB>..(b) 
1Jii111n1J5 o ii' o o 

= 1 Xih)JitJ(h)dJJH,HnB• (h)1 . ¢f,Chb)X1•(b)J-; 12 (b) 
j H/HnBo IJ j B7h/HnB'Ji IJ Bo,G 

XdJJB"o,HnB'b(b)=(n(Q)(¢)a~, a~). 

II ne reste qu'a se referer a la demonstration du th6oreme dans [21]. 
IL II n'existe aucun ideal non nul sur lequel f s'annule. Soit a un 

ideal non central minimal de g. II est evident que a1 ~ g. 
(i) Supposons d'abord que acfj. On a necessairement fjca 1 • 

Posons fo=fla' e (a1)*, G0=exp a1 et, quelle que soit ¢ e P)(G), ¢0= 
(¢ I GoMa::a e ~(Go)- Comme, pour go e Go, 

(¢o)f2(go) = t ¢o(goh)X ,.(h)Ji~6!(h)dh=Ja:;a(go) f H ¢(goh)X ihMa:;a(h)dh 

= L1a:;Mgo)¢Mgo) 

on constate d'apres l'hypothese de recurrence que 

Toutefois, 

X ,( (¢0)fj(hb)X1'b (b)J;; 12 
0 (b)dJJB'b ,HnB'b (b) 

j B'Ji.!HnB'b. 0 !Jo' 0 0 0 

=,( Xih)Ji!IJ(h)dJJH,HnB'b(h)1 ¢f,(hb)X1'b (b) 
j H/HnB"o j B7h!HnB'b 

xJ-;12 (b)dJJB•,HnB•(b)=(n(Q)(¢)a~, a~). 
B 0 ,G IJ fJ 
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11 nous suffit maintenant de rappeler le fait A-l=l+(a 1).L (leg*, A 
=exp a) pour terminer ce cas. 

Supposons dorenavant que at fj. On pose fj0 = fj n a1, fj' = fj0 + a e 
M(f, g), H 0=exp fj0 et H'=exp fj'. Enfin on note j le noyau de la repre
sentation de fj clans a/fj n a et distinguera deux cas selon fj = fj0 + j ou fj * 
fjo+f. 

(ii) Supposons fj=fj 0+j. On sait qu'un operateur d'entrelacement 
R de -r'=indi.x 1 a -r: s'obtient par la formule 

(R,fr)(g)=i. ,Jr(gh)Xih)ilii'J(h)dvH,Ho(h), 
jH/Ho 

pourvu que cela ait un sens. On pose a'=o,oR E (.n";,00 )H,Z1J}}~o; 

Lemme 2. A une normalisation pres, 

</>~(e)=<-r(<ft)o., o,)=<-r'(<ft)a', a') 

pour toute </> e ~( G). 

Comme R est un isomorphisme, ce lemme est trivial. Mais: 

Preuve. Soit </> e ~(G). En designant par.run supplementaire de 
fj0 clans fj contenu clans j, on fait des calculs. Pour ,fr e .n":,00

, 

<-r:'(<ft)a', ,fr)= L<ft(g)<-r:'(g)a', ,Jr)dg= fa1>(g)<a', ,Jr(g·))dg 

=f <ft(g)dgi ,Jr(gh)Xih)ili'J(h)dvH,Ho(h) 
G jH/Ho . 

= L ,fr(g )dg f,,_<ft(g exp -T)e-if (Tle-½tr adg/~T etr adgT dT 

= i. dva,H•(g)f ,fr(gh')ilii\a(h')dh'f <ft(gh' exp-T)e-if(TJ 
YatH' H' r 
X e½<tr adgT +tr ad~T) dT 

=i. ,Jr(g)dva,H•(g)f e-i/(rJe½<tradgT+trad~TldT 
Ya/H' r 

xf <ft(gh' exp -T)Xih')iJH~;i(h')dva,H•(h'), 
H' 

dT etant une mesure de Lebesgue sur .r et dh' une mesure de Haar a 
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gauche sur H'. 
D'ou 

(1:'(<fi)a')(g.)=f e-if(T>e½<tradgT+trad~T) drf <fi(gh' exp-T)X ih')J'il;i(h')dh' 
5' H' 

et, par suite, 

( 9) ( 1:'(<fi)a', a')= J 5'eif(T') e-½tradg/~T' dT'f 5'e-if(TJel<tradgT +tradtT)dT 

xJ <fi(expT'h'exp-T)Xih')J 8YJ(h')dh'. 
H' 

On choisit un supplementaire OIi de lj0 dans lj' de sorte que 0// soit 
contenu dans a, et l'on ecrit h' e H' d'une maniere unique sous la forme 
h' =h 0 exp Y avec h0 e H0 et Ye Ol/. On recrit 

(1:'(<fi)a', a')= J /i/(T'Je-½tradet~T' P(T')dT'; 

P(T') = J 5'e-t/(T)e½<tradgT +trad~T>drL. eif(YldY 

X J <p ( exp T' h0 exp Y exp-T)X ih 0)J'i,Yi(h 0)dh0 
Ho 

= J ft eif(YldYJ 5'eif(Tlel<tradgT +trad~TldT 

X J H.<fi (exp T' exp Yh 0 exp T)Xih 0) det (Ad.,~n0h0)- 1Ji!;i(h 0)dh0, 

dh0 etant une mesure de Haar a droite sur H 0 et dY celle de Lebesgue sur 
OIi. En posant lj1 =in lj0 et H1 = exp lji, on di vise dh0 en dli0dh1, ou dh1 

est une mesure de Haar a gauche sur H1 et ou dli0 est une mesure invariante 
sur l'espace homogene H 0/ H 1 qui s'identifie a H/J avec J=exp j. On a 
alors 

P(T') =f elf(Y>dYf e-i/(T)e-ltradg/ijT drf dlio 
fl 5' Ho/H1 

xf <p (exp T' exp Yh 0 exp Th 1)Xih 0h1)Ji!;i(h 0h1) det (Ad.,tn.h 0)- 1dh1 
H1 

=f e11 <ndyf dTf <fi (exp T' exp Yh0 exp Th 1) 
'fl H/J H1 

XXih 0 exp Th1)Ji~2(h0 exp Th1)dh1 



Representations M onomiales 

= L eif<YlJY tp (exp T' exp Yh)Xt<h)ili,j](h)dh 

=Leif <nfiI (exp T' exp Y)dY. 

Comme B 1 [ .r X 'W est non degeneree, 

('c'(p)a', a')= f./if (T')e-ltradg/qT' dT' Leif (Y)p{i. (exp T' exp Y)dY 

= f /T' f"' e-if<CT',YJleif<Yl¢fi. (exp Y)dY =p{i.(e), 

181 

si les mesures dY, dT' se sont duales l'une a l'autre. c.q.f.d. 

Revenons a la demonstration du theoreme. Soient fo=fl a1 e (a1)* 
et G0=exp a1 • Pour¢ e !?)(G) on pose, en fix.ant Te .r, 

oil g0 parcourt G0• Comme 

on se convainc facilement que 

compte tenu de (9). 
D'autre part, l'hypothese de recurrence entraine la formule 

X f l[JT(hbh')X t<h'),:J;/ti(h')dh' 
H' 
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=i1a:;Mh)f Xi• (b)d-; 12 (b)d'J.JB• ,HnB• (b) 
Bio/H'nBto flo Bllo'G Oo Do 

X f X ih')Ji/;&(h')dh' 
H' 

X f $'</> (exp T hbh' exp T')eif(T')e-½ (tradgT'+tradgT')dT'. 

En mettant cela dans (10), on obtient 

< -c'(<j,)a', a') 

= ~ ~ f eJf <Tle-¼tradg/qT dT ! X fo(h)Ji;;~(h)d'J.Jw ,wnB• (h) 
llo k .r JH1/H'nB7b0 Ila 

X ,( Xi• (b)J-; 12 (b)d'J.JB• ,H'nB• (b)f Xih')di;;J(h')dh' 
j ntolH'nBio Oo B!Jo'G llo flo H' 

X f $'</> (exp T hbh' exp T')eif(T')e-½<trnlgT'+tradgT')dT'. 

On adoptera les notations introduites precedemment. Si l'on ecrit h' e H' 
sous la forme unique h' = exp Yh0 avec Y e d// et h0 e H 0, on a dh' = 
det (Ad 01 gn0h0)dYdh0• Les couples (Q0, k) (Q0 e U(fo, lj'), 1 ~k~c(Q 0,fo, lj')) 
correspondent biunivoquement aux couples (Q, k) (Q e U(f, fj), 1 ~k~ 
c(Q, f, fj)) et sous cette bijection les B~. se qualifient pour B~ correspond
antes. Eu egard a ces observations, la transitivite de 'J.J ·, · donne 

X ! Xi•(b)J-; 12 (b)d'J.JB• ,HnB• (b) :r Bt/HnBt Ii Bu,G !) !) 

X f 9'eif (T')e-½(tr adgT'+tr adgT')dT' 

X f ¢,(hbho exp T')X ih 0)di;~ 2(h0)dh0• 
Ho 

On substitue h0h1 (h0 e Ho/H1, h1 e H1) a h0 e H0 et ecrit h0 exp T'= 
h0 exp T'h~ avec h~=exp -T'h 1 exp T'. Alors dh~=e-tradqT'dh1 et, par 
suite, 

<j,{le)=<-c'(<j,)a', a') 

= ~ ~f XihMi;IJ(h)d'J.JH,HnB•(h) ,( X1, (b)J-; 12 (b) 
!) k H/HnB'b !) :r B7h/HnBt j) Bf), G 

X d'J.JBt,HnBt(b) f H<j,(hbh')X ih')di;IJ(h')dh' 
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= I; I; <rr(Q)(<f>)a~, a~). 
!} k 

(iii) Supposons fj :;t: fj0 + j. On remarque que j = fj0, fj n a= a n a ou 
a designe le centre de g, dim fj/fj0 = dim a/fj n a= l et qu'il existe Xe fj, 
Ye a tels que q=RX +fj 0, a=RY +(fj n a) et [X, Y] = Y. On prolonge 

fl fj en deux fonctionnelles f± e g* qui verifient f±(Y)= ± 1 selon les 
signes. Dans ces circonstances on sait que r: est equivalente a la somme 
directe r:+EBc, ou r:±=indt,X 1 ±. 

Par ailleurs, on a deja vu qu'un operateur d'entrelacement R± de r: ± 

a r: se formait par la formule 

pourvu que cela ait un sens. On pose cette fois aussi a±= o, o R± e 
(£;±oo)H, ZJJ}f~a; 

Lemme 3. Normalises convenablement, a± satisfont a 

<f>1{e)=<r:(<f>)o,, o,)=<r:+(<f>)a+, a+>+<c(<f>)a_, a_) 

quelle que soit if> E E&(G). 

Preuve. On utilise les notations entendues et pose de plus f~ = f+I a1 

e (a')* et G+ =exp a1 +. Sous !'expression unique de he H sous la forme 
h=h 0 exp sX avec h0 E H 0 et s ER, on a dh=e-•trad~xdh 0ds. Soit if> E E&(G). 
Pour t e R fixe arbitrairement, on fabrique <Pt e E&( G J par 

Faisant intervenir 

(g0 eGJ, 

un calcul tout a fait semblable a celui execute dans la preuve du lemme 2 
montre 



184 H. Fujiwara et S. Yamagami 

(12) ( 1: +(¢,)a+, a+>= L ettf <X>e-½trado1~X((J)1)~;(e)dt 

=f eHJ<X>e-ltrado;~xdtf <j,f,;(exp tX exp sY)X 1 (exp sY)ds 
B B + 

= L dt L eis<j,f,;(exp setY)ds= Lr'dt Le'••-'¢,f,;(expsY)ds 

= J:"" dv f 11e''"tfa{,(exp sY)ds. 

Dememe, 

('r:_(<j,)a_, a_)=f0 dvf e''"<j,f,;(exp sY)ds. 
_,. B 

Une addition nous amene au resultat cherche. c.q.f.d. 

Continuons la demonstration du theoreme. Pour toute ¢, e !i.d{G), on 
forme:iP1 (t e R) par (11). D'apres l'hypothese de recurrence, on voit 

=_,( X,•(b)Ll-!12 (b)d'vB• ,H'nB•(b) 
j B!IH'nB! °' B"',G+ 41 "' 

X f iP e(hbh')X 1, (h')Llii~;J+ (h')dh' 
H' + 

Compte tenu de la transitivite de 'v,,., on deduit de (12) que 

X ,( x,.(b)Ll-!' 2 (b)d'vB• ,HnB•(b)f dho j B!IHnB! 0, Ba,,G {LI "' Ho 

X L<j,(hbh0 exp t'X)Xlho exp t'X)Llii!'J(h0 exp t'X)e-t'trad~xdt' 
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x! . X1•(b)L1-;12 (b)dvB• HnB•(b) J B!/HnB! (d ' Ba,, a. lll' a, 

X f H<fa(hbh')Xih')Llii!~(h')dh'. 

Les memes observations que dans le cas precedent nous permettent 
de remplacer la la relation w e U(f~, fj') par De U(f+, fj') sous une bijec
tion entre ces deux ensembles, ce qui qualifie B! pour BJ. On parvient 
finalement a la formule 

e(O,f+,Wl 

I: I: (tr(D)(p)at, at). 
OE U(f + ,ij') k=l 

D'une fac;on analogue, 

e(O,f-,ij') 

(1:_(p)a_, a_)= I; I; (tr({))(p)ai, ai). 
OEU<J-,~') k=l 

Pour achever notre but, il ne faut, grace au lemme 3, que rappeler la 
demonstration du theoreme dans [21]. c.q.f.d. 

§ 4. Exemples 

D'ici bas on exhibe quelques exemples. Commenc;ons par en donner 
un fondemental dont on a rencontre la situation a plusieurs reprises. 

Exemple 1. Soit g l'algebre de ax+b; g=Re 1 +Re 2, [e1, e2]=e 2, On 
prend f =et et q=Re 1 e M(f, g). Le groupe completement resoluble 
G=exp g n'a que deux representations unitaires irreductibles de dimension 
infinie tr± associees a deux orbites ouvertes ± G. et. La representation 
monomiale -r=indZ.X1 , H=exp ij, est equivalente a la somme directe 
-r+EB-r_. 

On realise tr± comme indZ X±e* ou B=exp Re 2 et identifie .Yt'r a L2(R) 
• ± . 

par !'application ,Jr-t(t)=,Jr (exp te1) (t e R). Lorsque ,Jr e .YI':; on 
constate que ((trie2)Y",Jrr(t)=(±i)me-mt,ir(t) E L2(R) pour n'importe quel 
entier m non negatif. Done, 
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IJ R e-t/Z{!,(t)dt I ~r® I e-tfZ{!,(t)ldt + J: ® I e-tfZ,'i,(t)ldt 

~([® etdt )'\f ® 1e-tf,(t)l 2dt )'/Z + (J:® e-tdt )'/Z(J: ®lt(t)l 2dt )1'2 

= (J:®1t(t)l 2 dt )1'2 +([®1e-tf,(t)l 2dt )1'2 ~ lit 11+11.r±(ez)tll-

II en decoule que a± e (£";;)H• 1rdY~0 si l'on pose 

a±(,t,,)= t ,t,, (exp te1)e-·t12dt 

pour ,fr e £":;. Soit <j, e !!)(G). Sous un choix de dg sur G, un calcul 
direct mene a 

et ensuite a 

De meme, 

Notre formule de Plancherel concrete pour ... s'en reduit alors a la formule 
claire 

(ir+(<J,)a+, a+)+(ir_(<j,)a_, a_) 

=2.rJ i(exp Se1)e-•l 2ds=<j,ft(e)=('r:(<j,)o., o,), 

pourvu qu'on normalise differentes mesures a sa convenance. 
Si l'on considere la representation triviale ,r0 de G, ii est evident que 

D(2r0) n (f + Ij.L) = D(2r0) = {O}, qui est surement connexe et meme une H
orbite. En plus, quand on regard ,r 0 construite moyennant g e /(0, g), 
}'adherence de 1 ensemble {g e G; g-(O+g.L) n (f +(J.L)=t=<f,} atteint G tout 
entier. 

Malgre tout cela, ii est certain que (£"; 0®)H,z1J½f~a={O}. 

Exemple 2. Soit g l'algebre completement resoluble de dimension 4 
definie sur la base (T, P, Q, E) par les crochets 
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[T, P]=P/2, [T, Q]=Q/2, [T, E]=E, [P, Q]=E. 

On prendf =E* e g*, f:J=RT +RQ E M(f, g) et pose H=exp f), r-=indix 1 

comme d'habitude. lei aussi nous avons r-::::::rr+Et>1L, ou rr± e G sont deux 
representations carre integrables associees a deux orbites ouvertes ± G-E*. 

Soit a e (£;;-;)H,xrJ¾~a. Le choix de 6=RQ+RE E I(±E*, g) nous 
fournissant une realisation de rr±, leur espace £.+ s'identifie a L2(R2) sous 
l'application t,-...,.f(s, t)=,fr (exp sTexp tP) ((s, t) E R 2). Dans ce cadre 
la semi-invariance de a entraine 

{<a, f(s+x, t)=ex 14<a, f), 
<a, (1-e±ixte-•1•),lr(s, t))=O 

quels que soient ,fr e £;; et x e R. La seconde condition exige supp ac 
{(s, t) E R2; t= O} et puis la premiere condut que, a un scalaire multiplicatif 
pres, 

On retrouve ams1 dim (£;;-;)H,xrJ¾~a= I, ce qui n'est, bien sur, qu'un 
simple cas particulier d'un resultat de [3] combine avec celui de [17). 

On considere maintenant 1Ca,P E G associee a l'orbite passant 
la,P =aP*+ j3Q* e g*, ou a, (3 decrivent R2 excepte l'origine. Soit a e 

(Jll';a:p)H,xrJ¼~a. En prenant 6=RP+RQ+RE E I(la,p, g), on identifie 
£.a.p a L2(R) sous !'application t-f(t)=,y(exp tT) (t ER). La semi
invariance de a necessite que 

{<a, f(t+x))=e3x/4<a, f), 

<a, (l-e-ifixe-' 12),lr(t))=O 

quels que soient ,fr E £;a:P et x ER. La seconde condition oblige que 
a=O si (3-=tO. Lorsque J3=0, la premiere exigence demande que 

a un scalaire multiplicatif pres. En fait, cette formule definit un element 

non nul de (£;,,: 0)H,xrd ¾2, 0 , ce qui se voit comme dans l'exemple 1. Enfin 

dim (Jll';a:o)H,Xf.i¼~a=I, quoique 1Ca,O n'apparaisse pas dans la decomposi
tion de r-. 

En dernier lieu, se notant Ca le caractere unitaire de G associe a 
l'orbite aT* (a ER), il arrive que dim (£;a 00 )H,xrJ¾~a={O}. 
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De ce qu'on vient de voir, il est vrai tout au moins que l'espace 

(£;=)H,x1 4¼~a est trivial pour .rr e G dont l'orbite ne rencontre pasf+lj-1-. 

Avant determiner, on ajoute un exemple non exponentiel qui a ete 
examine en detail par plusieurs auteurs (cf. [I]). 

Exemple 3. Soit G le revetement universe! du groupe des deplace
ments du plan. Son algebre de Lie g est definie sur la base (T, X, Y) par 
les crochets [T, X]= Y, [T, Y]= -X. Les elements de G sont presentes 
par un triplet de reels (8, a, b) dont la loi de multiplication est 

(8, a, b) (8', a', b')=(8+8', a+a' cos 8-b' sin 8, b+a' sin 8+b' cos 8). 

Prenons une polarisation reelle 6 = RX(:BRY au point !, = -s Y* e g* 
(O:;t:s e R). Le stabilisateur G(l,) n'est autre que !'extension de exp RY 
par le centre Z = exp 2:rZT de G, dont les caracteres unitaires Xa, a E [O, 1 ), 
sont donnes par x. (exp 2mrrT)=e 2"ima (m E Z). Soient B0 =exp 6 et B= 
ZB 0• On prolonge Xa en un caractere unitarie X,,. de B par la formule 
X,,a(zb)=X.(z)X1,(b) (z e Z, be B0). Quand on fabrique 1r,,.=indix,,. par 
translations a droite, il est bien connu que 1r,,.,seR+=(O, +oo),ae 
[O, 1), sont irreductibles et inequivalentes l'une a l'autre. L'action explicite 
de 1r,,. est donnee dans l'espace L'2(T), T=R/21rZ muni de la mesure dt/2:r, 
par la formule 

..---... 
(1r,,.((8, a, b )),p)(t) = eis (a sin t + b cos t)eia[8 + t],p(t + 8), 

..---... 
ou g=(8, a, b) e Get ou l'on a utilise la notation t+8=[t+8]+t+8 avec 

..---... 
[t+8] E 21rZ et t+8 E [0, 21r). 

Soit maintenant ij=RX et H 0 =exp ij. Partant de la representation 
triviale lH• de H 0, on construit la representation monomiale -r=indi.1H• 
de G. D'apres Benoist [I], 

ftti 
-r::::2 1r,,.dsda, 

R+ X[O,l) 

tandis que (£;.~.)H,ln•=cooffiCo,, OU Ox designe la masse de Dirac en 
x e T. D'autre part, !'intersection G -I, n q.L se compose de deux compo
santes connexes dont chacune est une H 0-orbite de dimension egale a 
fdim G-1,. 

Si l'on calcule S={g e G; g- 1 • (l,+6.L) n ij.L :;t: 0}, ii se trouve facilement 
que S={g=(8, a, b) e G; 8 e Zrr} qui coincide avec la reunion des supports 
des elements de (£;,~.)H•,in•. 

On considere desormais !'extension H=exp(Z:rT)H 0 et ses caracteres 
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pr, re [O, 1), definis par Pr(expmrrT,h0)=e 2"imr (me z, h0 e H 0). L'action 
de t'r=indi pr, realisee comme translation a droite, est donnee par 

~ 
(t'r(g)<{>)(t, 7J)=e2" 1rcct+oJJ<{>(t +o, (- l)CCt+oJJ(7J+a sin t+b cost)), 

ou </> e L2{[0, rr)XR), g=(O, a, b) e Get ou l'on a employe la notation t+O 
;:::::::::: ;:::::::::: 

=[[t+O]]rr+t+O avec [[t+O]]eZ et t+Oe[O,rr). 
La transformation de Fourier consernant la seconde variable 

, 1 f (j>(f, 1))= 1_ e1~Y<p(f, y)dy 
'V 2rr R 

nous fournit une autre realisation de t'r par la formule 

Ensuite on utilise !'application qui a¢ e L2([O, rr) X R) associe ¢ e L2([O, 2rr) 
XR+) donnee par 

N {¢(t, 1)) 
<p(f, 1))= e2riTifJ(f-t., -7J) 

si t e [O, rr), 

si t e [rr, 2rr ), 

pour en obtenir la troisieme dans L2([0, 2rr)XR+); 

(-r;r(g)¢)(f, 1)) = e2iT[t +O]e-i~(aslnt +bcost)¢(t +o, 1)), 

On a ainsi verifie que 

t'r::::: fEB rr,,'l.r(modZ)ds, 
j B+ 

sans multiplicite comme nous en previent un resultat de [3]. 
D'un point de vue de la methode des orbites, ii est vraisemblable que 

ce phenomene s'explique par le fait que les deux H 0-orbites inclues dans 
G. /, n fjJ. se relient sous !'action de exp rrT e H, ce qui fait de G. /, n fjJ., 
quoique non connexe, une seule H-orbite. 

Finalement, pour que a=~oo+1Jo,, e (.n";,~JH",lH0(~, 1/ e C) appartienne 
a.(.n";,~a)"·Pr, ii faut et ii suffit que <rr,,a (exp rrT)a, t>=<e 2"i 7a, t) pour 
tout t e .n":,~a· D'ou, 

si a=2T, 

si a*2r, 

qui retrouve !'ensemble S mentionne ci-dessus comme la reunion des 
supports de ses elements. 
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