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THEORIE DE LA DUALITE ET ORBITES
HOMOCLINES DE SYSTEMES GYROSCOPIQUES

MOURAD BENABAS

1. Introduction et position du probléeme

Dans cet article, on se propose d’étudier ’existence d’orbites homoclines
d’une certaine classe de systémes hamiltoniens qualifiés de gyroscopiques. La dé-
monstration est basée sur la dualité de Clarke-Ekeland, la méthode du col, la
condition de compacité de Palais-Smale—Séré et la théorie de Lyusternik—Shni-
re’'man. Cette approche, variationnelle, est a ’heure actuelle, moyennant une
hypothese de convexité, la meilleure méthode pour étudier ce type de probleme.

L’étude des orbites homoclines de systemes hamiltoniens remonte a Henri
Poincaré (voir [13], Ch. XXXIII). Celui-ci obtient l’existence d’une infinité de ces
orbites lorsque les variétés stable et instable se coupent transversalement. Notons
que ces résultats ont été améliorés par G. D. Birkhoff, S. Smale, V. M. Alexeev
et d’autres. L’inconvénient de cette méthode est qu’il est difficile de vérifier en
pratique I’hypothese de transversalité et on ne peut le faire que dans certains
cas particuliers.

L’étude des orbites homoclines par les méthodes variationnelles a fait 'objet
de nombreux travaux ces dernieres années, ou en introduisant directement les
fonctionnelles de Maupertuis et de Clarke on retrouve des résultats d’existence
et de multiplicité (voir [9], [15], [16] et [17]), moyennant des hypotheses glo-
bales portant sur I’hamiltonien sans 'hypothese de transversalité. Notons que le
probleme variationnel en question présente un défaut de compacité qui complique
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la recherche de ces orbites. C’est une des raisons qui a fait que les orbites
périodiques, plus facile & approcher, ont été beaucoup plus étudiées (voir [6] et
[10]), notamment apres le fameux résultat de Rabinowitz (1978) (voir [14]), qui
donne 'existence d’une de ces orbites.

Les systemes gyroscopiques qu’on étudie sont régis par une équation du type
(ea) Z(t) + 2adz(t) + V' (t,z(t)) = f(¢)

définie sur I'espace R?YN de dimension paire, ot a est un réel, V un potentiel
de classe C? par rapport & x, V' le gradient (9V/0x;);, f un terme de force
extérieure et J la matrice antisymétrique et symplectique standard définie par

(50

On suppose de plus que V et f dépendent T-périodiquement du temps ¢, T > 0
étant donné.

Résumons trés briévement les résultats obtenus dans [4] et [5] concernant
les orbites périodiques du systéme (e,). Lorsque V est strictement convexe
et sur-quadratique, le systéme (e,) admet deux solutions T-périodiques; 1'une
correspond a un point critique de type col de la fonctionnelle de Clarke, 'autre
correspond & un minimum local de la méme fonctionnelle. Une théorie de I'index
de Morse est élaborée qui nous a permis d’avoir la minimalité de la période des
solutions trouvées ainsi que les sous-harmoniques géométriquement distinctes,
i.e. les solutions kT-périodiques, k& € N*, qui ne se ramenent pas I'une a 'autre
par changement de phase. Dans le cas ou le potentiel V est strictement convexe et
sous-quadratique, on montre que le systéme (e,) admet une solution de période
minimale T correspondant au minimum global de la fonctionnelle de Clarke.

Dans ce travail, on s’intéresse & la dynamique du systéme (e, ) au voisinage
d’une solution T-périodique zo qui existe d’apres [4] et [5]. Plus précisément, on
s’intéresse aux solutions x qui sont telles que |z(t) — zo(t)| — 0 et |&(¢) — zo(t)|
— 0 quand t — Fo00. De telles solutions sont appelées orbites homoclines a xq.

On linéarise le systeme (e,) autour de la solution zy pour isoler la partie
linéaire du probléme en posant y = x — xg. On obtient

(la) Aay = _V,/(ta 370)2/ - Kl(t7 y)
ou )
d d
o=+ 200
A e + aJdt
et

K(t.y) = V(t,zo +y) — (V'(t,20),y) — 3(V"(t,20(t))y, )-
Chercher les solutions z de (e,) homoclines & xg revient & la recherche des y
solutions de (I,) homoclines & 0.
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Dans la suite on s’intéressera au probleme

{ Aa(t) = Az(t) + R'(t, (1)),

) x(£o00) =0,

et notre travail reposera essentiellement sur celui de [9] ou l'existence de deux
orbites du systeme

x(+o0) = 0,

a été prouvée sous des hypotheses de convexité et de sur-quadraticité sur K.

{ i(t) = JEx(t) + JK'(t, 2(t)),

Les systemes du type (P) sont un cas particulier de systémes hamiltoniens, i.e.
s’écrivent sous la forme 2(t) = JH'(t, 2(t)) avec z = (z,y), y = aJr + & et

Ht,2(t),y(t)) = 3v°(t) + S a*(t) + (aJy(t), 2(t) — R(t, o(t)) — 3(Az(t), 2(1)),

(voir [2]). Il apparait que la partie de H correspondant & K n’est pas sur-
quadratique et on ne peut donc satisfaire les hypotheéses de [9] pour affirmer
Iexistence de deux orbites de (P). Comme on veut ramener I'étude de (P) a
celle faite dans [9], i.e. on veut exploiter les techniques récentes mises en oeuvre
dans [9], ceci nous amene & étudier la partie linéaire du probleme et a formuler
des hypotheses sur A et R. IL’étude de la partie linéaire consiste surtout a
démontrer son inversibilité pour pouvoir, plus tard au Chapitre 3, I'introduire
dans la fonctionnelle duale, chose qu’on obtient pour « suffisamment petit. Dans
la partie non linéaire, on transportera les hypotheéses de [9] sur K & R, ce qui
nous permet en particulier de vérifier les hypotheses géométriques du théoreme
du col pour la fonctionnelle duale. Par suite, on déduit du principe variationnel
d’Ekeland l'existence d’un point critique différent de 0 qui est un minimum
local. En introduisant une condition de compacité et un lemme de déformation,
on démontre par ’absurde 'existence d’un autre point critique. La formule de
réciprocité de Legendre et l'inversibilité de la partie linéaire nous conduisent
finalement au théoreme suivant qui est le résultat principal de ce travail

THEOREME 1.1. Pour « suffisamment petit le probléme (P) admet dans
W2P(R,R*N), p € ]1,2[, au moins deux solutions x; et x5 vérifiant xq(t+kT) #
x2(t) pour tout t € R et k € Z.

En ce qui concerne la partie non linéaire du probleme, on suppose:

(R-0) R dépend T-périodiquement du temps ¢,

(R-1) vVt € R, R(t,-) est de classe C! et est strictement convexe

et il existe ¢ > 2, k1, ko et k3 > 0, tels que
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(R-2) R(t,z) < 1(R’(t, x),x), VteERetVee R,
q

(R-3) ki|z|? < R(t,z) < ko|z|?,

(R-4) ksl "™ < R/ (8, 2)] < kal 7"

(R-2) est I'hypothese de sur-quadraticité introduite pour la premiére fois par
Ambrosetti et Rabinowitz dans [1]. Elle est, dans le cas convexe, équivalente &

V(t,x), VA>1, R(t,Az) > N R(t,x)

et implique en particulier que R(t,)/|z|> — 0 quand |z| — 0. On l'utilisera &
partir du Lemme 4.3 du Chapitre 4.

On cherchera les solutions dans W2P(R,R*V) ot p = ¢* € ]1,2][ est défini
par 1/p+1/q = 1, q étant la constante de sur-quadraticité de R. Si x est une
solution dans W2P(R, R?Y) du systeme A,z = Az + R/(t,z) alors * — 0 quand
t — 4o00. Reste donc le probleme d’existence de ces solutions.

2. Etude de la partie linéaire du probleme

On commence par étudier la partie linéaire du probleme (P). On suppose
(A-1) A est une matrice 2N x 2N symétrique
(A-2) Spec(A), réel d’apres (A-1), est borné inférieurement par une constante

m > 0.
Posons y = & + aJx; alors le systeme
(1) Asz = Ax
devient

@) d (z\ _ —aJ Iy T _ 7 o’y —A o T
dt \y) \A-a’Ly —-aJ y) —aJ Ly y
ol 0 I
j< N QN).
Iy Oon
On posera

—aJ IQN — OZ212N —A aJ
M = t M = .
(A — a2l —aJ) ¢ ( —aJ Irn )

La matrice M est symétrique et (2) est alors un systéme hamiltonien linéaire.

LEMME 2.1. Sous les hypothéses (A-1) et (A-2), le flot induit par le systéme
(2) est, pour a suffisamment petit, hyperbolique, i.e. Spec(M) NiR = .

DEMONSTRATION. Si X est valeur propre de M alors il existe v = (Zl ) #£0,
2
Mv = dv, i.e.
{ —aJv; + vg = vy,

Avy — a1 — aJvg = Avg,
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donc
(a) Avy = Nvy + 20 advy.

CAS 1: a = 0. Alors on a Av; = A\2v; avec vy # 0 car sinon v serait nul. Donc
A2 est une valeur propre de A. Par suite, on a d’aprés (A-1), Re(A)Im(\) = 0.
Et (A-2) entraine que Im(A) = 0 et Re(A) # 0. D’ou Spec(M) C R*, ie.
Spec(M) NiR = .

CaAs 2: a # 0. De la relation (a), on déduit que pour « tendant vers 0, le
carré de chacune des valeurs propres A2 de M tend vers une valeur propre u de
A qui est dans R d’apres (A-2), c’est-a-dire

Re(A\)2 —Im(\)? — > m >0,
Re(A)Im(A) — 0,

ce qui signifie que Im(A\) — 0 et Re()\)2 — > 0. Donc pour «a suffisamment
petit on peut conclure que Spec(M) NiR = (.
Avoir une estimation sur la petitesse de « me parait difficile. O

REMARQUE 2.2. A étant une matrice symétrique, alors M Dest aussi et si 1
est valeur propre de M = JM, —u, @ et — i le sont aussi. Par suite, si A est

Mt Notons

valeur propre de eM? alors A™1, X et X_l sont valeurs propres de e
que lorsque a = 0, Spec(M) C R* et il n’y a donc pas lieu de parler de i, —7i, A
et AL

L’hyperbolicité du flot induit par (2), i.e. le fait que les valeurs propres de e**
soient & lextérieur du cercle unité, entraine que R*N = E, @ E,, décomposition
unique en sous-espaces non nécéssairement propres mais qui sont invariants sous

laction de M.

o B, = {x € R*¥ : ket < |eMliz| < Ke %}, sous-espace stable associé
aux valeurs propres de module < 1, i.e. le flot induit sur Eg est une
contraction.

o B, = {z € RN : ke < |eMtx| < Keb}, sous-espace instable associé
aux valeurs propres réelles de module > 1, i.e. le flot induit sur E, est
une dilatation.

k, K et b sont des constantes dans R’} indépendantes de ¢. De plus, vu la
disposition particuliere des valeurs propres de eM?, Ey et E, ont méme dimen-
sion 2N.

Les propriétés de la partie linéaire du probléeme (P) sont données dans la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.3. Sous les hypothéses (A-1) et (A-2), lopérateur

D:W*P(R,R*M) N L"(R,R?Y) — LP(R,R?Y)
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défini pour r > p par Dx = Az — Az est bijectif pour « suffisamment petit. De
plus, son inverse L est bicontinu et auto-adjoint de LP (R, R?N) dans L" (R, R*V).

Dans la suite on écrira W2P W1P et L™ au lieu de W2P(R), WLP(R) et
L"(R). On notera aussi || - ||, la norme dans L" et || - |2, la norme dans W?2?.

DEMONSTRATION. On considére I’équation
(3) u= Dz = A,z — Az,

ce qui signifie que

@ i) () ()

avec y = & + aJz, ou encore

o e [ ()

D’apres la remarque précédente, le vecteur € de R*V s’écrit &€ = P& + P,£ ou P,
et P, sont les projections sur les sous-espaces F5 et E,,. De la méme maniere,

(u?>> - (Ps;)(s)) * (Pu3<s>>

(i) — MU PE 1 Pg)

! M(t—s) 0 ! M(t—s) 0
- d - ds.
+/06 (Psu<s>> +/ (Puu<s>) ’

On choisit maintenant & tel que

0 iy 0 _ [e'S) o 0
Psfz/_ooe M (Pw(s))ds et Puf——/O e M (Puu(s)>d8'

P& est bien défini. En effet,
> 0
< —Ms d
<) | (Puu@))‘ ’

I Y Y 0
P“f" | t(au@))ds

[e%e] [e’e] l/q
<k [Tt < [Toemas)
0 0

1 1/q
=5 (5) lully <o

De la méme maniere, on montre que P& est bien défini (voir une démonstration

et (5) devient

similaire dans [9]).
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Avec ce choix de &, la solution de (4) devient

(:c) eMt/O 6M5< 0 dseMt/ooeMs< 0 ) ds
y —eo Psu(s) 0 Pyu(s)
t 0

i.e.

(1) /; M () L () 4
b () frayh)

L (g ) @

) = x—(t) = { 1 sit>0,

ou

0 sit<O.
Ainsi (zj) = 21(t) — 22(t) avec

a0 = [ M-y (PSS(S)) ds,

On montre que les z;, i = 1,2, sont bien dans WP N L", r > p. En effet,
0
2o(t)| = eME=8)y = (t — g +< >d5
0 = | [ M=+ (o
0
< e]V[(t—s) “(t—s ( )
< [ i=9 (o

< / Kett=9)y=(t — s)|u(s)| ds = K (g * [u(-)])(t)
R

ds

ot g(z) = e**x~(z), x € R. D’ou

Iz2ll7 < K”/R(g* [u(-)N)" () dt = K"lg * [u(- )] ][5

D’autre part,

1

/ lg(x)|" dx = / e\ (x)dr = — < oo pour tout r > 1,
R R rb

i.e. g € L pour tout r > 1. L’inégalité de Young sur la convolution, || f1 * fallo <

I f1llgll f2]l4 pour tous «, 3,y > 1 vérifiant 1/ = 1/8 + 1/ — 1, nous donne



102 M. BENABAS

dans notre cas pour u € LP, ||g* |u(-)||l» < |lglls||u]l, pour tous r,s > 1 tels que
1/r=1/s4+1/p—1, ie. r > p. Par suite,

e e (AN
Jealy < 7ol Jull = K7 () Julp < o0 pour tous s =1, 7 2 .
On refait le méme raisonnement pour z; et on montre que

1 1/n
21l < K(sb) llul|, < co pour tous s > 1, r > p.

y
on a d’apres (4), % (2) = M(;) + (2) € LP car (2) et (2) le sont. D’ou
(Z) € WP N L™ pour tout r > p.

Ainsi Popérateur Dy : WP N L" — {0y} x LP défini par

2 ()= () ()

est surjectif. D’autre part, (z) =21 — 29 €t

)

Ainsi 21,29 € L" pour tout » > p et il en est de méme de (1) D’autre part,

= [lz1 = z2[lr <[lz1llr + l[22]l

r

1 1/s 1 1/s 1 1/s 2
< K| — K| — =2K | — D
< (b) lully + (b) ul, (b) (y)

D’ou Dy qui est linéaire est injectif, donc bijectif, et son inverse est un noyau de

P

convolution L défini par

()= [ennce-an-xu-or) () as=(e:(1) o

ol
L(t) =M (TP — x~ () P).

On revient & Iopérateur D. On a (z) € WP doncy = & +aJxr € WhHP

et z € W2P. De plus, z € W2P N L" pour tout r > p. D’autre part, on a

I'unicité de la solution de I'équation (3) dans WP N L™ car sinon on contredirait

l'unicité de la solution de (4). D est donc bijectif et soit L son inverse. L est
une application de LP dans W2P N L™, r > p et on a pour z = Lu solution de

(3) et y =i+ aJz,
1 1/s
<2k() " bl

T
[Lallr = ]l < H ( )
y

T
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L étant linéaire est donc continu de LP dans L”, r > p. De plus, D = L™ est
continu. De la méme maniére, on montre que L1 et Dy sont continus. Enfin, D
est auto-adjoint de L™ N W?2P dans LP. En effet,

(Dz,y) = (& + 2adi — Ax,y) = (&,y) + 2a(J 2, y) — (Az,y),
<f,y>:4<f,y>dt:<¢,y>|i°oof(a:,y'>|i°oo+/R<x,y>dt:ofo+<x,y>.

De la méme maniere, on a 2a({Ji,y) = 2oz, Jy) car J est antisymétrique, et
(Az,y) = (x, Ay) car A est symétrique. D’ou (Dz,y) = (z,Dy), i.e. D est
auto-adjoint et il en est donc de méme de son inverse L. O

REMARQUE 2.4 Expression explicite de la solution x de (3). On sait déja

() = [ (uy)

est solution de (4). Donc pour avoir z il nous faudrait avoir le premier bloc ligne

que

de eM!, Dans le cas a = 0, M = (2 é) et la solution x s’obtient facilement. En
effet, A étant définie positive d’aprés (A-1)—(A-2), il existe une matrice B qui
n’est pas nécessairement réelle mais qui est hermitienne telle que B2 = A. Pour
obtenir la matrice B on peut procéder comme suit: dans une base orthonormée
convenable, A est diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe une matrice orthogonale

(unitaire) V telle que

a1 0
VAV ! =
0 asN
Soient by, ...,ban € C tels que b? = a;, i = 1,...,2N. Si parmi les nombres
ai,...,asn, il y a k nombres non nuls, on peut choisir ces b; de 2¥ manieres

différentes. Fixons une fois pour toutes un tel choix et considérons la matrice

b1 0

0 bon
Définissons B = V‘lgV; alors
B> = (V'BV)(V™'BV) =V 'B’V = VL (VAV )V = A.

Comme V est une matrice orthogonale (unitaire), la matrice B est symétrique
(hermitienne). D’ott B = VAV ~! et pour B =V 1BV, B? = A. La matrice M

54 e _ 0 I
s’écrit alors M = (32 0

Mzn:(BQ” 0> ot M2"+1:( 0 BQ”).

) et on a par récurrence

0 BQn BQn+2 0
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Par suite,
M M2nt2n M2n+1t2n+1
T
n! (2n)! (2n +1)!
n>0 n>0 n>0
B2n 2n B2nt2n+1
B <Zn>0 o 0 ) n ( 0 2 on>0 @ )
- BZ'n, 2n B2n+2 2n+1
0 EnZO (2nt)! ano (2n4:1)! 0
_(ChBt 0 0 B~'Sh Bt
~\ 0 ChBt BSh Bt 0
_( ChBt B 'ShBt
- \BShBt ChBt
Quand A et donc B est diagonale, on obtient une formule explicite
Ch art 0 S 0
Mt _ 0 Ch/aznt 0 . Shiva‘;z]évt
Va1 Sh/art 0 Ch art 0
0 ' Vazn Sh /aznt 0 . Ch aznt
Cosinus hyperbolique étant une fonction paire et sinus hyperbolique une fonction

M

impaire, les éléments de la matrice eM? ci-dessus ne dépendent pas du choix des

a;, 1=1,...,2N. Ainsi,

ve [ ChBt B 'ShBt
BShBt  ChBt

et de (5) on déduit que

z(t) = Ch Bt x(0) + B! Sh Bt i(0) + /t B~ Sh[B(t — s)] u(s) ds.
0

D’autre part, de l’expression (6) obtenue pour un choix de z(0) et #(0) fait
précédemment on déduit que

z(t) = /]RB*1 ShB(t—s)(xT(t —8)Ps—x (t —s)Py)u(s)ds = Bil(z wu)(t)
ot L(t) =Sh Bt (xT(#)Ps — x~ (t)Py).

3. Formulation variationnelle

On considere la transformée de Fenchel (Legendre) G de R définie par
G(t,y) = max {xy — R(t,x)}, ye R,
z€R2N

Des hypotheses faites sur R, il s’ensuit que
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(G-1) G dépend T-périodiquement du temps puisque R l'est, de classe C! par
rapport a la deuxieme composante puisque R est strictement convexe, et
est strictement convexe par rapport a y puisque R est Cl.

1 1
(G-2) —lylP < G(t,y) < —lyl*.
ko kq
(G-3) Lyt <ty < Sp.
ka ks
(G-4) 0 < (y,G'(t,y)) <pG(t,y) < ply, G (ty)).

La derniére inégalité dans (G-4) est due au fait que y = 0 est minimum local de
G. Pour la démonstration des propriétés de G, voir [11].

La convexité de R nous amene a introduire la fonctionnelle d’action duale
qui n’est autre que celle utilisée pour trouver les orbites périodiques adaptée au
cas homocline.

La fonctionnelle est
Ply) = /R{ - 3(Ly,y) + G(t,y)} dt, ye LP(R,R*N).

PROPOSITION 3.1. ¢ est bien définie de LP(R,R?N) dans R et est de classe
C*Y. De plus, y est point critique de ¢ dans LP(R,R*) si et seulement si x = Ly
est une solution classique de (P) dans WP(R,R*N) N L"(R,R?N), r > p.

DEMONSTRATION. y € LP(R,R?V) alors Ly € LY(R,R?Y) et donc le terme
quadratique fRf%(Ly,y) dt est bien défini et est C*°. D’autre part, d’aprés
(G_2)7

1
Vy € LP(R,R*Y), / |G(t,y)|dt < */ ly()|” dt,
R k1 Jr

ce qui implique que le terme convexe de ¢ est bien défini. (G-3) et le fait que G
soit de classe C! entrainent d’apres un théoreme de Krasnosel’skif (voir [11]) que
le terme convexe de ¢ est de classe C'. La fonctionnelle ¢ est donc bien définie
et est de classe C'1.

Soit y un point critique de ¢ dans LP; alors puisque L est auto-adjoint on a
—Ly+G'(t,y) =0, p.p. t € R. Six = Ly alors © = G'(t,y) et d’apres la formule
de réciprocité de Legendre (voir [11]) on a y = R'(t,z). D’ou

{ y =Rt z()),

ie. Agz = Az + R'(t,z(")).
y= Dz = A,z — Ax,

De plus, x = Ly € W2P(R,R?N) N L"(R,R2Y), r > p, par définition de L et on
a x(+oo) = 0. La réciproque se démontre de la méme maniére en utilisant la
formule de réciprocité de Legendre. O

Notons que notre fonctionnelle ¢ est définie pour « suffisamment petit, i.e.
pour tout «, |a| < ag, ag € RY.
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REMARQUE 3.2. y = 0 est minimum local de ¢. En effet,

1 , 1
o) 2 =5 l1Llpallvlly + £-lylp > 0

pour |ly||, assez petit car p € ]1,2[. Comme ¢(0) = 0, on déduit que O est
minimum local de ¢, donc point critique de ¢; il lui correspond une solution
triviale z = L0 = 0 d’apres la proposition précédente. Donc x = 0 est solution
du probléme (P) et on cherche alors les orbites homoclines & cet équilibre.

4. Premieéres propriétés de compacité

DEFINITION 4.1. Soit FE un espace de Banach et f : E — RU {400} une
fonction de classe C''. On dit que f vérifie la condition de compacité de Palais—
Smale (en abrégé (PS)) si de toute suite (z,,) avec (f(x,)) bornée et f'(x,) — 0
dans E*, on peut extraire une sous-suite convergente.

Dauns le cas des solutions T-périodiques, opérateur L est compact de L?(0,T')
dans L?(0,T;R?Y) grace & une injection compacte du type Rellich-Kondrashov
due au fait que [0,T] est borné. D’autre part, on montre que toute suite (y,)
telle que (¢(yn)) est bornée et ¢'(y,) — 0, est bornée, donc admet une sous-
suite faiblement convergente dans lespace réflexif LP. On suppose y, — 7;
alors Ly, — Ly puisque L est compact et on montre que y, — 7. D’ou ¢
vérifie la condition de compacité de Palais—Smale. Si de plus les hypotheses
géométriques du théoreme du col sont vérifiées alors d’apres ce méme théoreme, ¢
admet un point critique, donc (P) admet une solution d’apres la Proposition 3.1.
Malheureusement, 'opérateur L n’est pas compact, mais on montre qu’il possede
la propriété de compacité suivante:

LEMME 4.2. Soit (y,) une suite de LP(R,R?*N) telle que

(@) [lynll, = A
(i) Ve >0, 3R >0, Vn, A—e < [T jyn(t)Pdt < .

Alors il existe une sous-suite (yn,) telle que Ly,, — y dans LI(R, R2N).

DEMONSTRATION. On prend (y,) C LP(R,R?Y) vérifiant les conditions (i)
et (ii) du lemme. Montrons d’abord qu’on peut extraire une sous-suite (y,)

L1< 0 >—>L1(O>:Z€Lq
Yn, Y

. . 0 .
Pour cela il suffit de montrer que la suite L, (yn) est relativement compacte

telle que

dans L9, i.e. vérifie le critére de compacité dans L? qui est I’analogue du théoreme
d’Ascoli dans C'(K), K espace métrique compact (voir [7]).
Pour h € R, on pose T,u(t) = u(t + h) et on montrera donc que Ly ( 0 ) est

Yn
bornée et que
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(1) Ve>0, Yw €R (i.e. @ est compact dans R),

0 0
30 > 0, Vn, |h‘<6:> ThLl( )—L1< ) <e
Yn Yn Lq(w)
et
0
(2) Ve >0, Jw ER, Vn, HLl ( ) < e.
Yn L9 (R\w)
Ly (yo ) est bornée car (y,) 'est et car Ly est continu.
Prouvons (1):
0 0 0
(2 (2)-ee0-(2)
Yn Yn Yn
avec
L(t) =M ()P — x™ (D) Pu),
Ly(t) = eMixT ()P, et Ly(t) = eMix™(t)P,
Donc

(1)1 () (e (2)) () -one-e(2)

Comme w € R, on a

0 0
win () -0,
Yn Yn

Li(w)

< ThL1<O)—L1<O>
Yn Yn Li(R)
0 0
= ||(ThLs — Ls) * < ) + [|(ThLy — Ly) * ( )
un ) |, ) |,

SANTRLs = Lo)llgz2 + [[(nLlu = Lu)llg/2)

d’apres I'inégalité de Young sur la convolution utilisée dans la démonstration de
la Proposition 2.1.
L et L, sont dans L9/%(R). En effet,

/\.cs(t)w/?dt:/ |eMtPs|‘I/2dt§/ (Ke " Py))2/ dt < .
R 0 0
De la méme maniere, on a
0
/|ﬁu(t)|q/2dtg/ (K| Pa))2/ dt < oo,
R —0o0

Par suite, [|[7,Ls — Ls|lq/2 — 0 et ||ThLy — Lullg/2 — 0 quand o — 0 et on a (1).
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Montrons (2). Pour f et y > 0 on a (voir [9])

o {[(] f(x—t)y(t)dt)qu}l/q
<] [ 1o ( [ oo dw)p/q dt}”p.

On prend 2 = R\ w, w @ R. Alors

o (2=l () ()
Yn La(Q) Yn L1(Q) Yn

et de la méme maniére que dans [9], on montre qu’on peut majorer ’expression
ci-dessus par €. En effet,

(1) fomncieon( )

1/q
v
Li(Q) yns
0 1/q
)
Yn(s)
< K" X ( —S)Hl/2

X [Yyn(s)[P qeqb(t 2= (t — 5)d
R
=K |9 (5)[P B(t=9)/23 = (¢ _ 1/p
R Q

On pose g(s) = [, e??=*)/2x = (t—s) dt avec  du type ]—o0, — 4]

L1(Q)

et

|

L'u*(o)
Yn

1/p

U [A4, oo[; alors
%(1 — ) ab(s=A)/2 | omab(s+A)/2 gi g > A
2

si s €]—o00, 4],
et on a dans tous les cas g(s) < 2/(gb). D’autre part, pour R € 0, A[ et
€]-R,R[on a

g(s) = / eqb(t*s)/zxf(t —s)dt = / eat(t=5)/2 gy
Q Qn ]

-4 2 2
_ / 6qb(t—s)/2 dt = 7e—qb(s+A)/2 < 7e—qb(A—R)/2'
oo qb b
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On revient & L, * ( 0 ):

Yn
yn

T o<k ( / ()P ds + [ mts)rgtsyieas

LaQ) o0 R

+f Z ()P s )

sz«l(;b>p/q( / : s ds+ [ a1 as)

R
e / [y ()P (s)P/9 ds
R

2 r/q
<K, () / [yn(5) P ds
qb ]— 00, — RJU[R,00]

9 p/a R
+< b) ewb(A*R)/?/ [y (5)|P ds.
q -R

Notons la derniére inégalité par (4). D’apres les hypothéses du lemme on peut
trouver R > 0 tel que

[ s o (5)
Crme = K(2/qbp/a 2 \2)

donc le premier terme de (4) est inférieur & (¢/2)?/2. D’apreés ces mémes hy-
potheses et pour A bien choisi, le deuxiéme terme de (4) est inférieur a (¢/2)? /2.

Dol on a ||£, * (y(i) HLq(Q)
| L5 = (yon) HLq(Q) < ¢/2. Par suite,

- (5)

Ainsi, la suite Ly (yo ) vérifie le critere de compacité dans L9; elle est donc

< ¢/2 et de la méme maniére on montre que

<e.

La(Q)

relativement compacte dans L7 et

0
H(zl)eLq, L1< )_}(21) dans L9.
22 Yn 22

Si on pose Ly, = z, alors

L1<0)<, n > et L1<O>H<Z1) dans LY.
Yn Zn +adz, Yn z2

Ceci implique que z, — z; dans L9 | i.e. Ly, — z; dans L. D’ou le lemme. [J

Dans la suite, on appellera suite de Palais—Smale dans LP (en abrégé suite
de (PS)) toute suite (yy,) telle que ¢(y,) — c et ¢'(y,) — 0. Le lemme précédent
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nous a fourni la propriété de compacité de la partie linéaire du probleme. On ar-
rive aux propriétés de compacité de ¢ et on établit d’abord le résultat préliminaire
suivant sur les suites de Palais—Smale.

LEMME 4.3. Toute suite (y,) de LP telle que ¢(yn) — ¢ et ¢'(yn) — 0 (i.e.
suite de Palais—Smale) est bornée dans LP. De plus, ¢ > 0 et inf{||ly|| : y # 0 et

¢'(y) =0} > 0.

DEMONSTRATION. Soit (y,) C LP avec ¢(y,) — ¢ et ¢'(y,) — 0 dans L.
Montrons que (y,,) est bornée. (¢(y,)) est bornée puisqu’elle converge. Donc

/ { Lyn,yn + G(t, yn }dt < K>, pour un certain K, € R.

D’autre part,

(& (4n) ) = — / (L) + (G (E ), )]

et en éliminant (Lyy, yn) dans (5), on obtient

o) = [ Gt dt =5 [ (Gt o) dt+ 50 (0). ) < Ko

D’autre part, (G-4) donne
1 1
¢(yn) > / G(t7 yn) dt — ip/ G(t7 yn) dt + §(¢/(yn)7 yn)
R R

- (1 - g) /RG(t,yn) dt + %(é’(yn),yn)-

En revenant a (6), on obtient

(1-8) [ G+ 5 )m) < Ke

D’autre part, (G-2) et l'inégalité de Holder donnent

1 p 1
= (1 - 2) / [y (P dt < Ko + 116" () lalynllp,
2 R

1 P _ 1
ol (2 (12 Il = 316/l ) < o

ce qui implique que (y,) est bornée.

i.e.

On sait que

1 1
o) = (1-5) [ Gt dt+ 56 0nam) = =516/l — 0
R
car ¢'(yn) — 0 et (y,) est bornée. D’oul

¢ = lim g(y,) > 0.
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¢'(y) = 0 avec y € L? implique que — [, (Ly,y)dt + [L(G'(t,y),y)dt = 0. De
plus, d’apres (G-4),

[ataas [@yya
R R
et d’apres (G-2),

1 1
i [ lmtordt =Ll < [ Loyt
ko Jw ko R

Comme l'opérateur L est continu, on a

1 _
7 Ionllp < IZllp.qllylly ou encore < llyll;™" avec 2 —p >0,

Lo
k2 || L|p.q
ce qui implique que inf{||y|| : y # 0 et ¢'(y) = 0} > 0 et on a bien le lemme. O

On a aussi

LEMME 4.4. Si(yn) est une suite de L? telle que ¢(y,,) — ¢ > 0 et ¢'(y,) — 0
dans L7 alors il existe 6 > 0 tel que pour tout n, ||ynll, > 0.

DEMONSTRATION. Sinon, on peut construire une sous-suite (y,, ) telle que

[Ynillp = 0 et par (G-2),

1
0< / Gt Yy ) dt < —[ny |12 — 0.
R ki

D’autre part, L étant un opérateur continu, alors
1 2
) R<Lynk7ynk)dt < ||L||p,q”ynk||p — 0,

ce qui implique —(1/2) [ (Lyn, Yn, ) dt — 0. Par suite,
1
¢(yn) -5 /(Lynmynk) dt + / G(ta ynk) dt —0
2 Jr R
en contradiction avec le fait que ¢(y,) — ¢ > 0. En d’autres termes, on a le

résultat puisque ¢ = lim,, ¢(y,) > 0.

Les Lemmes 4.1, 4.2 et 4.3 nous donnent le comportement compact des suites
de Palais—Smale.

PROPOSITION 4.5. Soit (y,) C L telle que ¢(yn) — ¢ > 0 et ¢'(yn) — 0
dans L9. Alors, on peut en extraire une sous-suite (yn, ) et il existe m points
critiques y*,...,y™ non nuls ainsi que m suites réelles (v}),. .., (vi") telles que

vt — ’Ui| — 00 quand k — oo et i # j de telle sorte que

[Yne — (W (- v+ Y™+ o)l — 0
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quand k — oo. De plus, ¢(yn,) — 27:1 d(y?) et les vi peuvent étre des multiples
deT.

La preuve de cette proposition est basée sur le critere de concentration-
compacité de P. L. Lions (voir [12]). Le lemme suivant, utilisé dans [9], en est
une version adaptée a notre situation.

LEMME 4.6 (critere de concentration-compacité). Soit (0,) C L'(R,R) telle
que 0, > 0 et ffooo on = 1. Alors il existe une sous-suite, notée toujours (o),
telle qu’on ait un des cas suivants:

(i) Fvanescence: sup,cp fvvj}g on — 0 quand n — oo, pour tout R > 0.

(ii) Concentration: Jv, € R, Ve >0, 3R > 0, Vn, fv"Jr}f on>1—

(iii) Dichotomie: Jv, € R, I\ €10, 1], 3RV, R €R tels que
(a) RV, R? — 0o, RV /RP - 0

v, + R
(b) f +}}:(1) on — A,
(c) Ve >0, IR >0, ¥n, [ fon >N ¢,
(

d) fU"+R(2> 0n — A quand n — oo.

Avant de démontrer la proposition, on montrera d’abord trois lemmes.

LEMME 4.7. La suite (0,) définie par 0,,(t) = |yn(t)[P/llynllh ot (yn) satisfait
les hypothéses de la Proposition 4.5 ne vérifie pas (1) du critére de concentration-
compacite.

DEMONSTRATION. Sinon, on a pour tout R > 0,

v+R v+R |yn(t)‘p
sup/ on — 0 ie. sup/ 5 dt — 0
veER Jv—R vER Jv—R ||ynHP

quand n — oo, ce qui implique que pour R =1,

v+1

de, — 0, VveR / lyn (8)|P dt < anyan.
v—1

On connait 'expression de L (yo ):

(-2 (2o (e (2o e (D)o
Alors
‘Ll (12) <t)’ : ’(ﬁ* (31) )(t)‘ " ’(cu* (y(l) >(t)"
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On a |L, * (yo) (t)| — 0 quand n — co. En effet,

o (2] - oo (2

< /R K= (t — )[yn(s)] ds

00 pttktl
= Keth/ e %y (s)| ds
¢

k=0 +k
1— efqb 1/q 1 1
- /
< K< qb > En p”yan1 — e b

en utilisant I'inégalité de Holder, et le dernier membre ci-dessus tend vers 0 car
en — 0 et (y,) est bornée. De la méme maniére on montre que pour tout t,
|| £s (yo ) (t)]| — 0. D’ou || L4 (yo ) HOC tend vers 0 quand n — oo.

Posons L1 (yo ) = (zln) e I" N WP, Alors

Z2.n
2(5n) = (o) =azn) ()
22.n Yn dt 22,n 22.n
ce qui implique que

: 2
Yn = 2an — Azip + 0 210 +J 2o p,

Zin = —ad 2z, + 220,
donc y,, = Aqz1.n — Az1n = D2y i.e. Ly, = 21,. Alnsi, on a
(7) [1Lynllco — 0.
La suite (y,,) étant dans LP alors (Ly,,) est dans L7 et

[ Lynll :/ILyn(t)lq*plLyn(t)l”dtS IILanI&?”/ |Lyn (8)[" dt
R R

< [ Lynll&7 I L

P,q yﬂ”ﬁ

Sachant que L est continu donc est bornée de L? dans L4, (y,,) est bornée car de
Palais—Smale, et || Lyy||c — 0 d’apres (7) et ¢—p > 0, on en déduit que Ly, — 0
dans L9. Comme ¢'(y,) — 0 par hypothese, on a G'(t,yn) = ¢'(yn) + Ly, — 0
dans L9. Par suite,

1yall2 < Kz / G(t, yn(t)) dt dapres (G-2)
R

<ks [ (0n0.G(a0) dt daprts (G-)

R
<k2lynllp |G (& yn())lg d’apres I'inégalité de Holder
—0 car G'(t,yn()) — 0 dans L? et (y,) est bornée.
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Comme p > 1, on en deduit que ||y, |, — 0, en contradiction avec le Lemme 4.4
et donc on ne peut avoir (i) du critére de concentration-compacité. O

LEMME 4.8. Notons toujours on = [yn(t)|P/|lynllh ot (yn) est la suite de la
Proposition 4.5; alors si (0,) vérifie (ii) du critére de concentration-compacité,
on a le résultat de la proposition avec m = 1.

DEMONSTRATION. Posons z,(t) = yn(t + v,) et z,(t) = 2,(t)/]|zn|lp. Alors
(5,) vérifie les hypotheses du Lemme 4.2 avec A = 1 puisque (p,) vérifie la
propriété de concentration du Lemme 4.6. Il existe alors une sous-suite notée
toujours (z,,) et il existe © € L2\ {0} tels que Lz, — x dans L?. D’apres le
Lemme 4.3, (y,) est bornée dans LP et sachant le Lemme 4.4 on déduit qu’il
existe z € L7\ {0} tel que Lz, — Z dans L?. On peut toujours supposer que
v, = 1, T avec l,, € N, car sinon, on prendrait [v,/T|T. En effet, si v, € TN
alors la suite (g,) vérifie la propriété de concentration avec [v,/T)T € TN et
R+ 1 au lieu de R. Par suite, pour v, € TN, puisque G est T-périodique, on a
B(3m) = B(2) €t & (za)(+) = & (g) (- +va). Ainsi,

(8) d(zn) —c et ¢ (z,) >0 dans LY,
i.e. (zp,) est une suite de Palais—Smale. Posons
wn () =G (-, 2a(0));
alors
wa(+) = & (20)(-) + Le(-) = 0+73(-) =3(-) dans L.
D’apres les hypotheses (R-0), (R-4) et un théoreme de Krasnosel’skii, I’applica-
tion z — R/(-,z(+)) est continue de L? dans LP. Par suite,

R~ wa(-)) = R(-,2(-)) = y'(-) dans LP.

Mais R'(t,w,(-)) n’est autre que z,(-) d’aprés la formule de réciprocité de
Legendre. D’olt finalement, on a 2,(-) — y*(-) dans LP. Comme ¢ est C! sur
LP, alors ¢ (z,) — ¢'(y') et d’apres (8), on conclut que ¢/(y!) = 0.

Ainsi, y!(t) = lim,— 0 yn (t+0vy,) est point critique de ¢ et ||y, (- )=y (- —v,)||
tend vers 0 quand n — oo. Comme ¢ est C1, ¢(y,) = ¢(2,) — ¢ = d(y')
quand n — oo. On vient donc de montrer que si (g,) vérifie la propriété de
concentration (ii) alors la suite de Palais—Smale (y,) vérifie une propriété de
compacité, i.e. admet une sous-suite convergeant vers un point critique de ¢. [J

LEMME 4.9. Si la suite (9,) du lemme précédent vérifie (iii) du critére de
concentration-compacité alors on a le résultat de la Proposition 4.5 avec m fini.

DEMONSTRATION. Supposons que (g, ) vérifie la propriété de la dichotomie
et posons

zn(t) = yn(t + 'Un)
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ou d’apres la démonstration du Lemme 4.8 on peut supposer que v, € TN.
Posons aussi

20 = 2a(t)X g g, (0);
22 = 21 = Xpae) (1) = 20 (OX gy ®),
2 = zn(t) — 28D — 2 = wnOX () nB(rE)

On a donc z,(t) = zr(Ll)(t) + z,(f)(t) + z,(f)(t). Si y,(zl) = 27(11)/||27(L1)Hp alors (y,&l))
satisfait les hypotheses du Lemme 4.2; on en déduit que 27(11) — y! dans LP. En

effet, le Lemme 4.2 entraine qu’on peut en extraire une sous-suite notée toujours

y' telle que Ly$Y — y dans L. D’autre part, on montre ||z7(11)||p < ||zn]|p et

||z,(11) 12> (A=¢)[lzn b & partir d’'un certain rang. De la et comme au Lemme 4.8

on en déduit que
Lz) -z dans LY et z(Y — ¢! dans LP.
On montre que
(9) $(zn) = $(2)) + d(=2)) + s(n)
ot s(n) — 0 quand n — oco. En effet, des propriétés de L on déduit que
(9-1) ¢(zn) = d(=2) + d(z) + 9(=1)

- / (=, L)) dt — / (2D, LD + 22)) dr.
R R

D’apres la définition des zy(f), 1=1,2,3,

/ 2O ()P dt = / en (P dt / 2D ()P dt — / D )P di
R R R R

tend vers 0 quand n — oo. Ceci implique que

(9-2) p(z) =0 et /(sz’), Lz + 22)) dt — 0.
R

En effet,

6(=)] =

1
IR RO
R
1 p
< ||L||p-,q||zr(L3)H§ + kTHZy(zS)”p —0

et

/R@S'%L@S) + zf)))dt\ < Llpa (=01 + 122pl1282]1,) — 0.
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Reste a étudier le terme fR(z:T(Ll)7 Lzy(f)) dt. Pour cela considérons

L) (3)) =L () ()
(e () ()

et considérons le deuxiéme terme du second membre:

A(EH*(Z%)>(t),<Z£61)>)dt S/R Eu*<2§>>(t)‘-z;1>(t)|dt

et
0 L 0
Eu*<(m>(®‘=‘/eM“ Rﬁ@—SH%( m)($d8
Zn R Zn
0
§/ eME=3) = (¢ — s)Pu( (2)) (s)| ds.
R Zn
On a
0 0 sis <t,
]W(tfs) —(t — Pu <
e X (t—s) <27(L2)> (8)‘ < { Kbt ()] sis>t,
< Ke 1ol (s)).
Par suite,

0
cor (o ) 0] < [ KRep )0

_R%Q) 0
:/ e blt=sl|2, (5)] ds —l—/ e tlt=sl 2, ()] ds.

—o0 R

On considere la premiere intégrale du second membre ci-dessus:

—-Rr® —-R(® 1/q —R(® 1/p
/ el 2, (s) ] ds < e_bt</ ebas ds) (/ |2 (8)[P ds)

_bR®
o~ bR

(bg)!/a

De la méme maniere, pour la seconde intégrale on a

eibt|27(12) lp-

—bR®
e bR

/R(Z) e*b|t75||zn(s)| ds < (bq)l/’q 6bt||Z£L2)||p~

D’ou

0 e VR @) bt bt
cor () 0] < Gl + )

/ Lo v ) ® ) ] < w0 122 / (¥ + =) |20 (1) dt
u ) < Zy € e Zy .
R 22 0 (bg)*/a " Jr
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D’autre part, on a

RV RM 1/q R 1/p
/ |z, (1) dt < ( / ebat dt) ( / |20 (1) [P dt)
_Rsll) _R(nl) _Rill)

bqR(D —bgR(V
= G @ ez

De la méme maniere, on a

R
n 1
[ e M ®lde < (e — et a0y,

Par suite,

[ (= (o)
= )7

qui tend vers 0. De la méme maniere, on montre que

(1)
0 Zn
/R<£S*(Z%2)>(t),< . ))dt—>0.
(1)
0 2n
/R<L1<Z7(12))(t)7( g )(t)) dt — 0.
Cela implique que

(9-3) /R (L@ (1), 20 (8)) dt — 0.

=Dz @ |, (eb? B =R _ g=ba(BLD+RP))1 /g,

En effet, L, (Zgz)) (t) = (an(t)) € L" N WHP implique que

bn(t)
()= () =5 () a5
donc Apan — Aan = 22, ice. a, = Lz{?. Par suite,
(s ()0 (3 ) o) = () (0 ) )
= (an(t), 200 (1)) = (Lz2(2), 21 (1)).

Les relations (9-1)—(9-3) nous donnent bien (9).
On montre que

(10) ¢'(zM) -0 dans L.
En effet, on peut écrire pour tout n,
LP(R,R2N) = LP(B(RD), R*N) @ L(B(RP)*, R2N)
© LP(R\ [B(RY) U B(R())),R*Y),
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i.e. pour tout y € LP, y s’écrit de maniére unique comme y® + ¢y + 43 avec

y» = { y sur B(RY),

0 ailleurs,
(2)ye
@ = y sur B(Ry)S,
0 ailleurs,
@ { y sur R\ [B(RL) U B(RY)),
Yy = .
0 ailleurs,
et
(10-1) (@' (=), y) = (@), y) + (@ (=), y®) + (¢/(=50), 9.
Ona (¢(zn),yD) = = fu(Lza(t), y0 (1)) dt + [ (G (¢, zn(t)), yD (1)) dt dont le

deuxieme terme est tel que

102 [ (@ )0 = [ (G A 0) D @)

R

En ce qui concerne le premier terme, on a

(10-3) —/(LG,y(l))dt: —/(Lz,(f),y(l))dt—/(szf),y(l))dt
R R R

e

avec

(104 [P0y —o
R

calcul déja fait avec 2 au lieu de yM (voir (9-3)), et

(10-5) / (L3 (1), gD (1)) dt — 0.
R

En effet, [,(Lzn” (), yM(#) dt < [|Lllp,qll28 lplyVll, — 0. De (10-3)-(10-5)
on déduit que
- @0y @) it = [ @00 0) e+ s(0)
avec s(n) — 0 quand n — oo. Comme on a aussi (10-2), on déduit que
(& (), y V) = (&(=7), 5 D) + 5(n). Diautre part, ¢/(s4) — 0 (car v, est
un multiple de T") alors le premier terme dans (10-1) tend vers 0 quand n — oco.
On considére maintenant le second terme dans (10-1):

(6/(20), y®@) = / (G/(t, 20 (1)), y® (1)) dt — / (L2, 9@ (1)) dt

R R

- [ )
R
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On montrera que

Considérons pour cela

L (o) (g )m)a= [ (e () o (% ) o)
(< (0

et considérons le premier terme ci-dessus:

<
[len(3)0 ()0l

,R%’A’) 0
< cor (L ) O] o
> 0
+ o Lsx |y ) @) ly(t)]dt
On a
0
L * (z(l)) (t)' = eM(tfs)XJr(t —s)Ps < (1) (s)ds
n R n
0
< / eM(tfs)X+(t —5)Ps (2(1)> (s)|ds
R n

Par suite,

o[ (e (b)(0))

(1)

/ ([ e o
r®
R

+ / < / Keb(t5)|zn(s)|d5>|y(t)|dt.
RP \J-R

En ce qui concerne le premier terme ci-dessus, on a

~R® R
- K( [ et >|ds)|y<t> dt
oo —RM

et d’apres I'inégalité de Holder,

RO —boR™M ™
n —ba|2 (5)] ds < (e baR,’ _ obaR, )1/q||z(1)H -
R ! N (ba)t/e m




120 M. BENABAS

D’olt

_Rr®
—bgR(M bgR®\1/q (1) B! bt
(e77%n — 2%t ) 12| e’ ly(t)] dt.

— 00

I <

(bg)t/a

En utilisant de nouveau 'inégalité de Holder on obtient aussi

—RY 1 ©)
n _pp2
/m by (t)| dt < T bR |||

D’ou

0<1I < (bl;/qIz,(ll)||p||y(2)||p(e‘bq<R53)+R53)) — bR -RIN1/a .
q

De la méme maniére on montre que le second terme dans (10-6) tend vers 0
quand n — oco. D’ou

/R (Es ' (z&) ®), (y;2)> (t)) dt — 0.

Un raisonnement analogue donne

/R <£u * (27(?1)> (t), <y;2)> (t)) dt — 0 quand n — oo.
/R (Ll (2,81)) (0), <y§)> (t)) dt — 0,

ce qui implique que fR(Lzy(ll)(t), y)(t))dt — 0 et le second terme de (10-1) tend

D’ou

donc vers 0.

Examinons le troisieme terme dans (10-1)

@D = — [P0 d+ (@00, o)
R R
- / (L= (1), y™(2)) dt.
R

On montrera que f]R(Lzr(Ll)(t)7 y®3)(t)) dt — 0 ou encore que

e (130 (e
Ly <Z§1)> (t) = Ls * (zgn) (t) = Lu* <Z§1)> (t)

On sait que
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Lo (o () o)

0
<
< e B (Zg)) (t)] () dt

R
< —b|t—s| —J
/R;”gnszzf) (/_Rsﬁ e 0 ds) ielde=

et que

En utilisant (c) puis (b) de la dichotomie on a

1
llznll? Pds <2
[ENT3 /R<|t<Rw |2 (8)|P ds < 2e,

ce qui nous amene a considérer J = J; + Jo avec
n= (/ K=z, (0)] s ) )]
RIV<t|<rY \ JR<|t|<RV "
Jo = / < Ke t=sl1z, (s)| ds) ly(t)| dt.
RO <|t<RP \J|t|<R

On s’intéresse a Jo:

(10-7)

/ Ke P1t=sl|2, (s) | ds < KeP e 1|z, (2R) Y < Ke I
[tI<R

car la suite (27(11)

) converge, donc est bornée dans LP. Par suite, d’apres l'inégalité
de Holder,

~R{Y RY
0<J; < / Kebt|y(t)] dt + Ke Yy(t)| dt
_Rg) REﬂl)

2Ry @ (et — ety

D’ou J; — 0 quand n — oc.

En ce qui concerne Ji, on a

—Rg,,l) —R RS)
T :K/ ebf|y(t)|dt{/ e_bs|zn(s)\ds+/ e_bs|zn(s)|ds}
_R® RO

n R

R -R R
+ [ e—bf|y<t>|dt{ [ tlas s [ eb5|zn<s>ds}7
RV —R{V R

En appliquant 'inégalité de Holder a chacune des intégrales, on obtient

2K 1/10
J < —— ) </ znspds) n
1 (bq)Q/qHy l» Rg|t|gR$3>| (s)l g(n)
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avec g(n) qui tend vers 1 quand n — oo, donc qui est borné par une constante
indépendante de n. En utilisant (10-7), on obtient

2K =
Ji < W||y(3)||p(25)1/”||zn||pg(n) < K(2e)'77

ol K est une constante puisque (z,) est bornée, étant une suite de Palais—-Smale.

Ainsi, J = Jy + Jo avec J; — 0 quand n — oo et Jy < I~{(25)1/p pour tout
e>0. DouJ — 0et fR (ﬁs * (2?1) )(t), (9%3) )) dt — 0. De la méme maniére on

montre que /R (ﬁu % <Z§1)> ), (y?) (t)> .
/]R (Ll <z§1)> (), <y§)> (t)) dt — 0.

Les trois termes dans (10-1) tendent vers 0 quel que soit y € LP, et on a bien (10).
¢ étant C! et lim,_ o0 2D = y! alors qb'(zSLl)) — ¢'(y') dans LY. Comme
¢/(Z£L1)) — 0 dans L7, on a ¢'(y') = 0 i.e. y* est point critique de ¢.
On consideére maintenant la suite 21 ,(t) = 2, (t) — z%l)(t). On a

||Zl,n||g >k > 0, (b(zl’n) — C— ¢(y1) et ¢/(Zl,n) — 0.

Avant de montrer ces trois propriétés, notons que d’apres les deux derniéres et
le Lemme 4.2 on a ¢ — ¢(y') > 0. Pour ce qui est de la premiére propriété, on a

laanl = 2n — 202 = / e (£)P d
|t|>RS"

1
= ||z, lI2( 1 — / zn(t pdt).
| an( (M [t|<R® e ()]

v

D’apres (b) de la dichotomie, a partir d’un certain rang on a

1 11—
1—71,/ |2, (O) P dt > ——.
|2 llp [t|<RV 2

On en déduit d’apres le Lemme 4.3 que [|z1,,[|5 > 67(1 — X)/2 =k > 0. D’ot le
résultat.
Enfin, pour la seconde et la troisiéme propriétés on a

$(z1,0) = $zn) — d(25)) + 0o(n) — ¢ = d(y")
et
¢ (210) = ¢'(z0) = ¢/(2) > 0 -0 =0,
On applique maintenant & la suite (z1,,) le méme raisonnement déja fait

—1/p

a la suite (y,). Comme |[z1,||, > &' > 0, on n’a pas évanescence et on

a concentration ou dichotomie. En réitérant ce procédé et en posant zj, =
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Zk—1,m — zl(cljl’n, k € N, avec 29, = 2, on obtient k points critiques yl. .y

E
de ¢ tels que

lim ¢(z,) = d(y') + ... + d(y").

n—oo

En effet, on montre que
Izalll =y 15+ 115+ + g™ [E + ...

Comme d’apres le Lemme 4.2, les y° sont bornés inférieurement par une constante
strictement positive et la suite (z,,) est borné alors k est fini. On a
k

k-1
6(zn) = $(znn) + D S(2() +5(n) = D o(y)).
=0 =1
En effet, 21, — 0 car sinon on aurait pu construire un autre point critique Than
contradiction avec le fait qu'on en a que k. Par suite, ¢(2x,,) — 0.
Les (v;)peN,i =1,...,m, sont tels que |U]iJ - vg;| — oo car les y* sont définis
dans des boules dont la différence des rayons tend vers co. D’autre part, les
y',i=1,...,m, sont non nuls d’apres le Lemme 4.2. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.5. Si (y,,) est une suite de Palais—
Smale de la Proposition 4.5 alors la suite (g,,) définie par 0, (t) = [yn(t)|"/|lyn b
vérifie le critere de concentration-compacité et on a (i), (ii) ou (iii) du Lemme 4.6.
D’apres le Lemme 4.7, la suite (g,,) a ou bien la propriété de concentration, auquel
cas on a d’apres le Lemme 4.8, la Proposition 4.5 avec m = 1, ou bien la suite
(0n) possede la propriété de la dichotomie, auquel cas on a d’apres le Lemme 4.9
la Proposition 4.5 avec m fini. O

5. Existence d’une solution

Pour établir I’existence d’un point critique de la fonctionnelle ¢ on montrera
que cette derniere vérifie les hypotheses géométriques du théoréeme du col formulé
par Ambrosetti et Rabinowitz en 1973 (voir [1]).

LEMME 5.1. (a) Il existe r > 0, 6 > 0 tels que ||ly|l, = r implique ¢(y) > 6.
De plus, ¢(0) =0 et ¢(y) > 0 pour ||y|l, < 7.
(b) Il existe yo € LP tel que ||yollp > 7 et ¢(yo) < 0.

DEMONSTRATION. (a) Comme

1 1 1
P(y) = —5(Ly; Y)gp +/ G(t,y(t) dt > — S||Llpqllylly + b
2 R 2 k2

et p < 2, le (a) du lemme est vrai pour ||y||, assez petit, i.e. il existe une boule
B(0,r) sur laquelle ¢ est positive, nulle & 'origine et telle que inf ¢(0B(0,7)) > 0.
(b) 1l existe y; € LP tel que (Lyy,y1) > 0. En effet, posons

d? d
z1 = Ly, ie. y =Dz =Agz1 — Az = (dt2 + 2aJ% — A)zl,
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et prenons Ch(kt)
0
sit e [—a,al,
z1(t) =
0
0 ailleurs.
Pour tout t € R, |21(¢)| < Ch(ka) et |21, < Ch(ka)(2a)*/", 7 > p. De plus,
k Sh(kt)
0
. . site[—a,al,
Z1 (t) = :
0
0 ailleurs,
et pour tout t € R, |41 ()| < kSh(ka) et |21, < (2a)*/Pk Sh(ka). Enfin,
k2 Ch(kt)
0
} ) sit € [—a,al,
z1 (t) = :
0
0 ailleurs,

et on a pour tout ¢ € R, [#1(¢)| < k? Ch(ka) et ||%1], < k? Ch(ka)(2a)'/P.
Ainsi, 2, E WP N L™, r > p, et y; = Dz; € LP. On a

(21,51) = /R (n(8), 51 (0) dt = k2 [ Ch2(kt) dt

—a

g2 /a Ch (2kt) + 1 g — k Sh (2ka) +ak?,
—a 2 2
0
0
Jz1(t) = | —kSh(kt) et (21,2aJ%1) =0.
0
0
Enfin,
(21, —Az1) > =2a||A|| - |21 (8)* > —2a||A|| Ch® (ka).
Par suite,

(Lyr,y1) = (21,21) + 2a(21, J21) — (21, Az1)
k

> —

2

Sh(2ka) + ak? — 2a||A|| Ch?(ka) = N (k).
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On montre qu’on peut choisir k et a de tel sorte que N(k) > 0. En effet,

k e2k’a _ e—2k’a (ek’a + e—ka)2
N(k) == k? —2allA
(k) =5 - S ok~ 2a 4
1 k 64ka -1 9 2k e4ka 4 1 + 262ka 1 ~
= %a (2~ 5 + ak“e*"* — 2a||A|| 1 > = 62kaN(k)
ou
~ k A k1
N(k‘) _ (4 _ a||2 ||>e4ka + (ak2 . aHAH)era N Z . §GHAH

ko1
= <4 - 2a||A|>e4ka + (ak? — k — 2al|A]|)e?*e

+ ((k + al A]|)e2ke — <Z + ;a|A>>.

On peut choisir k et a de telle sorte que les trois termes de la somme ci-dessus
solent strictement positifs. Pour le premier il suffit de prendre k > 2a|lAJ.
Considérons 'équation ak? —k—2a||A|| = 0 de discriminant A = 1+8a?||A|| > 0;
alors on peut choisir & > (1 + /1 + 8a2[|A]])/2 de telle sorte que le deuxiéme
terme soit positif. Le troisieme terme est toujours positif. D’ou pour

1 1+ 8a2||A
k>sup{ Ty ;aH ”,2a||A||},

N(kz) > 0, donc N(k) > 0 et (Ly1,y1) > 0. De plus, y1 € LP implique que Ay,
X € RT, est aussi dans L? et on a

A2 AP X
< =5 {Lysyy) + k:T”yl”Z’ d’apres (G-2).

Comme (Ly;,y1) > 0 et p < 2, pour X assez grand on a ¢(Ay;) < 0. II suffit
donc de prendre yo = Ay; avec A assez grand dans RT, et \ assez grand signifie
lvollp > . O]

Du Lemme 5.1 et de la Proposition 4.5, on déduit

THEOREME 5.2. Sous les hypothéses (A-1), (A-2) et (H-0) a (H-4), le pro-
bleme (P) a, pour « suffisamment petit, une solution T # 0.

DEMONSTRATION. On considere I' = {v € C([0,1], LP) : v(0) = 0 et (1)
= yo}, ensemble des chemins (applications continues) reliant 0 et yo. Pour
v €L, 7]l = supsepo,q [[7(#) ]l est une norme sur I'. I' muni de cette norme est
un espace métrique complet qui n’est pas compact.
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On considere F' : I' — R définie pour v € T' par F(y) = maxco,1] ¢(7(t)).
On a

F(y) = t;épl] Fi(vy) avec Fi(v) = ¢(v(1))

et F} est continue puisque ¢ 'est et F est s.c.i. puisqu’elle est le sup de fonctions
continues.

v € I', étant un chemin continu de 0 a yq, intersecte la sphere de rayon r au
moins en un point noté t, et

F(y) = e d(v(t)) = d(y(tr)) =0 >0

d’apres le Lemme 5.1. D’out

inf F(y) > 6> 0.
inf (7)=2d6>0

Ainsi, I" est un espace métrique complet et F' est s.c.i. sur I' avec infr F' > —oo.
Le principe variationnel d’Ekeland (voir [3]), implique alors l’existence d’une
suite de Palais—Smale, i.e. d’une suite (z,,) telle que

) — inf ) >6>0
B(xr) ;relrtren[gﬁ]dv( )) >0 >

et ¢'(x,) — 0 dans L2 1l s’ensuit, d’aprés la Proposition 4.5, Pexistence
d’au moins un point critique non nul 4 de ¢, donc, d’apres la Proposition 3.1,
Pexistence d’une solution non nulle Z de (P), ce qui prouve le théoreme. O

REMARQUE 5.3. Ce point critique § provient d’une suite (z,) telle que
¢(xy,) — ¢ = infcr max,ecpo1) ¢(7(t)) et ¢’ (2,) — 0. On a ¢(7) < c. L'égalité a
lieu dans le cas de la concentration. Sinon, c—¢(¥) serait valeur limite d’une suite
de Palais—Smale donc > 0 d’apres le Lemme 4.3. D’autre part, ¢(g) = ¢ > 0,
dans le cas de concentration. Sinon, ¢(g) > 0 car serait aussi valeur limite d’une
suite de Palais-Smale. De plus, ¢(7) > 0 car c = >, ¢(y*) > 0 avec ¢(y*) > 0,
i=1,...,m. Donc on a au moins un 3° tel que ¢(y*) > 0; on le notera 7.

6. Autre propriété de compacité

L’opérateur L n’est pas compact et ¢ est invariante sous ’action du groupe
non compact Z; alors ¢ ne satisfait pas la condition de compacité de Palais—
Smale. En effet, si y est point critique de ¢ alors la suite (n x y),en définie
par n * y(t) = y(t + nT) est de Palais—Smale car ¢(n * y) = ¢(y) puisque G est
T-périodique et ¢'(n+y) = 0, pourtant on ne peut pas en extraire une sous-suite
convergente.

Comme Z est discret, ceci nous amene a utiliser une condition de compacité
légerement plus faible que la condition (PS), appelée condition de Palais—Smale—
Séré, qu’on notera (PS) et qui a été introduite pour la premiére fois dans [9].
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DEFINITION 6.1. Soit E un espace de Banach. On dit que f : £ — R
satisfait la condition (PS) si toute suite (z,) C E telle que f(z,) — ¢ > 0,
() — 0 dans E* et ||zp+1 — 2n] — 0 quand n — oo, est convergente.

Cette condition de compacité permet d’avoir ce qu’on appelle le lemme de

déformation:

LEMME 6.2. Soient E un espace de Banach et f : E — R une fonction
de classe C' qui satisfait la condition (PS). Soient ¢ > 0 et a,b € R tels que
0<a—e<a<bet

fla—ebt+el)n{z e E: f(z) =0} =0,

alors il existe n € C([0,1] x E, E) tel que
(i) n(0,z) =, Yz € E,
(i) f(z)<a—c€ou f(z)>b+e=n(s,x)=u1, Vsel0,1],
(iii) f(z) <b= f(n(l,2)) <a.
De plus, si f est invariante par rapport a la représentation isométrique T d’un

groupe G (i.e.Yg € G, f = foT(g)) telle que toute orbite G, = {T(g)x : g € G}
soit discréete dans E, i.e.

Vo€ B, g, =mf{|a—T(g)all : g € G, v+ T(g)a} >0,

alors on peut choisir n telle que

(iv) Y(g,t,z) e G x [0,1] x E, T(g)n(t,x) =n(t,T(g)x).

Pour la preuve, voir [9].

PROPOSITION 6.3. Sous les hypothéses (A-1), (A-2) et (R-0)—(R-4), si les
points critiques de ¢ sont tous de la forme g(- + kT), k € Z, ot 7 est le point
critique donné par le Théoréme 5.2, alors ¢ vérifie la condition (PS) sur LP.

DEMONSTRATION. Soit (y,) C LP telle que ¢(y,) — ¢ > 0, ¢'(y,) — 0
dans L7 et ||ynt1 — ynllp, — 0. D’aprés la Proposition 4.5, ¢ = 3", ¢(y¥),
m € N* avec y*) = (- + kT). Plus précisément, ¢ = ;= ¢(¥(- + kT)) =
mo(y). D’apreés la méme proposition, on peut extraire une sous-suite qu’on
notera toujours (y,) telle que

un — >3- + o)

k=1

— 0
p

) |
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ou |v7(li) — ’Ugj)| — oo quand n — oo et i # j et vy(f) est un multiple de T,

i=1,...,m. Sim =1 alors
lynt+1 = yull = Ynt1 = GC + V1) + 70+ vng1) =G0+ vn) 70+ vn) — Yul|
>[7( + vnt1) =G+ o)l = [[Yns1 =G + vng) |l
- ||?( + vn) - ynHa

donc

[9(+vnt1) =G +on)ll < ynt1 = Ynll + [[Ynt1 =T +vnp )| + 70+ vn) = ynl

tend vers 0 car (y,) vérifie les hypotheses de la condition (PS) et car on a (¥)
avec m = 1. Cela implique que p, = £ a partir d’un certain rang. En revenant
a (%), ie. [|[yn —Y(- +vpn)|| — 0, on en déduit que y,, — (- + &) et on a ainsi la
propriété (PS).

Sim > 1, on procede de la méme maniere:

lYns1 — ynll :‘ynﬂ —Zg( +Un+1 Z —|—U(k) — Yn
k=1 k=1
— k _
+ > @+ o) =3 +v,<f>>>H
k=1
— k _
> 3@+ o) =g+ o) H (- + o) —y,
k=1 —1
k
- [omes zy ol
D’ou
k 7 —
S+ o) = 3+ )| < o = Lt o)
k=1 =1
’ Ynt1 = Zy + Un+1 ‘ + ||yn+1 - ynH

tend vers 0 quand n — o0o. On démontre maintenant que pour tout
ke{l,...,m},

17C + o) = 3¢ + 0P| — 0.

En effet, |’U£L — vn \ — oo quand n — oo et k # k' implique que pour tout
€ > 0 a partir d’'un certain rang on a

- k _
@ 4o -9+ H Zny o) (e 4o —e.

k=1
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D’ou pour tout € > 0, a partir d’un certain rang on a

_ k _
0< 3 G-+l — (- + o) <
k=1

S @+l -7+ vfﬁ’))” +e.
k=1

Comme || > 10, (y(- + 115:21) (- + vgk)))H — 0, on a bien ce qu’on voulait.

Mais |[g(- + v,(le) —g(- + v,(lk))H — 0 pour tout k € {1,...,m} contredit le
fait que ||v7(1k) — o) || tend vers co. D’ott nécessairement m = 1 et (y,,) converge,
i.e. ¢ vérifie bien la propriété (PS). O

REMARQUE 6.4. De la démonstration ci-dessus, on déduit aussi que sous les
hypotheses (A-1), (A-2) et (R-0)—(R-4) et lorsque les points critiques de ¢ sont
uniques a une translation pres alors pour toute suite (y,,) de Palais—Smale telle
que ||Ynt+1 — Ynllp — 0 on n’a ni évanescence ni dichotomie et (y,) vérifie donc
la propriété de concentration.

7. Existence d’une autre solution

Pour y € LP, on pose s x y(t) = y(t + s); Vapplication de LP dans LP qui &
y associe s * y est une isométrie. La périodicité de R (voir (R-0)) nous donne
o(nT xy) = ¢(y) pour tout y € LP, n € Z.

Par la procédure classique de minimax on prouve

THEOREME 7.1. Sous les hypothéses (A-1), (A-2) et (R-0)—(R-4) et pour «
suffisamment petit, le probléme (P) admet au moins deuz solutions T et T telles
que, pour tout k € Z, kT T # T.

DEMONSTRATION. La démonstration est la méme que dans [9] car elle n’est
pas spécifique & la fonctionnelle définie dans [9].

On sait que ¢ admet un point critique ¥ # 0. Supposons que tous les points
critiques de ¢ sont uniques & une translation prés, i.e. sont tous de la forme
kT x7y, k € Z. On montrera que ceci nous conduit & une contradiction. On sait
que le point critique 3 vérifie

() = iréfr Jnax, #(v(s)) =c

ou
I'={yeC([0,1], L") : v(0) = 0, ¢(v(1)) < 0}.
Considérons les ensembles

I*={y € C™([0,1],LF) : v(0) = 0, ¢(sx (1)) <0, Vs € R}

et pour v € I'S,

2= {o e C>=([0,1], L?) : { 0(0,5) =0,  o(l,s) =sTx(1), }
o(t,0) =~(t), o(t,1) =T x~(t)
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ott s*7(t) est une application de R dans R*V définie par (s+y(t))(r) = v(¢)(s+7).
De la méme maniere on définit les ensembles

¢ = {ye€C%0,1],LP) : v(0) = 0, #(sx~(1)) <0, Vs € R}

et pour v € I'°,

o(t,s) =~(t), o(t,1)=Tx~(¢)

Pour v € I'® (vesp. v € I'°), o défini par o(t, s) = sT *(t) est un élément de 5

X = {a € C([0,1]%,LP) { 0(0,5) =0, o(L,s) =sT*~(1), }

(resp. X¢). Comme C* est dense dans C°, on a

L R P = gy e0W) = a

et

vlélli alenzfi (t,sI)ne?(})fl]Z Aolts)) = vlgrfc alenzf% (t,sr)rlea[%fl}2 Aott ) =:cz

On montre facilement que ¢; < co. En effet, siy €' et 0 € E% alors

t > t = t)).
(t,éy)rle%3<7112¢(0( ;) = tgl[gff]cb(ff( ;0)) Jnax P(v(t))

D’ou

inf inf t,8)) = o > inf ) =ci.
Jnf. nf, (t,éy)rlea}gfl}Qqﬁ(G( ,8)) =c2 > nf, max p(v(t) = a1

D’autre part, d’apres le Lemme 5.1 ona co > ¢; > ¢ >0 > 0.

Comme ¢ a uniquement des points critiques du type kT x 7, ¢ vérifie la
condition (PS) et on a les hypotheses du Lemme 6.2 de déformation avec G = Z
et T(n)- =nT x - D’apreés ce lemme on a ¢; = ¢ = co. En effet, la définition de
c1 implique que pour tout € > 0, il existe 3y, € I' tel que max;e(o,1] P(7:=(t)) <
c1+e. Prenonsa=c¢  —cetb=c  +¢. Si

(%) ¢ ler — 25,1+ 26 ) N{y € LP : ¢/ (y) = 0} = 0,

alors il existe n € C([0, 1] x LP, LP) qui vérifie (i)—(iv) du lemme. On vérifie que
7 est dans I'°. En effet, n(1,v.(-)) est continue puisque v et 7 le sont. On a
7(1,7(0)) = 7.(0) = 0 dapres (ii), et on montre que pour tout
s R, ¢(s+n(1,7.(1))) < 0.

Ainsi, n(1,7:(-)) € I'® et comme max;¢o,1] ¢(7=(t)) < c1+¢€ on a d’apres (iii),
maxyeo,1] P(1n(1,7:(t))) < c1 — €, ce qui est en contradiction avec la définition
de ¢1. D’ou (%) est faux, i.e. {0,c} N[er — 2¢,¢1 + 2¢] # 0. Comme ¢; — 2¢ > 0,
¢ étant suffisamment petit, on a ¢ € [¢; — 2¢,¢1 + 2¢] pour tout € > 0. Donc
¢ = c¢1. On procede de la méme maniére pour montrer que ¢ = cs.

La définition de ¢, et le fait que ¢ = ¢, nous donnent

Ve >0, 37 € I® et 0. € X7 tels que suppoo. <c+e.
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En utilisant ce 7., on définit, pour k > 0, I'application ¢, de [0, 1]? dans R par

Oi(s,8") = [7e(s) = KT % 7= ()| = 1ve() 1l = [y (s)]]-

On montre que (¢y)r>0 est équicontinue (voir [9]). D’autre part, on voit que
or(s,s’) tend vers 0 = ¢ (0,0). D’olt d’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, (dx)
est relativement compact et toute sous-suite de (¢) qui converge uniformément
converge vers 0. Par conséquent, ¢ converge uniformément vers 0.

Sipy == ||[7llp et po = infrzo || — KT * 7||, alors
w1 >0, pue >0 et pus <2u.
En effet, p; > 0 puisque 3y # 0. D’autre part,
M [y = kT gl =2 et y(-) =y(- +kT) =7 =0.
Donc ps > 0 et us < 2u71. On peut alors considérer u tel que
() p<min{zp3, Fur, ) et |yl < p=o(y) <c= o).
Comme ¢y, converge uniformément vers 0 alors il existe K. € N tel que quel que
soit k > K.,
pie (k) = it {[[y=(t) — kT ()|« [lve (@1 = p et [l ()] = p} > Sp

On définit sur [0, 1] x [0, K] les applications

Ge(t,s) = [s|T xo(t,s — [s]) et di(t,s) = ||oe(t,s) — kT x7|>, k€ Z;

0. est un prolongement de o, & [0, 1] x [0, K.].

Les d;, ' (11/2), k € Z, sont ou bien vides ou bien des sous-variétés fermées de
dimension un, i.e. des boucles dans le rectangle [0, 1] x [0, K] ou des arcs dont
Porigine et 'extrémité sont sur le bord. Chacune de ces courbes ne s’intersecte
pas. D’autre part, avec le choix de u, on montre qu’elles sont deux & deux
disjointes. En effet, supposons le contraire, soit

H(to,SO) S [0, 1] X [O,Kg] : dko(to,SO) = dk1 (to,So) = ,LL/27
soit encore ||koT * § — c<(to, 50)||? = ||[k1T * Y — < (to, so0)||* = p/2. Alors

lkoT + G — ks T+ GlI* < (|koT * § — Gc(to, s0)l + 1|5 (0. s0) — k1 T+ 7])?

poop wo
2+2+\/g 9 —

ce qui implique ||koT * Y — k1T * || < /2u. En prenant p tel que /2u < po, ce

qui est possible avec notre choix dans (x*), on contredirait la définition de pus.
Avec ce choix de i, on montre aussi (voir [9]), qu'il n’existe pas d’arcs reliant

s =0 et s = K.. Par suite, on peut construire un chemin C*, ¢ : [0,1] —
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[0,1] x [0, K], tel que £(0) ait pour abscisse t = 0, £(1) ait pour abscisse t = 1
et & n’intersecte aucun dj ' (11/2), i.e.

Vhe[0,1], Vk € Z, k#k, di(&(h)) =15(&(h)) — KT + 7| # u/2,
olt k € Z est tel que {&(h) : h €1]0,1]} = d%l(u/2). De plus,
VkeZ, Vhe0,1], [F.(6() - kT =gl > /2
En effet,
15:(&(ho)) — KT * || = [|5(E(ho)) — KT *§ + KT G — kT + |

> [|KT 5 — KT+ gl| — [|5=(£(ho)) — KT + ]|

> pg = @2 > p— )2 = p/2.
D’ou

Vk # bk, 1Ge(&(h) — kT 5| > p/2.

Si Je(h) = 0-(£(h)) et h € [0,1], alors pour tout € > 0, 7. € I'. De plus, par
définition de o, et o, on a

max ¢ oy, — inf maxgoy =c.
yel’

En posant € = 1/n et en notant 7, a la place de 31, n € N, on a
Vh e [0,1], Yk € Z,  [Fulh) — KT 7] = /2

et

(b inf h 1/n.
R

D’autre part, d’apres le principe variationnel d’Ekeland il existe pour tout n un
An € T' (T étant un espace métrique complet) tel que

max ¢ o7, < infyermax¢oy+1/n,
Vh e [0,1], (k) =n(R)I| < 1/V/n,
Vy eT\ {7}, max¢ oy > max¢po7, — 1/y/nmaxy||v(h) —F.(h)|
Ceci implique (voir la démonstration du Théoréme 5.2) que
A(hn) C[0,1] : ¢ 0 A (hn) = maxpepo,1) @ © Yn(h) < c+1/n,
{ 16/ Fn (h)) < 1/+/n.

Posons 7y, (hy,) = yn; alors on a

{ &(Yn) — ¢, ¢'(yn) — 0,

(4) _
Vk € Z, |yn — kT +7|| > p/4.
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Les deux premiéres propriétés se déduisent de (T). Prouvons la troisiéme:

yn = KT+ G| = |yn — Fn(hn) + Fn(hn) — KT = 7|
> Hﬁn(hn) - k‘T*@H - ||yn - ﬁn(hn)H >

N =

e
4

Hk_\‘:

(L) constitue une contradiction avec le choix de p. En effet,

Pyn) = ¢ et @ (yn) = 0= ¢(yn) — me = me(y).

D’autre part, ¢(yn) < ¢, donc me < ¢ et alors m = 1. D’ou par la Proposition
4.5 on déduit que y,, — kT « v, ke Z, ce qui contredit le fait que pour tout
k€ Z, llyn — KT +31| > /4.

Ainsi, ’hypothese que tous les points critiques de ¢ sont de la forme kT * 7,
k € Z, est fausse, ce qui prouve le théoreme. O

8. Remarques

REMARQUE 8.1. Dans ce travail, on voulait étudier les orbites du systeme
(€a) Aaz(t) + V'(t,2(t) = f(t)

homoclines a la solution T-périodique xy dont on connait l'existence. On avait
ramené ce probléme a la recherche des solutions de

(la) Aay(t) = =V"(t,20(t)y(t) — K'(t,y(t))
homoclines & 0. Finalement, on a étudié le systeme
{ Aqz(t) = Az + R'(t, (1)),

) x(+o0) =0,

dont 0 est un point d’équilibre en formulant des hypotheses sur A et R. Ceci est
dt au fait que nous avons besoin d’une hypothése d’hyperbolicité, Spec(M) N
iR = 0, qui ne peut étre réalisée que lorsque la matrice V"' (¢, zo(t)) est & coeffi-
cients constants, i.e. le systéme qu’on étudie ne provient pas de la linéarisation
autour d’une orbite T-périodique non triviale. En effet, si zo = (x0,y0) est une
solution T-périodique du systeme Z = JH'(z) avec

H(z) = H(z,y) = 3y* + V(2) + a(Jy, ) + 3022% — fa

comme hamiltonien correspondant au systéme (ey) et y = & + aJx, alors

F(Sa0(0) = S H Galt)) = TH al0) 000,

at\dt™
_ < O2n IQN) (0421+V"(t,$0(t)) 0“]> L]

—Ly Oay —aJ r ) a*
%E(t):JH”(zO(t))Z(t) ou z(t) = %zo(t).
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D’autre part, 2o(t+7') = 20(t) pour tout ¢ implique que £zo(t+7) = & zo(¢), ie.
Z(t+T) =Z(t). D'ou z(T') = z(0) et z(t) = R(T)z(0) ou R(t) est la résolvante
associée au systeme x(t) = JH" (zo(t))z(t).

Ainsi, Z(0) = R(T)z(0) et 1 est une valeur propre de R(t), ce qui veut dire
que dans le cas du systéme (I,) on ne peut avoir I’hyperbolicité.

REMARQUE 8.2. Il serait aussi intéressant d’introduire pour ce type de sy-
steéme la fonctionnelle de Maupertuis (fonctionnelle intégrale) en opérant comme
dans [15], ce qui nous permet d’omettre I’hypotheése de convexité. La fonction-
nelle de Maupertuis est

Y(z) = [p {33? — (aJd,z) + R(t,z) + 3 (Az, 2)} dt
définie sur ’espace
W (R,R*?M) = {z € L"(R,R*M) : 2 € L"(R,R*M)}, 1< r < .

Cette fonctionnelle n’impose pas l'inversibilité de la partie linéaire, contraire-
ment au cas dual, et donc I'’hypothese d’hyperbolicité n’apparait pas. Pour «
suffisamment petit, le second terme fR —a(Ji,x) dt de la fonctionnelle devient
négligeable devant le premier terme et moyennant des hypotheses sur A et R,
on peut satisfaire les conditions géométriques du théoreme du col. Rappelons
que ces conditions nous permettent d’avoir dans certains cas 1’existence de suites
() dans W17 telles que v¥(x,) — c et ¥'(x,) — 0. Quand aux conditions de
compacité, on fera appel au critére de concentration-compacité. Néanmoins, la
méthode de la dualité était, dans le cas périodique, plus avantageuse au niveau
de la théorie de l'index de Morse (voir [10]). En effet, les points critiques de
la fonctionnelle de Clarke sont d’index 0 ou 1 alors que tout point critique de
la fonctionnelle de Maupertuis est d’index infini. Rappelons que cette théorie
de l'index nous a permis d’avoir la minimalité de la période des solutions et
lexistence de sous-harmoniques géométriquement distinctes (voir [5]). Pour ce
qui est de la théorie de l'index dans le cas homocline, on peut voir [8]. No-
tons que pour les systémes du type @(t) = JH'(t,x(t)) représentant une grande
classe de systémes hamiltoniens, il n’est pas possible de vérifier les hypothéeses
géométriques du théoreme du col pour la fonctionnelle de Maupertuis associée

/R{%(Jx'ax)-FH(t,x(t))}dt

a cause du terme [p 3(Ji,x)dt. Pour les étudier avec cette fonctionnelle, on
utilise les techniques d’enlacements (linking); voir pour cela [14] et [15].
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