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TOPOLOGIES DE CORPS A LINEAIRES

DRISS ABOUABDILLAH

Un anneau de Dedekind A possede la propriete suivante: Toute
topologie de corps Λ-lineaire separee et non discrete definie sur le corps
des fractions de A est borne superieure d'une famille de topologies
p-adiques. Ce resultat est du a £. Correl, A. Jebli et W. Wieslaw. Dans
cette note, une classe plus vaste d'anneaux possedant cette propriete est
fournie et etudiee, ce qui constitue en particulier une solution a un
probleme pose par W. Wieslaw.

Introduction. Soit A un anneau commutatif unitaire et integre, K son
corps des fractions, on suppose que A φ K. Les sous A -modules non nuls
de K forment un systeme fondamental de voisinages de zero pour une
topologie ^4-lineaire sur K, notee TA, compatible avec la structure d'an-
neau de K, separee et non discrete, de plus, TA est compatible avec la
structure de corps de K si et seulemeut si Rad(yί) φ (0).

Soit Xo Γensemble des indeaux premiers non nuls de A, pour tout
p G Xo la topologie TA sera notee abusivement 7J, et appelee topologie
£-adique.

On designe par ^S(A) Γensemble des topologies y4-lineaires sur K,
compatibles avec sa structure de corps, separees et non discretes, et on dit
que A possede la propriete de la borne superieure si toute topologie de
^i(A) est borne superieure d'une famille de topologies £-adiques.

E. Correl a montre (en 1958) qu'un anneau principal possede la
propriete de la borne superieure.

A. Jebli a montre (en 1971) qu'un anneau de Dedekind possede la
propriete de la borne superieure.

W. Wieslaw a demontre ce meme resultat independemment de A.
Jebli et a pose un probleme en disant qu'il serait interessant de trouver
une autre classe d'anneaux possedant la propriete de la borne superieure.
A. Jebli a caracterise ensuite les anneaux noetheriens possedant cette
propriete et a pose le probleme analogue suivant: Quels sont les anneaux
de Prufer de dimension 1 qui possedent la propriete de la borne superieure?

Nous donnons dans ce travail une solution a ces deux problemes.
Au §1, nous montrons d'abord (Fevrier 1977), qu'un anneau de Prufer

Λ-semi-local possede la propriete de la borne superieure, resultat que nous
enonςons sous une forme plus generate au Th. (1.3). Nous donnons
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ensuite quelques proprietes de ce que nous appelons anneaux topologique-
ment prϋferiens.

Au §2, nous remarquons que Γapplίcation 7r: p -> Tp de Xo dans $(A)
n'est pas toujours injective, et nous montrons cependant, (Mai 1976), que
si A verifie la condition suivante:

(*) "Pour tout t> G Xo et tout x G ^ o n α : Π * ^ = (0)"

alors IT est injective. Cette condition est verifiee par une grande classe
d'anneaux comprenant les anneaux noetheriens les anneaux de Krull et
tous les anneaux de dimension 1. Ensuite, grace a la condition (*), nous
obtenons d'autres precisions interessantes sur les anneaux qui possedent la
propriete de la borne superieure: Theoremes: (2.9), (2.10), (2.11) et (2.12).

1. Anneaux topologiquement pruferiens. On dit qu'une topologie
T E $(A) est une topologie de valuation, s'il existe un anneaux de
valuation Fpour K tel que: T = Tv.

Rappelons la definition suivante: On dit que A est un anneaux
prϋferien si pour tout p E X09 Ap est un anneau de valuation, et posons
par analogie la

(1.1) DέFiNiTiON. On dit queyl est topologiquement prϋferien si toute
topologie £-adique est une topologie de valuation.

(1.2) LEMME. Soit T G ?Γ(Λ), sΊl existe un sous-A-moάule M de K
ouυertpour T et un $ E Xo tels que:

(1) Tp soit une topologie de valuation.
(2)M,ΦK.
Alors Tp est moins fine que T.

Preuve. Soit Fun anneau de valuation (pour K) tel que: Tp — TV9 il
existe y G K tel que: yV C Ap done yVMp C Mp. Soit x G K- M^
xV ξ£ yVMp done yVMp C xV9 car les sous-F-modules de K sont totale-
ment ordonnes, done yM C xV ce qui montre que Tv est moins fine que
T.

Rappelons qu'un anneau A est dit A-semi-local si tout ideal Φ (0) est
contenu seulement dans un nombre fini d'ideaux maximaux.

(1.3) THέORέME. Soit A un anneau topologiquement prϋferien, si A est
h-semi-local alors il possede la propriete de la borne superieure.
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Preuve. Soit T E ^(A) et M φ K un sous-^4-module de K ouvert pour
T. L'application: (x, y) GKXK* ^> xy~ι E K est continue en (0,1)
done il existe un sous-^4-module N de K ouvert pour T tel que:
N(\ + N)~ι CM. On peut supposer que l'ideal aN = N Π A φ A. Soit
(m, ) i e / la famille non vide des ideaux maximaux contenant aN. Montrons
que n/G/7Vm/ C M.

Soit y E Πi(ΞrNm , pour tout / E / il existe x, E Λf, et ^; E A — m/

tels que: y — x^/s^ L'ideal aN + Σ^fASj n'est contenu dans aucun ideal
maximal done il est egal a A, done il existe a E N,s = Σ / G / α^^ E Σ / G /^4^
(/' etant une partie finie de /) tels que: 1 = a + s. Nous avons sty = xt

done Σ^r^sj = Σ / G r α z x / 9 d'ou:

J = Σ «/V Σ «Λ = Σ «/Vi - fl e Mi + ̂ )~! c M.
/£/' /£/' /£/'

Done il existe i E / tel que: Nm φ K, Γm est alors moins fine que T
d'apres le Lemme (1.2).

Soit / = {/ E I/Nm Φ K). J φ 0 et nous avons encore ΠiGJNm C
M9 ceci montre que, lorsque / est fini M est ouvert pour sup m e Δ Tm9 oύ Δ
est Γensemble des ideaux maximaux m tels que Tm soit moins fine que T9

d'ou le theoreme.

REMARQUE. Si A est un anneau de Priifer, la condition A est Λ-semi-
local peut etre remplacee par la condition plus faible suivante: Pour toute
famille (m,) / e / d'ideaux maximaux tels que Π J.e /m I Φ (0), il existe une
famille finie (t),Xe/ d'ideaux premiers non nuls tels que pι, C mz pour tout
/ E /. Ou, ce qui revient au meme, "Toute intersection non nulle d'ideaux
maximaux contient une intersection finie d'ideaux permiers non nuls".

Preuve. Dans la demonstration du theoreme precedant nous avons:
(0) φ aN C Π ^ m , . Soit (t>z)/(Ξ/ une famille finie d'ideaux premiers non
nuls tels que pour tout / E/, £, C mf , on a ptApi C xtιiAm d'ou:
^iGjaN^i^p, c ^i^jaNmιAm, c Π/e;JVm( C M, or le lemme suivant

montre que Γp — Tm. pour tout / E /, et ceci permet de conclure.

(1.4) LEMME. Si V est un anneau de valuation pour K, Tv est un element
minimal dans Γensemble des topologies lineaires separees et compatibles
avec la structure d'anneau de K. {Resultat connu).

Preuve. Soit T une topologie lineaire separee, compatible avec la
structure d'anneau de K, et moins fine que Tv. Si M φ K est un sous
groupe additif de K ouvert pour Γ, il existe un sous groupe N de K, ouvert
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pour T tel que M D NN et il existe J C G P tel que N D x K On a

M D x/VF, done NV est un sous-F-module de K distinct de K. Soit

y Ez K — NV, on a: j>F(ZίiVF, comme les sous-F-modules de K sont

totalement ordonnes, on a: NVCyV, done Λf Cj>F et par suite, la

topologie Tv est moins fine que T.

(1.5) PROPOSITION. Si A est topologiquement pruferien, tout sur-anneau

de A contenu dans K est topologiquement pruferien.

Preuve. Soit B un sur-anneau de A contenu dans K. Si p' est un ideal

premier non nul de B, p — pf Π A E Xo et TB = 7J, en vertu du Lemme

(1.4).

(1.6) THέORέME. Soit A un anneau topologiquement pruferien. Si A

possede la propriete de la borne superieure, alors tout sur-anneau B de A

contenu dans K la possede.

Preuve. Si ΓG?Γ(JB), alors Γ 6 Ϊ ( 4 done il existe une famille

(Pi)isr d'elements de XQ telle que: T — supTJ,.. Pour tout / E / posons

Sx — A — pt. On a d'une part; APj C 5r

/~
1J9, d'autre part, Ap est ouvert

pour Γ, done il existe un sous-2?-module Mt de K ouvert pour T tel que

APι D Mt. Si xt E Mi - (0), APι D x ^ , done 4̂̂ , D j c ^ l B et par suite

S,~ιB Φ K. II existe un ideal premier non nul p de B tel que: S[XB C 1?^,

done Ap C 5^; et par suite TB t est moins fine que Tp done TB — Tp

(Lemme (1.4)),dΌύ T = sup Tp*.'

Designons par Xx Γensemble des ideaux premiers de hauteur 1 de A,

et par Ύ{ Γensemble des anneaux de valuation de hateur 1 contenant A.

Pour tout anneau de valuation V on designe par mv Γideal maximal de V.

(1.7) PROPOSITION. Si A est topologiquement pruferien alors Γapplica-

tion V -> mv Π A est une bijection de Ύx sur Xλ.

Preuve. Si V E Ύ, montrons que p — mvCλA E Xλ. Si q est un ideal

premier non nul de A contenu dans p, on a: Ap (Z Aq. Soit W un anneau

de valuation contenant Aq9 on a Tw — Tv, V et W sont alors dependants

done W C F, par suite Aq <Z V. Done il existe un ideal premier non nul q'

de A contenu dans q tel que: mv Π AQ = q'AQ, on en deduit que mv Π A

— q\ d'oύ q' — (\ — p, done £ est de hauteur 1.

Reciproquement. Si £ E Jfl9 yίp est local de dimension 1, done il est

domine par un anneau de valuation de hauteur 1. Comme Tp est une
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topologie de valuation, V est Γunique anneau de valuation de hauteur 1
contenant A^9 ceci permet de conclure.

Pour tout anneau A, posons A' — Π r e Ύ F si Ύx Φ 0 , Ar — K si
Ύλ = 0, et notons que A' Φ K si et seulement si ̂  7̂  0 .

(1.8) THέORέME. 5/ A est topologiquement pruferien h-semi-local, et
Xλ φ 0 alors

(i) A' est un anneau de Prufer h-semi-local de dimension 1.
(ii) V application m -> m Π A est une bijection de Spect(^4') — (0) sur

xλ.
(in) Si en plus tout ideal maximal contient un ideal premier de hauteur

1, alors A' coincide avec la quasi-clδture integrale de A,

Preuve. Remarquons d'abord que pour tout x E K*, il n'existe qu'un
nombre fini d'anneaux de valuation F G T , tels que x & V, en effet: il
existe a, b E A tels que: x = a/b. Soient xnl9... ,mn les ideaux maximaux
de A contenant b. Si V E Ύ, est tel que Tv φ Γm pour tout i — 1,...,«,
posons p — mvΓ\ A. On a: £ (£ m, pour tout /, sinon on aurait Γκ = Γm .
Soit m un ideal maximal contenant p, on a m ^ m, pour tout 1, done
& ̂  m, done Z? ̂  t) et par suite α/& E ̂ 4̂ , done x E F, ce qui permet de
conclure.

Assertion (i). Soit p' un ideal premier non nul de A' d'apres (1.5) et
(1.7), il existe un unique anneau de valuation F E T , tel que A'# C V.
Montrons que A'p, — V. Soit x E V et Vl9..., Vn Γensemble des anneaux
de valuation de hauteur 1 ne contenant pas x. Pour tout / = 1,... ,/ι on a
(A' — p')~ι ζt Vi9 sinon on aurait Ar

v C Vi9 ce qui est faux, il existe done
st^ E A' — p' tel que s/"1 £ FJ, comme Vt est completement integralement
clos on a: Π r t5z

w^ = (0) il existe done un entier k{ tel que x~ι & sf'Vj.
Posons s = Λ'f1 5^π on a sx E ̂  pour tout i = 1,... ,Λ par consequent
SΛ; E Fpour tout K E T , done JX E ̂ 4', done x E ̂ , . On conclut que A'
est un anneau de Prufer de dimension 1.

Montrons que A' est Λ-semi-local. Soit x E Af — (0), si m' est un ideal
maximal de A\ A'm, E % done x E m' equivaut a x " 1 ί^Jπ', et la
remarque precedante permet de conclure.

Assertion (ii). Decoule immediatement de la Proposition (1.7).
Assertion (iii). On voit immediatement que la quasi-clδture integrale

de A est contenue dans A'. Reciproquement: Soit x G A' — (0), il existe
a, b E: A — (0) tels que x — a/b. Soient m^... ,mπ les ideaux maximaux
de A contenant b, Vu...9Vn les anneaux de valuation de % tels que
Tv = Tmr II existe c^A- (0) tels que cyt C Amr Soit c = c, cn, on
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a pour tout i — 1,... ,n et pour tout entier k, cxk E Am . Si m est un ideal

maximal de yl distinct des mz alors 6 £ m, done x = α/fe E ylm et par

suite αc* E Am pour tout ideal maximal m, done cxk E A done x est

quasi-entier sur A.

2. Condition d'injectivite. Remarquons d'abord que si A est un

anneau de Prufer de dimension > 1 alors Γapplication π: p -> Tp n'est pas

injective. Dans le cas general nous avons:

(2.1) THέoRέME. Soient p, q E Xθ9 Pour que Tp soit moins fine que Tq il

faut et il suffit que Π ^ ^ x ^ φ (0).

Preuυe. Necessite: Si Γp < Γq il existe a G A — (0) tel que ApD aAq,

done pour tout x E £ — q, α/x E ^ done α E ΠxGp_qxA^.

Suffisance: Soit α E Πχ e ί : )_qx^4 t ) alors 4̂̂ , D ατlq; en effet: si y —

aa/s E aAq avec α E >4, ^ E 4̂ — q on a: H ; c e t )_qx^4^ C s ^ , done il

existe β E ^ tel que a = βs d'oύ ^ = α̂ β E ^4p.

(2.2) COROLLAIRE. Le5 deux conditions suiυantes sont equivalentes:

(a) Vapplication π: p G l o - > Tp E^)(A) est injective.

(b) Pout tout p, q G Xo, p Φ q on a: Π jcG^_qx^4 ί) Φ (0) ou

^ Λ ^ (0).

(2.3) COROLLAIRE. On suppose que A verifie la condition suivante:

(*) Pour tout p E Xo et tout x E p, Πnx
nAp = (0).

^4tor̂  ĵ owr tout p, q E: Xo tels que Tp < Tq on a: p C q, en particulier

Vapplication π est injective.

(2.4) Exemples d'anneaux verifiant la condition (*).

(1) Les anneaux noetheriens et plus generalement, les anneaux locale-

ment noetheriens et les anneaux fortement laskeriens ([1] Ch. 4, Exer. 28

et 29).

(2) Les anneaux A tels que Ap soit completement integralement clόs

pour tout p E Xo (exemples: Les anneaux de Krull et plus generalement

les anneaux de caractere fini et de type reel).

(3) Les anneaux de dimension 1 (en effet, si A est de dimension 1,

alors pour tout p E Xo, Ap est domine par un anneau de valuation de

hauteur 1, ce dernier etant completement integralement clδs).

REMARQUE. Si S est une partie multiplicative de A et si A verifie la

condition (*) alors S~ιA la verifie aussi.
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Rappelons que pour toute partie multiplicative S de A il existe une

partie multiplicative saturee 5* de^4 telle que S~ιA = S*~ιA ([1] Ch. 2, §2.

Exer. 1).

La topologie TS\A (resp. Ts A ([6] Prop. 0.6)) sera notee abusivement

Notons que si S = Π"=1^4 — <pJ. (oύ £, E Z o ) alors 7^ = sup Tp_.

(2.5) THέORέME. On suppose que A vέrifie la condition (*). Soient S et

S" deux parties multiplicatiυes de A, si Ts < Ts, ou Ts < Ts' alors S"* C S*.

Preuve. Montrons que si Ts < Ts alors 5"* C S*. On se ramene

aussitot au cas oύ S et 5" sont sauturees. Supposons que 5" ft S, soit

s' G S" - S. Si S = n . e / Λ - t),., avec p. E Zo, il existe i E / tel que:

ί' G (),., comme S~ιA/(\ + s'S~ιA) est ouvert pour Γ5, il est aussi ouvert

pour Ts et a fortiorie pour 7̂ ,. Done il existe x E A — (0) tel que:

S-U/0 + j ' S ' U ) D xS'-U, ainsi JC/J"1 E 5"U/(1 + J ' 5 ' U ) C ^ ^

contrairement au fait que A verifie la condition (*).

La deuxieme partie de Γassertion se demontre d'une maniere ana-

logue.

(2.6) COROLLAIRE. On suppose que A verifie la condition (*). Soit

(t)/), G/ une famille d'elements de XQ9 et S — Γ\iGίA — £,.. Les conditions

suivantes sont equivalentes:

(b) sup 7J, est localement bornee.

(c) // existe des elements ( Q 7 ) 7 = 1 „ maximaux parmi les )pi9 tels que

chaque p( soit contenu dans Γun des qJm

Preuve. (a) =» (b) et (c) => (a) sont evidentes. Montres que (b) =^> (c). II

existe une partie finie / de / telle que sup / e / 7J, = sup/G/ 7̂  ([2] Exer. 20)

done si k E / - /, U / e /t) /. = (U^t*,.) Π^̂  (Th. (2.5)), done t)^ est con-

tenu dans Γun des $ z pour i E /, ce qui permet de conclure.

(2.7) COROLLAIRE. Soit A un anneau verifiant la condition (*). Si A

possede la propriete de la borne superieure alors pour toute famille ( t ) z ) z G /

d'ideaux premiers tels que: Π / G / t ) | . φ (0), il existe q l 5 . ..,qnE: Xo tels que:

^ Ί G/^ί = U J = 1 q y en particulier; A est h-semi-local.

Preuve. Posons S = Π . e / ^ - t>f., Ts E ?Γ(^) car R a d ( S - U ) Φ (0).

Comme Γ s est localement bornee, il existe ql9.. .,qn E Xo tels que:

Ts - sup(Γ P i , . . . , TQn) ([2]. Exer. 20), or, sup(Γ Q i , . . . , Γ q ) coincide avec Ts,,
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oύ S' - Π?=ιA - qi9 done S = S' (Th. (2.5)), d'oύ: U . ^ = Uf= 1qy.,

ainsi pour tout / E /, £,. est contenu dans Γun des qj9 done si les pt etaient

tous maximaux, ils seraient en nombre fini.

(2.8) LEMME. Soit A un anneau de dimension 1. On suppose que pour

tout T EL^{A) il existe une topologie p-adique Tp moins fine que T. Alors A

est topologiquement prύferien.

Preuυe. Soit p E Xθ9 il existe un anneau de valuation F c o n t e n a n t ^ ,

et par hypothese il existe ( | G I O tel que: Γq -< Tv ainsi Tq< Tv<Tp,

comme A verifie la condition (*), q C p done q = p et par suite Tp = Tv.

(2.9) THέORέME. Soit A un anneau de dimension 1, il est equivalent de

dire:

(a) A possede la propriete de la borne superieure.

(b) A est topologiquement prύferien h-semi-local.

Preuve. (a) => (b) resulte du lemme precedent et de (2.7). (b) => (a)

resulte du theoreme (1.3).

(2.10) THέORέME. Soit A un anneau de dimension 1, si A possede la

propriete de la borne superieure alors tout sur-anneau de A contenu dans K la

possede.

Preuυe. Resulte de (2.9) et de (1.6).

Avec les notations de (1.8), nous avons comme corollaire des

Theoremes (2.9) et (1.8) le resultat suivant:

(2.11) THέORέME. Soit A un anneau de dimension 1, si A possede la

propriete de la borne superieure alors:

(i) A' est un anneau de Priifer h-semi-local de dimension 1.

(ii) V application m' -* m' Π A est une bijection de Spect^ ' ) sur

Spect(^).
(iii) A' coincide avec la quasi-clδture integrale de A.

Nous allons maintenant aborder le cas des anneaux noetheriens.

(2.12) THέORiϊME. Pour qu'un anneau noetherien A possede la propriete

de la borne superieure il faut et il suffit qu'il soit topologiquement prύferien.
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Necessite. Pour tout p E Xo, il existe un anneau de valuation discrete
V qui domine Ap ([4], Prop. (6.5.8)). A possede la propriete de la borne
superieure, done il existe q E Xo tel que TQ < Tv, nous avons en effet
TQ — Tv (Lemme (1.4)). Soit Wun anneau de valuation discrete dominant
AQ, nous avons: Tw<Tq= Γκdonc Tw = Tv (Lemme (1.4)). Fet PFsont
alors dependants ([1]. Ch. 6. 7. Prop. 3), par consequent V = W9 car ils
sont tous les deux maximaux. ([1]. Ch. 6. 4. Prop. 6). V domine a la fois Ap

et Aq done p = q ([1]. Ch. 6. 1. Exer. 1) et Tp = Γκ. c.q.f.d.

Suffisance. A est de dimension 1 en vertu de la condition (*) et du
Lemme (1.4), il en resulte que A est Λ-semi-local, et on conclut a Γaide du
Theoreme (1.3).

(2.13) REMARQUES.

REMARQUE 1. Pour un anneau noetherien A il est equivalent de dire:
(a) A est topologiquement priiferien.
(b) A est de dimension 1 et pour tout p E Xo, Ap est de Mori

unibranche.

Preuve. (a) => (b). dim A = 1 en vertu de la condition (*) et du
Lemme (1.4). Soit p E Xo et B la clδture integrate de Ap, si q φ (0) est un
ideal premier quelconque de B, TB < Tp done TB = Tp. D'une part il
existe x E: K* tel que: xBq C Ap et ceci montre que Ap est de Mori.
D'autre part B est un anneau de Krull done il verifie la condition (*) done
il est local.

(b) => (a) vient du fait que la clδture integrate B de Ap est un anneau
de valuation discrete tel que: TB — Tp.

Nous rejoignons ainsi la caracterisation des anneaux noetheriens
possedant la propriete de la borne superieure donnee dans [6].

REMARQUE 2. Si un anneau loealement noetherien possede la propriete
de la borne superieure alors il est noetherien (topologiquement prϋferien).

Preuve. Resulte immediatement du Corollaire (2.7) et de [7] Ap-
pendice; lemme de Γexemple 1.

(2.14) THέORέME. Soit A un anneau noetherien de dimension 1, A' sa
clδture integrate. Si A est de Mori alors tout T E ^(A) est borne superieure
d'une famille de topologies p'-adiques oupf E Spect(^Γ).
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Preuυe. Soit T E $(A)9 les A'M oύ M parcourt Γensemble des sous-
A -modules ouverts pour T forment encore un systeme fondamental de
voisinages de zero pour T. En effet; A' est un A -module de type fini, done
il existe d E A — (0) tel que: dAr C A, si N est un sous-yl-module ouvert
pour T9 dN est ouvert pour T et nous avons dN C A'dN C N. Done Γ est
^4'-lineaire, or, A' est un anneau de Dedekind done le Theoreme (1.3)
permet de conclure.
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