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TOPOLOGIES DE CORPS 4 LINEAIRES

DRi1SS ABOUABDILLAH

Un anneau de Dedekind 4 posséde la propriété suivante: Toute
topologie de corps A-lineaire separée et non discrete définie sur le corps
des fractions de A est borne supérieure d’une famille de topologies
p-adiques. Ce résultat est du a E. Correl, A. Jebli et W. Wieslaw. Dans
cette note, une classe plus vaste d’anneaux possédant cette propriété est
fournie et étudiée, ce qui constitue en particulier une solution a un
probleme posé par W. Wieslaw.

Introduction. Soit 4 un anneau commutatif unitaire et integre, K son
corps des fractions, on suppose que A # K. Les sous A-modules non nuls
de K forment un systéme fondamental de voisinages de zéro pour une
topologie A-linéaire sur K, notée T,, compatible avec la structure d’an-
neau de K, séparée et non discrete, de plus, 7, est compatible avec la
structure de corps de K si et seulement si Rad(A4) # (0).

Soit X, I'’ensemble des indéaux premiers non nuls de 4, pour tout
p € X, la topologie T, sera notée abusivement T, et appelée topologie
p-adique.

On désigne par J(A4) I'ensemble des topologies A-linéaires sur K,
compatibles avec sa structure de corps, séparées et non discrétes, et on dit
que A posseéde la propriété de la borne supérieure si toute topologie de
7(A) est borne supérieure d’une famille de topologies p-adiques.

E. Correl a montré (en 1958) qu’un anneau principal posséde la
propriété de la borne supérieure.

A. Jebli a montré (en 1971) qu’un anneau de Dedekind posséde la
propriété de la borne supérieure.

W. Wieslaw a demontré ce méme résultat indépendemment de A.
Jebli et a posé un probleme en disant qu’il serait intéressant de trouver
une autre classe d’anneaux possédant la propriété de la borne supérieure.
A. Jebli a caracterisé ensuite les anneaux noethériens possédant cette
propriété et a posé le probleme analogue suivant: Quels sont les anneaux
de Priifer de dimension 1 qui possédent la propriété de la borne supérieure?

Nous donnons dans ce travail une solution a ces deux problémes.

Au §1, nous montrons d’abord (Fevrier 1977), qu’un anneau de Priifer
h-semi-local posseéde la propriété de la borne supérieure, résultat que nous
énoncons sous une forme plus générale au Th. (1.3). Nous donnons
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ensuite quelques propriétés de ce que nous appelons anneaux topologique-
ment priifériens.

Au §2, nous remarquons que I'application 7: p - T, de X, dans J(4)
n’est pas toujours injective, et nous montrons cependant, (Mai 1976), que
si A vérifie la condition suivante:

(%) “Pour tout p € Xyettoutx €pona: ) x"4,= (0)”

n

alors 7 est injective. Cette condition est vérifiée par une grande classe
d’anneaux comprenant les anneaux noethériens les anneaux de Krull et
tous les anneaux de dimension 1. Ensuite, grace a la condition (*), nous
obtenons d’autres précisions interessantes sur les anneaux qui posseédent la
propriété de la borne supérieure: Théorémes: (2.9), (2.10), (2.11) et (2.12).

1. Anneaux topologiquement priifériens. On dit qu’une topologie
T € 9(A) est une topologie de valuation, s’il existe un anneaux de
valuation V pour K tel que: 7= T),.

Rappelons la définition suivante: On dit que 4 est un anneaux
priiférien si pour tout p € X;, 4, est un anneau de valuation, et posons
par analogie la

(1.1) DErFINITION. On dit que A est topologiquement priiférien si toute
topologie p-adique est une topologie de valuation.

(1.2) LEMME. Soit T € §(A), s’il existe un sous-A-module M de K
ouvert pour T et un p € X, tels que:

(1) T, soit une topologie de valuation.

(2) M, #K.

Alors T, est moins fine que T.

Preuve. Soit V un anneau de valuation (pour K) tel que: 7, = T, il
existe y € K tel que: yV C A4, donc yVM, C M,. Soit x € K — M,,
xV & yVM, donc yVM, C xV, car les sous-V-modules de K sont totale-
ment ordonnés, donc yM C xV ce qui montre que 7, est moins fine que
T.

Rappelons qu’un anneau A4 est dit A-semi-local si tout idéal # (0) est
contenu seulement dans un nombre fini d’idéaux maximaux.

(1.3) THEOREME. Soit A un anneau topologiquement priiférien, si A est
h-semi-local alors il posséde la propriété de la borne supérieure.
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Preuve. Soit T € 9 (A) et M # K un sous-4-module de K ouvert pour
T. Lapplication: (x, y) € KX K* - xy™! € K est continue en (0, 1)
donc il existe un sous-A-module N de K ouvert pour 7 tel que:
N(1 4+ N)™' C M. On peut supposer que l'idéal a, = N N 4 # A. Soit
(m,),c, la famille non vide des idéaux maximaux contenant a ,. Montrons
que N, N, CM.

Soit y € M,,N,,, pour tout i €I il existe x, EN, et 5, €A — m,
tels que: y = x,/s,. L’idéal a, + Z,c,4s; n’est contenu dans aucun idéal
maximal donc il est égal & 4, doncilexistea € N, s = 3, a;s, € 2, A4s,
(I’ étant une partie finie de I) tels que: 1 = a + 5. Nous avons s,y = x;
donc 3, a8,y = Z;cpa;x;, d’ou:

y=Yax/ D as5,= D a,x,/1 —a€N(1+N)"' cM.
ier ier ier
Donc il existe i € I tel que: N, # K, T, est alors moins fine que T
d’apres le Lemme (1.2).
Soit J = {i € I/N,,, # K}.J # & et nous avons encore (), _,N, C
M, ceci montre que, lorsque I est fini M est ouvert pour sup,,c, 7., ou A
est 'ensemble des idéaux maximaux m tels que 7;, soit moins fine que 7,

d’ou le théoréme.

REMARQUE. Si 4 est un anneau de Priifer, la condition A4 est A-semi-
local peut étre remplacée par la condition plus faible suivante: Pour toute
famille (m,),c, d'idéaux maximaux tels que M, _,m; # (0), il existe une
famille finie (p,),c; d'idéaux premiers non nuls tels que p, C m; pour tout
i € I. Ou, ce qui revient au méme, “Toute intersection non nulle d’idéaux
maximaux contient une intersection finie d’idéaux permiers non nuls”.

Preuve. Dans la démonstration du théoréme précédant nous avons:
(0) #ay C MN,c,m,. Soit (p;);c, une famille finie d’idéaux premiers non
nuls tels que pour tout i €J, p,Cm,, on a p;4, CmA4, dou
N,esanb4, C N,caym A4, C NN, CM, or le lemme suivant
montre que 7, = T, pour tout i € J, et ceci permet de conclure.

(1.4) LEMME. Si V est un anneau de valuation pour K, T, est un élément
minimal dans 1’ensemble des topologies linéaires séparées et compatibles
avec la structure d’anneau de K. ( Résultat connu).

Preuve. Soit T une topologie linéaire séparée, compatible avec la
structure d’anneau de K, et moins fine que 7). Si M # K est un sous
groupe additif de K ouvert pour 7, il existe un sous groupe N de K, ouvert
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pour T tel que M D NN et il existe x € K* tel que ND xV. On a
M D xNV, donc NV est un sous-V-module de K distinct de K. Soit
yE€EK— NV, on a: yV NV, comme les sous-V-modules de K sont
totalement ordonnés, on a: NV C yV, donc N C yV et par suite, la
topologie T, est moins fine que 7.

(1.5) PROPOSITION. Si A est topologiquement priiférien, tout sur-anneau
de A contenu dans K est topologiquement priiférien.

Preuve. Soit B un sur-anneau de 4 contenu dans K. Si p’ est un idéal
premier non nul de B, p =p’ N A € X, et Ty = T, en vertu du Lemme
(1.4).

(1.6) THEOREME. Soit A un anneau topologiquement priiférien. Si A
posséde la propriété de la borne supérieure, alors tout sur-anneau B de A
contenu dans K la posséde.

Preuve. Si T € J(B), alors T € §(A4), donc il existe une famille
(p;);e; d’éléments de X, telle que: T = sup T, . Pour tout i € I posons
S,=A —p,;. On a d’une part; 4, C S B, d’autre part, A, est ouvert
pour T, donc il existe un sous-B-module M, de K ouvert pour T tel que
A, DM, Si x, €M, —(0), A, D x,B, donc A, D x,57'B et par suite
S” lB # K. 1l existe un idéal premier non nul p/ de B tel que: S7'B C B,
donc 4, C B,, et par suite TB est moins fine que 7, donc T = T v,
(Lemme ( 1. 4)) ‘dou T = sup 7T,

Désignons par X, l’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de 4,
et par YV, I'ensemble des anneaux de valuation de hateur 1 contenant A.
Pour tout anneau de valuation V" on désigne par m, I'idéal maximal de V.

(1.7) PROPOSITION. Si A est topologiquement priiférien alors 1’ applica-
tion V - m,, N A est une bijection de V| sur X,.

Preuve. Si V € V| montrons que p = m,, N 4 € X,. Si g est un idéal
premier non nul de 4 contenu dans b, on a: 4, C 4,. Soit W un anneau
de valuation contenant 4., on a T,, = T},, V' et W sont alors dépendants
donc W C V, par suite A, C V. Donc il existe un idéal premier non nul g’
de A contenu dans g tel que: m, N A, = q’A,, on en déduit que m,, N A4
=gq’, dou g’ = g = p, donc p est de hauteur 1.

Réciproquement. Si p € X,, A, est local de dimension 1, donc il est
dominé par un anneau de valuation de hauteur 1. Comme T, est une
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topologie de valuation, V est I'unique anneau de valuation de hauteur 1
contenant 4,, ceci permet de conclure.

Pour tout anneau A, posons A’ = ﬂ,,e%V si‘Vi#2, A=K si
V, = @, et notons que 4’ # K si et seulement si X; # @.

(1.8) THEOREME. Si A est topologiquement priiférien h-semi-local, et
X, # & alors
(i) A’ est un anneau de Priifer h-semi-local de dimension 1.
(ii) L’application m - m N A est une bijection de Spect(A’) — (0) sur
X;.
(iii) Si en plus tout idéal maximal contient un idéal premier de hauteur
1, alors A’ coincide avec la quasi-cloture intégrale de A.

Preuve. Remarquons d’abord que pour tout x € K*, il n’existe qu’un
nombre fini d’anneaux de valuation ¥ € V, tels que x & V, en effet: il
existe a, b € A4 tels que: x = a/b. Soient m,...,m, les idéaux maximaux
de 4 contenant b. Si V € V| est tel que T, # T, pour tout i = 1,...,n,
posons p =m, N A. On a: p € m, pour tout i, sinon on aurait T, = Tm‘_.
Soit m un idéal maximal contenant p, on a m ¥ m, pour tout i, donc
b & m, donc b €& p et par suite a/b € 4,, donc x € V, ce qui permet de
conclure.

Assertion (1). Soit p’ un idéal premier non nul de 4" d’aprés (1.5) et
(1.7), il existe un unique anneau de valuation V € %V, tel que 4}, C V.
Montrons que 4}, = V. Soit x € V et V},...,V, 'ensemble des anneaux
de valuation de hauteur 1 ne contenant pas x. Pour tout ;i = 1,...,n on a
(A" — p)™' € V,, sinon on aurait A}, C V,, ce qui est faux. il existe donc
5;, €A — p’ tel que s;7' & V,, comme V, est complétement intégralement
clos on a: M sV, = (0) il existe donc un entier k, tel que x~' & skV,.
Posons s = sf' - - - sk on a sx € V, pour tout i = 1,...,n par conséquent
sx € V pour tout ¥V € ¥, donc sx € 4’, donc x € 4/,.. On conclut que A’
est un anneau de Priifer de dimension 1.

Montrons que A’ est h-semi-local. Soit x € A" — (0), si m’ est un idéal
maximal de A4’, 4, €V, donc x € m’ équivaut a x~' & 4/, et la
remarque précédante permet de conclure.

Assertion (ii). Découle immédiatement de la Proposition (1.7).

Assertion (iii). On voit immédiatement que la quasi-cloture intégrale
de A est contenue dans A’. Réciproquement: Soit x € 4’ — (0), il existe
a,be A — (0) tels que x = a/b. Soient m,,...,m, les idéaux maximaux
de A contenant b, V),...,V, les anneaux de valuation de YV, tels que
T, =T, Nexistec, €4 — (0) tels que ¢;J; C A, . Soitc = ¢, - - - c,, on
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a pour tout i = 1,...,n et pour tout entier k, cx* € Am,' Si m est un idéal
maximal de A4 distinct des m; alors b & m, donc x = a/b € A4, et par
suite cx* € 4, pour tout idéal maximal m, donc cx* € 4 donc x est
quasi-entier sur 4.

2. Condition d’injectivite. Remarquons d’abord que si 4 est un
anneau de Priifer de dimension > 1 alors I'application o: p — T, n’est pas
injective. Dans le cas général nous avons:

(2.1) THEOREME. Soient b, q € X, Pour que T, soit moins fine que T, il
faut et il suffit que M, xA, 7 (0).

Preuve. Nécessité: Si T, < T, il existe a € 4 — (0) tel que 4, D a4,
donc pour toutx € p — q,a/x € 4,donca € N, x4,.

Suffisance: Soit a € M ., xA, alors 4, D ad,; en effet: si y =
aa/s EaAd, avec e €A, sEA —q on a: ﬂxeb_qup C s4,, donc il

existe € A, tel que a = Bs douy = af € 4,.

(2.2) COROLLAIRE. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(a) L’application m: p € X, - T, € J(A) est injective.

(b) Pout tout p,q € Xy, p7#q on a: N, x4, #(0) ou
M cqpxA, # (0).

(2.3) COROLLAIRE. On suppose que A vérifie la condition suivante:

(%) Pour tout p € X, et tout x € p, M x"4, = (0).

Alors pour tout p, q € X, tels que T, < T, on a: p C q, en particulier
I’ application 7 est injective.

(2.4) Exemples d’ anneaux vérifiant la condition ().

(1) Les anneaux noethériens et plus généralement, les anneaux locale-
ment noethériens et les anneaux fortement laskériens ([1] Ch. 4, Exer. 28
et 29).

(2) Les anneaux A4 tels que 4, soit complétement intégralement clos
pour tout p € X, (exemples: Les anneaux de Krull et plus généralement
les anneaux de caractere fini et de type réél).

(3) Les anneaux de dimension 1 (en effet, si 4 est de dimension 1,
alors pour tout p € X, A, est dominé par un anneau de valuation de
hauteur 1, ce dernier étant complétement intégralement clds).

REMARQUE. Si S est une partie multiplicative de 4 et si A vérifie la
condition () alors S~'A4 la vérifie aussi.
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Rappelons que pour toute partie multiplicative S de A4 il existe une
partie multiplicative saturée S* de 4 telle que S~'4 = S*~'4 ([1] Ch. 2, §2.
Exer. 1).

La topologie Ty-1, (resp. TS “ ([6] Prop. 0.6)) sera notée abusivement
T (resp. TS).

Notons que si S = MN_ ;4 — p, (ou p; € X;) alors Ty = sup T, .

(2.5) THEOREME. On suppose que A vérifie la condition (*). Soient S et
S’ deux parties multiplicatives de A, si Ty < Ty, ou TS < TS alors S’ C S*.

Preuve. Montrons que si 75 < T5 alors $’* C §*. On se ramene
aussitdt au cas ou S et S’ sont sauturées. Supposons que S’ Z S, soit
s ES —S.8iS=MN,.,4—Dp, avec p, € X,, il existe i €I tel que:
s’ € p,, comme S~'4/(1 + s'S~'4) est ouvert pour 75, il est aussi ouvert
pour TS et a fortiorie pour Tg. Donc il existe x € 4 — (0) tel que:
S7'4/(1 + s’S7'4) D x84, ainsi x/s" € S7'4/(1 + 5’S7'4) C 4,
contrairement au fait que A4 vérifie la condition (*).

La deuxieme partie de l'assertion se démontre d’une maniere ana-

logue.

(2.6) COROLLAIRE. On suppose que A vérifie la condition (*). Soit
(p;);ies une famille d’éléments de X,,, et S = (,_;A — p,. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) Ty =supT,.

(b) sup T, est localement bornée.

(c) il existe des éléments (q;);—, , maximaux parmi les p,, tels que
chaque p; soit contenu dans I’un des q ;.

Preuve. (a) = (b) et (c) = (a) sont évidentes. Montres que (b) = (c). Il
existe une partie finie J de I telle que sup;¢, T, = sup,c; T, ([2] Exer. 20)
doncsik €I —J, U,,p,=(U,,p,) N, (Th. (2.5)), donc p, est con-
tenu dans 'un des p, pour i € J, ce qui permet de conclure.

(2.7) COROLLAIRE. Soit A un anneau vérifiant la condition (*). Si A
posséde la propriété de la borne supérieure alors pour toute famille (p;);c;
d’idéaux premiers tels que: (M, ,b; # (0), il existe q,,...,q, € X, tels que:
U, g,b, = U;=lq ; en particulier; A est h-semi-local.

Preuve. Posons S = N,_,A —p,, Ty € T(A) car Rad(S~'4) # (0).
Comme T est localement bornée, il existe a,,...,q, € X, tels que:
T = sup(T;,..., T, ) ([2]. Exer. 20), or, sup(T; ..., T, ) coincide avec T,
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ou §’= N 4 —q;, donc § =S’ (Th. (2.5)), dou: U,_,pb, = Ul a,

ainsi pour tout i € I, p, est contenu dans I'un des g ;» donc si les p, étaient
tous maximaux, ils seraient en nombre fini.

(2.8) LEMME. Soit A un anneau de dimension 1. On suppose que pour
tout T € J(A) il existe une topologie p-adique T, moins fine que T. Alors A
est topologiquement priiférien.

Preuve. Soit p € X, il existe un anneau de valuation V contenant 4,,,
et par hypothese il existe g € X, tel que: T, < T, ainsi T, < T}, < T,
comme A vérifie la condition (), g C p donc q = p et par suite 7, = T,.

(2.9) THEOREME. Soit A un anneau de dimension 1, il est équivalent de
dire:

(a) A posséde la propriété de la borne supérieure.

(b) A est topologiquement priiférien h-semi-local.

Preuve. (a) = (b) résulte du lemme précédent et de (2.7). (b) = (a)
résulte du théoreme (1.3).

(2.10) THEOREME. Soit A un anneau de dimension 1, si A posséde la
propriété de la borne supérieure alors tout sur-anneau de A contenu dans K la
possede.

Preuve. Résulte de (2.9) et de (1.6).

Avec les notations de (1.8), nous avons comme corollaire des
Théorémes (2.9) et (1.8) le résultat suivant:

(2.11) THEOREME. Soit A un anneau de dimension 1, si A posséde la
propriété de la borne supérieure alors:
(i) A’ est un anneau de Priifer h-semi-local de dimension 1.
(i) L’application m’ - m’ N A est une bijection de Spect(A’) sur
Spect( A4).
(iii) A’ coincide avec la quasi-cloture intégrale de A.

Nous allons maintenant aborder le cas des anneaux noethériens.

(2.12) THEOREME. Pour qu’un anneau noethérien A posséde la propriété
de la borne supérieure il faut et il suffit qu’il soit topologiquement priiférien.
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Nécessité. Pour tout p € X, il existe un anneau de valuation discrete
V qui domine A4, ([4]. Prop. (6.5.8)). A possede la propriété de la borne
supérieure, donc il existe g € X, tel que T, < T, nous avons en effet
T, = T, (Lemme (1.4)). Soit W un anneau de valuation discréte dominant
A,, nous avons: T, < T, = T}, donc Ty, = T, (Lemme (1.4)). V' et W sont
alors dépendants ([1]. Ch. 6. 7. Prop. 3), par conséquent V' = W, car ils
sont tous les deux maximaux. ([1]. Ch. 6. 4. Prop. 6). V" domine & la fois 4,
et A, donc p = q ([1]. Ch. 6. 1. Exer. 1) et 7, = T},. c.q.f.d.

Suffisance. A est de dimension 1 en vertu de la condition (*) et du
Lemme (1.4), il en résulte que A4 est h-semi-local, et on conclut a I'aide du
Théoreme (1.3).

(2.13) REMARQUES.

REMARQUE 1. Pour un anneau noethérien A4 il est équivalent de dire:

(a) 4 est topologiquement priiférien.

(b) A est de dimension 1 et pour tout p € X, 4, est de Mori
unibranche.

Preuve. (a) = (b). dim4 =1 en vertu de la condition (*) et du
Lemme (1.4). Soit p € X, et B la cloture intégrale de 4, si g # (0) est un
idéal premier quelconque de B, T < T, donc T = T,. D’une part il
existe x € K* tel que: xB, C A, et ceci montre que 4, est de Mori.
D’autre part B est un anneau de Krull donc il vérifie la condition (*) donc
il est local.

(b) = (a) vient du fait que la cloture intégrale B de 4, est un anneau
de valuation discrete tel que: T = T,,.

Nous rejoignons ainsi la caractérisation des anneaux noethériens
possédant la propriété de la borne supérieure donnée dans [6].

REMARQUE 2. Si un anneau localement noethérien posséde la propriété
de la borne supérieure alors il est noethérien (topologiquement priiférien).

Preuve. Résulte immédiatement du Corollaire (2.7) et de [7] Ap-
pendice; lemme de I'exemple 1.

(2.14) THEOREME. Soit A un anneau noethérien de dimension 1, A’ sa
cloture intégrale. Si A est de Mori alors tout T € F( A) est borne supérieure
d’une famille de topologies p’-adiques ou p’ € Spect(A’).
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Preuve. Soit T € J(A), les A’M ou M parcourt 'ensemble des sous-
A-modules ouverts pour 7T forment encore un systeme fondamental de
voisinages de zéro pour 7. En effet; A’ est un A-module de type fini, donc
il existe d € A — (0) tel que: dA’ C A, si N est un sous-4-module ouvert
pour T, dN est ouvert pour 7 et nous avons dN C A’dN C N. Donc T est
A’-linéaire, or, A’ est un anneau de Dedekind donc le Théoreme (1.3)
permet de conclure.
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