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PARAGROUPE D’ADRIAN OCNEANU ET ALGEBRE DE
KAC

MARIE-CLAUDE DAVID

Dans ces quelques pages, nous reprenons ’essentiel des notes manuscrites
d’Adrian Ocneanu intitulées “A Galois theory for operator algebras” (1986).
Nous en précisons les définitions et démontrons les théorémes essentiels: les
propriétés fondamentales du paragroupe, le résultat de classification qui est
un corollaire du théoréme de classification de S. Popa et la caractérisation de
I'inclusion d’un facteur dans son produit croisé par une algebre de Kac de di-
mension finie. Il nous a paru important que le paragroupe soit explicitement
défini et que ces résultats admis par tous et souvent cités par F. Goodman,
P. de la Harpe, V. Jones dans leur livre [GHJ] et par S. Popa dans ses
article de classification [Popa, 1 et 2] recoivent enfin une demonstraion ex-
haustive. Je me suis attachée a rédiger les démonstrations qui auraient pu
étre données a I’époque & deux exception pres:

Le caractére d’invariant complet du paragroupe est démontré grace aux
carrés commutatifs de S. Popa.

La coassociativité du coproduit de l'algebre de Kac (§5) était vérifiée
directement dans ma premiére version (Publications de I’Université Paris-
Sud #93-06). Claire Anantharaman a attiré mon attention sur article de
W. Szymanski [S], je I’en remercie: la dualité qu’il définit me permet de
donner une démonstration plus algébrique.

Parmi les développements de la théorie qui pourraient fournir d’autres
démonstrations a ces résultats, on peut citer, par exemple, la théorie des
bimodules d’A. Ocneanu [O], la théorie des secteurs [L1, L2], [I1, I2]...

Je remercie particulierement Vaughan Jones qui m’a encouragée & en-
treprendre ce travail et m’a guidée lors de nombreuses discussions. Je re-
mercie aussi Michel Enock pour ses conseils qui m’ont aidée & achever cet
article.

0. Introduction.

Soit IV un sous-facteur d’indice fini dans M, un facteur de type II; dont tr est
la trace finie fidele normalisée. Soit M; ’algebre oblenue par construction de
base: M, est 'algébre de von Neumann sur L?(M, tr) engendrée par M et ey
la projection sur L*(N, tr) [VJ1]. SiJ est 'involution standard de L*(M, tr),
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M, est égal & JN'J. J permet donc de définir un anti-automorphisme vy, de
N'Nn Mli
Yo(z) = Jz*J (z € N'N M,).

Plus généralement, comme M. Pimsner et S. Popa ont montré que
N CM, C Mypy

est isomorphe & la construction de base, on sera tenté de définir, pour z
élément de N' N My,41, Ya(z) par J,z*J, ou J, est l'involution standard
de L?(M,,tr). La premiere partie de cet article contient les vérifications
nécessaires a une définition cohérente de 7y,.

La deuxiéme partie donne la définition et les propriétés fondamentales des
Yr-

La troisieme partie contient la démonstration de ces propriétés et une
expression de 7,(y) quand y est un élément de N' N My, ;.

La quatriéme partie montre que le paragroupe (la tour dérivée munie des
anti-automorphismes) est un invariant complet pour 'inclusion d’un sous-
facteur de profondeur finie dans le facteur hyperfini de type II; équivalent
a linvariant défini par S. Popa dans [Popal], & savoir le carré commutatif
canonique.

On rappelle que lUinclusion N C M est de profondeur finie si le graphe
principal est fini [GHJ, 4.1]; on obtient le graphe principal de N C M en
effacant dans le diagramme de Bratteli de la tour dérivée ce qui s’obtient
par réflexion de 1'étage précédent.

La cinquiéme partie donne une caractérisation de ’inclusion d’un facteur
de type II;, dans son produit croisé par une algebre de Kac de dimension
finie:

Soient M un facteur de type II;, tr sa trace normale finie fidéle normalisée
et N un sous-facteur d’indice fini dans M. Les proposition suivantes sont
équivalentes:

(a) N est de profondeur au plus 2 dans M et N'N M est égal & C.

(b) M est le produit croisé de N par une action extérieure d’une algébre
de Kac de dimension finie K.

(¢) N est la sous-algébre des points fixes de M sous une action extérieure
d’une algebre de Kac de dimension finie K.

Une démonstration de ce résultat utilisant la méthode des secteurs se
trouve dans [L2] (voir aussi [I2]). Dans [I1], on trouvera une caractérisation
d’une inclusion irréductible de profondeur 2 de facteurs proprement infinis.

Un résultat semblable dans le cas ou l'indice est infini est montré dans
[EN]. D’autre part, si N'NM; est commutatif, 'algebre de Kac est un groupe
fini.
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1. Représentations des algébres de la tour obtenue en itérant la
construction de base.

1.1. Définitions [VJ1]. Soient M un facteur de type II,, tr sa trace nor-
male finie fidéle normalisée et N un sous-facteur d’indice fini dans M. On re-
garde M dans sa représentation standard my sur L?(M,tr). L’espérance con-
ditionelle Ey de M sur N définit le projecteur ey de L?(M, tr) sur L?(N, tr):

Si € est le vecteur cyclique canonique donné par la trace, si x appartient
a M, on a:

en(t€) = En(z)€.

La construction de base sur N C M est la définition de I'algebre de von
Neumann M, sur L?*(M,tr) engendrée par M et ey. On connait donc M,
par sa représentation fidele my sur L?(M, tr) qui prolonge la représentation
mo de M par multiplication a gauche, c’est-a-dire pour tout a de M et tout
z de M, on a:

mo(a)(z€) = (az)¢ et mo(en)(z€) = En(2)¢.

D’apres [VJ1, 3.1.7], la trace canonique Tr sur M; est une ([M : N]~*, M)
trace, c’est-a-dire Tr étend tr et Tr(eyz) est égal & [M : N| ' tr(z) pour
tout x de M. On notera alors la trace sur M; comme la trace sur M par tr.

1.2. La tour. D’apres [VJ1, 3.1.7], on peut recommencer la construction
de base a partir de l'inclusion M C M; et on obtient une algebre de von
Neumann M, que I’on connait par sa représentation m; sur L*(M;,tr). Les
restrictions de m; & M; ou M sont les représentation de ces algebres qui
prolongent leur action par multiplication & gauche sur M;&;, ou &; est le
vecteur cyclique canonique.

La trace sur M, prolonge celle de M, et vérifie la propriété de Markov,
on la notera encore tr et ainsi pour la trace de chaque algebre construite
par construction de base. En effet, en répétant la construction de base, on
obtient la tour d’algebres:

€o €1 e2 €n
NCMCM CM,C---M,C M, -

On connait M,,,, par sa représentation 7, sur L?(M,,,tr), M, , est I'algebre
de von Neumann engendrée par M, et e,, la projection de L*(M,,tr) sur
L2(Mn_1 s tr)

1.3. La construction de base N C M, C M,, ;. Dans [PiPo2], M.
Pimsner et S. Popa remarquent qu’on peut définir abstraitement 1’algebre
de la construction de base sur N C M comme 'unique (& un isomorphisme
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pres) facteur fini M;, muni d’une trace 7, qui contienne M et une projection
e et vérifie

[M; : M] = [M : N]

le,y] =0 (yeN)

ere = Ex(z)e (z € M)

T(ex) = [M; : M] ' tr(z) (z € M).

Ils montrent alors que l'algébre M,,; est isomorphe & ’algébre obtenue par
la construction de base sur N C M,,. Il existe donc une représentation fidele
7, de Ma, .y sur L?(M,,tr). Le projecteur de la construction de base est
alors [PiPo2, 2.6].:

_ n(n+1)
fP=[M:N]"7 (enen1---€)(€nt1€n---€1)...(€2m€2n_1 .- .€p)

M, 41 est donc le facteur engendré par M, et f'.
Si &, est le vecteur cyclique canonique de L?(M,, tr) et z,, un élément de
M,, on a:

7rn(fn—l)(ﬂcnfn) = EN(xn)gn

et la restriction de m, a M, est la representation standard de M, sur
L*(M,, tr).

1.4. D’autres représentations. On pourrait aussi regarder la construc-
tion de base sur M, C M,, p < n, qui nous donne une représentation n¥ de
M,,,_, sur L*(M,, tr); posons alors

(n—p)(n—p—1)
fa=[M:NI""7

€n€n_1-.. ep+1)(€n+16n [T ep+2) e (ezn_p__l . en).

M,,_, est le facteur engendré par M, et f? et, pour z,, dans M,,, 72(f?)(z,&,)
vaut By, (2,)&5.

Larestriction de m,, (définie en 3) & M,,,_, nous donne aussi une représenta-
tion de M,,_, sur L?(M,, tr) ... Nous allons voir dans le paragraphe suivant
que 7% et m, coincident sur My, _p.

1.5. Compatibilité des représentations obtenues a partir de diffé-
rentes constructions de base. Nous commencons par fixer les notations
et rappeler les régles de calcul dans les algebres de la tour.

1.5.1. Notations.
a) a=[M : NJ, a est la partie entiere de o et a(n,p) =«

(n—p)(n—p—1)
2 .

b) a, est la partie enti¢re de o™, 'indice de M,, dans M,,,.
C) gi =eneni...€p416k neNkeNn >k
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d) g% =enenpr-.. 16 neNkeNn<Ek
remarquons que g, = (gﬁ)* pour tous n et k.

e) fr=aln,p)gttghiy.. .95 .1 nENpeNn>p>-1

1.5.2. Bases de Pimsner-Popa [PiPol, 1.3].
Il existe une famille {A;,1 < j < a+ 1} d’éléments de M, appelée base de
Pimsner-Popa de M sur N, telle que:
b) En(Aj);) = p; ou p; est un projecteur de N de trace a—asij =a+1
et est I’identité sinon.
Une telle famille vérifie de plus:
c) Ajen est une isométrie partielle pour 1 < j <a + 1.

d) i AenA; =1
e) YA =oa
f) Tout y de M admet une unique décomposition y = Z;‘:ll A,y; ou y, est

un élément de p; N égal a EN(/\;y). De méme y = Z;‘;l EN(y/\j))\;‘.

g) La famille {a!/?\;e0,1 <4 < a + 1} est une base de Pimsner-Popa de
M, sur M. Plus généralement, la famille {aP+1/2)\;g5.1 <i < a+ 1}
est une base de Pimsner-Popa de M, ; sur M,. (Ceci résulte de la
démonstration de la proposition 1.5 de [PiPol].)

1.5.3. Reégles de calcul. On rappelle que
a) ey appartient & M.

=3

e, commute avec les éléments de M;_,.

er, commute avec ey, si |k — h| > 2.

o

oW

— 1 |
€rCry1€k = O € et epp1ererir = O €pyq.
ert1Teri1 = En,_ ()ers (x € My).

EMk (ek) = O[_l.

[

fP appartient & M,,,_, et commute avec les éléments de M,

’/Tn(fre)(xngn) = EM,, (xn)gn

oQ

= o

Lemme 1.5.4. fPf-1 = f-1.

Démonstration. Pour montrer cette égalité, nous allons faire disparaitre un

a un les produits du type g2*} de f?.

Voici un procédé pour faire disparaitre un projecteur:

ntk k R+l 1.k ntk+1 k+1 .
Lemme. g,""g; 1 9niki1 = @ Gnik—19h Onigis1 S1h 2>2n+k+1 et
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k>0.
Démonstration.
nt+k k k+l  _  nt+k+2 E o _k+1
9r " In+kIn+k+1 = Yh €ntk+1 ntk Intk Intkt1 (1.5.1c)

— ontk+2 k k+1
=0Gn €ntkt+1 Cntk Inik—1 Enth+1 Onykst (1.5.1c)
— ntk+2 k k+1
=0 €ntk+1 €ntk Cntk+1 Intk—1 Intk+1 (1.5.2b)
— 1 ntk+2 k k+1
=0 g entkit Gngko1 Gtk (1.5:3d)
— -1k n+k+2 E+1
= Gnik-19n entk+1 Inipsr  (1.5.1c) et (1.5.3c)
— o lg* ntk+1 _k+1
=0 Gnik-19n Intk+1 (1.5.1c).

Suite de la démonstration de 1.5.2.
Ce procédé va nous premettre de faire disparaitre un & un les projecteurs de

n
g2n—p—l N

ggn-p—lfn_l = a(n,—1) (ggn—p—l gggrlzﬂ .. ,g;‘;_f’;_22) gg;—’-’;—ll oo Gom (1.5.1e).

En appliquant le lemme une fois, nous obtenons d’abord:

n -1 _ -1_0 n+1 1 2 n—p—2 n—p—1 n
g2n—p—1fn - a(n’ —1) (Ol In-1 g2n—p—1 gn+1 gn+2 ttt an—p—Z) g2n—p—1 -G

En appliquant ce résultat (n — p — 2) fois de plus, nous faisons disparaitre
ggn—p—l‘

Gnprfit = o, —1) (a7 gl ghg? ..

n—p—3 2n—p—2 n—p-—2 n—p—1 n
g2n—p—4 g2n—p—l g2n—p-—2 g2n——p~1 s g2n

—(n—p— n—-p—3 2n—p—1 —p—1 n
= a(n,-1) (a (n—p 1)92—1 9111 e gzn-pp-s) 92;:—5—1 ggn—pp—l <o -9on

= a(n,=1) (@™ go_ gl g577%) Ghaly s - G

Multiplions maintenant par g5, _,:
I p2Gom_p-1fn = a(n, —1)a~ 7?71
(95m20ms 95ms G- 952252 ) G5ty - - G
Par le procédé précédent appliqué (n — p — 2) fois, nous avons:
ggn_—lp—2ggn—p—1fn—l = a(n, "1)0‘~(n_p_1)
(a7 DGl gt G h S G5t ) Gan s -+ T
I p2Ginpr St = a(n, —1)a (P D= (P2

0 1 n—p—3 n—p—2 _n—p—1 n
(Qn—zgn—l .. 'g2n—p—5) 92n-p-292n-p—1---92n-
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Apres la disparition de g713, c’est-a-dire aprés (n —p — 1) absorptions, nous
obtenons

217t = a(n,pla(n, —1)a(rmD=npmR1gekl (g6 Y gl gn

Comme (n—p—1)+(n—p—-2)...+41= ("—"’—)(;"Ll) et gv*'g0., = 9o,
I’égalité est démontrée.

Nous allons vérifier maintenant que les représentations ,,, 72, 7¥ coincident
sur Ma,_p.
Proposition 1.5.5. Avec les notations précédentes, mn/n,,_, = 75.
Corollaire 1.5.6. Toutes représentations de la méme algébre sur le méme

espace obtenues a partir de différentes constructions de base sont les mémes.

Plus précisement, si p < k < n, alors les représentations m,, 72, w¥ coinci-

dent sur M, _,.

Démonstration de la proposition. On sait que 72 et 7, ont méme restriction
a M, c’est la représentation standard de M,, sur L*(M,, tr); il reste donc &

comparer 72 (f?) et m,(f?).
Si z,y et z sont des éléments quelconques de M,,, zEy(yz) appartient M,
et on peut écrire:

T (f2)Ta(2fo y) (26) = 7h(fR) (2 En (y2)€n) = B, (En (y2))6n-

D’ou:

b () a(2 7 y) (260) = B, (2) En(y2)én = ma( B, (2) £ ' 9) (26n).
Nous avons donc obtenu:

T () ma(@fy) = ma(Ba, (2)f57y) (2 € M,y € M),

D’autre part, calculons fPxf 'y:

frafity = faflf 'y = B, () 2y = Bx, (@) f 'y (1.5.4).
De ces deux calculs, nous déduisons:
*) T (fi)ma(zfly) = ma(fRafty) (2 € Ma,y € My).
L’égalité (*) nous permet d’écrire:

an,+1 an+1
7 (f2) (Z MJW‘-) = (ff: > Ajf;“}*) -

=1
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L’égalité des éléments 72 (f?) et m,(f?) découle alors de la propriété de la
base de Pimsner-Popa (1.5.2d) qui donne 'expression de I'identité de M,,:

an+1

SN =1

Jj-1

La compatibilité des différentes représentations nous permet de définir
sans ambiguité les anti-automorphismes associés a la tour derivée.

2. Anti-automorphismes associés a la tour dérivée.

2.1. Définitions et notations. On reprend ici [VJ1, 3] et on rappelle que
J,, est 'involution de l'espace de Hilbert L?(M,,,tr) définie par J,(z,.&,) =
z,&, si z, est un élément de M,,.

On notera I',, 'anti-automorphisme de I’algébre B,, des opérateurs bornés
de L?(M,, tr) défini par:

T(v)(z€,) = Juv*J.(z€,) (v € Bp,x € M,).

On sait que T',(M,,) = M) et T (7,(N)") = 7,(M2,41) puisque N C M,, C
My, 1 est la construction de base; plus généralement, considérant M, C
M, C M,,_,, on obtient I, (7, (M,)") = mp(Man_p).

Définition. Soit A, = N’ N M;, on note encore tr la restriction & Ay
de la trace de M;. T, envoie m,(As,y1) sur m,(Az,41). On appellera v,
Panti-automorphisme de A,,,; défini par:

7Tn('7n($)) = Fn(ﬂ'n(ft)) (:E € A2n+1)'

Si 0 < p < n, v, coincide sur M, N M,,_, avec I'anti-automorphisme con-
struit & partir de la tour M, C M,, C Ms,_, (1.5.6).

2.2. Propriétés fondamentales.

Théoréme 2.2.1. Pour tout n entier naturel, les anti-automorphismes vy,
satisfont les relations suivantes:

a) Yrt+2Vnt1lAsmss = Ynt1Vn

b) film(z)=frlz (z €4y

¢) Ynler) =€z (0<Ek<m).

La démonstation de ce théoréme est ’'objet du paragraphe 3. Au cours
de cette démonstration, nous donnerons une formule pour +,(y) quand y
appartient & Ag, ;.
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Proposition 2.2.2 ([Popal). Si N est un sous-facteur de profondeur finie
dans un facteur M de type 11,, les anti-automorphismes -y, conservent la
trace tr de Aapy1-

Démonstration. Soit ... N,y C N, C ... C Ny C N C M un tunnel dans
N C M [GHJ, 4.7¢]; en considérant la construction de base N,,; C M C

M, 2, on peut définir v, un anti-automorphisme de N, , N M, par:

siz € N,y N Mpy, To(Yo(2)) = Jo(mo(x))Jo

ou Jp est I'involution canonique de L?(M, Tr).
Comme N est un sous-facteur de profondeur finie dans un facteur M de
type 1I;, on sait que

Enm(eo) = [M: N]7'1.

Grace 4 4.5 de [PiPo1l], 3.1 et 3.2.ii de [PiPo2], cette derniére propriété est
suffisante pour affirmer que 7, conserve la trace de N, ,;, "M sur M'N M, 5.
La proposition annonce un résultat plus fort. S. Popa affirme que 7,
conserve la trace de N,,, N M,,,. Pour démontrer ce résultat, il utilise
I'’hypotese de la profondeur finie. En effet, on va plonger N, N M,,, dans
Ny 1 N My, tel que k soit supérieur & la profondeur du graphe principal. o
s’étend & Ny, N My et conserve la trace de Ny, N M sur M' N Mj,. Ce
choix de k permet d’affirmer que N, NM, est 'espace vectoriel engendré par
NipyNMegNp, N M donc vy, conserve la trace de Ny, N M; sur N'NM,,;
par récurrence, on montre ainsi que 7, conserve la trace de N, ; N M.
De la méme fagon, -y, conserve la trace sur A,,,;, il suffit, pour le dé-
montrer, d’opérer une translation des indices sur la suite d’algebres formée

du tunnel et de la tour dérivée.

Remarque. La relation (a) du théoreme 2.2.1 permet de définir un iso-
morphisme T de la tour dérivée de I'inclusion N C M sur la tour dérivée de
M] - M3Z

Soient A, = N'N M, et B, = M, N M,
T est égal & v, 117, sur Agnyy et T(Azny1) = Baongr-

D’apres (2.2.1a), T est bien défini, c’est un isomorphisme des tours dérivées
conservant la trace (2.2.2) et les anti-isomorphismes, c’est un isomorphisme
de paragroupe (voir 4) qui opére une translation de 2 sur les indices des
projecteurs de V. Jones.
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3. Démonstration du théoréme 2.2.1.

3.1. Lemmes.

Lemme 3.1.1.
a)

—p— 2 *
fh= o g (g et

Tn+1 (fﬁ) = a(n_p_l)gﬁﬂ Tn+1 (fﬁif) (91';“ ) *

(g=*?, élément de My, agit par multiplication & gauche sur
Lz(Mn+17tr))'

-1 _ _n+l1,.2n4+2 p—1 _n+l1
b) for1 =0 g o Gonra-

Démonstration.
a)
p+1_p+2

1’: = a(n7p)gn gn+1 e ggn—p—l
p+1

= a(n7p)gn €p+19n+1€p+2 - - - Gntk—1€p+k - - - 92n—p—1€n-

Grace aux régles de commutation des projecteurs (1.5.3c), on obtient:

o _ p+1, p+3 pHk+1 n+1
fr=0a(n,p)gn " gnii- - Gniko1 - Gon-p-1€p+1€p+2 - - Eptk - - - En.

Comme f2f} = a(n + Lp + 2)g243 ... g8kt . gptt | et
a(p,n) = o™ PDa(n + 1,p + 2), f7 vaut aP=DgrH fEEH(gPH)* et
(a) est démontré.

b)
f,;:l =a(n+1, “1)9g+1 9111+2 e 93#2
=a(n+1, —l)e,,Hg?, €n+2 9111+1 o €2n41 GonCony2 93:4:2 (1.5.1c)
=a(n+1,-1)g3 1" g gni1 - Gon Gomsa  (1.5:3b)
= a(n,—1)a" g% (gn Gny1 -+ Gon) Gony2 (15.1a)
= o™it f g, (LS.le).

Lemme 3.1.2. (dit du tour de passe-passe)

k+1 —_ k+1
Gk43 €k43 = €41 Gy 3-
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Démonstration.

k+1 —
Gr+3 €kt+3 = (Ck+3€k+2€k+1)€k+3

= (ert3€h42€k43)Chi1 (1.5.3c)
= exy3(aery) (1.5.3e)

= epta(€rt1€ri26r41)  (1.5.3€)
= epy1(€rr3€rio€rin) (1.5.3c).

Lemme 3.1.3. Si0 <k <n, esp_rfi* =erft
Démonstration.

an—kfr = €n_ra(n, —1)gogn ., .. 'ggn
= a(n, 1)gngn+l - k 262n k9o k 1 - Yon (1.5.3c).

Nous avons ey,_; devant gi~%-!, et nous voudrions e, devant g2.

1% étape: transformons ey,_, en es,_j_, devant g;‘,:f{_ll. D’abord nous

faisons disparaitre e, _x:

-k—=1 n—k
€2n—kTom b 1ok = €2n—k€2n—k-195m b 2€2n—kTom k1 (1.5.1c).

Comme ey, et g3, %', commutent [(1.5.3a) et (1.5.3b)],

n—k—1 n— . - n—k
€2n—k 9on—k—1 92n—k = €2n—k €2n—k—1 €2n— k 92m k Zan—k 1

= gy, - k— 2 €2n— k92n_—k—1 (1.5.3d)

n—k—1
QG3n k-2 Gon— k

Ensuite nous faisons apparaitre es,_j;_»:

—k—1 n—k __ —k—1 n—k
€2n—k Gon—k—1 9on—k = X€2n_k—2 Gor k-3 ok
— n—k—1 n—k
= €2n—k—2 €2n—k—1 €2n—k~2 92n—k—3 92—k (1.5.3d)
—_ n—k—1 n—k
= €2n—k-292n—k—1 Jon—k (1.5.1¢).

2éme étape: nous avons maintenant ey, j_o entre g _'“,:_22 et gy kk 11, grace

an —k — 1 tours de passe-passe (3.1.2), nous allons obtenir e, devant g2:

1°" tour de passe-passe:
n—k—2 _ n—k—2 (1 5.3 )
O kg €2n—k—2 = €2n_k—2 €2n_k—_3 €2n_k—4 €2n—k—2 Gon_k_5 -0.9C
n—k—2
= €2n—k—4€2n—k—2 €2n—k—3 €2n—k— 492n k—5 (3-1-2)

_ —k—2
= €an—k— 4gzn k—2°



342 MARIE-CLAUDE DAVID

Apreés p tours de passe-passe, NOUS avons €y,,_k_2(p+1) devant g;';f,:_(’(’: :i) et

aprés n—k—1 tours de passe-passe, nous obtenons e, devant g2 et la relation
annoncée est vérifiée.

Lemme 3.1.4. Siz € A,,,z, € M, 7 (Vn(2))(Zrn&n) = Tnz&n-

Démonstration.
T (Yn(2))(Znén) = Jamn(2)" Jn(Tnén) = Jumn ()" (Zhén) -

Comme z est un élément de M,,, 7, (7,(z))(z.&,) est donc égal & J, (z*zx&,),
soit z,z§,. Ainsiy,(z), élément de M}, agit par multiplication & droite sur
L?(M, tr).

Lemme 3.1.5. Si la famille {m;,1 < j < a, + 1} est une base de Pimsner-
Popa de M,,_; sur N, alors la famille {a™?X\;gf " 'm;,1 < j < a,+1,1<
it < a+ 1} est une base de Pimsner-Popa de M, sur N.

Démonstration. Vérifions (a) est (b) de (1.5.2):

En ((a"/2m293—1)\2)(anﬂ)\igg_lmj)) = &"En(mjygn_1€0(AsAs)eogr ' m;)
= o8t En(m}gs_1€097 'm;) (1.5.1c,d et 3d)
= aléi,kEN(mZEMn_l(en_l)mj) = i,kéj,h(1.5.2a).

Quand P'indice o de N dans M est entier, on peut facilement donner une
base de Pimsner-Popa de M,, sur N:

Proposition 3.1.6. On suppose que ’indice o de N dans M est entier.
On note J, le produit de n copies de {0,1,2,... ,a} et si I = (i, i1,
i9y... , 1y) est un élément de J,.1, on pose

my = an(n+1)/4Aing(1)’L—1Ain_lgg.-—Z e )‘izgé)‘il 60>\i0.

Alors la famille {m;,I € J,..1} est une base de Pimsner-Popa de M, sur
N.

Ceci résulte par récurrence de (1.5.2g) et du Lemme 3.1.5.

3.2. Une formule pour v,(y) quand y appartient & A,,;. Nous allons
maintenant donner I’expression de v,(y) quand y appartient & A,,.;. Cette
formule nous permettra d’établir 2.2.1(a) et nous sera trés utile dans la
partie 5. Quand l’indice est entier, elle coincide, grace & la proposition 3.1.6,
avec celle annoncée par A. Ocneanu.
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Proposition 3.2.1. Si {m;,1 <4 < a,,,+1} est une base de Pimsner-Popa
de M, sur N, alors pour tout y de As,yq, o a:

ant1+1

(y) =™ Y B, (Fr'may) frlmy

k=1

Démonstration. D’aprés 1.5.2, la famille {a(™*)/2m,f-1 1 <i < a,;; + 1}
est une base de Pimsner-Popa de M,,, , sur M, et

ant1+1

y=a"" N~ By, (ymif, ) frmy

=1

. 272 o n 1 \
Si Ex(mjmy) = gy, tout élément de M, s’écrit ZZQ# zpm}, ou zy est

un élément de Ngy, il suffit donc de connaitre m,(v,(y)) sur les vecteurs
de L?*(M,,tr) de la forme zm}¢, ol z appartient & N,,. Jomets m, quand
I’élément de M,, agit par multiplication & gauche.

an41+1
T (Y*) Jn(zmpn) = ot Z Eu, (y*mifn—l)ﬂ'n(frjl)(m:mhz*gn)
i=1
an4+1+1

= o™ Y B (y'mif ) By (mima)(z°6,).  (15.3h)

Or

En(mimp)z" = 6 pqnz” = 6 p2" (1.5.2a,b),
d’ou

7Tn(y*)Jn(2’"’71};“:.:11) = an+1EMn (y*mhfn_l)(Z*fn)
et

T (Pn () (2mién) = ™ 2By, (£ my)En.
Comme z commute & Ey, et ! et que zm}, se décompose en

an4+1+1
Z my En(myzm}) (1.5.2f),

k=1

on obtient:

an+1+1

To(¥n(®)(zmils) = o™ Y By, (f7 ' miEn(myzm;)y)n.

k=1
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Comme 1'élément y de A,,4; commute & Ey(mj}2zm;}), on obtient:

ant1+l

T (1 (v)) (2m}8n) = @™ D" Eng, (f7'muy) En(mjzm;)éy
k=1
an41+1

=a™ Y Bu, (f muy)ma(f )My (zm;éa). (1.5.3h)
k=1
Et la formule est démontrée.
3.3. ’Yn+2’)’n+1|A2,.+1 = Yn+17n-
Lemme 3.3.1. Si z € M,,, Ey, (97zg)) = a "Ep(z).
Démonstration.
En, (g7zgl) = Eu, (er63 ... enTey, . .. €2€1)
=Ep,(e1€2...€n1En,_,(T)enen_1...e2€1).
Comme E,,, est égal & Eyy, E)y,, 1'égalité devient:
En, (97zgl) = o 'Ey, (€162 ... €n_1Enr,_, (T)en 1 ... €2€1).
Apreés n — 1 manceuvres de ce type, on obtient:
B, (9729;) = @ "V Ey, (a1 By (z)e1) = o "En().

Proposition 3.3.2. Si, pour 1 <k <a+1, pp = a®+2/2), 3" et siy
est un élément de Asnyy, alors Yuyq1(y) est Uélément Y 0T] wiyn(y)eansalt]
de Ml' n M2n+3.

Démonstration. Comme {a("*)/2);g7 i = 1,... ,n} est une base de Pimsner-
Popa de M, sur M, (1.5.2), il suffit de calculer 7, ;(Vn+1(y)) sur les
vecteurs de L?(M,1,tr) de la forme A;ghz€,.1 ou p; est le projecteur
En(X});) et z un élément de p; M,,.

M1 (Y") Jn1 ()‘jggzén+l)
an41+1

= "t Z EM,. (’y*mifn_l)ﬂ'n+1(f;l)(m:Z*g?zA;gn"'l)'

i=1
Comme fn_l = anggf11+1 (gn)* et 7rn+1(f111+1) = EM1 (153h)7 on a:

Tnt1(¥") Tnt1(X;90 26ns1)
ant1+1
= N By, (y'mifi )90 Ea, (95mi2"g5N;) €nvi-

=1
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Donc

Tnt1 (g1 (¥)) (X190 26n41)
an41+1
=™ Y Ewmy (\gozmigy) 96 Eu, (fr'm}y) énna
i=1
any1+1

— 2+l Z NieoEn, (972magy) g5 B, (£ 'miy) Enva-

=1

Appliquons le lemme 3.3.1 & zm; et nous obtenons:

Tnt1(Yntr (y))()‘jgngnﬂ)
ant1+1

= o™ 3 NeoEy(zmi)eog? En, (£7'm0y) €nia
=1
any1+l1
= ot Z /\jeoEN(zmi)ggEMn (fn“lm:y) £n+1.
=1

Comme Ey(zm;) commute & g7, & Ep, et & f7' et que Y071 En (zm;)m

vaut z, on peut écrire:

Tt (Va1 (¥)) (X028 41) = T N 90 B, (f1' 2Y) €ntr-

On utilise maintenant la décomposition de ¢ sur la base m; (1.5.2f):

ant1+1

z= Z m;En(m]z)

i=1
pour faire commuter z avec y, élément de A,,,; et le sortir de Ey,, :

an+1
Tnt1 (Y41 (¥)) (A 90 2&nv1) = o™t Z Aigo Enm, (f;lmiy) En(m;z)€ni
i=1
an+1+1,a+1
=a™ S Mgl Eu, (£ may) En(mpiz)éni

i=1,k=1

Comme & ;p; = &V Epy (65X 2i95), Tnt1 (Yni1 (¥))(X; 95 26n11) est égal &

an41+1,a+1
o?tD N Nge B, (£ may) Ex (m] Ea, (99 2090)7) Ensa-

i=1,k=1

7Tn+1(7n+1(y))()‘jgngn+1)
ant1+1l,a+1
= 2+l z Akgo Enm, (fi'miy) En (mfgf’l)\;)\jggz) Ent1-

i=1,k=1
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Or 7,1, (f;il)(m)gn-{-l = En(z)&nt1 81 T € M,yy (1.5.3h), donc

an+1,a+1
Va1 (y) = 2D N~ Ngp By, (f7'may) ftimi oo

i=1,k=1

Comme f,}, est égal & a"+1g2n1? f-1gptl, (3.1.1), en utilisant les régles de
commutation, on écrit:

a+1 an+1+1
Ynt1(y) = o+l Z )\kggn+2 Z Eum, (fn_lmiy) f;‘m’{ ggn+2)‘2-

k=1 =1

D’0 Ynp1(y) = @™ T8 Mgy 2 1n (1) 994205 -
Si, pour 1 € k < a+1, on note yy ’élément o2(™+1/2), g0t! de la base de
M, o sur Mo, ., ce résultat s’écrit:

a+1
Ynt1(y) = Zﬂk7n(y)62n+zli;-
k=1

Corollaire 3.3.3. Si, pour 1 <k <a+1, pu = a@rt2/2), g3+ et siy est
un élément de Azni1, alors

a+1

st (I (¥)) = D Bxyeantaiti-

k=1

Proposition 3.3.4. Y, 12Vnt1laz4; = Ynt17n  (n EN).

Démonstration. Ecrivons la formule du corollaire 3.3.3 pour n + 1: Si y est
un élément de A,,,3,

a+1
— a2 *
Ynt2(Tn1(y)) = Z Hr€2n+2€2n+3Y€2n+4€2n+3C2n+2 k-
k=1
Mais si, de plus, y est dans A,,,,;, la formule se simplifie car

2 2
Q" €2n42€2n4+3YC2n4+4€2n43€2n42 = & y€2n+2(62n+3€2n+462n+3)62n+2

= ay(eznt+2€2n+3€2n42) = Y.

On obtient alors:
Ynt2(Ynt1(¥)) = Ynt1(1n(¥))-
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3.4. f'v,(z) et f ! sont égaux si z est un élément de A,.
Proposition 3.4. Pour tout z de A, f;'v(z) = [, x.

Démonstration. 1l suffit de démontrer la relation pour les unitaires de A,,.
Soient u un unitaire de A,, et z un élément de M,,,

Tn(fn (W) (260) = ma(f ) (2ués)  (3.1.4).

Alors par définition de f ', m,(f, 'vn(w))(2€,) = En(zu)f,. Comme u
normalise N, pour tout z de M,,, Ex(uzu*) = uEn(z)u*, on obtient donc:

Tn(fo (W) (260) = En(zu)én = u”En(uz)ué, = En(uz)é,
car v commute & N. Cela s’écrit aussi:
Wn(f;17n(u))(zfn) = Wn(fn_lu) (Zén)

La relation est démontrée.

3.5. Si 0 < k < n, ’image de ¢, par ’anti-automorphisme v, est

€on—k-
Proposition 3.5. v,(e;) = ez, (0<k<n).

Démonstration.
1¢" cas: k = n.
e, est la projection de L?(M,,, tr) sur L*(M,,_,, tr), aussi J, et e, commutent

et yn(en) = e,.
2¢me cas: 0 < k < n.
Soient z,y, z des éléments de M,,. Calculons d’abord v, (e)z f; y:

7.rn('.)ln(elc)xfn—lil/)('zén) = 7rn('.)ln(ek)) ($EN(yZ)§n) = -'L‘EN(yz)ekén (314)
Comme e, commute & M;_, donc a N,
Tn(Ynler)2f, 'y)(265) = zer En(y2)&n.

On obtient donc v, (ex)zf 'y = zer f 'y.
Calculons maintenant e,, _zf;'y:
Comme k < n, e,y,_, commute a M, donc

ConkZfy 'y = Tern_ifr 'y = zer fr 'y (3.1.3).
Soient a,; la partie entiere de o™*!, I'indice de N dans M, et

{my,j=1,... a4 +1}
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une base de Pimsner-Popa de M, sur N. Comme Z}’;{‘“ m;flm} est
'identité (1.5.2d) et, pour tous z et y éléments de M,, v,(ex)zf 'y et
€an—rZf,; 'y coincident, on peut écrire:

any1+1 any1+1
ler) | Do mifitmi | =em | Y, mifitm |,

j=1 j=1
c’est-a-dire 7y, (ex) = ean_s-

4. Le paragroupe, invariant complet pour l’inclusion d’un
sous-facteur de profondeur finie dans le facteur hyperfini de
type II,.

4.1. Paragroupe ou carré commutatif. Popa a montré que l'inclusion
d’un sous-facteur de profondeur finie dans le facteur hyperfini de type II; est
determinée par son carré commutatif canonique [Popal, 6.6]. Le paragroupe
est une autre version de cet invariant.

Définition.  Le paragroupe de l'inclusion N C M est la tour dérivée
(Ax)k>0 de N C M munie de ses anti-automorphismes canoniques .

Remarque. La donnée du graphe principal équivaut a celle de la tour
dérivée [GHJ, 4.6.5].

Théoréme 4.1.1. Soient N (resp. N ) un sous-facteur de profondeur finie
dans le facteur hyperfini de type 11, M (resp. M). Si les couples N C M et
N C M ont méme paragroupe, ils sont isomorphes.

Démonstration. On suppose qu’il existe un isomorphisme 3 des tours dérivées
conservant la trace tel que B(Ax) = A et 1, = B~ 7:0.

Si N C M est de profondeur finie p, N; C N est de profondeur finie p;,
alors si 2j est supérieur a p — 1 et p;, le carré commutatif

M'NM,; C N'NM,,
©) n n
M' N M2j+1 C N' N M2j+1

est le carré canonique de N; C N. Pour montrer que les deux couples sont
isomorphes, il suffit de montrer que N; C N et N; C N ont méme carré
canonique [Popal, 6.6].

Montrons que (C) et (C) sont isomorphes: o
Nous savons déja que I'isomorphime 3 envoie N' N M,; sur N' N M,; et
N'N Myj4, sur N'N szH en conservant la trace.



PARAGROUPE ET ALGEBRE DE KAC 349

Comme M'N M,; est P'intersection de (N' N My;) et (M' N My;y,), il nous
suffit de démontrer que

B(M' N Majyy) = M'n M2j+1-
Or
M' N My = v;(N' N M),
donc o o
M' 0 M1 =7;(N'N My;) =7, B(N' N Ma;)
et comme v; = 3711,
M' 0 My = Bry;(N' 0 Myj) = B(M' 0 Mpj1).

Les deux carrés sont isomorphes.

5. Produit croisé par une algébre de Kac de dimension finie.

Dans cette partie, nous donnons une caractérisation de I’inclusion d’un fac-
teur de type II; dans son produit croisé par une algebre de Kac de dimension
finie:

Théoréme 5.0. Soient M un facteur de type 11;, tr sa trace normale finie
fidéle normalisée et N un sous-facteur d’indice fini dans M. Les propositions
sutvantes sont équivalentes:

(a) N est de profondeur au plus 2 dans M et N' N M est égal a C.

(b) M est le produit croisé de N par une action extérieure d’une algébre
de Kac de dimension finie K.

(c) N estla sous-algébre des point fizes de M sous une action extérieure
d’une algébre de Kac de dimension finie K.

L’équivalence entre (b) est (c) est un résultat de M. Enock et J.-M.
Schwartz [ES2]; dans [EN], on trouvera la démonstration de (b)=-(a) dans
le cas le plus général. Nous nous attacherons ici & construire une algebre
de Kac de dimension finie & partir de I'inclusion d’un sous-facteur dans un
facteur de type II;, c’est-a-dire & montrer (a)=>(c).

Soient M un facteur de type II;, tr sa trace normale finie fidéle normalisée
et N un sous-facteur d’indice fini n et de profondeur 2 dans M. Par con-
struction de base, on obtient la tour de facteurs

eg e1 €2 €p
NcMCM CMC..M,C M,,...,

la suite des projecteurs de V. Jones et les anti-automorphismes -, définie en
2.2.1. On s’intéressera plus particulierement & la tour dérivée de I'inclusion
M C M,, aussi on notera B, = M'N M,. On supposera, de plus, que
N'NnM=C
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5.1. La tour dérivée de l’inclusion M C M,.Comme N'N M = C,
B, =v(N'NnM)=C.

Comme l’inclusion de N dans M est de profondeur 2, N'N M, est obtenue
par construction de base sur P’inclusion N'N M C N'N M, [GHJ, 2.4.1 ou
4.6.3], donc N'NM, est un facteur de dimension finie puisque [M : N] est fini,
soit M,(C) ou n = [M : N] qui est donc entier. Alors Bz = v, (N'NM,) est
aussi isomorphe au facteur M, (C), plus précisément c’est le facteur B(H,),
si (By, H,, J,, p) est la forme standard de B,.

Alors B, est une algébre de dimension finie n, soit By = @®;crM,.(C) ou I
est un ensemble fini et },.; n? = n. On notera M, (C) le sous-facteur Ce,
de B, (donc n;, = 1) et p; le projecteur central de B, tel que Byp; & M, (C).
La trace de Markov normalisée sur By, notée ¢, est la restriction de la trace
de M, sa valeur sur le projecteur minimal du facteur B,p; est .

Nous allons montrer que (Bz, Y271, 71, n@) est une algebre de Kac qui agit
sur M en laissant fixes les éléments de N.

Nous utiliserons seulement deux réflexions de la tour dérivée:

i) 7,, Panti-automorphisme de I’algeébre B; défini par

Yo(a) = J,a*J, (a € Bs)

v, envoie B, dans B;.

ii) Yu, défini de la méme fagon & partir de Jy, I'involution standard de
Bj;, c’est un anti-automorphisme de I’algebre BN B4 qui envoie B;NB;
sur B; N By.

Comme nous ne considérons que des constructions de base & un étage,
il n’y a aucun probleme de compatibilité de répresentations, de plus les
formules de la partie 3 sont encore valables; on peut vérifier directement que
ces réflexions conservent le trace de Markov de la tour dérivée.
5.2. Bases de Pimsner-Popa et unités matricielles. Pour appliquer les
formules de 3, nous allons choisir des bases de Pimsner-Popa particuliéres.
La proposition suivante motive ce choix.

Proposition 5.2.1. Soit N un sous-facteur d’indice fini n du facteur M,
tr la trace normale finie fidéle normalisée sur M et N C M & M, la con-

struction de base.
Si N est de profondeur au plus 2 dans M et que N'N M est égal a C, on

pose:
N'NM, =@M, (C) et J={K=(kki,ks), k€I, 1<k ks <mng}
Soit {f,ﬂ“hk2 = fk,K € .7} une famille d’unités matricielles de N' N My, ou
f21 = fo = eq, alors la famille {\/:ll:fK,K € .7} est une base de Pimsner-
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Popa de M, sur M ainsi qu’une base de Pimsner-Popa de N' N M, sur C;
de méme pour {, [oc(fr)", K € J}.

Démonstration. On vérifie facilement les propriétés de 3.1.5 car, comme
N'NM =C, sur N' N M, Pespérance conditionelle sur M est la trace.
Définitions.

1. On choisira pour base de Pimsner-Popa de M; sur M la base de
Pimsner-Popa associée a une famille d’unités matricielles de N' N M;
comme dans la proposition 5.2.1 et on la notera pour simplifier {\;,1 <
s < n}, o \; = €. On ne souviendra que Y ._, tr(A, )\ = 1 et que
{A%,1 < s < n} est aussi une base de Pimsner-Popa de M; sur M.

On rappelle que {n'/?)\,e;,1 < s < n} est alors une base de M, sur
M, (1.5.2g).

2. Si By = @M, (C) et J = {K = (k,ki,k2),k € 1,1 < ki, ks <mp},
on choisit une famille d’unités matricielles de B, { f,fl’ =/, K€J }
ol fY, = e;. La proposition 5.2.1 permet alors d’affirmer que la famille

{ 5"; fk, KeJ } est une base de Pimsner-Popa de M, sur C ainsi

qui une base de Pimsner-Popa de B, sur C; de méme pour la famille

{VEGr K e},

On voudrait voir ~,7; comme un co-produit sur B,, or 7,7; est un iso-
morphisme de B, sur Mj N My qui est contenu dans Bj; N By; il reste a
mettre 1'algebre B, N B, dans le produit tensoriel By ® B, c’est 1'objet de
la proposition suivante qui fixe les notations.

Proposition et Définitions 5.2.2.
a) L’application 7,7, est un isomorphisme de B, sur By N B3 qui conserve
la trace.

Posons fi = v,1(fx)-
La famille {f;;, K € J} est une famille d’unités matricielles de B, N Bs.

b)  L’application yy, est un isomorphisme de By sur B3 N By qui conserve
la trace.

Posons Fx = vu,v,(fk)-
La famille {Fk,K € J} est une famille d’unités matricielles de B N By.

c) La famille {f;Fx,H € J,K € J} est une base de By, N By. L’algébre
B! N By est isomorphe 4 By ® By par l'isomorphisme 0:

O(fuFk) = fu ® fx-

d) L’application sy, est un isomorphisme de By sur M, N M, qui envoie
B, dans By N By en conservant la trace.
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Posons gk = Yo (fk)-
Alors gx = Y pges thofpFo ol les ¥, sont des nombres complezes.

On posera T’ = Gvy,7v;.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur.

On peut appliquer les résultats du 3 et obtenir les formules suivantes:

Proposition 5.2.3.

VKeJ, m(fx) —nZEMI(el)\ fr)el ;.

s=1
fe= fP'Yl(fK \/—fp
pPeJ
Fyx=n Z fPe2fKe3e2\/‘fP

PEJ

2
g =N Z )\sele2fKegegel)\:.

s=1

Démonstration.
a) C’est la formule (3.2.1) pour 7, 'anti-automorphisme de Bs.

b) C’est la formule (3.2.1) pour 7, Panti-automorphisme de B, qui se

simplifie:
= n%EBz (62\/nzfp’)’1(fx)) 62\/7%175
Z fP’Yl fK €2 \/—'fp
PeJg

(c) et (d) cf. formule (3.3.3).

5.3. Définition d’un coproduit sur B,. Nous allons préciser les com-
posantes de gk sur la base {f, Fx,H € J,K € J}, connaisant '’expression
de I'(fx), nous pourrons vérifier que I" est un co-produit co-associatif.

Proposition 5.3.1. gx = Y pocs 25 o fpFo, ¢'est-d-dire

I'(fx) = Z ‘Tg,QfP®fQ

P’QEJ

ou

n?
xﬁQ tr (Z En, (e A fp) fK)‘*fQ)
NpNg

r=1
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En particulier es =T'(e;) = Y pe s ,11_,,71(f1§) ® fp-

Démonstration.
Si P = (p;p1,p2) et Q = (¢;q1,42),

s+ _ K 'p q
gKfPFQ - ‘TP,prlplFQI‘Il

et en passant a la trace, on obtient m’éQ =7 ¢r (gKf}';*Fé).

Npng

Calculons donc tr(gx fpFg)-

fefo = nB%;J \/—-Zfs’h(fp)@ <\/gf§\/njcfc> ezersez\/nché
= "% \/nzbfs’h (fP)ezfofse:»\/;L—rT;fé

car {, [ fc,C € j} est une base de Pimsner-Popa [1.5.2a]. Donc

tr(9x fpFq) =

i n n
=ntr Z Aserexfreses <61>\:\/ —fB”h(fP)) €2fQ€362\/ _fﬁ)
BeJ,s=1 T b
i n n
=it 3 Aeresfuest (e[ fan(fe)) ezfqe3e2,/—f;)
BeJ,s=1 Ty T
I n n
=ntr Z Aseres fx B, (61>\;\/ _fB’Yl(fP)) fQ€3€2\/ —fé) .
BeJ,s=1 My My

Utilisons la propriété de commutation de la trace et sa propriété de Markov
[VJ1, 3.1.7): on a

tr(gx fpFq) =

=ntr (Bg;s:l e (\/;ﬁb_fé/\sel) esfx B, (elki\/:%fs’h (fP)) fQ)
=ntr <B€;=l Ep, (\/nibfg)\sel) exfx B, (elA:\/nEbe’Yl(fP)) fQ) )
= tr (Beg,:s:l Epn, (\/nibfg)\sﬁ) fxEwm, (elA;\/nibe’Yl(fP)) fQ) .
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Ecrivons Eyy, (61/\: nlbfgfyl(fp)) sur la base {\,,7r =1 an}:

Eu, (el’\:\/nEbe’Yl(fPO - gEM (B, (elxz\/gfm (F9)) )
B, (00t Z fom(ie)) = ;EM (e[ stz ) 3

Comme fx commute & M, on en déduit:

tr (gx fpFo) =

- /Be ,Z B ([ F5heer ) Bar (0303 fam (£ fKA:fQ)
. (Be ;szl Eu, (\/nfbf;;AselEM (elxz\/;%fm(fp A)) fr: fq>
=tr Be;;,s:l Eu, <\/—_f3>\ e1En, (el \/—_fB71 )X ) e ) K)‘:fQ)

Comime on a:

H§A€1EM1<€1 ‘/'fB’Yl fp)A ) \/’fB'Yl fe)x (L.5.26),

on en déduit:

tr (gx foFo) = <B; Eu (\/gfg\/n@bfavl(fpmel) fKA:fQ)-

Et comme Y p /22 f5\ /7 fp = n (1.5.3¢), on peut écrire:

tr (g fpFq) = tr (Z Ey (m(fp)Arer) fK)\:fQ) :

r=1

Simplifions Ey, (71(fp)Are1) en remplagant 7, (fp) par
n Z Ep, (e1)sfp)er;
s=1

On obtient alors

2 2
K n "% % n
T = tr( F ) =
PQ T 9xfp Fg g

tr (Z B, (€1 fp) fK/\if&}) :
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On notera vk (fp) =ndY._, Eu, (e1A-f5) fxAr. (Cette notation est cohérente
puisque v, (fp) =nY o Eun, (e1Xsfp)esAE). On peut alors écrire

K _ D *\ o
Tpo = — tr (’)’K(fP)fQ) .

En particulier:

es = 1n(er)
= ¥t (femUp) frFa

pPQeg P

= > u(femUp) fr @ for

P,QeJ Tl

Comme {1 /T?IfB? B e j} est une base de Pimsner-Popa de B, sur C et que
1 conserve la trace, on peut écrire

=Y —fr@m(f) = 3 (i) ® fr

peg T peg p

5.4. Dualité entre A, et B,. Dans [S], W. Szymanski définit une dualité
entre les espaces vectoriels A; etB,.

Définition et Proposition 5.4.1. (W. Szymanski) La forme linéaire
définie sur A; X By par

(a,b) = n’tr(ae; epb) (a € A,be B,)

établit une dualité entre A, et B,.

Démonstration.

Rappelons d’abord que A ey = Ceq et ¢; By = Ce;. Alors si, pour b donné
dans By, n? tr(ae, egb) est nul pour tout a de A;, n? tr(ae,a’eyb) est nul pour
tous a et a' de A;.

Comme A, = A e; Ay et que egb est un élément de A,, nous concluons a
la nullité de tr(eybb*ey).

Or comme Ey, (bb*) appartient a Palgebre M' N M; qui vaut C, on peut
écrire:

0 = tr(ephb*ey) = tr(bb*ep) = tr (Eay, (bb")eo) = n™ " tr(bb*).

La fidélité de la trace permet de conclure a la nullité de b.
Nous démontrons de méme que, pour a donné dans A;, la nullité de (a, b)
pour tout b de By implique la nullité de a.
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La proposition suivante nous assure la co-associativité de I".

Proposition 5.4.2. T', le coproduit de By, est le dual du produit de l’algébre
A;.

Démonstration.

L’algebre A, (resp. B,) est engendrée par {)\,,1 < s < n} (resp.
{fk,K € J}). Nous allons donc calculer (A, ® A,,,I'(fx)). D’aprés 5.4.1 et
5.3.1, nous avons

(’\h ® /\s, ’ r‘(fK)) = n4 Z "‘cg,Q tr(AheleOfP) tr()‘seleOfQ)'
PQeJg

Lemme 1.

(3()E]M1 (el)\rf;;) = neoEM (CoelArf;) = Ney tr (6061)\7-‘)“;) .

Démonstration.
La premiére égalité est une application directe de [PiPol, lemma 1.2].
Comme epe; A\, fp appartient & A, Eju (eoer1 A\ fp) appartient & N' N M
donc vaut tr (ege; A, fp)-

Lemme 2. Lélément yx(fp) =nY ) En, (e1A-fp) fxA: appartient d Bs.

Démonstration.
Soit y un élément de M, \ry = Y, Ep(AryA,)A:, alors comme fg, fp
et e; commutent & M, on peut écrire:

T (Fp)y =1 Em (1) f3) fx )ty

r=1

=nY_ Ewm (e f3) fkEM(A\ryXs) s

r=1

=n Z B, (e A Er(ATyAe) fp) Fr A

r=1

=nY" B, (eryhf3) fucX:

r=1

= yvx(fp)

donc vk (fp) € M' N M.



PARAGROUPE ET ALGEBRE DE KAC 357

Lemme 3.

n

1
> afq tr(hereofo) = — DN, fie) trleoea ), f7):

QeJ P r=1
Démonstration.
> afgtrereofo) = —— Y tr [tr (vie(£2)£5) fadsereo] -

Qer p"e Ger

Puisque {, /% fé} est une base de B, sur C, le Lemme 2 nous permet

d’affirmer:

S i (w7 a) fa = velF3)

QeJ

On simplifie alors ’expression:

1 *
Z xg,Q tr(Asereqfo) = — tr(eovr (fp)Ase1) -
QeJ p

En remplacant yx(f5) par son expression, on obtient:

Z LE?Q tr()\seleon) Z tr (eoEMl (61)\ fP) fK)\ A 61)
QeJ Tip r=1

Le “.emme 1 nous permet d’écrire:

\_‘ zp o tr(Aserenfg) = - Ztr eo tr(eper A fp) frAr A er) .

QEU P r=1

On en déduit ‘acilement le résultat annoncé.
Suite de démonstration de la proposition. D’apres le Lemme 3, on peut
écrire:

n 4

()\h ® Asar(fK)) = Z()‘:AsafK) Z Z—_ tr(eOelArf;;) tr(fPAheleo)
=1 peg''p

= En:()\:/\safk) Z n_tr (neo tr(60€1>\rf13)fp)\h61)

1 Peg n,,

()\*)\s,fk) Z ——tr (€0, (e1 A fp) frAner) -

Peg P

ﬁ
1

Il
nmz
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Comme { , /%fp, P e J} est une base de Pimsner-Popa de M, sur M, (5.2),
on peut simplifier ’expression:

n

()‘h ® )‘sa P(fK)) = ’I'L2 z()‘:)‘sa fK) tr (eoel)‘r)‘hel) .

r=1
Grace a 1.5.2a et b et & définition de A, (5,2), on arrive au résultat espéré.
()‘h ® )‘sa P(fK)) = n2(>‘h)‘sa fK) tr(eoel) = (>‘h)‘sa fK)
Corollaire 5.4.3. I' = 0,7y, est un coproduit co-associatif sur Bs.
5.5. v; est une co-involution sur (B,,T'). y; est, par définition, une in-
volution sur B,, pour montrer qu’avec I[', elle munit B, d’une structure

d’algébre de Hopf-Von Neumann co-involutive, nous avons besoin d’en savoir
plus sur vy, .

Lemme 5.5.1.

a
) VP e I NQ € T,0vu,07  (fr® fo) = 11(fo) @ m(fp),
c’est-a-dire que modulo l’identification 6 entre By N By et By ® By,
Yu, = (1 ®m)o

ou o est 'automorphisme de By ® B, défini par o(z ® y) = o(y ® )
[ES1, 1.2.5].

b) vs(a) =vm,(a) (a€By;NB).

Démonstration.

a)  m,(fpFQ) =

=7, (a7 (fQ)) 1, (Ye11(fP)) = Yon (71(fQ)) YH, Yo (11 (fP)) -
b) D’apres la formule 3.2.1, {% frpes,P€J } étant une base de Pimsner-
Popa de M3 sur M,, si a € By N By,

n
=n Eyy, <63 fp eza) esea——fp.
P\ Nz

Comme (63 e fres a) appartient & By, Ej, (63 N fres a) commute a M

donc vaut Ep, (e3 N fpeza), on a alors

*

n
=n E33 (63 fp€2 a) €36y ——— f .
= vk
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C’est la formule 3.2.1 pour vy, défini sur B; N By, ainsi 3 et vy, coincident
sur B, N By.

Proposition 5.5.2. Le triplet (B,,I',v1) est une algébre de Hopf-Von Neu-
mann co-involutive.

Démonstration.

D’apres 5.5.1a, (71 ® 1)ol'y1 = Oyu,v2|p,- Comme 7,(B,) est contenu
dans B; N By, d’apres 5.5.1b, vy, v2|B, = ¥372|8,. La propriété (2.2.1a) des
anti-automorphismes nous permet alors d’écrire:

(1 ®m)ol'y =0y =T
Le triplet (By,[,7;) est une algébre de Hopf-Von Neumann co-involutive

[ES1, 1.2.5].

Remarque. On peut vérifier facilement que ~; est la co-involution définie
par la dualité entre A; et B,.

Proposition 5.5.3. v1, la co-involution sur B, est le dual de 'involution
de Al'

Démonstration.
Pour A, dans A, et fx dans B,, on a

Arsm(fx)) =n° Ztr (Arereo By, (e1As fr)er Ay)

s=1
=n? Ztr ()\TEM (GOEMl (€1>\st)) 61)‘:) .

s=1

Comme ey Ejz, (€1 s fi) appartient & N' N M, on a

oo (8) = 13"t (0, tr (eoer Ao i) e1A2)

s=1
n
=nd E tr (Ayeq tr (freoer As) AL) -
s=1
Comme {);,1 < s <n} est une base de Pimsner-Popa de A; sur C, on peut
écrire:

(Ar,m(b) = n’ tr (Are1En, (freoer)) = n*tr (ArEwm, (freoer)) -

On en déduit que

(/\ra'yl(b)) = ,n2 tr (fK6061>‘7‘) = ()‘:’fl*()
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5.6. (B2,I',71,n¢) est une algébre de Kac. Nous allons montrer que nep
est un poids de Haar sur (B,,I',7,) en utilisant le théoréme 6.3.5 de [ES2].

Lemme 5.6.1. VK € J, gxe; = e, Fk, c’est-a-dire

Va € B,, F(a)(e; ®1) = e; ®a.

Démonstration.
Nous utilisons la formule de la Proposition 5.3.1 et la notation déja utilisée

V& (f5) = n¥ros Em, (e1)rf3) fx A}, en particulier

n

Yk (e1) = Ztr()\r)fx)\: = fk-
r=1
Comme gk =3 pcs nl‘:fP ® vk (f5), grxer = e1 ® vk (e1) = e1 ® f.
Lemme 5.6.2. VK € 7, 0(9x)(1 ® ;) = fx ® e;, c’est-a-dire

Va € B,, Fe)(1®e)=a®e.

Démonstration. .
Comme 6(gx) = Xpges momn T (Ele B, (e1Arfp) fKA:fZ;) fp®fq,ona:

0(gx)(1®e1) = Z T (niEMl(fKA:el)elArf;’> fp®er.

pPeJg Tp r=1

Or, puisque {n'/?),e;,1 < r < n} est une base de Pimsner-Popa de M, sur
Ml’

nZEMl(fK)\:el)el)\r = nzlEMl (frAre)e A = fk.

r=1

Alors,
n = * * n *
> —tr (nZEMl (fKA,el)el)\,fp> fp=Y, —tr(fxfp) fr = fx
peg ™ r=1 pPeg P
et I’égalité est démontrée.

Proposition 5.6.3. (B,,I',v,,n¢) est une algébre de Kac de dimension
finie.
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Démonstration.
On a vu dans la Proposition 5.3.1 que le projecteur central de B,, e;, vérifie:

1
F(el) = Z n_’Yl (f:2,p1) ® 51,1)2'
P=(p;p1,p2)€T P
Le Théoréme 6.3.5. de [ES2] et les Lemmes 5.6.1 et 2 permettent de conclure.

Remarque. L’algébre A; munie du co-produit dual du produit de I’algebre
B,, de la co-involution duale de l’involution de B, et du poids ntr est
Palgebre de Kac duale de lalgeébre (B, T, v1,n¢) [ES1, 6.9.9].

5.7. Une action de (B,,T",v;,np) sur M. Il nous reste a faire agir 1’algebre
de Kac sur M.

Proposition 5.7.1.

a) Si N; est la premiére algébre d’un tunnel construit dans N C M, c’est-
d-dire que Ny C N C M est la construction de base, soit v = vo7;
lisomorphisme de By, sur N) N M, {v(fk),K € J} est une famille
d’unités matricielles de NN M et, a une constante multiplicative pres,
une base de Pimsner-Popa de M sur N.

b) Soit 8 le morphisme de M dans M ® B, défini par:
siyeNetKeJ, Byv(fx))=wo)wi)l(fk)

[ est une action de By, sur M dont l’algébre des point fizes est N.

c) v se prolonge en un morphisme normal de By, dans M qui vérifie:

v(l)=1et fr=(ril.

Démonstration.
a) C’est la Proposition 5.2.1.
b) [ est une action car c’est un morphisme injective de M dans M ® B,

qui vérifie
Bl)=1 e (Bi)B=0®D)8  [E1, 11]
En effet siy € N,

EeT)Byv(fk) = (¥ 1@ 1)(E® ) (v @ )I'(fk)
=ye1)(rei®i)(r)I'(fk)
=ye1)(rei®i)(l'® i)' (fk)
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= Y 25, y® ) (v )T(fr)] ® fo
PQeJ

=Be)[(y®1)(v@i)l(fk)]
= (6©1)B (yv(fk)) -

Comme 1 = Y . ; fk, [ laisse fixe les éléments de N. D’autre part, comme
[M : N] =n=[M : NP, linclusion N® C N implique I'égalité.

c) résulte de la définition de v et S.

La Proposition 5.7.1 et le Théoréme 5.2 de [ES2] permettent de conclure:

Théoréme 5.7.2. Soient M un facteur de type 11, tr sa trace normale
finie fidéle normalisée et N un sous-facteur d’indice fini dans M. Si N est
de profondeur au plus 2 dans M et N' N M est égal ¢ C, N est la sous-
algébre des points fizes de M sous l’action extérieure B de l’algébre de Kac
de dimension finie (M' 0 My, 0v27v1, 71, np)-

L’action (3 est extérieure puisque N' N M = C.

5.8. Remarque: cas d’un groupe fini. Le cas ou N'NM,; est abélien peut
se traiter directement, en effet le groupe G apparait comme le quotient du
normalisateur de N par le groupe unitaire de N. Un résultat de Sutherland
repris dans la thése de V. Jones permet de conclure [thése VJ, 4.1.7].
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