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Dans l'espace euclidien R™ a dimension m (=1), on désignera par x ou » un
point de coordonnées (%, %, -+, X,,) ou (¥, ¥z, -, ¥m), DPAr x =y un point de co-
ordonnées (x,%9¥,, X,*Y,, -+, X, £Y,,) et par | x| la distance du point x a l'origine O.
Soit K(x) une fonction dans R™ satisfaisant aux conditions :

[A] K(x) est positive et continue en x==0, et symétrique [ K(x)=K(—x)].

[B] ‘ii‘gloK(x)=K(0) (£+) et SK(x) dr(¥%) {400 P '

r étant la mesure de Lebesgue dans la sphére centrée en 0 de rayon unité.
Alors, le potentiel et l'intégrale d’énergie d’une mesure (de Radon) u# dans R™ par

rapport au noyau K(x) sont définis comme

@) = [ K=y du()
et

160 = {[KG=) du(y) duo = {20 duw

respectivement. Tout potentiel d’'une mesure positive a support compact est semi-
continu inférieurement dans R™ et continu dans le complémentaire du support. Un
noyau K(x) étant symétrique, on a toujours la relation réciproque d’entre deux

mesures quelconques u et y:
fora—{aveo (K= ducn) = fan (K@= a5 = (vdn.

Si l'intégrale d’énergie I (o) de toute mesure ¢ (signe quelconque), lorsqu’elle existe,
est toujours >0, le noyau K(x) est dit de type positif dans R™. Encore si, ajoutant
a cela, I’égalité n’a lieu qu’au cas de ¢=0, le noyau K(x) est dit de satisfaire au
principe d’énergie dans R™. Si toute mesure positive u d’énergie finie a support
compact peut étre “balayée” sur un compact quelconque F, c’est-a-dire, s’il existe
une mesure positive ' portée par F telle que

@) U¥(x) =U*(x) p.p.p.? sur F,

2 U@ ZU*(x) p.p.p. dans R™,

le noyau K(x) est dit de satisfaire au théoréme du balayage dans R™. Encore, si

1) Sl n’en est pas ainsi, tout potentiel d’une mesure positive quelconque sera non-borné.
2) On dira du’une propriété a lieu “a peu prés partout (a p.p.p.)”, si elle ne tombe en défaut
qu’aux points d’un ensemble de masse nulle pour toute mesure positive d’énergie finie.
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tout compact F admet une mesure d’équilibre, c’est-a-dire, s’il existe une mesure
positive 4 portée par F' telle que

@) UMx)=1 p.p.p. sur F,

2 ULl partout dans R™,
le noyau K(x) est dit de satisfaire au théoréme d’équilibre dans R™. Récemment,

J. Deny a démontré les théorémes suivants en collaboration avec H. Cartan.®

THEOREME. Pour qu'un noyau K(x) satisfaisant au principe d’énergie satisfasse
au théoréme du balayage dans R™, il faut et il suffit quwil satisfasse au second principe
du maximum.®

THEOREME. Pour qu'un noyau K(x) satisfaisant au principe d’énergie satisfasse
au théoréeme d’équilibre et au théovéme du balayage tous deux dans R™, il faut et il
suffit qu'il satisfasse au premier principe du maximum® et au second principe du
maximum tous deux.

Dans ce travail, on étudiera les théorémes sans I’hypothése qu’un noyau K(x)

satisfait au principe d’énergie. On a les théorémes suivants.

THEOREME 1. Pour gw'un noyau K(x) satisfasse au théoréme du balayage dans
R™, il faut et il suffit qu'il satisfasse au second principe du maximum.

THEOREME 2. Pour gwun noyau K(x) satisfasse au théoréeme d’équilibre dans R™,
il faut et il suffit qu'il satisfasse au premier principe du maximum.

THEOREME 3. Si wun noyau K(x) satisfait aw théoréme du balayage [resp.
d’équilibre] dans R™, tous les potentiels des mesurves balayées d'une mesure [resp.
tous les potentiels d’équilibre] sur un compact quelconque coindident deux a deux
p.p.p. dans tout Uespace.

Soient E, et E, deux ensembles boréliens et bornés disjoints. Pour deux mesures
positives u et v (#=0) portées par E, et par E, respectivement, on pose

U“d/,szU“du

G, v)= _(WdV)z

On appelle une paire minimale sur E, et E, (4, ¥,) pour laquelle G(u, v) est
minimum parmi toutes les paires (u, v) de deux mesures susmentionnées. Alors, on a

3) H. Cartan et J. Deny; Le principe du maximum en théorie du potentiel et la notion de
fonction surharmonique, Acta Si. Math., Szeged, 12, 1950, pp. 81-100.

Pour prouver les théorémes, ils ne supposent pas la condition (2) des théorémes du
balayage et d’équilibre. Encore, ils les prouvent pour un noyau K qui n’est pas nécessaire-
ment fonction, mais qui est une mesure de type positif dont la transformée de Fourier
F(K) est une fonction positive 2 croissance lente ainsi que son inverse.

4) Le premier principe du maximum (O. Frostman): Si le potentiel d’une mesure positive est
<M sur son support, il 'est ainsi partout dans tout l’espace.

Le second principe du maximum (H. Cartan): Si, p étant une mesure positive d’énergie
finie a4 support compact et » étant une mesure positive quelconque, U*(x)<<U (x) p.p.p.
sur le support de g, il 'est ainsi p.p.p. dans tout l’espace.
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LemMme 1. S’i/ existe une paire minimale (u,,v,) sur E, et E,, en posant

a=SU"0d/u0, b=SU"0du(,, c=SU“0dV0
et .
&) =cU" (%) —alU(x), gx)=cU%(x)—bU"(x)

dans la supposition 0<_a,b, c<+ oo, g,(x) [resp. g,(x)] jouit des propriétés suivantes.

Q) g(x) [resp. g.(x)] est <0 sur E, [resp. E,]| presque partout pour u,
[resp. v,].

(2) g.(x) [resp. g.(x)] est =0 sur E, [resj). E,] presque partout pour toute
mesure positive de potentiel borné a distance finie; en particulier, si E, et E, sont
les compacts, g,(x) [resp. g.(x)] est =0 p.p.p. sur E, [resp. E,].

En effet, faisons attention a la relation

G+, vy) = Guy, vy)

qui a lieu pour toute mesure (signe quelconque) ¢ portée par E, telle que p+o soit
positive, d’énergie finie et SU"O do<+co. En tenant compte de la relation réciproque

d’entre deux mesures quelconques, elle entraine I'inégalité
2
0gZSglda—l-[cZI(a)—a(SU“oda) ]

D’abord, supposons quun compact quelconque A contenu dans ’ensemble des points
de E, tels que g;(x) >0 >0 est de masse positive pour x,. Alors, si on prend pour
o la mesure —euy (0<Ce<(1) en désignant par u, la restriction de z#, a3 A, on a
linégalité
0 ——ZeSg1 dpy + ez[cl(,uo’) —a(SU“o duo’) 2]
< —2e0-p(A)+EL » ]

Puisque le coefficient de ¢* est fini en vertu de la supposition 0< g, b, c< +co, cest
contradictoire pour tout ¢ assez petit. ¢ étant arbitraire, l'ensemble des points de E,
tels que g,(x) >0 est d’ailleurs de masse nulle pour y,. Ensuite, supposons qu’un
compact A contenu dans l’ensemble des points de E, tels que g;(x) <—0< 0 est de
masse positive pour une mesure positive de potentiel borné i distance finie. Alors,
si on prend pour ¢ la mesure er (0< e<(1) en désignant par v une mesure positive
(Z£0) portée par A de potentiel borné a distance finie, on a 'inégalité

0;/_ZsSgldr—ksz[czl(r)—a(SU"Odr)Z]
< —2epr(A)+e[ v 1.

Le coefficient de &* est fini, car 7 est de potentiel borné et v, est 4 support compact.
C’est contradictoire pour tout ¢ assez petit. ¢ étant arbitraire, I’ensemble des points

de E, tels que g,(x) <0 est d’ailleurs de masse nulle pour toute mesure positive de
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potentiel borné a distance finie. En particulier, soient E; et E, les compacts. Alors,
si on prend pour ¢ la mesure er (0< e<(1) en désignant par v une mesure positive
d’énergie finie portée par A, p,+er est d’énergie finie et le coefficient de & est fini,
car U" est continu sur un compact qui est le support de v,. On en verra tout comme
que l'ensemble des points de FE, tels que g;(x)< 0 est de masse nulle pour toute

mesure positive d’énergie finie.
REMARQUE. En vertu de Sgld%:o [resp. ngdyoz 0], on a toujours
& (x)=0 [resp. g,(x)=0]
sur E, [resp. E,] presque partout pour z, [resp. v,].

Etant donnée une mesure positive fixée u portée par E,, posons

60 :_SU"dV

(fomav)”

pour une mesure positive v¥(Z=0) portée par E,. Alors, on peut prouver le lemme

suivant de la méme facon que le lemme 1.

LEMME 1. S’ existe une mesure positive v, pour laquelle G(v) est minimum
parmi toutes les mesures positives v portées par E,, en posant

b:SU"cduo, c=SU”0d,u
ot 2(0) = c U (%) —b UP(2)

dans la supposition 0< b, c< +oo, g(x) jouit des propriétés suivantes.

1) g(x) est <0 sur E, presque partout pour v,.

(2) g(x) est =0 sur E, presque partout pour toute mesure positive de potentiel
borné a distance finie; en particulier, si E, et E, sont les compacts, g(x) est =0

p.p.p. sur E,.

REMARQUE. Si E, et E, sont les compacts, il existe toujours une mesure positive
v, de masse totale unité pour laquelle G(¥) est minimum parmi toutes mesures
positives v portées par E,.

En effet, lorsqu’on pose

G,=inf G(v) ,
v

on peut trouver une suite {v,} de mesures positives portées par E, de masse totale

unité telle que lim G(v,)=G,. A partir de {v,}, on peut en extraire une suite

n->o°

partielle {v»;} qui converge (vaguement) vers une mesure positive y,. E, étant un

compact, v, est portée par E, et de masse totale unité. Puisque
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SU“o A< popl. SU"";' dom;

Nj-»oo

et SU"oa’/,c = lim SU“"id/_e,
7j>00

on a

G, <Gy gg.p.l. Gn)=G,.
i>oo
Par suite, v, est ce qui donne satisfaction.

Démonstration du théoréme 1. D’abord, supposons qu’'un noyau K(x) satisfait au
second principe du maximum. Soient # une mesure positive d’énergie finie & support
compact et F un compact qui charge une mesure positive d’énergie finie. Encore,
en désignant par s, la restriction de x a4 l'ensemble des points dont la distance d a
F vérifie ;il—<d <% , soit v, une mesure positive de masse totale unité pour

+1=
laquelle

U” dv

est minimum parmi toutes mesures positives v portées par F. Alors, on a naturelle-

ment SU""dyn<+oo et SU""d/J,,<+oo. Si on pose

G =

Hn ZW

*Yn s
on a en vertu du lemme 1’

1) U*(x)=U"(x) p.p.p. sur F,

(2) U*(x)XU*(x) sur le support de p,./.
On a d’ailleurs, d’aprés le second principe du maximum,

1) U*»(x)=U"r(x) p.p.p. sur F,

@) U*»(x)<U"(x) p.p.p. dans tout l'espace.
Alors, en désignant par u* la restriction de ¢ a F, g/=p*¥+>'p,/ est ce qui donne
satisfaction. Ensuite, supposons qu'un noyau K(x) satisfait au théoréme du balayage.
Alors, si, # étant une mesure positive d’énergie finie 4 support compact et v étant
une mesure positive quelconque, U*(x) < UY(x) p.p.p. sur le support F de g, on peut

prouver facilement
S U dr< S Ul

pour toute mesure positive 4 d’énergie finie a support compact. En effet, en désignant

par X la mesure balayée de A sur F, on a

SUW - SU*du - SUMdF SU”d/I’

_é_SU“d/I”= SU%gSUAd:»: SU"d/l,
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car X est une mesure positive d’énergie finie portée par F et UVM(x) est égale a
U*(x) p.p.p. sur F et majoré par U*(x) p.p.p. dans tout l'espace. Par suite, on a

p.p.p. dans tout I'espace
UH(x) U (%) .

Démonstration du théoréeme 2. D’abord, supposons qu'un noyau K(x) satisfait au
premier principe du maximum. Etant donné un compact quelconque F qui charge
une mesure positive d’énergie finie, on peut trouver une mesure positive g, pour

laquelle I'intégrale d’énergie

160 = v+ dn
est minimum parmi toutes mesures positives portées par F de masse totale unité.
Si on pose
1= Ho ,
0 I(p)

on a comme bien connu

@A) U@ =1 p.pp. sur F,

(2) Ur(x)<1 sur le support de 4,,
On a d’ailleurs, d’aprés le premier principe du maximum,

@) U*(x)=1 p.p.p. sur F,

(2) UM(x)<1 partout dans tout l’espace.
Alors, 4, est ce qui donne satisfaction. Ensuite, supposons qu’un noyau K(x) satisfait
au théoréme d’équilibre. Soit A une mesure positive dont le potentiel est < M (une
constante) sur son support compact F. Si 'ensemble des points tels que U(x) >M
n’est pas vide, on pourra trouver un compact C, contenu dans cet ensemble ouvert,
qui charge une mesure positive u d’énergie finie de masse totale unité. Soit y, une

mesure positive de masse totale unité pour laquelle

UYdy

est minimum parmi toutes mesures positives v portées par F. Encore, soient b, ¢ et

G)=

g(x) les quantités définies dans le lemme 1’. Alors, puisque g(x) =0 p.p.p. sur F,

on a

0__<_Sg(x) d/l(x)=cSU“0d/1—bSU“dZ
=cSU"dv0—bSU’*d/,z<(c—b)M.

D’autre part, puisque g(%) <0 sur le support F, de y,, on a pour une mesure 4,
d’équilibre sur F,,
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0= Sg(x) (%) — cSU“o dho—b S Ut di,
=cSU*0dy0-—bSU"0dugc——b

car UM(x)=1 p.p.p. sur F et <1 partout dans tout l'espace. C’est contradictoire.

Par suite, on a partout dans tout I'espace
UM< M.

COROLLAIRE. Un noyau (symétriqgue) K(x) satisfaisant au théoréme du balayage
ou d’équilibre est nécessairvement de type positif.
En effet, on sait que, si un noyau (symétrique) K(x) satisfait au premier ou

second principe du maximum, il est nécessairement de type positif.>>

LeEMME 2. Soient un noyau K(x) de type positif, et E, et E, deux ensembles
boréliens et bornés disjoints. Si G(uy, vy) =1 pour deux mesures positives u, et v,
(Z=0) d'énergie finie portées par E, et par E, respectivement, on a

g1(2) =g,(x)=0

dans tout lespace presque partout pour toute mesure positive de potentiel borné a
distance finie, g,(x) et g,(x) désignant les fonctions définies dans le lemme 1.
En effet, rappellons
Gy, v) =1

pour toute paire de deux mesures positives u et v portées par deux ensembles boréliens
et bornés disjoints respectivement. (g, y,) est une paire minimale sur E;, et E,.
Si on désigne par E, lensemble des points de E, tels que g;(x) <0, (4, v,) est
aussi une paire minimale sur E, et E,+ (E,—E/), car p, est portée par E, en vertu
du lemme 1. Alors, g.(x) est =>0 sur E,+(E,—E,) presque partout pour toute
mesure positive de potentiel borné & distance finie. Particuliérement elle l'est ainsi
sur E,—E/, ce qui entraine que E,—E, est de masse nulle pour toute mesure positive
de potentiel borné a distance finie, car g;(x) >0 sur E,—E; et ¢ g(x)+a g.(x)=0.
On a d’ailleurs
g(x)=0

sur E, presque partout pour toute telle mesure. Encore, on a de méme
g:(x)=0
sur E, presque partout pour toute telle mesure. Par suite, on a

g1(%) =g.(x)=0

sur E, et sur E, presque partout pour toute mesure positive de potentiel borné a

5) N. Ninomiya; Sur lintégrale d’énergie dans la théorie du potentiel, Jour. Inst. Polytech.
Osaka City Univ., 5, no. 2, 1954, pp. 97-100. Une correction de ce travail, ce journal.
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distance finie. Ensuite, soit E un ensemble borélien et borné quelconque tel que
E-E,=E-E,=0. Alors, puisque (#,,v,) est une paire minimale sur E,+E et E, ou
sur E, et E,+E, on a

&) =0 et g(x)=0

sur E presque partout pour toute mesure positive de potentiel borné a distance finie.

En tenant compte de ¢ g,(x)+a g.(x) =0, on a d’ailleurs
gi(x)=g:,(x)=0
sur E presque partout pour toute telle mesure.

LeMME 3. Si un noyau K(x) (symétrique ou non) satisfait au premier ou second
principe du maximum, il satisfait au théoréme d Evans-Vasilesco.®

En effet, on connait trés bien que, si un noyau K(x) qui est une fonction de la
seule distance |x| satisfait au principe du maximum de T. Ugaheri”, il satisfait au
théoréme d’Evans-Vasilesco. Une simple adaptation de sa démonstration montre que
le résultat est aussi vrai pour un noyau (symétrique ou non) qui n’est pas nécessaire-
ment une fonction de la seule distance |x|, et encore vérifié toutes les fois que la
relation U*(x) <M sur le support d’'une mesure positive u portée par un compact F
entraine U*(x) <k-M sur un ensemble ouvert O contenant F, ou O et & dépendent
seulement de F. Alors, cette propriété a lieu évidemment pour un noyau satisfaisant
au premier principe du maximum. Supposons quun noyau K(x) satisfait au second
principe du maximum. Si le potentiel d’une mesure positive u portée par Fest <M
sur son support, en prenant une mesure positive ¥ a support compact contenu dans
le complémentaire de F, telle que

12UV () <k<l+oo
sur F, on a en vertu du second principe du maximum
U*(0) < UM (%)

p.p.p. dans tout l’espace. Soit 0 un ensemble ouvert contenant F dans lequel
U¥(x) <k partout. Alors, on a partout sur 0

Ut UM (x) <k-M,

car l'ensemble des points de 0 tels que U*(x) >UM'(x) est un ensemble ouvert qui

6) Le théoréme d’Evans-Vasilesco; Si le potentiel d’une mesure positive est continu, considéré
comme fonction sur son support, il est aussi continu, considéré comme fonction dans tout
Pespace.

7) Le principe du maximum de T. Ugaheri. Si le potentiel d’'une mesure positive est <M
sur son support, il est <kM partout dans tout l'’espace, ol k est la constante absolue.
(Ce principe a lieu si un noyau K(x) est une fonction décroissante de la seule distance |x|).
T. Ugaheri; On the general capacities and potentials, Bull. Tokyo Inst. Tech., 4, 1953,
pp. 149-179. Voir §2.
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peut charger des mesures positives d’énergie finie en vertu de I’hypothése qu’un noyau

K(x) est sommable par rapport a la mesure de Lebesgue.

REMARQUE. Si un noyau K(x) satisfait au théoréme d’Evans-Vasilesco, toute
mesure positive p d’énergie finie est limite croissante de restrictions u, & support
compact dont le potentiel U*” est continu dans tout I'espace et converge partout vers
U*, d’ot1 on sait facilement que, si un ensemble est de masse nulle pour toute mesure
positive de potentiel borné a distance finie, il est aussi de masse nulle pour toute

mesure positive d’énergie finie.

Démonstration du théoréme 3. On prouve que les potentiels de deux mesures
balayées quelconques x’ et #” d’une mesure g [resp. de deux mesures quelconques
et p” d’équilibre] sur un compact F concident p.p.p. dans tout 'espace. Si g/'==u4",
on peut trouver deux ensembles boréliens et bornés disjoints E, et E. et deux mesures
positives y, et v, d’énergie finie portées par E; et par E, respectivement telles que
W —p’=p,—v,. Puisqu’un noyau K(x) est de type positif et on a G(u, v,) =1
moyennant ’hypothése U (x)=U"’(x) p.p.p. sur F, on a en vertu du lemme 2

c UPo(x)=a U (x)

dans tout l'espace presque partout pour toute mesure positive de potentiel borné a

distance finie, ou
c= SU“Od/z(): SU"Odu(,:a .

Par suite, on a
U (x)=U0""(x)

dans tout l'espace presque partout pour toute telle mesure. Alors, puisqu’un noyau
K(x) satisfait au théoréme d’Evans-Vasilesco, on a d’ailleurs p.p.p. dans tout ’espace

U"(x)=U0""(x) .

REMARQUE. Comme il est bien connu en observant le cas de K(x)=1 (qui est
de type positif, mais ne satisfait pas au principe d’énergie), on ne peut prouver en
général l'unicité d’'une mesure balayée [resp. d’équilibre]. Mais, si un noyau K(x)
satisfait au principe d’énergie, on verra facilement qu’une mesure balayée [resp.

d’équilibre] est toujours unique.



