
Journal of the lnstitute 1 of Polytechnics, 
Osaka City tlniversity, 
Vol. 1, No. 1, Series A 

Zur Arithmetik in Schiefringen II. 

Von Keizo ASANO 

Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung der früheren Arbeit 1 '. 

S sei ein Schiefring mit Einselement 1. Wir nennen im folgenden eine 
Ordnung von S (im Sinn von A. I.) eine Schiefordnung und unter einer 
Ordnung von S verstehen wir immer eine reguläre Ordnung (im Sinn 

von A. I.). Ein Teilring o von S heisst nämlich eine Ordnung (Schief­
ordnung), wenn o 1 enthält und wenn es für jedes x ES reguläre 

Elemente a, ß aus o gibt, so dass x o a Co, ß o x C o (x a E o, ß x E o) 
sind. Nach einigen Ergänzungen in §1 werden wir in §2 die Arithmetik 

in allgemein-halbeinfachen Ringen näher untersuchen. Ein allgemein­

halbeinfacher Ring bedeutet dabei eine direkte Summe von endlich 

vielen allgemein-einfachen Ringen und ein allgemein-einfacher Ring ist 

ei~ Rlng, welcher zweiseitig einfach ist und dessen Element entweder 
eine Einheit oder ein Nullteiler ist.. Wir zeigen unter allen andern, 
dass für eine Schiefordnung o eines allgemein-halbeinfachen Rings S die 

drei von Noether herrührenden Axiome A 1 , A 2, A 3 mit den fünf von 
Artin herrührenden Axiomen P~> P2 , P3 , P4> P5 äquivalent sind: 

A1 : o ist eine Maximalordnung. 
A2 : Es gilt der Teilerkettensatz für die in o enthaltenen zweisei­

tigen o-Ideale. 

A3 : Jedes Primideal ):> von o ist stark teilerlcs, d. h. der Rest­
klassenring oj):l ist ein einfacher Ring. 

P1 : Es gibt ein System f or} von Ordnungen vcn S, so dass o = 

(\r or eine Schiefordnung ist. 
p2: Die zweiseitigen Or-Ideale bilden eine unendliche zyklische 

Gruppe. Das erzeugende ist dann ein (einziges) Primideal ~r von or. 

P 3 : Es gibt ein '.ßr enthaltendes minimales Linksideal von or. 
P 4 : Für jedes reguläre Element :.\ aus S gilt or :.\ or =Or bis auf 

endlich viele Or 
P": Für zwei Or, oa gibt es ein o-Element a, so dass a == 1 (~r), 

1) K. Asano, Zur Arithmetik in Schiefringen I, Osaka Math. Journ. 1 (1949), zitiert 
im folgenden mit A. I. Vgl. auch K. Asano, Arithmetische Idealtheorie in nichtkommu­
tativen Ringen, Japan. Journ. Math. 16 (1939); N. Jacobson, Theory of rings (1943), 
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a ::..--::= 0 ('i~a) sind. 

f Or l ist dann nichts anderes als f op l, wo p auf alle Primideale 
von o durchläuft. op ist ein maximaler Teilring von S und jedes op­
Links- sowie ob-Rechtsideal ein HauptideaL Daraus folgt eine bemer­
kenswerte Tatsache, dass die drei Axiome A 1 , A 2 , A 3 auch für jede mit 

o äquivalente Maximalordnung gelten. Demnach lässt sich das Grup­

poid der normalen Ideale definieren. Der Begriff der P-Kompcnenten 

von einseitigen o-Ideale (A. I. §3) wird natürlicherweise auf normale 
Ideale übertragen. 

In §3 werden wir die Beziehungen zwischen der Arithmetik im 

Schiefring S und der Struktur von S untersuchen. 8etzt man voraus, 

dass jedes Element von S entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist 
und dass o eine Ordnung von S mit den Bedingungen A 1 , A 2 , A 3 ist, so 

ist S dann und nur dann allgemein-einfach, wenn der Vielfachenketten­

satz für die ganzen zweiseitigen o-Ideale gilt, die ein festes Element 
a ~r= 0 enthalten. S ist sogar dann allgemein-einfach, wenn es ein 

Primideal p von o gibt, so dass f\:~ 1 ):>" = 0. Ist S allgemein-einfach 

und ausserdem regulär, so ist S ein einfacher Ring (mit Kettensatz). 
Ist S allgemein-halbeinfach und ist o eigentlich, d. h. enthält o ausser 
Null kein zweiseitiges Ideal von S (im gewöhnlichen Sinn), so ist für 

jedes ganze zweiseitige o-Ideal a, das keines der Einsen e; der einfachen 

Bestandteile S1 von S enthält, f\:~ 1 a" = 0. Wenn es umgekehrt ein 

ganzes zweiseitiges o-Ideal a gibt, so dass f\:~1 a" = 0 ist, so ist S 

allgemein-halbeinfach und o ist eigentlich; ist S ausserdem regulär, 

so ist S ein halbeinfacher Ring (mit Kettensatz). 

Ist S allgemen-einfach, so ist die Deuringsche m-adische Bewer­

tung 2 ' definiert. Sie ist eine nichtarchimedische Bewertung cp von S 

mit den folgenden Eigenschaften: 

1) cp (a) < 1 für jedes a aus o, 

2) Es gibt ein S-Element c mit 0 < (P (c) < 1. 

Umgekehrt ist jede nichtarchimedische Bewertung, welche die obigen 

zwei Bedingungen erfüllt, ist mit einer m-adischen Bewertung äquivalent. 
Die Arithmetik in der bezüglich der m-adischen Bewertung perfekten 

Erweiterung von S ist mit Hilfe von §2 übersichtlich. Ist p ein Prim­

ideal von o der Kapazität JC, so ist die ).1-adische Erweiterung Sp von S 

2) M. Deuring, A!gebren, Ergebn,isse d. Math. 4 (1935). 
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ein einfacher Ring und zwar ein voller Matrizenring vom Grade tc in 
einem Schiefkörper. Die p-adische Komponente (Grenzmenge) op von 
o hat ein System von Matrizeneinheiten e;; (i, j = 1, ... , tc) und es ist 

Sp = ~~ J~ 1 Ke;J, OJ.l = ~;. J o elJ. o = op (\ K ist eine Maximalordnung 
von K und K hat ausser o keine mit o äquivalente Maximalordnung. 

Die 1J-adische Komponente \ß von 1J ist ein einziges Primideal von op, 

P = 'l.~ (\ K ist ein einziges Primideal von o und oj p ist ein Schief­
körper. Die einseitigen o-Ideale sind zweiseitig, sie sind die Potenzen 
von P-

~ 1. Einige Ergänzungen 

S sei ein Schiefring mit Einselement und o sei eine Ordnung von S. 

Satz 1. 1. Es sei a ein mit o äquit•alente1· Teilmodul von S; d. h. 

es gebe 1·egulä1·e Elemente :x,, fl>, :x,', p/, so da.c;s :x, a fL Co, :X,' o f1> 1 Ca sind. 

Dann bildet 0 1 = {x I xaCa, xESl bz~v. or= fy I ayCa, yESl 

eine mit o äquivalente Or·dnung und a ist ein 0 1-or-Ideal. o1 bzw. o,. 

ist die Links- bztv. Rechts01·dnung von a. 

Beweis. Es genügt zu beweisen, dass a i.l.nd o1 äquivalent sind. 
a~ fLH ist in einem zweiseitigen o-Ideal o (:x, -1 o 11>- 1 )~ fLH o enthalten. 

Es gibt also ein reguläres Element ry mit ry a~ fl' 1 C::: o, d. h. :x,' ry aa C 
:X,' v fL' Ca, folglich :x,'ry a C 0 1• Andererseits ist 0 1 :x,' fL' C 0 1 :X,' o fL' C 
0 10= a. 

Hilfssatz 1. Wenn v ein Links- ode1· 'Rechtsideal von S (im ge­

~cöhnlichen Sinn) enthält, so ist es in jedem mit o äquivalenten Teil­

modul enthalten. 

Beweis. l sei ein in o enthaltenes Linksideal von S. Ein mit o 
äquivalenter Teilmodul a ist ein o1-o,.-Ideal. Da o,. mit o äquivalent 

ist, gibt es ein reguläres :x, mit :x, o Co,., es ist also :x, l Co,.. Wegen 
:x, 1 C f, :x, -I l C I ist 1 = :x, I Co,.. Demnach ist für ein reguläres Ele­

ment fL aus a I = fL I Cao,. = a. Ebenso ist für ein in o enthaltenes 
Rechtsideal von S. 

Definition. o heisst eigentlich, wenn o ausser Null kein Linkls­
sowie Rechtsideal von S enthält. 

Hilfssatz 2. Ist o eigentlich, so enthält jeder mit o äquivalente 

Teilmodul a (ausser Null) kein Links- sowie Rechtsideal von S. Ins­

besondere ist jede mit o äquivalente Ordnung auch eigentlich. 

Beweis. Es sei :x, a fL Co. Ist ein Linksideal I von s in a enthal-
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ten, so ist I#=:\ I# C: :\ a # C: o, also I#= 0, l = 0. 

Satz 1. 2. Die folgenden Bedingungen sind einander äquivalent : 

1) o ist eigentlich. 

2) o enthält ausse1· Null kein zweiseitiges Ideal von S. 

3) Der Duchschnitt aller zweiseitigen o-Ideale ist Null. 

4) De1· Dm·chschnitt alle1· o a o ist Null, wobei a auf alle ?"egu­

liiren Elemente von o clm·chläuft. 

5) De1· Du1·chschnitt aller mit o äquit•alenten Teilmoduln von S ist 

Null. 

Beweis. Weil jedes zweiseitige v-Ideal ein o a o enthält, so ist (3) 

ersichtlich mit (4) äquivalent. Wir zeigen nun (1)-(2)-(3)-(5)-(1). 

(1)-(2) und (3)-(5) sind klar. Der Beweis von (2)-(3) wird folgender. 
massen durchgeführt. ~ sei der Durchschnitt aller zweiseitigen v-Ideale 
I a, J. Für ein beliebiges S -Element x = a :\ -l ( a E o, :\ E o) ist dann 

~X c: (\, a, X c: (\, a, A, -l 0 c: a. Ebenso ist X a c: ~- a ist demnach ein 

in o enthaltenes zweiseitiges Ideal von S, also a = 0. Wir beweisen 
Schliesslich (5)-(1). Ist o nicht eigentlich, so enthält o ein einseitiges 
Ideal c\= 0 von S, das nach HUfssatz 1 in jedem mit o äquivalenten 
Teilmodul enthalten. Der Durchschnitt aller mit o äquivalenten Teil­

moduln ist also von Null verschieden. Damit ist der Satz bewiesen. 

Ist s die direkte Summe von Schiefringen ; s = SI + s2 + ... + Sn, 

so ist jedes Element x ES· in der Form x = x 1 + ... + x,. = (x~> ... , xn), 

x, ES;, dargestellt und die Kompositionsregel wird durch 

X + Y = (X1 + Y1 , ... , Xn + Y"), XY = (X1Y1, ••• , XnYn) 

definiert. Ist insbesondere 1 = e1 + ... + e",, so ist ei das Einselement 

von Si, also ein Zentrumselement von Sund x1 = xei- eix, i = 1, ... , n. 

Es gilt dann: 

1. Ist o eine e~> ... , e" enthaltende Ordnung von S, so ist oi = o e, 

eine Ordnung von S1, i = 1, .... , n, und o = ol + ... + o". Ist umgekehrt 
ol eine Ordnung von S,., i = 1, ... , n, so ist o = 01 + ... + o" eine 

e~, ... , e" enthaltende Ordnung von S. 

2. o = 01 + ... + o,. sei eine et> ... , e" enthaltende Ordnung von S. 

Ist a ein o-Linksideal (o-Rechtsideal) in S, so ist ai = a e1 = ei a ein 

O;-Linksideal (o,-Rechtsideal) in S1, i = 1, ... , n, und a = a1 + ... + an. 

Ist umgekehrt ai ein 0 1-Linksideal (oi-Rechtsideal) in S;, i = 1, ... , n, 

so ist a = a1 + ... + a" ein o-Linksideal (o"""'Rechtsideal) in S. Ist l-1 ein 
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Primideal von o, so ist für ein i 

P = Or + ··· + Ot-1 +Pt + Ot+l + ··· + o,., 
wo Pt ein Primideal von o1, und umgekehrt. Dann und . nur dann ist P 
(stark) teilerlos, wenn .\Jt (stark) teilerlos ist. 

3. 0 = Or + ... + On, 0 1 = 0/ + ... + 0,/ seien er, .•• , en enthaltende 

Ordnungen von S. Dann und nur dann ist o mit o' äquivalent, wenn 
0 1 mit o/ (als Ordnung von S1) äquivalent ist. 

4. Jede Maximalordnung o von S ·enthält er, ..• , em denn o' = (o, 

o e1 , ••• , o e,.) ist eine o umfassende, mit o äquivalente Ordnung, also 

0 1 = o. Es ist o = 01 + ... + on und oi ist eine Maximalordnung von St, 

i = 1, ... , n. Ist umgekehrt l\ eine Maximalordnung von S;, so ist 
o = 0 1 + ... + on eine Maximalordnung von S. 

5. o = or + ... + o,. sei eine e11 ••• , en enthaltende Ordnung von S. 

Wenn die Bedingungen A1 , A2, A:3 für o gelten, so gelten sie für jedes 
o;, und umgekehrt. 

Von jetzt an sei o eine Ordnung von S, welche die Bedingungen 

Ar, A 2, A 3 erfüllt. Ist p ein Primideal von o, so ist der Restklassenring 
o = ojpP ein primärer, einreihiger Ring, also ein voller Matrizenring in ,. 
einem vollständig primären Ring t: o = 2J1, H t c,J, der Grad K der Mat-

rizen ist die Kapazität von p, also von p unabhängig. Das Radikal 
von o ist 1) = pjpP und das von t ist Po= 1) (\ t und fJ = ~t, J Po c1J. t 

hat nur zweiseitige Ideale und t, lJ 0 , ••• , ):> 0P = 0 sind die einzigen Ideale 

von t. Bedeutet n: ein Element aus p0 , aber nicht aus ~02 , so ist .\:)0 = 
t n: = n: t. Jedes Element von t ist in der Form n:'' c = c1n:'· mit Einhei­

ten c, c' aus t darstellbar (0 <)) ~ p, n:0 = 1). Demnaoh lassen sich 
für o die Schlüsse der arithmetischen Elementarteilertheorie durchfüh­

ren. Es gibt nämlich für ein Element a aus o zwei Einheit·en 71, 1/ von 

o derart, dass 17 a 7/ eine Diagonalform 

1] a 17 1 =~~~I n:Pv Cvv. 0 <PI~ ... < Pt< p, t < K' 

hat. Pu .•• , Pt werden von der Wahl der MatrizeneinheitJen c,1 unab­
hängig durch a und pP eindeutig bestimmt. Jedem Element a aus o 

wird, modulo pP betrachtet, das System (p11 ••• , Pt) zugeordnet. Wenn 
man a modulo p?', p 1 > p, betrachtet, so erhält man das System 
( I I) b ' t < - I ' - 1 t <' I < < . I < I PI ' ... 'p,, wo ei --' 8, Pt-----,- Pi ' z- ' ... ' ' p _2oo p t+1 - ... -- Ps p • 

Demnach wird also das System 

(Pu ... ' Pto.) = (pi, ... 'fl,., =' ... , 80 ) = lim CP1, ... , Pt, p, ... , P) 
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eindeutig festgelegt. (PH .•• , p~r) heisst die p-Höhe von a. Wenn r = IC 

ist, d. h. das Symbol oo nicht auftritt, so heisst die p-Höhe endlich. 

Man ernält leicht 3 ) 

Satlz 1. 3. Ein Element a aus o ist dann und nur dann eine Ein­
heit modulo pP, wenn die p-Höhe von a (0, ... , 0) ist. 

Satz 1. 4. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal. Ein Element a 

aus o ist dann und nm· dann eine Einheit modulo a, wenn die p-Höhe 

von a fü1· jeden Primteiler p von a (0, ... , 0) ist. 

Satz 1. 5. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal und a sei ein Ele­

ment aus o. Ist die p-Höhe von a für jeden Primteiler p von a 

(0, ... , 0), so ist (o a, a) = (a o, a) = o. 

Satz 1. 6. Ein 1·eguläres Element a aus o ist dann und nu1· dann 

eine Einheit von o, wenn a für jedes Primideal p eine Einheit modulo 

p ist, d. h. wenn die p-Höhe von a (0, ... , 0) ist. 

Satz 1. 7. Ist die p-Höhe (PH ••• , p~r) von a E o endlich, so ist für 

jedes n > e = PK (o a, v") = (o a, v"), (a o, v") = (a o, V"). 
/( 

Beweis. Es sei 0 = ojv", ~ = v/v", a = 7J (~v~J 7CPV Cn) 1] 1• Setzt 
- /( . 

man b = C~v= 1 7C•-Pv cvv) 77-1, so ist ba = 11:• n' und .p• = +'" n' = o 11:• 1/ = 
ob a Co a. Es ist also (o a, p")/v" = (o a, ,P") = o a = (o a, p")jp" und folg­

lich (o a, p") = (o a, p"). Ebenso ist (a o, p•) = (a o, p"). 

Satz 1. 8. Es seien .pH ..• , .Pr r verschiedene Primideale von o. Ist 

die p,-Höhe (p,1 , ••• p,~r,) von a E o endlich, so ist für jedes n; > p;~r; = e~> 

i = 1, ... , r, 
r n; r e; r n; r e; 

(o a, IIH .Pt ) = (o a, ni=J+>i ), (a o, nH p, ) = (a o, rri=J l-1;) 

Beweis. Nach Satz 1. 7 ist (o a, p;1) = (o a, p~i). Es ist also 4 > 

r n; r 11i r nt 
(o a, 11,~1 p, ) = (o a, {\,= 1 .Pt ) = {\H (o a, Pt ) 

~ ~ . e; 
= {\, (o a, .Pt ) = (o a, {\, .p. ) = (o a, II, .p, ) 

Hilfssatz 3. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass f\;~1 

a" = 0 ist. Ist (o a, a) = (o a, a") fii1· jedes n, so ist a kein Linksnull­
teiler. 

Beweis. Es sei ax = 0, x = b :.\- 1 ES, b, A. E o; dann ist wegen 

ab= 0 ab= (o a, a) b = (o a, a") b = a" b Ca", also b E a"- 1 für jedes n, 

folglich b = 0, x = 0. 

Satz 1. 9. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass f\:=1 a"=O, 

3; Vgl. A. I. Satz 2.14, 2.15. 
4) V gl. A. I. ?,2 Hilfssatz 3. 
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und a sei ein Element aus o. Ist die 'p-Höhe von a für jeden Prim­

teile?· 'p von a endlich, so ist a kein Nullteile1·. 

Beweis. Nach Satz 1.8. gibt es eine natürliche Zahl m, so dass 
(o a, a") = (o a, am), (a o, a") = (a o, am), n > m. Nach Hilfssatz 3 ist a 

kein Nullteiler. 
Satz 1. 10. Es· sei a ein ganzes zweiseitiges o-Ideal mit de1· P1·im-

idealzerlegung a = rr;~1 lJ~t- Jede Restklasse von oja hat ein Element 

c, dessen '!,J.-Höhe (Pw ... , P;K;) nicht gösse1· als e1 ist: p11 S ... < P;K; < 
e1, i = 1, ... , 1·. 

Beweis. Es sei a ein b~liebiges Element von o. In o = ojl,J~1 + 1 

übergehend gilt ci = ;; (~ti~J Ji:P, c.,'J) ~', 0 <PI< ... < Pt< e;, t < IC. 

Setzt man 

so ist a = a; (l,J~') und die lJ;-Höhe von a; ist (p~> ... , Po e0 ... , e;). Nimmt 
man ein Element c aus o, s1 dass c - a; (l,J~;+l), i = 1, ... , 1·, so ist c = a 

(J,J~\ i = 1, ... , 1·, also c = a (a) und die l,J;-Höhe von c stimmt mit der 
von a; überein. 

§ 2. Arithm~tik in allgemein-halbeinfachen Ringen 

Ein Schiefring mit Einselement heisst ein allgemein-einfacher Ring, 

wenn er ausser Null und sich selbst kein zweiseitiges Ideal hat und 

wenn sein jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist.5) 

Eine dir~kte Summe von endlich vielen allgemein-einfachen Ringen 

heisst ein allgemein-halbeinfacher Ring. Im folgenden sei S allgemein­

halbeinfach und o soll, falls nicht anders gesagt, eine Ordnung von S 

bedeuten, welche die Bedingungen A~> A 2, A 3 erfüllt. 
Satz 2. 1. S sei ein a;lgemein-einfacher Ring uncl o sei eine 

01·dnung von S. Ist a i= 0 ein Element von S, so ist o a o ein zweisei­

tiges o-Ideal. 

Beweis. Es genügt zu beweisen, dass o a o ein reguläres Element 

enthält. SaS ist ein von Null verschiedenes, zweiseitiges Ideal von S, 

also SaS = S und es ist 1 = ~;~1 b,ac; (b0 c1 ES). Wenn man reguläre 
a, ß so wählt, . dass ab; E o, c1 (3 E o (i = 1, ... , 1·), so ist a(3 = 

~~(ab,) a (c 1 (3) E o a o. 

5) Ein zweiseitig einfacher Ring R mit Einselement ist ein einfacher Ring (mit 
Kettensatz), wenn er ein manimales Linksideal L + 0 besitzt. Denn es ist 0 CL R C R, 
also L R c~ R 31, OjCJ +- ... + OrCr c~ l, a; E L, q ER, i c~ ], •••• r, d. h. R c~ (L CJ, .... L Cr) 

ist die Summe von endlich vielen einfachen Linksidealen. 
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Satz 2. 2. S sei allgemein-einfach. Es gilt der Vielfachenketten­

satz für die ganzen zweiseitigen o-Ideale, die ein beliebiges festes Ele­

ment a + 0 enthalten. 

Beweis. Jedes a enthaltende zweiseitige o-Ideal enthält ein zwei­

seitiges o-Ideal o a o. 
Korollar. Ist S allgemein-einfach, so ist fid· jedes ganze zwei­

seitige o-Ideal a -lc o f\:~ 1 an= 0 .. 

Satz 2. 3. Es sei S allgemein-einfach und .)J sei ein Primideal von 

o. Jedes Element a aus o mit endlichen p-Höhe ist ein reguläres 

Element. 

Beweis. Es ist f\:~1 .)Jn = 0. Nach Satz 1.9 ist a kein Nullteiler, 
also ein reguläres Element. 

Korollar. Ist S allgemein-einfach, so ist ein Element a aus o, 
welches eine Einheit modulo einem Primideal .)J ist, ein reguläres Ele­

ment. 

Nach Satz 1.6 gilt 
Satz 2. 4. S sei allgemein-einfach. Ein Element a aus o ist dann 

und nur dann eine Einheit von o, wenn a für jedes P1·imideal p eine 

Einheit modulo .)J ist, d. h. wenn die p-Höhe von a (0, ... , 0) ist. 

Satz 2. 5. Jede Restklasse von o modulo einem ganzen zweiseitigen 

o-Ideal a hat ein 1·eguläres Element. 

Beweis. Zunächst sei S allgemein-einfach. Nach Satz 1. 10 hat 

jede Restkllasse von oja für jeden Primteiler p von a ein Element c mit 

endlichen p-Höhe, welches nach Satz 2. 3 ein reguläres Element ist. 
Ist S die direkte Summe von allgemein-einfachen Ringen : S = S 1 + ... 
+ s., so gilt o = 01 + ... + o., a = U1 + ... + a.. Für jedes a, E O; gibt 
es ein Element c, E o,, so dass a, _ c, (a;) und c, ein reguläres Element 
von S; ist. ß) Für j'edes a = a1 + ... + a. aus o gibt es also ein re­

guläres Element c = c1 + ... + c. aus o, so dass a = c (a) ist. 
Satz 2. 6. Es seien l11 , .,. , a. einande1· teilerf1·emde, ganze zweisei­

tige o-ldeale. Dann sind die Kong1·uewzen 

x = a, (mod a,), i = 1, ... , 1' 

durch ein reguläres Element x aus o lösbar. 

Beweis. c E o sei eine beliebige Lösung. Nach Satz 2. 5 gibt es 
ein reguläres Element ~; mit ~; =-- c (a, ... a,.) und es gilt 7 - a 1 (a;), i "--

6) Falls o, = S,, also ni ~ S;, ist djies trivial. 
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1, ... , r. 

Satz 2. 7-. Wenn es in o nur endlich viele Primideale, so ist jedes 

o-Ideal ein Hauptideal. Ist c nämlich ein o-Linksideal (o-Rechtsidea[), 

so ist c = o ry (c = ry o). Ist c ferner zweiseitig, so ist c = o ry = 7 o. 

Beweis. p11 ••• , p,. seien die sämtlichen Primideale von o und sei 

a = p1 ••• p,.. c sei ein ganzes o-Linksideal. c enthält ein Produkt von 
Primidealen, also sicher eine Potenz von a: c ~ am. Da ojam ein Raupt­

idealring ist, gilt c = (o c, a'n). Nach Satz 1. 10 gibt es ein Element c', 

so dass c' = c (a"') und die Pt-Höhe (i = 1, ... , r) von c' nicht grösser 
als m ist~ Nach Satz 2. 5 gibt es ferner ein reguläres Element ry mit 
ry = c' (am+ 1). Da die p,-Höhe von ry mit der von c' iibereinst,immt, so 

gilt nach Satz 1. 8 (o ry, a") = (o ry, am) = Co c, am) = c (n > m). Weil aber 
o ry eine Potenz von a enthält, so ist c = o ry. Ist c nicht ganz, so ist 
c A. fiir ein reguläres A. ganz, also c A. = o ry', c = o ry'A. -t = ory. Die Re­

chtsordnung von o ry ist ersichtlich ry- 1 o ry. Ist c = o ry zweiseitig, so ist 
ry- 1 o ry = o, also o ry = ry o. 

Satz 2. 8. Es sei P eine Menge von endlich vielen Pr·imidealen. 

Jedes orideal ist ein Hauptideal. Ist a ein o-Linksideal (o-Rechtsideal), 

so gibt es ferner ein reguläres Element a E a mit Op = Op a (aP' = a Op ). 

Beweis. Nach A. I. § 3 sind die Primideale von Op endlich viel, 

nämlich die P-Kamponenten der zu P gehörigen Primideale. Nach 

Satz 2. 7 ist jedes orideal ein HauptideaL Ist a ein o-Linksideal, so 
ist ap =Opa, wo n a Ca mit einem zu P pr·imen ganzen zweiseitigen 
o-Ideal n. Es gibt ein reguläres ry,so dass ry = 1 (p), p E P, ry = 0 (n). 

Nach Satz 2. 4 ist 7 eine Einheit von Op. Es ist also Up = Op rya, 

rya E a. 
Satz 2. 9. Jede o-Linksidealklasse (o-Rechtsidealklasse) n enthält 

ein ganzes Ideal, das zu vo1·gegebenen endlich vielen Primidealen von 

o teile1·!remd ist. 

Beweis. P sei die Menge der vorgegebenen Primideal p1 , ••• , 1-J,.. C 

sei eine o-Linksidealklasse. C enthält ein ganzes Linksideal a. Es ist 
ap =Opa (a E a). Setzt man a a-1 o = bn-1 mit teilerfremden ganzen 

zweiseitigen o-Idealen b und n, so sind b, n wegen (a a-1 o)P = Op zu P 

prim. Es gibt ein reguläres Element ß, so dass ß = 1 (Pt), i = 1, ... , r, 

ß = 0 (n). ß ist eine Einheit von Op und n-1 ß Co. Es gilt also 

7) Zwei 0-Linksideale a, Ü gehiiren dann und nur dann zur selben Idealklasse, wenn 
es ein reguliires Element y mit n = [J y gibt. 
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a a- 1 ß Ca a-1 o ß = bn-1 ß Co, (a a- 1 ß)p = Op ß = Op, d. h. a a-1 ß ist 

ganz, in C enthalten und zu P prim. Damit ist der Satz bewiesen . 
. , Jetzt )' durchlaufe auf alle Primideale von o. Die Menge I op I hat 

ersichtlich die folgenden Eigensohaften : 

1) 0 = (\p Op. 

2) Die zweiseitigen o,.Adeale bilden eine unendliche zyklische 
Gruppe, nämlich den vom (einzigen) Primideal ~ = f'v erzeugten Zyklus. 

3) ~ ist ein stark teilerloses Primideal von op. 
4) Für jedes reguläre Element A. aus S gilt op A. op = op bis auf 

endlich viele )'. 

5) Für zwei (verschiedene) Primideale )', )'' g.ibt es ein o-Element 

a, so dass a = 1 (~), a = 0 C'l3'). 
Bermerkung. Ist S nicht allgemein-einfach, so ist ov nicht eigent­

lich. Es sei nämlich S = S1 + ... + Sn die direkte Summe von allge­
mein-einfachen Ringen und sei o = o1 + ... + on. Jedes Primideal von 

o ist in der Form 1' = o1 + ... + o;_1 + f't + oi+l + ... + o,. darstellbar 
und es ist 

ov = sl + ... + si-1 + oivi + si+I + ... + s,. 
Es gilt ferner die Umkehrung : s) 

Satz 2. 10. S sei ein allgemein-halbeinfachet· Ring urul I o, 1 :>ei ein 

System von Ordnungen von S mit den folgenden Eigen:>chaften : 

P 1 : o = f\r o, ist eine Schiefordnung von S. 

P~: Die zweiseitigen o,-Ideale bilden eine unendliche zyklische 

Gruppe. Das er·zeugende ist dann ein einziges Pt·imideal 'l3r von o., 

P~: Es gibt ein ~. enthaltendes minimales Linksideal von o., 

Dann ist ~r stark teiler·los, d. h. der Restklassenring orf~r ist ein ein­
facher· Ring. 9 ) 

P.1 : Für· je!les reguliire A. aus S gilt o, A. o, = o, bis auf endlich 

viele o ... 

P": Für· zwei o,, o~ gibt es ein o-Element a, so da8s 

a = 0 m-~r), a = 1 C'-l\) 
Dann gelten für· o die Bedingungen A1 , A~, A 3 und I O-r 1 ist nichts 

ander·es als I op I· 

8) Vgl. K. Matusita, Üeber ein bewertungstheoretisches Axiomensystem flir die 
Dedekirid-Noethersche Idealtheorie, Japan. Journ. Math. 19 (1944). 

9) Nach P2 ist 0-r/\t\-r zweiseitig einfach. Gibt es ein minimales Linksideal von l'-r/~\-r, 
so ist es ein einfacher Ring. 
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Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, dass die folgenden 
Bedingungen aus den obigen fünf Bedingungen folgen: 

P 6 : Jedes ~r enthält reguläre Elemente aus o. 

Beweis. Ist S allgemein-einfach, so ist das Element a iil' Pr. nach 
I . 

Satz 2. 4 eine Einheit von o.,, also ein reguläres Element von S. Jedes 
~r enthält also reguläre Elemente aus o. Es sei nun 

S = S1 + ... + S.,, S, = Se1 (i = 1, ... , n) 

die direkte · Summe von allgemein-einfachen Ringen, wo e, das Einsele­
ment von S, bedeutet. Jedes or und somit o = f\r o, enthält e~> ... , e,., 

also 
o = o e1 + ... + o e,., o, = Or e1 + ... + o, e,. . 

Ist ~r ee =1= Or e,, so ist ~' e, = Or e; (i : t) und da die zweiseitigen Or­
Ideale die Potenzen von ~~r = ~~ 'l~r e, sind, so muss o, e, = s, (i =1= t) 

sein, d. h. 

Or = Sl + ... + St+l + Or et + St+I + ... + S,., 

~'!'" = SI + ... + st+J + ~~. et + st+I + ... + s .. . 
Für die Menge lor e.l (or e, -;, S,) der Ordnungen von S, gelten ersicht­
lich auch die obigen fünf Bedingungen. Da ~r et reguläre Se-Elemente 
aus o et enthält, so enthält ~r sicher reguläre Elemente aus o. 

P 7 : Für jedes einseitige o-Ideal a gilt OrOOr = o, bis auf endlich 

viele Or. 

Beweis. a sei ein o-Linksideal. Es gibt regulä~e Elemente a, ß so 

dass o a Ca Co ß, also Or a Or C OrOOr C Or ß Or· 
P 8 : Für jedes Element a aus S ist a E Or bis auf endlich viele Or· 

Beweis. Setzt man a = (o, o a o), so ist OrOOr = (o,, Or a or) =o,, 
also a E Or bis auf endlich viele or. 

P" : Für vorgegebene endlich viele or0, On, ... , Orm und eine natür­

liche Zah-l N gibt es ein 1'egulä1·es Element a aus o, so dass 

a = 1 c~;o). a = 0 (~~~) ' i = 1, ... ' m 
Beweis. Nach P" gibt es ein Element a, aus o, so dass a, = 1 

(~r0), a, = 0 (~r 1), i = 1, ... , m. p, = 1-a, ist ein Element von ~r0 {\ o. 
Setzt man 

- N(1 N-t)N-(1 N N('-1 c,- a, + Pt + ... + Pt - - Pt) t- , ... , m), 

so gilt c, E o, c, = 1 c~:o), c, = o c~:,), also c = c,c2 ... c,. = 1 c~:o). 
= 0 (~;,), i = 1, ... , m. Ist S allgemein-einfach, so ist c wegen c = 1 
C"lh0) ein reguläres S-Element. Ist S = S1 + ... + S,. die direkte Summe 
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von allgemeine-~infachen Ring~n, so gibt es e.in reguläres Sk-E1.ement 

ak aus o e," so dass ak- ek (~~o ek), ak = 0 (~~i ek), i = 1, .,. , m. . Denn 
ist ~'o e,, =4= Sk, su ist dies klar; ist ~'o ek = Sk, so sei ak ein reguläres 

N S N 
Sk-Element aus ('t~r1 (\ ••• (\ il.hm (\ o) ek. Dann ist a = a 1 + ... + a,. 

ein gewünschtes Element. 

P 10 : Für vorgegebene endlich viele On, ..• , or,., S-Elemente a1 , ••• , a,. 

und eine natit?·liche Zahl N gibt es ein S-Element a, so dass a = a1 

(~~1), i = 1, ... , n, a E o, für jedes T =F T 1 , ••• , Tn• 

Beweis. Sind a1 = ... = a" = 0, so setze man a = 0. Ee seien al> 

... , a, von Null verschieden und an1 = ... = a" = 0. Nach P s a; E o, 

(i = 1, ... ' 1') bis auf Tj, ... 'T n und endlich viele T r!+]' ... 'T m• Nach p 2 

ist (or1, or1 a1 or1) eine Potenz von ~r1 (i = 1, ... , 1·; j = 1, ... , m). Es 
-p 

gibt also eine natürliche Zahl p, so dass a1 E ~r1 (i = 1, ... , r; j = 

1, ... , m). Es sei N' > N + p. Nach P 10 gibt es für jedes i (1< i < r) 

ein o-Elemente c0 so dass 
. I I 

c 1 -1(~~;), c,=0(~~1 ) (j=1, ... ,i-1, i+1, ... ,n) 

Dann ist a;c; . a; (~~;), a;c; = 0 ('ß~1) (i =F j), a;C; E o, (T =4= Tj, ... , rm). 

Demnach ist a = a1c1 + ... + a,c, ein gewünschtes Element 

Beweis von Satz 2.10. Pv = \.ß, (\ o ist ein zweiseitiges o-Ideal, da 

Pv reguläre S-Elemente enthält. Jede Restklasse von ov/'4-~., enthält o­
Elemente, denn es gibt für jedes c E o,, ein a, so dass a = c C'ßv), a E o, 
(r-f.=v), also aEo .. Liegen a,b in o, so gilt a=bC'ßv)~a=bC.Pv)· 
Demnach ist ojp., mit ovf't~v ringisomorph. o/.Pv ist also ein einfacher 
Ring, d. h. p, ist· stark teilerlos. Es gilt ferner 

'ßv = PvOv = OvPV> PvOr = OrPv = Or (T =I= v) 

Es gibt ein reguläres Element a E o, so dass a = 0 ('t~v), a = 1 C'l~r), also 

a E \.Jv· Da a eine Einheit von o, ist, gilt PvOr = o,p, = o, (r =4= v). ov 
hat nur ein einziges Primideal 'ßv· Jedes ov-Ideal ist also ein Haupt­
ideal und 't~v = 7T1 o., = ov 7T1 • Es ist 1T1 E o, bis auf endlich viele 

-0 

T1, ... , r", und es sei 7T1 E '+-~,;, i = 1, ... , n, p > 0. Bedeutet a ein re-
P 

guläres Element aus o derart, dass a = 1 ('t~J, a = 0 ('t~r;), i = 1, ... , n, 

so gilt 7T = a1T1 E o, für jedes r, also 7T E ~v (\ o = p.,. Wegen a = 1 

Cl.ßv) ist a eine Element von Ov und daher 1.ßv = Ov 7Tj = o., a 1T1 = ov 7T 

C Ov Pv C 'ßv, O,,p,, = '.ß.,. Ebenso ist PvOv = l.ß,,. 

Die Schiefordnung o ist nun eine Ordnung von S. Es sei nämlich 
' -p 

x ein S-Element und sei x E 1.ßr, (p > 0), i = 1, ... , m, a E or (T 1 T1> 
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~ 0 

... , r,,.); bedeutet A. ein reguläres Element aus lJ~ .... lJ~" .. so gilt A. ox s;;: 
~ 

~~~~xCori(i=l, ... ,m), A.oxCor(r-: ri> ... ,rm), also A.oxs;;:o. 

Ebenso ist x o A. Co. 
Es sei a ein zweiseitiges o-ldeal, so dass oraor = or für jedes r. 

Wir zeigen a = o. Da a in allen or enthalten ist, ist a Co. Es gibt 

für jedes v ein Element av E a mit av $ 0 C~v)· Weil ov!~v ein ein­
facher Ring ist, so gibt es Elemente b1, c1 aus ov, so dass a., =~~ b1a.,c1 = 
1 (~\) ist, und da jede Restklasse von o.,/'l\ o-EJemente enthält, so kann 

man b1 , C1 aus o wählen. Dann ist av E a, av = 1 ('l\). Ist S allgemein­

einfach, so ist a., eine Einheit von ov und sei ry" = av. Ist S = S 1 + 
... + S" die direkte Summe von aUgemein-einfachen Ringen, so ist 

o., = SI + ... + st-1 + o" et + s,+I + ... + S" ' 

~~., = SI + ... + st-1 + ~., et + sf+l + ... + s" ' 

und wegen av et =er(~" e;) ist a., er ein reguläres Sr-Element. Ee sei a 

ein reguläres Element aus a (\ o und sei 'Yv = a (I-e1) + a" er. "lv ist 
ein reguläres S-Element aus o., und 'Yv = 1 (~~"). also ist 'Yv eine Einheit 
von ov, andererseits ist 'Yv E a. Diejenigen r sind endlich viel, für die 

-Q 

o.- ry; 1 Or nicht ganz sind. Es seien Or1 "1;1 o.-1 = ~h; 1 (p1 > 0), i = 
· -1 ?1 Pm -1 

1, ••• 'm, 'Yv E Or (r =Iee T]> ... 'Tm). Setzt man b = lJr .... lJr"., c = 'Yv b, 
so gilt OrCOr C Or für jedes r, also c Co, b C ry., o Ca. Da 'Yv eine Ein­

heit von Ov ist,, so ist v =!-= r 1 und lJ., =!"' 1Jr1 (i = 1, ... , m), also ClJv, b) = o. 
a enthält somit für jedes lJv ein zu lJv teilerfremdes zweiseitiges o-ldeal 

b.,. Nun sei 1Jv1 ... lJvr Ca, dann ist (bv1, ... , bv,.) mit 1Jv1 ••• lJv,. teilerfremd 

und o = (bvo ... , bv,., 1Jv1 ... lJvr) C a. Man erhält also a = o. 
a sei ein zweiseitiges o-ldeal. Es gibt ein zweiseitiges o-ldeal b, 

so dass ab~ o ist, z. B. b = o a-1 o, a E a. Diejenigen r, für die 
. -~ 

ora.bor =1~ Or, sind endlich viel; es seien or1abort = ~~r/ =t~ or; (i = 1, 

•.• , m), orabor = Or (r=i=ri> ... , r".). Wegen ab~ o !St p1 > 0. Es gilt 
P1 Pm . . • P1 Pm 

dann Or (abj)r1 ... lJrm) Or = Or fur Jedes r, also abj)r1 ... ~1rm = o, d. h. a 

ist umkehrbar. Die zweiseitigen o-ldeale bilden also eine (abelsche) 
Gruppe. · Jedes zweiseitige o-ldeal ist ferner ein Potenzprodukt von lJr· 

•r 
Es sei nämlich OraOr = ~r, dann ist er= 0 bis auf endlich viele -r, 

e-r -er -er 
und a = IIr lJr' da Ova IIr lJr o., = o., für jedes v, also Cl n lJr = 0 ist. 

Es sei c E or. Dann ist n = (o, o c o)- 1 ganz und mit lJr teilerfremd, 

d~nn sonst wäre o.- = (or, Or c Or) .-:. orn- 1or ::2 ~;:·. Somit ist n c C 

nn-1 = o, c E OJ.lr· Es ist also Ot C OJ.lr· Jetzt sei c E OJ.lr· Es gibt ein 
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ganzes zweiseitiges o-Ideal 11, so dass 11cCo, (11, -!J'~")=o. Weil 11 
durch -!J'I" nicht teilbar ist, ist Or11 = Or, c E Or c = 0'~"11 c C Oro = Or. 

Damit ist op'~" Co'~". Es ist daher or = 01Jr· 
Satz 2.11. Es sei a ein o-Linksideal mit der Rechtsm·dnung o' 

und ap = op ap sei die t>-Komponente von a, wobei ap bis auf endlich 

viele lJ gleich 1 ist. Dann ist o' = {\p a~ 1 op ap, wo lJ auf alle Prim­

ideale von o durchläuft. 

Beweis. Wir setzen o'p = a~ 1 op ap, o* = {\p o'p. Ist c E o', so gilt 

a c Ca, ap c C ap, also c E o'v, c E {\p o'v = o*. Es ist o' C o*. Ist 

andererseits c E o*, so gilt a c C a~1 c C avo'v = ap, a c C f\'tJ a lJ = a, 

d. h. c E o'. Es ist also o* Co'. Man erhält somit o' = o*. 

Korollar Jede mit o äquivalente Maximalordnung o' ist in de1· 

Form o' = f\v ai.J 1 op av darstellbar, wobei av regulä?-e S-Elemente bedeu­

ten und bis auf endlich viele lJ ap = 1 sind. 

Beweis. o' ist die Rechtsordnung von o-Linksideal oo'. 

Satz 2. 12. Es sei lavi ein System von 1·egulären S-Elementen, wo 

lJ auf alle P1·imideale von o dU?·chläuft und bis auf endlich viele lJ ap = 

1 sind. Dann ist o' = [\p a~ 1 op ap eine mit o äquivalente Ordnung, fiir 

die A 11 A 2, A 3 gelten. 

Beweis. o'p = ai.J' op av ist eine Ordnung von S und die Menge o'p 

erfüllt die fünf Bedingungen von Satz 2. 10. 

o' = f\v o'p ist ein Schiefring mit 1 und da es reguläre Elemente .\, fk 

aus o gibt, so dass .\ a~ 1 , ap f.L E o für jedes lJ, so gilt A. o' fk C 

.\ ai.J 1 OlJ av fk C Ol.J, .\ o' fk C (\p op = o. Andererseits ist f.L o .\ C a~ 1 o ap C 

o'~,, fL o .\ C f\'tJ o'l-1 = o'. o' ist eine mit o äquivalente Ordnung. Die 

Bedingungen P~, P3, P4 sind klar. Wir zeigen nun, dass für beliebige 

lJo, -l-11 ein o'-Element a gibt, so dass a = 1 ('l) 10), a- 0 ('l)'1) wobei ~ = 

-!Jl.J, 'l)' = ai.J 1 'l3 ap ist. Es sei ap = 1 bis auf endlich viele ap0 , a1J1 " 

... 'avm· Dann ist 0 1p = Oj.J, ~I= 'l.~ für jedes -l-1 =~ -IJ; (i = 0, 1, ... 'm). 

Es ist OlJ; ap, Op; = ~~~\ ot•; ai.J: op; = ~;w~ (i = 0, 1, ... , m) und w.egen 
-(0 +-01 ) 

OlJ; C ~~ •. '; · ; ist Pi + p'; > 0. Es sei p = Max1. (p 1 + p',). Dann ist 
1 P+l-rp.+pti) r;+l 

a.; ~P+l a~; C \_ß; • C ~~" ~~ C ~~'; (i = 0, 1, ... , m) 
P+l P+l 

Es gibt ein o-Element a, so dass a = 1 ('l.\. ), a = 0 (~~·i ), i = 1, ... , m. 
p+l 

Wegen ~~ C ~1 ; Co'~·; (i = 0, 1, ... , m), o'li = op (p + p.1, i = 0, 1, ... , m) 

gilt a = 1 ('l)'0), a = 0 (l,ß'1) und a E o'l-1 für jedes p, also a E o'. Nach 

Satz 2. 10 gelten für o' die Bedingungen A,1 A 2, A3• 
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Korollar. Jedes einseitige o-Idectl ist normal, d. h. die Rechtsonl­

nung (Linksordnung) eines o-Linksideals (o-Rechtsideals) i.c?t eine Maa·i­
malonl nung. 

Satz 2. 13. Wenn die Bedingungen A1, A2, Al fii?' eine Maximalo?·cl­

mtng o von S gelten, so gelten sie auch fih· jede mit o äquivall;nfe 

M aximalonlnung. 

Nach A. I. § 4 und Satz 2. 13 ist jedes einseitige Ideal bezüglich 
einer mit o äquivalenten Maximalordnung normal und alle normalen 
Ideale bilden bei der eigentlichen Multiplikation ein Gruppeid G. Wie 
bei A. I. unterscheiden wir die verschiedenen Maximalordnungen durch 

Indizen : o1, o1 , • • • • Ein normales Ideal mit der Linksordnung o · und 
der Rechtsordnung o1 soll mit alJ, bil, ... bezeichnet werden. 

Wir bezeichnen die Menge l:J 11 , 1JJJ, ... , aller einander zusammenge-

hörigen Primideale mit p und nennen sie eine P1·imstelle. Ist für ein 
ganzes normales Ideal atk (a1", l:J11 ) = oi, also auch (a 1 ~:, pu) = o'', so 
heisst a1 ~: zu p prim. Es sei P eine Menge von Primstellen. Ein 
ganzes normales Ideal heisst zu P prim, wenn es zu jeder Primstelle 
von P prim ist. Ist a = a~," ein normales Ideal, so bezeichnen wir 

mit ap die Menge aller c ES derart, dass es ein ganzes zu P primes 
nti mit nu c Ca. Aus nu c Ca folgt c E (n' 1)- 1 a = aa- 1 (n/')- 1 a = 
a (n•·k)- 1, d. h. c n" .. Ca mit zu P primen nn und umgekehrt. ap heisst 

die P-Komponente von a. Bedeutet P 1 (P,.) die Menge der zu Prim­

stellen von P entsprechenden Primideale von oi (o''), so ist die P-Kom­
ponente von a ist nichts anderes als die P 1-Komponente (P .. -Komponente) 
von a als o,-Linksideal (o.,-Rechtsideal) im Sinn von A. I. § 3. Es gilt 
somit 

a~ = o}>a1k = a1"op = oj,a1 .. o], 

Bei dem (nicht notwendig eigentlichen) Produkt von normalen Idealen 
gilt also 

(aik'b 11)p = oJ, (a1/,;b11) o~ = a~b~ 

Für ein ganzes a 1 ~: ist dann und nur dann a~ = op = op, wenn a1" zu P 
prim ist. 

Satz 2. 14. Die Gesamtheit von o:f, ist ein System alle?" einande1· 

äquivalenten MaximalO?·dnungen von S, in denen A 1 , A 2, A 3 gelten. Alle 

mit ap äquivalenten normalen Ideale bilden altw bei de1· eigentlichen 

Multiplikation ein Gn.tppoid Gp mit den o}> als Einheiten. Gp besteht 



16 Keizo ASANO 

aus de~ .~-Komponenten de1· Ideale aus G. 

Beweis. a~ und bi! seien dann und nur dann komposierbar, wenn 
of. = of. ist und das Produkt apbi:! sei das übliche Modulprodukt.. Dann 
bildet die Menge Gp aller ap ein Gruppoid. Man sieht leicht, dass die 
Bedingungen C11 C 2, G3 im Satz 4. 4 von A. I. erfüllt sind. Daraus 
folgt der Satz unmittelbar. 

Man erhält leicht 
Satz 2.15. Die unzerlegba1·en Ideale ans Gp bestehen aus den P­

Komponenten de1· zu P nicht p1·imen unzerlegbaren Ideale aus G .. 

Satz 2. 16. Ist P eine Menge von endlich vielen Primstellen, so ist 

jedes ap ein Hauptideal und es ist ap = of. a = a oj. (a E a1k), 

Satz 2. 17. Für ein ganzes normales Ideal a1k gibt es ein ganzes, 

zu vorgegebenen endlich vielen P1·imstellen p11 ••• , Pr prime.9, normales 
Ideal b"' (b"), so dass a1kbk' = o1 a (buaik = a o"). 

Beweis. P sei die Menge von p1, ... p,.. Jedes of.-ldeal ist ein 
Hauptideal und a'P = o.P a (a E a1k). Da a1k ~ o1 a ist, so ist a111:bll:1 = 
o' a. Aus apb~ = oj. a = ap folgt b~ = oj,, d. h. b;N ist zu P prim. 

Satz 2. 18. Jedes normale Ideal a1k wi1·d als o'-Linksideal (o"'-Rechts­

ideal) von zwei 1·egulären Elementen erzeugt. 

Beweis. a = a111: sei ganz. Bedeutet ß ein reguläres Element aus 
a, so ist a-1o1 ß ein ganzes o11:-Linksideal. P sei die Menge der zur 
Linkshülle von a-1o1 ß nicht primen Primstellen. Nach Satz 2. 17 gibt 
es ein ganzes zu P primes Ideal b = bk1, so dass ab= o' a ist. Da 
(a- 1o1 ß, b) = ok ist, gilt a = a (a- 1o1 ß, b) = (o1 ß, ab)= (o1 a, o1 ß). Ist a 

nicht ganz, so gibt es ein reguläres Element :\, so dass a :\ ganz ist ; 
also a :\ = (o1 a, 0 1 ß), a = (o1 a:\. -t, o1 ß:\ - 1). 

·§ 3. Beziehungen zwischen der Arithmetik in S und 
der Struktur von S 

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, in dem jedes Element 
entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist, und o sei (falls nicht 
anders gesagt) eine Ordnung von. S, welche A 1 , A 2, A 3 erfüllt. 

Satz 3. 1. Gibt es ein Primideal lJ von o, so dass f\:~1 lJ" = 0, so 
ist S allgemein-einfach. 

Beweiz., a ~t= 0 sei ein zweiseitiges Ideal von S. 5 enthält ersicht­
lich ein von Null verschiedenes Element a von o. Wegen (\;=1 l>" · 0 

gilt für ein p a $ 0 (l>P), In o = ojlJP betrachtet sei ;7 a/~' = :E~=t ?rPv fivv, 
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i?)1 -1, 0; dann ist b = ~.1 Cv1 11 a 1/ c1v E 5, b = JiPJ; die p-Höhe von b 

ist (p11 ••• , p1). Nach Satz 1. 9 ist b ein reguläres Element, also 1 = 
bb-t E 5. 5 = s. 

Korollar. S ist dann und nm· dann allgemein-einfach, 'Wenn der 

Vielfachenkettensatz für die ganzen z~veiseitigen ·o-Ideale gilt, die ein 

festes Element a + 0 enthalten. 

Satz 3. 2. S sei ein allgemein-halbeinfache?' Ring, also die di1·ekte 
Summe von allgemein-einfachen Ringen: S = S1 + ... + S,., und die 

. Maximalordnung o sei eigentlich. Wenn ein ganzes zweiseitiges o-Ideal 

a keines de?· Einsen et von St enthält, so ist (\;= 1 a" = 0. 

Beweis. Es ist o = o1 + ... + o,., o1 = o e, i= S 1 (i = 1, ... , 1·), und 
a = a1 + ... + a,., ct1 = a e, i= o1 (i = 1, ... , r). Da S1 allgemein-einfach 
und a, ein ganzes zeiseitiges o1-ldeal ist, so ist (\;=] a7 = 0, also 

(\;=1 a" = ((\;= 1 a';) + ... + ((\;=] a;~) = 0. 

Satz 3. 3. Wenn es ein ganzes z'lveiseitiges o-Ideal a gibt, so dass 

(\;=1 a" = 0 ist, so ist S allegemein-halbeinfach und l, ist eine eigent­

liche Maximalonlnung. 

Beweis. Es seien f11, ••• , Pr die verschiedenen Primteiler von a. 
Setzt man m1 = (\;=1 t,J~, so ist m1 (\ ... (\ m,. = (\;=t a" = 0. Es sei 
P~> ... , .Pc (t < r) ein minimales Teilsystem von l-'11 ••• , p,. derart, dass 
m1 (\ ••• (\ m1 = 0 ist. Ist t = 1, so ist S allgemein-einfach. Jetzt sei 

t > 1. Dann ist 

n; = m1 (\ ... (\ mH (\ mi+t (\ ... (\ mt + 0 (i = 1, ... , t) 

Bedeutet a1 =!= 0 ein Element aus n1, so ist für ein grcsses m 1 a1 $ 0 
cv:n\ sonst wäre a1 E m1, also a~ E m; (\ n, = o, a, = o. Geht man in 
o = oj.).1:n1 über, so ist a, + 0 und o a1 o ist eine Potenz von ~~: ö a1 o = 

p 

.P/. o ai o hat also ein Element >-1, dessen ,P;-Höhe (p 1, ••• , Pt) ist. Es 
sei >.. = >-1 + ... + >-1• Da >..1 E o a1 o C n1 C m, (i ci= j) ist, so gilt für 
jedes n >..1 == 0 (p~), i + j, >.. == >..1 (.).1.~), i = 1, ... , t. Die p1-Höhe von >.. 

stimmt mit der von >-t überein, also ist endlich. Weil (\;=; (.).11 ••• p")"= 
(\:=1 m1 = 0 ist, so ist >.. nach Satz 1. 9 kein Nullteiler, also ein regu­
läres Element. 

Es gilt für jedes a E o >..; a >..1 E n, (\ n1 = 0 (i i= i), >-t a >..1 = 0, also 
>..,>..1 = \ 1 1 >..1 = 0 (i + i), >..>..1 = \ 1>.. = :\13 (i = 1, ... , t). Setzt man e1 = 

\ 1\ - 1·= >.. - 1>.. 1 (i = 1, ... , t) so gilt ersichtlich e1 + ... + ec = 1, e1ae1 = 0 
(i + j), also e,e; = 0 (i + j), e, = e1 (e1 + .. ; + et) = e,'!. el, ... , et sind 
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also orthogonale Idempotente von S. Sie gehören sogar zum Zentrum 

von S. Denn es ist 

e,a = e1a (e1 + ... + e,) = e;ae1 = (e1 + ... + et) ae, = ae1 (a E o), 

für ein reguläres a aus o ist also a- 1 e1 = e1 a-1, demnach ist für jedes 

x = a a- 1 E S e1x = xe1• S ist daher die direkte Summe von Schiefrin­

gen S, = Se1 : S = S1 + ... + S,, ~ementsprechend ist o = o1 + ... + Ou 

o, = o e1• S1 ist ersichtlich ein Schiefring mit Einselement e,, in 

welchem jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist, 

und o1 ist eine Maximalordnung von S,, welche A~> A 2 , A~ erfüllt. Es 

ist 

Pt= 01 + ... + o'I'Ci)-1 + qY(iJ + OiflCiJ+l + ... + o,' 

wo q'f'CiJ ein Primideal von o'l'CiJ ist. rp (1), ... , rp (t) sind einander ver­
schieden, sonst würden p';, ... , 1-1; für jedes nein o, enthalten, also {\ m,. 

~ o. sein. Es ist somit 
0 oo n oo n (\"" n (\"" n = ((\n~t P 1) (\ ... (\ ((\n~J lJt) = n~l qq:;(J J + ••• + n~l qiplt l' 

folglich (\:~ 1 q; = 0, j = 1, ... , t. Nach Satz 3. 1 ist S1 allgemein­
einfach. 

Satz 3. 4. S sei ein allgemein-einfache1·, 1·cgulä1·o· Ring, d. h es 

gibt fit?' jedes S-Element c ein S-Element c' mil cc'c = c. Dann ist S 

ein einfache?· Ring. 

Beweis. Es genügt zu beweisen, dass es ein minimales Linksideal 
0 von S gibt. Wir nehmen jetzt an es gebe kein minimales Links­

ideal von S. Dann existiert eine unendliche Kette von Linksidealen 

S ~. Sa1 ~ Sa;J ~ ... Da ein Hauptlinksideal Sc (c =l= 0) von S von einem 
Idempotent e = c'c erzeugt wird, gilt SaH = 11 + Sa1 (a0 = 1), also S = 
I1 + l2 + ... + I" + San (n = 1, 2, ... ). Dementsprechend wird 1 als eine 
Summe von einander orthogonalen ldempotenten darstellbar. Man 

erhält somit einander orthogonale I dempotente e1 , e", . . . . Es sei nun p 

ein Primideal von o mit der Kapa:dtät «. Es gibt eine e)) e~, ... , em 

(m = « + 1) enthaltende Maximalordnung o' von S, z. B. die Rechts­

ordnung von (o, o eu ••• , o em). Bedeutet ).1 1 das mit p zusammengehörige 

Primideal von o', so ist die Kapazität von p' gleich «. p' enthält kein 

Idempotent, (Wäre e E p', e~ = e i~ 0, so wäre e = en E p'", also e E 
(\~~ 1 p"' = 0). eH ... , em sind also modulo p' einander orthogonale !dem­

potente. Da aber o' /'P' ein voller Matrizenring «-ten Grades in einem 

Schiefkörper ist, ist m < «. Es ergibt sich also ein Widerspruch. 
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Aus Satz 3. 4 folgt sofort : 
Satz 3. 5. S sei ein allgemein-halbeinfache?·, regulärm· Ring und 

o sei eigentlich. Dann ist S ein halbeinfacher Ring. 

Nach den voraufgehenden kann man die Axiomensysteme der Ideal­
theorie in allgemein-halbeinfachen Ringen folgendermassen aufstellen. 
Es ist bemerkenswert, dass sie nur durch die Eigenschaften einer 
Ordnung o bestimmt sind. 

E1: o ist ein Schief1·ing mit Einselement 1 und für jeden Nicht­

nullteile?· a gibt es einen Nichtnullteile1· a', so dass o a ~ a' o ist. 

o lässt sich demnach in seinen (linksseitigen) Quotientenring S 

einbetten. 10 ) 

E 2 : Wenn es für ein Element c aus S einen Nichtnullteifo· :\ aus 

o gibt, so dass X (o c)" C:: o, n = 1, 2, ... , so ist c E o. 

Wie leicht gezeigt wird, ist diese Bedingung E 2 mit der folgenden 
Bedingung E/ äquivalent. 

E/: Es gibt keinen Teil1·ing o' von S, so dass o Co', X o' C:: o mit 
einem Nichtnullteiler X aus o ist. 

~ach E 1 und E 2 ist o eine (reguläre) Maximalordnung vcn S. 11 ' 

Es: Es gilt der Teilerkettensatz für die in o enthal(enen zweisei­
tigen o-Ideale. 

E3*: Es gilt der Vielfachenkettensatz fü1· die in o enthaltenen 

zweiseitigen o-ldeale, welche ein beliebiges festes Element a 'f' 0 

enthalten. 

E4: Jedes Primideal von o ist stark teile1·los. 

E~: Es gibt ein in o enthaltenes zweiseitiges o-lcleal a, so dass 

f\:~ 1 a" = 0 ist. 

E 6 : Für jedes o-Element a gibt es ein S 4 Element x mit axa = a. 

Nach E 6 gibt es für jedes S-Element c ein S-Element c' mit 
cc'c = c. 

Satz 3. 6. Unter den fünf Bedingungen E 11 E 2, Es, E 4 , E~ ist de1· 

(linksseitige) Quotientenring S von o ein allgemein-halbeinfache1• Ring 
und o ist eine eigentliche Maximalordnung von S mit den Eigenschaften 

A1;A2, A<~. Es gelten also fü1· jede mit o äquivalente Maximalordnung 

10) K. Asano, Üeber die Quotientenbildung von Schiefringen, froc. math. Soc. 
Japan 1 (1949). 

11) Vgl. A. I. Satz 1. 9. 
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die Bedingungen A 1, A~, A 3• Ist das Ideal a in Er, ein P1·imüleal, so ist 

S ein allgemein-einfache?· Ring. Wenn es ausser den fiinf Bedingungen 

noch die Bedingung E 6 gilt, .<?O ist S ein halbein{ache1· Ring. 
Im Falle des allgemein-einfachen Ringes gilt der folgende Satz. 1 ~' 
Satz 3. 7. Unte1· den vie1· Bedingungen E 1 , E?., E 3*, E4 ist S ein 

allgemein-einfachet· Ring und o ist eine Maximalo1·dnung von S mit den 

Eigenschaften A 1 , A 2 , A:1. Gilt {e1·ne1· noch die Bedingung E.; , so ist 

S ein einfache?· Ring. 

§ 4. Deuringsche Bewertungen. 
S sei ein Schiefring. Eine reellwertige Funktion cp (a) der S-Ele­

mente heisst bekanntich eine Bewe1·tung von S, wenn (P die folgenden 

Bedingungen erfüllt: 
1. rp (a) > 0 (a 0), (P (0) = 0 

2. (P ( -a) = (P (a) 

3. rp(a + b)<rp(a) + rp(b) 

4. (P (ab)< (P (a) rp (b) 

Daraus folgt leicht 
5. l rp (a)- (P (b) l < (P (a-b) 

Wenn (P statt 3 die schärfere Bedingung 3' erfüllt, so heisst cp nicht­

a?·chimeclisch : 

3'. rp (a + b) ~ Max (cp (a), (P (b)) 

Ist cp nicht archimedisch und ist (P (a) > 'P (b), so ist cp (a + b) = (P (a). 
Denn es ist rp (b) < cp (a) = cp (a + b - b) < Max (cp (a + b), cp (b)) = 

(P (a + b) < rp (a). 

Eine Folge I an I = I a1 , a2, ···I der S-Elemente heisst eine Fundamen­
talfolge, wenn lim rp (am - a") = 0 ist. I an 1 heisst eine Konvergenz­
folge, wenn es ein S-Element a gibt, so dass lim cp (a~~ - a) = 0 ist. Ist 

'<t-).00 

ferner a = 0, so heisst Ia" I eine Nullfolge. Jede Konvergenzfolge ist 
eine Fundamentalfolge. Eine Bewertung cp von S definiert bekanntlich 
einen bewerteten Erweiterungsring, für den der Ca,uchysche Konvergenz­
satz gilt. Definiert man nämlich die Kompositionsregeln von Funda­

mentalfolgen durch 

!a,.j + !b,.j =!an+ b,.!, {a,.jjbnl = !anb,.j, 
so bilden die Fundamentalfolgen einen Schiefring R, in welchem die 
Nullfolgen ein zweiseitiges Ideal N bilden. Der Restklassenring Srr = 

12) Vgl. A. I. Satz 2, 16. 
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RjN ist ein Erweiterungsring von S, wenn man a ES mit der lal= 
I a, a, ... j enthaltenden Restklasse identifiziert. Die Bewertung cp wird 

durch 
lp CA)= lim cp (a,.), A E Sq;, !a~~lE A 

n-+oo 

auf S:p übertragen und in Bezug auf qJ ist S perfekt, d. h. jede Funda­

mentalfolge ist eine Konvergenzfolge. Zwei Bewertungen qJ, cp' von S 

heissen äquivalent, wenn die Nullfolgen (und als Folge davon die Funda­

mentalfolgen) für l)'J und cp' die gleichen sind. Dann ist S9 = S91 • 

Von jetzt an sei S ein allgemein-halbeinfacher Ring und o sei 

eine eigentliche Maximalordnung von S mit den Bedingungen A 11 A~, A 3• 

Es sei m ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass f\:~ 1 m" = 0 ist, und 

P sei die Menge aller Primteiler von m. Die Primideale von Op sind 

dann endlich viel und es ist tnp = Op :.\ = :.\ Op, :.\ E m. Für jedes S-
P 

Element x =!= 0 gibt es eine ganze Zahl p = p (x), so dass x in tnp, aber 

nicht in m~+l enthalten ist. x ist also in der Form x = a A,P = A,P a' 

eindeutig darstellbar, we a, a' durch :.\ nicht teilbare orElemente sind. 

Ersichtlich ist p die grösste ganze Zahl, so dass x m-P zu m ganz ist. 

Die durch 

cpm (x) = c~ (0 < C0 < 1) l)'Jm (0) = 0 

definierte Funktion ist eine nichtarchimedische Bewertung von S mit 
den folgenden Eigenschaften: 

1) Es ist cp.n (a) < 1 für jedes a aus o. 

2) Es gibt ein reguläres S-Element c so dass 0 < cpm (c) < 1. 

Ferner ist ersichtlich Op = !a 1 cpm (a) s 1, a E Sj. l)'Jm heisst die m­

adische Bewertung. Wie leicht gezeigt wird, sind die Bewertungen cpm, 

rp,1 einander äquivalent, wenn m und n dieselben Primteiler hat. Ist 

weiter m' ein mit m zusammengehöriges o'-ldeal, so ist rp,n' mit qJm 

äquivalent. 1a' 

Satz 4. 1. 'P sei eine nichtarchimedische Bewet·tung von S mit den 

folgenden Eigenschaften: 

1) cp (a) < 1 fü1· jedes a E o. 

2) Es gibt ein S-Element c mit 0 < cp (c) < 1, so dass o c o t•egu­

läre Elemente enthält. 

Dann bildet die Menge allet· o-Elemente mit q1 (a) < 1 ein zweisei­

tiges o-Ideal lll. Bedeutet P die Menge allet· PTimteile1· 110n 111, so ist 

1:~) Deuring, Algebren. 
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o*= fx 1 rp(x)<1, xESl =Op, 

m*= fy 1 rp(y)<l, yESl =mp 

Es ist lnp =OpA.= A. Op (A. E m), und füt· jedes S-Elernent x = a A,P 

(a E Op, a ~ tnp) liegt rp (x) zwischen c~ und. c;, wobei C0 = rp (A.), C1 = 

rp(A.- 1)- 1, O<c1 <c0 <1. rp ist demnach mit de1.· m-adischen Bewe1·­

tung äquivalent. 14 ) 

Beweis. m ist ersichtlich ein o-o-Doppelmodul. o c o hat ein regu­

läres o-Element 7 = ~~ a;cb; (a,, b; E o) und es ist 

rp (7) < Max; (rp (a;cb;)) <Maxi (rp (a;) rp (c) rp (b;)) < rp (c) < 1, 
also 7 E m. Damit ist m ein zweiseitiges o-Ideal. Für ein Idempotent 
e aus S ist rp (e) > 1, denn rp (e) = rp (e3) < rp (e) rp (e). Ist e in o enthal­
ten, so ist rp (e) < 1 und es ist rp (e) = 1. Insbesondere ist rp (1) = 1. 

Weilm kein Idempotent enthält gilt nach Satz 3. 2 f\:~ 1 .mn = 0. Ferner 

ist rp (x) < 1 für jedes x E Op. Denn es gilt n x Co mit einem zu P 

primen ganzen Ideal n, also (n, m) = o, a + b = 1 (a E m, b E n), 

x-ax = bx E o. Da rp (ax) < rp (a) rp (x) < rp (x) ist, so ist rp (x) = 

rp (x-ax) = rp (bx) < 1. Es ist somit rp (y) < 1 für jedes y E lllp = Opll1. 

Ist x in Op, aber nicht in lllp enthalten, so ist rp (x) = 1, denn sonst 

wäre rp (x) < 1 und für jedes a E n x Co wäre rp (a) < 1, also n x C m, 
x E tnp gegen die Voraussetzung. Für x = a A. P (p > 0) ist also rp (x) < 
rp (a) rp (A.)P < c~ und 1 = rp (a) = rp (xA. -P) < rp (x) rp (A. - 1)?, c; < cp (x). Es 
ist somit c; < rp (x) < c~. Für x = a A. -P (p > 0) erhält man ebenso c1-P > 

_o 
rp (x) > c0 •• 

Korollar 1. Ist rp (:\) rp (A. -l) = 1, so ist rp eine m-adische Bewertung. 

Korollar 2. S sei allgemein-einfach und rp sei eine nichtat·chi­

meclische Bewe1·tung von S mit den folgenden Eigenschaften : 

1) cp (a) < 1 für jedes a E o. 

2) Es gibt ein S-Element c mit 0 < rp (c) < 1. 

Dann ist rp mit einer m-adischen Bewertung äquivalent. 

Man erhalt ohne Mühe : 

Satz 4. 2. S sei allgemein-einfach. Ist rp eine p-adische Bewertung 

mit einem Primideal p von o, so gilt : 

1) Es ist rp (a) < 1 für jedes a aus o. 

2) Es gibt ein S-Element c, so dass 0 < cp (c) < 1. 

14) M. Moriya, Zur Bewertung der einfachen Algehren, l'roc. Acad. Tokyo l:l 
(1937). 
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3) Sind o*a=ao*, o*ß=ßo*(o*= {x l q:;(x)<1, xESl), so 

ist <p (aß) = <p (a) <p (ß). 

Ist 'P umgekehrt eine nichtarchimedische Bewe1·tung, welche die 

obigen Bedingungen erfüllt, so ist 'P eine 'p-adische Bewe1·tung. 

Hilfssatz 1. Es. sei m = 1111 ••• mr ein Pt·odulct von paa'rweise teilet·­

.f?·emden o-Idealen. Ist {a"j, a"' ES, eine m-Fundamentalfolge (Null­

folge), d. h. eine Fundamentalfolge (Nullfolge) bezilglich det· m-adischen 

Bewet·tung, so ist !a"} filr jedes m, eine m,-Fundamentalfolge (Null­

folge). Ist ! a"} umgekehrt eine m1-Fundamentalfolge (Nullfolge) fiit· 

jedes 111 0 so ist { a" l eine m-Fundamentalfolge (N ullfolge). 

Wir bezeichnen im folgenden die perfekte Erweiterung von S in 
Bezug auf die 111-adische Bewertung mit Sm und die m-adische Grenz­

menge einer Teilmenge M von S mit M = Mm. Es ist M = M. Nimmt 

man statt o eine mit o äquivalente Maximalordnung o' an und bedeutet 

m' das mit m zusammengehörige o'-ldeal, so ist Mm = Mm'· 
Satz 4. 3. Ist m das Pt·odulct von paat·weise teilet·fremden zweisei­

tigen o-Idealen m11 ... , m" so ist Sm mit de1· dit·ekten Summe von Sm; 

1'ingisomm·ph : Sm = Sm1 \:B ... \:B Smr· 

Beweis. Es sei a ein Sm-Element und !anl sei einem-Fundamental­
folge mit dem Grenzweat a. Da {a,.} eine m;-Fundamentalfolge ist, so 

gibt es in in Sm; betrachtet lim a" = a' E Sm;· (a1 , ... , ar) ist von der 
Wahl von { a"l unabhängig durch a eindeutig bestimmt. Durch die 

Zuordnung a ____. (at, ... , a') wird S,n in Sm1 CB ... CB Smr ringisomorph 
abgebildev. Ferner sei (a\ ... , ar) ein beliebiges Element von S 1111 (j'> ... ffi 

Sm, und ! a,! l bedeute eine m1- Fundamentalfolge mit dem Grenzwert a;, 
i = 1, ... , 1·. Wenn man ein S-Elemerit a" so wählt, dass a" = a,~ 
(oP;m:)/5 ' i = 1, ... , 1·, so ist bezüglich der m,-adischen Bewertung lim 

a,. = lim a; = at. {a"} ist somit für ~edes m; eine 1111-Fundameutalfolge, 

also eine m-Fundamentalfolge. Bedeutet a E Sm den Grenzwert von 

ja,.}, so ist a- (at, ... a'). Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz 4. 4. Ist a·" ein nm·males Ideal, so ist 

Ca1Dm = a~, a~~ (\ s = ap , 
'Wobei P die Menge allet· Primstellen, die den Pt·imsteile1·n von m ent­

sp?·echen, bedeutet. 

Beweis. Ist a E ap (a = a1"), so gibt es ein zu P primes nu, so dass 

15) P; bedeute die Menge der sämtlichen Primteiler von 1111· 
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n'; a Ca. Es ist (n't, (111 1;)") = ot, b" + c" = 1 (b", E n't, c" E (mu)"), also 

a" = a-c"a = b"a E a. Wegen lim c" = 0 ist a = lim a" E a = am, also 
a c Op c a. Daher ist a c Qp c a =a ' Op = Ci • 

Ferner ist a (\ s ~ Op. Ist a E a (\ s, so ist a = lim a", a" E a. (tp 

enthält eine Potenz von m~: ap ~ (m~)P. Für ein grosses n ist a-a,. 

durch (m~/' teilbar, also a = a" + (a-a") E (tp, folglich a (\ s c Op. 

Damit ist a (\ S = ap. 

Definition. a~~ heisst die m-adiache Komponente von a1k. 

Nach Satz 2. 16 ist a": = o~ a = a o~ (a E a'k), Demnach erhält man 
leicht: 

Satz 4. 5. (tti< = oTa = oi-a (a E atk) m m m 
= 0 i·-0 tk = (itkok = 0i-0,~:0i,-

m m m m 
Ca "l)Jf) = atkbJ! 

m m m 

Hilfssatz 2. rp bedeute die Bewertung von Sm, die eine Et·weiterung 

der mii-adischen Bewertung von S ist. Dann ist o' = O:u = ! x I rp (x) < 
1, xESml 

Beweis. Es ist oj. = l a 1 rp (a) < 1, a ES j, also für jedes x E o~ = 

o1 gilt rp (x) < 1. Es sei umgekehrt rp (x) < 1, x E Sm. Dann ist x = 
P. 

lim at/ (an E S) und rp (x) = lim rp (a") = lim Co n < 1 (0 <Co< 1), also Pn > 
0 bis auf endlich viele n. Demnach rp (a",) < 1 (n > m), also a" E o~, 
folglich x = lim a" E o;, = 0". 

Hilfssatz 3. o:n ist eine Ordnung von Sm. 

Beweis. it ist ersichtlich ein Schiefring mit 1. Es ist iri'1 = ot A. = 

A. Ol (A. Emu), rp (A.) < 1. Es sei x ein Sm-Element und p = p (x) sei so 
gross gewählt, dass rp (x >.,P) < rp (x) rp (A.)P < 1 ist. Dann ist xA.P E o', 

also X or A,P =X >.,P 0" c 0'-. Ebenso ist A_P 0!, X c ö': 
Hilfssatz 4. Ist a* ein in öt enthaltenes ii-_Linksideal (o,_--_Rechts­

ideal), so ist a = a* (\ ot ein o'-Linkstdeal (o'-Rechtsideal) und es gilt 

a* = am. 
Beweis. Es ist ntn = OtA. = A. o' (A. E mtt), rp (A.) < 1. Ist ry ein 

reguläres Element aus a* und nimmt man p so gross, dass cp (A.Pry- 1) < 
cp (:Xf rp (ry-l) < 1 ist, so istl A_Pry-l E o\ also A,P = A_P'ry-lry E a*. Da A. E 
mit Co' ist, so ist A.P E a* (\ o' = a. a ist also ein o1-Linksideal. Es 

ist ersichtlich a* ~ o'a = a. Ist XE a*, so ist X= Iim a" (a" E o') und 
für ein genügend grosses rn a"+ 1 -a" == 0 ((mtt)P), n 1n, also a: = c~.,,. + 
(am+]-a .. ) + ... = am + b A,P (b E 0 1). Es ist b >.,PE lJ1a = a c a*, a". ~--= 
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x- b ;x,P E a* und E o", folglich a". E a* (\ ot = a. Demnach ist x = 
a". + b V E ä, und a* Ca. Daher ist a* = a. 

Nach den voraufgehenden und A. I. § 3 erhält man leicht die fol­
genden Sätze. 

Satz, 4. 6. Die Gesamtheit von 0' = ~~ ist ei'rb System aller einander 

äquivalenten Maximalordnungen von Sm, in denen Alt A 2, A 3 gelten. 
Alle mit ö äquivalenten normalen Ideale bilden also bei der eigentlichen 

Multiplikation ein G1·uppoid Gm mit den if als Einheiten. G111 besteht 

aus den m-adischen Komponenten a~ aller normalen Ideale a 1 ~~:. 

Satz 4. 7. a'll: sei ein ganzes no1·males Ideal. Dann und nur dann 

ist a~ = o~ = o~, "wenn atk zu mtt (also auch zu m~:11:) prim ist. 

Satz 4. 8. Ist a·.~: ein Teiler von (mu)p (also auch von (mkll:/), so ist 
ar"' (\ 0 t = (lk (\ 0~; = at~~:. 

Satz 4. 9. Ist a = at~ ein Teiler von (mu)P, so gilt 
--- ! o:U/am ~ Op/aP ~ o'/a. 

Satz 4. 10. Die Primideale von 0' 
Komponenten de?· P1·imteile1· von mH. 

Primideale. 

bestehen aus den m-adischen 

o' hat also nur endlich viele 

Satz 4.11. Die unzerlegba1·en Ideale aus Gm bestehen aus den m­
adischen Komponenten de1· zu P nicht primen unzerlegba1·en Ideale q 1~:. 

§ 5. .p-adische Etrweiterungen. 
In diesem Paragraphen sei S ein allgemein-einfacher Ring und o 

sei eine Maximalordnung von S mit den Bedingungen Alt A 2, A3• Für 
jedes ganze zweiseitige o-Ideal m =t= o gilt dann (\~=1 m"= 0, also wird 
in S die m-adische Bewertung degniert. Man erhält leicht 

Satz 5. 1. p dw·chlaufe auf alle P1·imideale von o. Ist a = a1 ~~: ein 

1wrmales Ideal, so ist ap = o1 = 0~ bis auf endlich viele p. a ist de1· 

Durchschnitt alle1· ap und S. 

Satz 5. 2. Es sei a (p) ein o~-Linksideal urul a (p) sei gleich or; bis 

auf endlich viele p. Dann gibt es ein o1-Linksideal, dessen 'p-adische 

Komponente gerade a (l,J) ist. Entsprechendes gilt auch für Rechtsideale. 

Satz 5. 3. Es sei 'p ein Primideal von o der Kapazität ~e. Sp ist 

ein volle'r Matrizenring vom G1·ade 1e in einem Schiefkörper. op hat ein 

System von Matrizeneinheiten e,J (i, i = 1, ... , ~e) urul es ist Sp = 2J~d=I 
-- tr. 

Ke;1, op = 2J;, J=J oetJ· o = op (\ K ist eine Maximalo1·dnung von K und 

K hat au:~se1' o keine mit o äquivalente Maximalo-rdnung. p = ~-~ (\ K 
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ist ein einziges P1·imideal -von o und o / p ist ein Schiefkörpe1·. Die 

einseitigen o-Ideale sind zweiseitig, sie sind die Potenzen von p. Es 

gilt ferner für K-Elemente a, ß cplJ (aß)= cplJ (a) IJ-!ll (ß). 

Beweis. Modulo lJ" betrachtet ist o ein voller Matrizenring vom 
Grade /C in einem vollständig primären Ring. Es sei cu (i, j = 1, ... , K) 

ein System von Matrizeneinheiten mod. ,P". Ist C'iJ (i, j = 1, ... , !C) ein 

System von Matrizeneinheiten mod. +'"+\ so ist 

cu = c C' u c' (1:-J"), cc' = 1 (.P"), i, j = 1, ... , IC. 

Da c mod. 1:-J" H eine Einheit von o ist, gilt cc 11 = 1 (.P" ' 1). C'llJ = c c' ;; c11 

(i, j = 1, ... , !C) sind Matrizeneinheiten mod. 1J"+ 1 und es gilt c" = C', 

C";; = c0 (lJ"), i, j = 1, ... , IC. Demnach kann man die Matrizeneinheiten 
r", d 1 2 k t • d !nJ !n+l> ( ) • d E eu mo . \J", n = , , ... , so ons rmeren, ass e;1 - e0 \J" s1n . s 

gibt dann in oi~ lim e;;) = eu. eij (i, j = 1, ... , !C) sind Matrizeneinheiten 
n~oo 

in oll· Weg~n ~:=, e:;J = 1 (1:-J") ist ~:=, e; 1 = 1. Diejenigen S~J-Ele-
mente, die mit jedem e,; kommutativ sind, bilden einen Teilring K von 

SlJ, und es ist SlJ = ~:. J=i Ke0 ; ferner ist OlJ = ~~ H oe,;, o =K (\ O~J. 
Es gibt ein Element n:~ E o, so dass n:~ = 0 (lJ), n:~ =I= 0 (lJ"), n:~ e;~) = 

( 2 J ( '') • • 1 K ( 3) C 3 J K eiJ n:~ lJ· , z, J = , ... , K. Setzt man n::l = ~·1 = 1 Cv1 n:~ e,v , ... , n:"_ = ~·1= 1 
(n) (n) •lt (~J.) - (n) ( ") d ev1 n:,. _, er, , ... , so g1 eu n:" = n:". eu 1J un 

IC rn-J) (n-JJ II: (n-1) 

;rn ==~·1=1 e.,l ;r·n-l el'' =:~,,~J e,u n:Jt,-l :::.:::=: ll'u-J (lY~- 1 ), , 
also n:", = 0 (1:-J), n:" =I= 0 (lJ~). Die \J-Höhe von n:", ist (1, 1, ... , 1), folglich 

\J)J = OlJ n:,. = n:n Ot1,"'; cp (n:") = 'PV (n:") = C0 (0 < C0 < 1). Wegen n:,. = n:n+l 

(lJ") gibt es in op lim n:" = n:. Dann ist eu n: = n: eu (i, j = 1, ... , K), 

cp (n:) = lim cp (n:") = c0• Ferner ist rp (n:,~ 1 ) = c~ 1 = cp (n:")-t, also 

qJ (n:,~ 1 -n:~1 ) = cp (n:;,1 (n:m-n:J 77:~ 1 ) < c;~ qJ (n:m-n:"). 

ln:,~ 1 l ist somit eine Fundamentalfolge. Es gibt n:' = lim n:,~ 1 E SlJ und 
n:n:' = n:'n: = 1. n: ist ein reguläres Element von SlJ. ov n: enthält eine 

Potenz von '-ß = ~1): ot1 n: ~ 'tV. Da für ein g·rosses )J n: I = n: (lßP) ist, so 

ist o~n: = (o~ n:, '-ßP) = (otJ n:.,, ~n = \ß, also-~~= op-n: = n: -~-

Wie leicht gezeigt wird, ist (P (a) für jedes a =\c 0 aus SlJ durch 
0 -- --

cp (a) = c~, o11 a OlJ = '·ßP gegeben. Also ist (P (n:v a) = cp (n:T cp (a), da 
o11 n:" a o~ = ~·~+P ist. Es ist 

- ,. ,. 
op = ~~- 1 1 o e11 , Sp = 2J,, J~J KeiJ• o = K (\ o~ 

Ii: 
und ~~ = ~~. 1 1 p ei], p = ~~ (\ o = n: o = o n:. Wegen (ojp),. ~ oj~~ ~ 

16) Denn es ist nach Satz l. 7 lJ = tlp = (Op or",, p) = (Opor", tl''J fcir jedes 'I; da aber 
L'p nn eine Potenz von lJ enthiilt, so ist tJ = Op ""· 
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ojp ist oj p ein Schiefkörper. Ist rp (a) = 1, a E K, so ist a eine Ein­
heit von o. Denn a liegt dann in o, aber nicht in p, also gibt es ein 
o-Element ß, so dass aß= 1 (P) ist, folglich aß= 1-p (p E p), 

aß (1 + p + p3 + ... ) = 1. a hat in o eine Rechtsinverse. Ebenso hat 
a auch eine Linksinverse. Ist rp (a)- c~, a E K, so ist rp (7t-Pa) = 
rp (7t)-r rp (a) = 1, also 7t-P a = c, a = 7l'Pc mit einer Einheit c von o. 

Ebenso ist a = c 17l'P. Jedes K-Element a =F 0 hat die Form 7trE:, also 
hat das Inverse c- 17l'-P. Damit ist K ein Schiefkörper. 

Da jedes K-Element =F 0 in der Form c7tP = 7l'Pc' darstellbar ist, so 
sieht man leicht, dass jedes einseitige o-Ideal ·ein von einer Potenz von 

7t erzeugte Hauptideal ist. Die einseitigen o-Ideale sind also zweiseitig 
und werden durch die Potenzen von p gegeben. Wegen o a = o a o = 

a o gilt rp (aß)= rp (a) cp (!3) für K-Elemente a, ß. K hat ausser o keine 
mit o äquivalente Maximalordnung, d. h. jede mit o äquivalente Ord­

nung o' von K ist in o enthalten. Denn oo' ist ein o-Linksideal, also 

ein zweiseitiges o-Ideal und o' ist in der Rechtsordnung von oo', 

nämlich in o enthalten. 

Korollar. 1. Ist 7t ein Element aus p, abe1· nicht aus P\ so ist 

p = o 7t = 7t o und jedes (von Null vet·schiedene) Element aus K wi1·d 

in de1· Porm c7tP = 7l'Pc1 mit Einheiten c, c1 von o eindeutig dargestellt. 

Ist a ein Element aus o;:~ so gibt es Einheiten 1J, 'IJ' von OiJ, so dass 

'fJ a ?/ = ~:~] 7tpV evv• 0 < Pl < ... < p"., 1' < JC. 

(PI> ..• , Ptr), p".. 1 = ... = Ptr = oo, ist nichts ande1·es als die p-Höhe von 

a. 

Korollar 2. :p sei ein P1·imideal von o. Ein o-Element a ist dann 

untl nu1· dann 1·eguliir, 'Wenn cUe 'p-Höhe von a endlich ist. 

(Eingegangen l. Nov., 1949) 


