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Zur Arithmetik in Schiefringen II.

Von Keizo ASANO

Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung der friiheren Arbeit'’.
S sei ein Schiefring mit Einselemerit 1. Wir nennen im folgenden eine
Ordnung von S (im Sinn von A.1.) eine Schiefordnung und unter einer
Ordnung von S verstehen wir immer eine reguldre Ordnung (im Sinn
von A.I). Ein Teilring o von S heisst ndmlich eine Ordnung (Schief-
ordnung), wenn o 1 enthdlt und wenn es fiir jedes & S reguldre
Elemente «, 8 aus o gibt, sodass ava o, Box T o(xa &, Ba & o)
sind. Nach einigen Erganzungen in §1 werden wir in §2 die Arithmetik
in allgemein-halbeinfachen Ringen naher untersuchen. Ein allgemein-
halbeinfacher Ring bedeutet dabei eine direkte Summe von endlich
vielen allgemein-einfachen Ringen und ein allgemein-einfacher Ring ist
ein- Ri’ng, welcher zweiseitig einfach ist und dessen Element entweder
eine Einheit oder ein Nullteiler ist. Wir zeigen unter allen andern,
dass fiir eine Schiefordnung o eines allgemein-halbeinfachen Rings S die
drei von Noether herriihrenden Axiome A4,, A, A; mit den fiinf von
Artin herriihrenden Axiomen P,, P,, P,, P,, P, dquivalent sind:

A,: o ist eine Maximalordnung.

A.: Es gilt der Teilerkettensatz fiir die in o enthaltenen zweisei-
tigen v-Ideale.

A,: Jedes Primideal p von o ist stark teilerlcs, d.h. der Rest-
klassenring o/p ist ein einfacher Ring.

P,: Es gibt ein System §{o.;} von Ordnungen vcn S, so dass v =
Nz vz eine Schiefordnung ist.

P.: Die zweiseitigen o.-Ideale bilden eine unendliche zyklische
Gruppe. Das erzeugende ist dann ein (einziges) Primideal %5; von 0.
P,: Es gibt ein Y3, enthaltendes minimales Linksideal von o..

P,: Fiir jedes reguldare Element X\ aus S gilt o, A v.=p, bis auf
endlich viele o, .
P,: Fiir zwei o;, 0, gibt es ein o-Element @, so dass a=1 (B,),

1) K. Asano, Zur Arithmetik in Schiefringen I, Osaka Math. Journ. 1 (1949), zitiert
im folgenden mit A. I. Vgl. auch K. Asano, Arithmetidche Idealtheorie in nichtkommu-
tativen Ringen, Japan. Journ. Math, 16 (1939); N. Jacobson, Theory of rings (1943),
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a=0 (B, sind.

for} ist dann nichts anderes als {op}, wo p auf alle Primideale
von o durchlduft. op ist ein maximaler Teilring von S und jedes op-
Links- sowie op-Rechtsideal ein Hauptideal. Daraus folgt eine bemer-
kenswerte Tatsache, dass die drei Axlcme A4,, 4,, A, auch fiir jede mit
o dquivalente Maximalordnung gelten. Demnach ldsst sich das Grup-
poid der normalen Ideale definieren. Der Begriff der P-Kompcnenten
von einseitigen o-Ideale (A.I. §3) wird natiirlicherweise auf normale
Ideale iibertragen. :

In §3 werden wir die Beziehungen zwischen der Arithmetik im
Schiefring S und der Struktur ven S untersuchen. Setzt man voraus,
dass jedés Element von S entweder eine Einheit cder ein Nullteiler ist
und dass o eine Ordnung ven S mit den Bedingungen 4,, 4., 4, ist, so
ist S dann und nur dann allgemein-einfach, wenn der Vielfachenketten-
satz fiir die ganzen zweiseitigen o-Ideale gilt, die ein festes Element
e -0 enthalten. S ist sogar dann allgemein-einfach, wenn es ein
Primideal p von o gibt, so dass Ny " =0. Ist 'S allgemein-e'infach
und ausserdem reguldr, so ist S ein einfacher Ring (mit Kettensatz).
Ist S allgemein-halbeinfach und ist o eigentlich, d. h. enthilt o ausser
Null kein zweiseitiges Ideal von S (im gewohnlichen Sinn), so ist fiir
jedes ganze zweiseitige v-Ideal a, das keines der Einsen e, der einfachen
Bestandteile S, von S enthdlt, /,.,a"=0. Wenn es umgekehrt ein
ganzes zweiseitiges v-Ideal a gibt, so dass /\,.,a"=0 ist, so ist S
allgemein-halbeinfach und o ist eigentlich; ist S ausserdem regular,
so ist S ein halbeinfacher Ring (mit Kettensatz).

Ist S allgemen-einfach, so ist die Deuringsche m-adische Bewer-
tung > definiert. Sie ist eine nichtarchimedische Bewertung ¢ von S
mit den folgenden Eigenschaften:

1) ¢ (a)<1 fiir jedes @ aus o,

2) Es gibt ein S-Element ¢ mit 0< ¢ (¢) < 1.

Umgekehrt ist jede nichtarchimedische Bewertung, welche die obigen
zwei Bedingungen erfiillt, ist mit einer m-adischen Bewertung dquivalent.
Die Arithmetik in der beziiglich der m-adischen Bewertung perfekten
Erweiterung von S ist mit Hilfe von §2 ibersichtlich. Ist » ein Prim-
ideal von o der Kapazitit «, so ist die p-adische Erweiterung Sp von S

2) M. Deuring, Algebren, Ergebnisse ¢. Math. 4 (1935).
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ein einfacher Ring und zwar ein voller Matrizenring vom Grade « in
einem Schiefkérper. Die p-adische Komponente (Grenzmenge) op von
v hat ein System von Matrizeneinheiten e;; (i,7=1,...,«) und es ist
Sp= Zf,H Ke;;, op=73),,0¢,. o=0p [\ K ist eine Maximalordnung
von K und K hat ausser o keine mit o dquivalente Maximalordnung.
Die p-adische Komponente 8 von p ist ein einziges Primideal von op,
pP=L/\K ist ein einziges Primideal von o und o/p ist ein Schief-
korper. Die einseitigen o-Ideale sind zweiseitig, sie sind die Potenzen
von p.

§ 1. Einige Ergdnzungen

S sei ein Schiefring mit Einselement und o sei eine Ordnung von S.

Satz 1.1. FEs sei a ein mit o dquivalenter Teilmodul von S; d. h.
es gebe regulire Elemente X, u, \', u', so dass na <o, M op' T a sind.
Dann bildet o,= f{x |xaa, 2= S} bew. o,=fy|ayTa, y& S}
eine mit v dquivalente Ordnung und a ist ein v,-v.-Ideal. v, bz, o,
ist die Links- bzw. Rechtsordnung von a.

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass a und o, dquivalent sind.
a® '™t ist in einem zweiseitigen o-Ideal o (A"'v ') /"' 0 enthalten.
Es gibt also ein reguldres Element y mit ya*p' ' <o, d.h. Myaa <
Ao p Ta, folglich AMya<o,. Andererseits ist o, AMp' To N opu'
0,a==aq.

Hilfssatz 1. Wenn o ein Links- oder Rechtsideal von S (im ge-
wohnlichen Sinn) enthdlt, so ist es in jedem mit v dquivalenten Teil-
modul enthalten. v

Beweis. [ sei ein in o enthaltenes Linksideal von S. Ein mit o
dquivalenter Teilmodul a ist ein o,-p,-Ideal. Da o, mit o Aquivalent
ist, gibt es ein reguldres A mit A0 <o, es ist also A o,.. Wegen
ML AT I ist [=)[To,. Demnach ist fir ein reguldres Ele-
ment x aus a [ = x{ Tao,=a. Ebenso ist fiir ein in o enthaltenes
Rechtsideal von S. *

Definition. o heisst eigentlich, wenn o ausser Null kein Links-
sowie Rechtsideal von S enthilt.

Hilfssatz 2. Ist o eigentlich, so enthilt jeder mit o dquivalente
Teilmodul a (ausser Null) kein Links- sowie Rechtsideal von S. Ins-
besondere ist jede mit o dquivalente Ordnung auch eigentlich.

Beweis. Es sei xapu<To. Ist ein Linksideal [ von S in a enthal-
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ten, so ist [p=2Alpu<Trapo,also [ =0, [=0.

Satz 1.2. Die folgenden Bedingungen sind einander dquivelent :

1) .o ist eigentlich.

2) o enthilt ausser Null kein zweiseitiges Ideal von S.

3) Der Duchschnitt aller zweiseitigen o-Ideale ist Null.

4) Der Durchschnitt aller oo ist Null, wobei «a auf alle regu-
liren Elemente von o durchliuft.

5) Der Durchschnitt aller mit v dquivelenten Teilmoduln von S ist
Null.

Beweis. Weil jedes zweiseitige v-Ideal ein o « 0 enthdlt, so ist (3)
ersichtlich mit (4) #quivalent. Wir zeigen nun (1)—(2)—(3)—(5)—(1).
(1)—(2) und (3)—(5) sind klar. Der Beweis von (2)—(3) wird folgender-
massen durchgefiihrt. 3 sei der Durchschnitt aller zweiseitigen v-Ideale
far}. Fiur ein beliebiges S-Element z=aX'(e¢ & o, A & p) ist dann
3 T N\care T N\eaz A0 3. Ebenso ist 3 < 3 3 ist demnach ein
in o enthaltenes zweiseitiges Ideal von S, also 3=0. Wir beweisen
Schliesslich (5)—(1). Ist o nicht eigentlich, so enthidlt o ein einseitiges
Ideal -1-0 wvon S, das nach Hilfssatz 1 in jedem mit o dquivalenten
Teilmodul enthalten. Der Durchschnitt aller mit o dquivalenten Teil-
moduln ist also von Null verschieden. Damit ist der Satz bewiesen.

Ist S die direkte Summe von Schiefringen; S=S8, +S; + ... + S,
so ist jedes Element # & S in der Form o =&, + ... + &, = (&, ..., T,),
x, & S,;, dargestellt und die Kompositionsregel wird durch

T FY=(&) + Y, e, &y + Yp)y Y = (XyY1, v 5 T,0,)
definiert. Ist insbesondere 1=¢, + ... + ¢,, so ist e, das Einselement
von S;, also ein Zentrumselement von S und x;, =xe;,=ex, i =1, ..., n.
Es gilt dann:

1. Ist o eine e, ...,e, enthaltende Ordnung von S, so ist v,= v e,
eine Ordnung von S;, i= 1,...,n,und o=0, + ... + 0, Ist umgekehrt
v, eine Ordnung von S, ¢=1,...,%n, so ist 0==0, + ... + 0, eine
e, ... , e, enthaltende Ordnung von S.

2. o=yv, +... +0, sei eine ¢, ...,e, enthaltende Ordnung von S.
Ist a ein o-Linksideal (0-Rechtsideal) in S, so ist q;,=ae,=e¢;a ein
o;-Linksideal (o,-Rechtsideal) in S;, i=1,...,#n, und a=a, + ... + a,.
Ist umgekehrt a; ein o,-Linksideal (v;-Rechtsideal) in S;, i=1,...,n,
so ist a=a, + ... + d, ein v-Linksideal (v-Rechtsideal) in S. Ist p ein
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Primideal von o, so ist fiir ein ¢

P=0, + we. + 0, +P; + 0, + ... +0,,
wo p, ein Primideal von o,, und umgekehrt. Dann und .nur dann ist p
(stark) teilerlos, wenn p, (stark) teilerlos ist.

3. o=0o0, +..+0, o/=0'+ .. +0,/ seien e, ...,e, enthaltende
Ordnungen von S. Dann und nur dann ist o mit o’ dquivalent, wenn
o, mit o,/ (als Ordnung von S;) dquivalent ist.

4. Jede Maximalordnung o von S enthilt e, ...,e,, denn 'o’=(0,
ve,..,0e,) ist eine o umfassende, mit o dquivalente Ordnung, also
o'=o0. Esist o=0; +...4 0, und o, ist eine Maximalordnung von S,
i=1,...,n Ist umgekehrt o, eine Maximalordnung von S,, so ist
0D =0, + ... + 0, eine Maximalordnung von S.

5. op==0, + ... + 0, Sei eine e, ... ,e,; enthaltende Ordnung von S.
Wenn die Bedingungen A,, A,, A, fiir o gelten, so gelten sie fiir jedes
0;, und umgekehrt.

Von jetzt an sei o eine Ordnung von S, welche die Bedingungen
A, A,, A; erfillt. Ist p ein Primideal von o, so ist der Restklassenring
0= 0/p°® ein primirer, einreihiger Ring, also ein voller Matrizenring in
einem vollstindig primaren Ring t:B=2f, jo1 tCig, der Grad « der Mat-
rizen ist die Kapazitdt von b, also von p unabhangig. Das Radikal
von o ist p=p/p? und das von t ist ﬁ0=ﬁ/'\t und p=3% ,p.¢y t
hat nur zweiseitige Ideale und t, b, ..., P = 0 sind die einzigen Ideale
von t. Bedeutet = ein Element aus p,, aber nicht aus p,*, so ist b, =
tw==1t. Jedes Element von t ist in der Form =’¢& = &=* mit Einhei-
ten ¢&,& aus t darstellbar (0<<v»<p,z'=1). Demmnach lassen sich
fiir p die Schliisse der arithmetischen Elementarteilertheorie durchfiih-
ren. Es gibt namlich fiir ein Element ¢ aus p zwei Einheiten 4, 5’ von
o derart, dass 5 a 5’ eine Diagonalform

pay =3V, 0<p < ... < p,<p, t<rc,
hat. p,,...,p, werden von der Wahl der Matrizeneinheiten c¢,; unab-
hdangig durch @ und p° eindeutig bestimmt.  Jedem Element ¢ aus o
wird, modulo »f betrachtet, das System (p,, ..., p.) zugeordnet. Wenn
man « modulo p*, p’>>p, betrachtet, so erhdlt man das System
(py eeeyps!) wobei t<ls, p,=0p/, i=1,..,8 p<Lph < ...<p/<p
Demnach wird also das System
(Piy ove s PEY==(Pry vee s Py 5 ven, ) =1M (py, cev ) Pry Py oee s P)
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eindeutig festgelegt. (p,, ..., px) heisst die p-Hiohe von a. Wenn r =«
ist, d. h. das Symbol « nicht auftritt, so heisst die p-Hohe endlich.

Man erndlt leicht ®

Satz 1.3. Ein Element a aus o ist dann und nur denn eine Ein-
heit modulo v°, wenn die p-Hihe von o (0, ...,0) ist.

Satz 1.4. a sei ein ganzes zweiseiliges o-Ideal. FEin FElement a
aus o ist dann und nur denn eine Einheit modulo a, wenn die p-Hiohe
von o fur jeden Primteiler p von a (0, ...,0) ist.

Satz 1.5. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal und o sei ein Ele-
ment aus 0. Ist die p-Hohe von a fiir jedem Primteiler » von a
O, ...,0), so ist (va,a)=(ao,a)=0. ‘

Satz 1.6. FEin regulires Element a aus o ist dann und nur dann
eine Einheit von o, wenn « fir jedes Primideal b eine Einheit modulo
p ist, d. h. wenn die p-Hiohe von « (0, ...,0) ist.

Satz 1.7. Ist die p-Hdhe (P15 +ee » P£) vOR @ & O endlich, so ist fur
jedes n>>e=px (0a,p") = (0a,¥"), (¢0,p") = (@0, P°).

Beweis. [Es sei 0= 0/p", P="p/p", a =y (., 7% c,) 5. Setzt
man b= (Zfal 7e,) 97, soist pa=~x"y' und P =p'y =0z"y =
vpaToa Esistalso (oa,p®)/p"=(0a,p*)=0a=(0a,p")/p" und folg-
lich (0@, p®) = (oa,p”). Ebenso ist (ao,p*) = (ao, p").

Satz 1.8. Es seien p,,...,», r verschiedene Primideale von o. Ist
die p-Hohe (py, ... pirs) von @ & o endlich, so ist fur jedes n, > pu; = €,
i=1,..,r :

(06, T, 9" = (0a, IT,., )), (@o, I,y p0") = (a0, -, ;)

Beweis. Nach Satz 1.7 ist (0a, pf i)= (oa, pfi). Es ist also?’

(0@, I, 1) = (08, N\, b= iy (00,57
=/N\(oa,p)=@©e N\ ) =(0aILp)

Hilfssatz 3. a sei ein ganzes zweiseitiges v-Ideal, so dass /\,.,
a*=0 ist. Ist (va,a)=(va,a”) fir jedes n, so ist a kein Linksnull-
teiler.

Beweis. Es sei ax =0, x=bA'& S, b,y —0; dann ist wegen
ab=0ab=(oa,a)b=(va,a")b=a"b T a", also b& a"' fiir jedes =,
folglich b6=0, # =0.

Satz 1.9. a sei ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass N\, -, a"=0,

3) Vgl. A. L. Satz 2.14, 2.15.
4) Vgl A. L 22 Milfssatz 3.
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und o set ein Element aus o. Ist die p-Hiohe von a fur jeden Prim-
teiler v von a endlich, so ist & kein Nullteiler.

Beweis. Nach Satz 1.8. gibt es eine natiirliche Zahl m, so dass
(va,a”)=(oa,a™), (@o,a”)=(ao,a™, n >>m. Nach Hilfssatz 3 ist a
kein Nullteiler. A

Satz 1.10. Es'sei a ein ganzes zweiseitiges o-Ideal mit der Prim-
idealzerlegung a=1’[;=, pft. Jede Restklasse von o/a hat ein Element
¢, dessen p,-Hohe (p;, --- , pix;) nicht gosser als e, ist: py < ... < pur; <
e, t=1,..,7.

Beweis. Es sei a ein beliebiges Element von o. In o=o/p "
iibergehend gilt a=, Y., 7% ¢y, 0<p <. .. <p,<e, t<x.
Setzt man

a; =19 (Zf’ﬂ 7N ey, + Zfit+l 72 C,) ',
s0 ist a=a, (p.") und die p,-Héhe von a, ist (p, ... , ps, €, --- , €). Nimmt
man ein Element ¢ aus o, sy dass c=aq, (pfm), i=1,..,r,s0istc=a
(pfi), i=1,...,7, also ¢c=a(a) und die p,-Hohe von ¢ stimmt mit der
von a, Uberein.
§ 2. Arithmetik in allgemein-halbeinfachen Ringen

Ein Schiefring mit Einselement heisst ein allgemein-einfacher Ring,
wenn er ausser Null und sich selbst kein zweiseitiges Ideal hat und
wenn sein jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist.®
Eine direkte Summe von endlich vielen allgemein-einfachen Ringen
heisst ein allgemein-halbeinfacher Ring. Im folgenden sei S allgemein-
halbeinfach und o soll, falls nicht anders gesagt, eine Ordnung von S
badeuten, welche die Bedingungen A,, 4., A, erfillt.

Satz 2.1. S sei ein allgemein-einfacher Ring wund o sei eine
Ordnung von S. Ist & ==0 ein Element von S, so ist oao ein zweisei-
tiges o-Ideal.

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass vao ein reguldares Element
enthdlt. SaS ist ein von Null verschiedenes, zweiseitiges Ideal von S,
also SaS=2S und es ist 1=, b,ac, (b,,c, < S). Wenn man reguladre
a, 8 so wahlt, .dass ab,—=v, ¢, 0(i=1,...,7), s0 ist af=

2 (adb)ale, B vao.

5) Ein zweiseitig einfacher Ring R mit Einselement ist ein einfacher Ring (mit
Kettensatz), wenn er ein manimales Linksideal L==0 besitzt. Denn es ist 0 C LR C R,
also LR == R>1, ajc; 4 ...+ apcp =1, a; ¢ L, ¢c;¢ R, i=1,...,r,d.h. R==(L¢y, ..., Lcy)
ist die Summe von endlich vielen einfachen Linksidealen.
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Satz 2.2. S sei allgemein-einfach. Es gilt der Vielfachenketten-
satz fur die ganzen zweiseitigen o-Ideale, die ein beliebiges festes Ele-
ment @ 4+ 0 enthalten..

Beweis. Jedes @ enthaltende zweiseitige o-Ideal enthdlt ein zwei-
seitiges p-Ideal vao.

Korollar. Ist S allgemein-einfach, so ist fiuir jedes ganze zwei-
seitige o-Ideal a-|-o N, a"=0. . ,

Satz 2.3. Es sei S allgemein-einfach und p sei ein Primideal von
0. Jedes Element a aus o mit endlichen p-Hiohe ist ein regulires
Element.

Beweis. Es ist /\,.,»"=0. Nach Satz 1.9 ist a kein Nullteiler,
also ein reguldres Element. |

Korollar. Ist S allgemein-einfach, so ist ein FElement o aus o,
welches eine Einheit modulo einem Primideal p ist, ein regulires Ele-
ment.

Nach Satz 1.6 gilt

Satz 2.4. S sei allgemein-einfach. Ein Element o aits o ist dann
und nur dann eine Einheit von v, wenn a fur jedes Primideal p eine
Einheit modulo p ist, d. h. wenn die p-Hohe von a (0, ... ,0) ist.

Satz 2.5. Jede Restklasse von o modulo einem ganzen zweiseitigen
v-Ideal a hat ein regulires Element.

Beweis. Zunidchst sei S allgemein-einfach. Nach Satz 1.10 hat
jede Restklasse von b/a fir jeden Primteiler » von a ein Elément ¢ mit
endlichen p-Hohe, welches nach Satz 2.3 ein regulires Elemenf ist.
Ist S die direkte Summe von allgemein-einfachen Ringen: S=3S, + ...
+S,, so gilt o=0, + ... +0,, a=aq, + ... + a,. Fiir jedes a, ébi gibt
es ein Element ¢, & o,, s0 dass ¢, =c¢, (a,) und ¢, ein reguldres Element
von S, ist.®> Fiir jedes a=a, + ... + @, aus o gibt es also ein re-
guldres Element ¢ =¢, + ... + ¢, aus o, so dass a=c (a) ist.

Satz 2.6. Es seien q,...,a, einander teilerfremde, gcmze zweiset-
tige o-Ideale. Dann sind die Kongruenzen

rx=¢,(modq,), i=1,..,r
durch ein regulires Element x aus o l0sbar.
Beweis. ¢ o sei eine beliebige Losung. Nach Satz 2.5 gibt es
ein reguldres Element v mit y=c(q, ...a,) und es gilt y=g¢, (q,), i=

6) Falls D; = .S;, also 0; = .S, ist dies trivial.
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1,...,7.

Satz 2. 7. Wenn es in o nur endlich viele Primideale, so ist jedes
o-Ideal ein Hauptideal. Ist ¢ nimlich ein o-Linksideal (o-Rechtsideal),
so ist c=pvy (c=rv0). Ist c ferner zweiseilig, so ist c=oy=ryo.

Beweis. p,,...,p, seien die sdmtlichen Primideale von » und sei
a=5y,...p,. ¢ sei ein ganzes p-Linksideal. ¢ enthilt ein Produkt von
Primidealen, also sicher eine Potenz von a:c¢>a™ Da o/a™ ein Haupt-
idealring ist, gilt c¢=(o¢,a™). Nach Satz 1.10 gibt es ein Element ¢/,
so dass ¢’ =c(a™) und die p,-Hoéhe (i=1,...,7) von ¢’ nicht grisser
als m ist. Nach Satz 2.5 gibt es ferner ein regulidres Element y mit
y=c'(a™"). Da die p,-Hohe von v mit der von ¢’ iibereinstimmt, so
gilt nach Satz 1.8 (0v,a")=(vvy,a™) = (vec,a™) =c (n _>m). Weil aber
oy eine Potenz von a enthdlt, so ist c=o0v. Ist ¢ nicht ganz, so ist
¢\ fiir ein reguldres A\ ganz, also cAx=o0%9/, c=o09yA'=0py. Die Re-
chtsordnung von o v ist ersichtlich y~'ovy. Ist ¢ =0y zweiseitig, so ist
vy lpy=np, also oy =vyo.

Satz 2.8. Es sei P eine Menge von endlich vielen Primidealen.
Jedes vp-Ideal ist ein Hauptideal. Ist a ein o-Linksideal (o-Rechtsideal),
so gibt es ferner ein regulires Element a¢= a mit ar = 0p & (ap= & 0p).

Beweis. Nach A.I. §3 sind die Primideale von o, endlich viel,
namlich die P-Kamponenten der zu P gehorigen Primideale. Nach
Satz 2.7 ist jedes or-Ideal ein Hauptideal. Ist a ein o-Linksideal, so
ist ap =0, a, wo na T a mit einem zu P primen ganzen zweiseitigen
o-Ideal n. Es gibt ein reguldres v, so dass y=1(), p & P, y=0().
Nach Satz 2.4 ist v eine Einheit von or. Es ist also ar =10r7«,
ya < a. o o . -

. Satz 2.9. Jede o-Linksidealklasse (o-Rechisidealklasse)™ enthall
ein ganzes Ideal, das zu vorgegebenen endlich vielen Primidealen von
o teilerfremd ist.

Beweis. P sei die Menge der vorgegebenen Primideal p,,...,p,. C
sei eine o-Linksidealklasse. C enthilt ein ganzes Linksideal a. Es ist
ap=opa(a&a). Setzt man aa'o=bn"' mit teilerfremden ganzen
zweiseitigen o-Idealen b und n, so sind b, n wegen (a @' 0)p = 0p zu P
prim. Es gibt ein reguldres Element 3, so dass =1(p,), i=1,...,7,
B=0(n). B ist eine Einheit von v, und n'8<o. Es gilt also

7) Zwei D-Linksideale @, b gehiren dann und nur dann zur selben Idealklasse, wenn
es ein regulires Element vy mit 0 == by gibt.
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aa'fTaatoB=bn"'BT0, (@a'B)p=0rB=0p, d.h. aa'B ist
ganz, in C enthalten und zu P prim. Damit ist der Satz bewiesen.

* Jetzt p durchlaufe auf alle Primideale von o. Die Menge {op} hat
ersichtlich die folgenden Eigenschaften :

1) o=/\pop.

2) Die zweiseitigen o -Ideale bilden eine unendliche zyklische
Gruppe, namlich den vom (einzigen) Primideal 93 = pp erzeugten Zyklus.

3) P ist ein stark teilerloses Primideal von oyp.

4) Fiir jedes regulire Element N aus S gilt opXop==0p bis auf
endlich viele p.

5) Fiir zwei (verschiedene) Primideale p,p’ gibt es ein o-Element
@, so dass a=1(P), a=0(P.

Bermerkung. Ist S nicht allgemein-einfach, so ist op nicht eigent-
lich. Es sei nimlich S=S§, + ... + §, die direkte Summe von allge-
mein-einfachen Ringen und sei o=o, + ... + 0,. Jedes Primideal von
o ist in der Form p=o, + ... + 0,_, + P, + 0,,; + ... + 0, darstellbar
und es ist :

op=28, + .. + 8, +op + Siyy + .o + 8,

Es gilt ferner die Umkehrung : %

Satz 2.10. S sei ein allgemein-halbeinfacher Ring und {or} sei ein
System von Ordnungen von S mit den folgenden Eigenschaften :

P, : o= /.o ist eine Schiefordnung von S.

P,: Die zweiseitigen o -Ideale bilden eine wunendliche zyklische
Gruppe. Das erzeugende ist dann ein einziges Primideal LB, von or.

P,: Es gibt ein P enthaltendes minimales Linksideal von or.
Dann ist B, stark teilerlos, d. h. der Restklassenring o/, ist ein ein-
facher Ring.?»

P,: Fur jedes regulire \ aus S gilt or Ao, =0, bis auf endlich
viele vr.

P,: Fiur zwei or, v, gibl es ein v-Element a, so dass

a=0(P;), a=1(%,)
Dann gelten fur o die Bedingungen A,, A,, Ay und f{or} ist nichls
anderes als {op}.

8) Vgl. K. Matusita, . Ueber ein bewertungstheoretisches Axiomensystem fiir die
Dedekind-Noethersche Idealtheorie, Japan. Journ. Math. 19 (1944).

9) Nach P;ist 0-/®Br zweiseitig einfach. Gibt es ein minimales Linksideal von 0¢/%r,
so ist es ein einfacher Ring.
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" Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, dass die folgenden
Bedingungen aus den obigen fiinf Bedingungen folgen:

P;: Jedes P enthilt regulire Elemente aus o.

Beweis. I§t S allgemein-einfach, so ist das Element ¢ ir P, nach
Satz 2.4 eine Einheit von o, also ein reguldares Element von S. Jedes
B enthdlt also reguldre Elemente aus o. Es sei nun

S=8 +..+8, Si;=8e(@=1,...,n)
die direkte - Summe von allgemein-einfachen Ringen, wo e¢; das Einsele-
ment von S, bedeutet. Jedes o, und somit o= [\ 0. enthdlt ¢, ... ¢,
also

p=0¢€ + ... + 06, Dr=0¢€ + ... + 0r6€,.
Ist B,e, =07, so ist P.e, =——An.. e; (i -t) und da die zweiseitigen o~
Ideale die Potenzen von =733, Ve, sind, so muss o e, =S, (i 1)
sein, d. h.

0;=S8,+...+8S,,,+ o+ S, +...+8,,

Pr=S8 + ... +8,,, +%Bre + S+ ... +8,.
Fir die Menge {v:e,} (vre, -i-S,) der Ordnungen von S; gelten ersicht-
lich auch die obigen fiinf Bedingungen. Da $3; e, reguldre S,-Elemente
aus v e, enthalt, so enthdlt . sicher reguldre Elemente aus o.

P,: Fur jedes einseitige v-Ideal a gilt oraor = bis auf endlich
viele or.

Beweis. a sei ein o-Linksideal. Es gibt regulare Elemente «, 8 so
dass oa T aTop, also o oy T o000 T 07 B 0r.

P,: Fur jedes Flement a aus S ist a & or bis auf endlich viele vr.

Beweis. Setzt man a= (o, p@0), so ist orao: = (07, 07 @ 07) =01,
also a & o, bis auf endlich viele o..

P,: Fur wvorgegebene endlich viele ory, 07y, -.. , Dz,, und eine natir-
liche Zahl N gibt es ein regulires Element « aus v, so dass

a=1(Pr), a=0(Bz,), i=1,...,m

Beweis. Nach P, gibt es ein Element @, aus o, so dass a,=1
(Bry), a,=0(Pz,), i=1,...,m. p,=1—aq, ist ein Element von Pr, N o.
Setzt man

co=0 (LA+py+ ot p, W=1—p)G=1,..,m,

so gilt ¢, Ep, ¢, =1(Pry), ¢, =0(Bz,), also c=c.c,... c, =1 (Pry),
-—EO(SBIIY,-), i=1,...,m. Ist S allgemein-einfach, so ist ¢ wegen ¢=1
(Pr,) ein reguldares S-Element. Ist S=3S, +...+ S, die direkte Summe
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von allgemeine-einfachen Ringen, so gibt es ein reguldres S;-Element
@, aus oe, so dass a,=e, (Br,e,), a,=0(Pr, &), i=1,...,m. Demn
ist Pr, e, == S;, su ist dies klar; ist Br, e, = S;, SO sei ai ein reguldres
Si-Elemeat aus (215?1 N-. [\%1%5;,, N\o)e. Dann ist a=a, + ... + «,
ein gewlinschtes Element.

P,,: Fur vorgegebene emllzch viele vy, ..., 0t,, S-Elemente a,, ..., a,
und eine natirliche Zahl N gibt es ein S-Element a, so dass o =a,
(SB';;), i=1,...,n, a & o fur jedes v =F 7, ..., T,

Beweis. Sind @, =...=a,=0, so setze man ¢a=0. Ee seien q,

, & von Null verschieden und @,,,=...=a,=0. Nach P, a, & o,
(¢=1,...,») bis auf =,...,7, und endlich viele ,,,,...,7, Nach P,
ist (ory, vr; @, 075) eine Potenz von Pr;(i=1, ..., fr_;p j=1,...,m). Es
gibt also eine natiirliche Zahl p, so dass a, & Pr,;=1,...,r; =
1,...,m). Es sei NN >N + p. Nach P,, gibt es fuir jedes i 1<i<)
ein o-Elemente ¢;, so dass

e =1(B%), ¢, =0(B) G=1,c,i=1, i +1,...,m)
Dann ist a,c, = a, (B, 6,6, =0(Pr,) G =7), e, €0 (v =70y eee, T
Demnach ist a =a,¢, + ... + a,c, ein gewiinschtes Element

Beweis von Satz 2.10. p,=%, N\ o ist ein zweiseitiges o-Ideal, da
p, reguldre S-Elemente enthilt. Jede Restklasse von o,/%, enthilt o-
Elemente, denn es gibt fiir jedes ¢ & o, ein a, so dass a=c (§3,), ¢ & o,
(r==v), also a&o. Liegen @,b in o, so gilt a=b(P,) 2 a=0d(,).
Demnach ist o/p, mit o,/P, ringisomorph. o/p, ist also ein einfacher
Ring, d. h. p, ist stark teilerlos. Es gilt ferner

B, = b0, = 0,9, Py0r = 0P, =07 (7 == v)

Es gibt ein reguldres Element ¢ & o, so dass a=0(%,), e =1 (L;), also
a &p,. Da @ eine Einheit von o, ist, gilt pyor =o0¢p, =0 (7 =+ ). v
hat nur ein einziges Primideal 95,. Jedes o,-Ideal ist also ein Haupt-
ideal und B, ==, 0, =, ™. Es ist =, & o, bis auf endlich viele
Ti, wee , T,y UNd €S Sei nIE%BT,, i=1,...,m, p >0. Bedeutet « ein re-
gu1a1es Element aus o derart, dass a=1 (®B.), _O(sBr{), i=1,..,n,
so gilt = = a=, & o; fiir jedes 7, also # &P, N\o=p,. Wegen q: 1
(%B,) ist «a eine Element von o, und daher B, =o, 7, =0, a=m =0, 7
o, b, TN, 0,p, =B, Ebenso ist p,o, =P,. ,

Die Schiefordnung o ist nun elne Ordnung von S. Es sei namhch
z ein S-Element und sei z& BT, (p>0),i=1,..,m a0 (v 7,
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] ]
T

..., ™m); bedeutet A ein reguldres Element aus p%, U\
‘JS; x Tor,(i=1,...,m), Aox Zo:(r! 7,.-,7n), also  rowx To.
Ebenso ist 2 oA T o.

Es sei a ein zweiseitiges o-Ideal, so dass o.av, = o, fiir jedes r.
Wir zeigen a=o. Da a in allen o; enthalten ist, ist a T o. Es gibt
fiir jedes » ein Element ¢, < a mit ¢,==0(P,). Weil o,/9, ein ein-
facher Ring ist, so gibt es Elemente b,, ¢, aus p,, so dass a, =>}, b,a,c, =
1 (B, ist, und da jede Restklasse ven o,/%, o-Elemente enthalt, so kann

s S0 gilt Noa T

man b,, ¢, aus o wahlen. Dannist o, & q, o, =1(3,). Ist S allgemein-
einfach, so ist «, eine Einheit von o, und sei v, =a«,. Ist S=S, +
. + 8, die direkte Summe von allgemein-einfachen Ringen, so ist

o,=8 +..+8_,+ o0, +S,,+...+8,

B,=8 +...+8_,+Be+S,,+...+8S,,
und wegen «, e, =e, (B, ¢,) ist «, e, ein regulidres S,-Element. Ee sei «
ein reguldres Element aus a/\o und sei v,=a(l—e) + «a,e. 7, ist
ein reguldres S-Element aus o, und v, =1(%3,), also ist v, eine Einheit
von o,, andererseits ist v, & a. Diejenigen 7 sind endlich viel, fiir die
o-v, or nicht ganz sind. Es seien or, v, Lari;iﬁ;ji (p.>>0), i=
1,...,m, v, Eo-(r =7, ... ,7m). Setzt man b= P et =D,
so gilt orcor To, fur jedes 7, also ¢ o, b T v, 0a. Da v, eine Ein-
heit von o, ist, so ist v =7, und b, == pr, G=1, ... ,m), also (p,, b) =o.
a enthilt somit fiir jedes p, ein zu P, teilerfremdes zweiseitiges o-Ideal
b,. Nunsei py, ... p,, T a, dann ist (b, ..., by,) mit p,, ... b, teilerfremd
und o = (by,, ..., by, Dy --. D) T a. Man erhidlt also a=o.

a sei ein zweiseitiges o-Ideal. Es gibt ein zweiseitiges o-Ideal b,
so dass ab Do ist, z.B. b=oa o, «a = a. Diejenigqn r, fur die
o-abo- =|- 0, sind endlich viel; es Aseien or,abor, = %:11 =+ o7, (1 =1,
vee, M), 02ab0r = 07 (T=7y, oo, Tm). Wegen ab Do 1St Pi 0. Es gilt
dann o (abp?rl, pi’ﬁ,) 0. = o, fiir jedes -, also abpi’, b —p, dh a
ist umkehrbar. Die zweiseitigen o-Ideale bilden also eine (abelsche)
Gruppe. = Jedes zweiseitige o-Ideal ist ferner ein Potenzprodukt von b-.
Es sei namlich oqao. = s, dann ist e; =0 bis auf endlich viele =,
und a=1l; p,;,’ da o,all; p;e‘_ o, =y, fur jedes v, also all p;ef = ist.

Es sei ¢ & p;. Dann ist n=(o,0c¢0)' ganz und mit p, teilerfremd,
denn sonst wire o= (07, 0r¢0.)=pn'or O B:'. Somit ist ne <
m'=np, ¢ < pop.. Es ist also o op.. Jetzt sei ¢ < op.. Es gibt ein
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ganzes zweiseitiges o-Ideal n, so dass ne To, (i, pr)=0v. Weil n
durch p, nicht teilbar ist, ist o;n=07, €& 0rCc=0n¢ T 0;0== 0.
Damit ist op. Tor. Es ist daher or = op,.

Satz 2.11. Es sei a ein o-Linksideal mit der Rechtsordnung v’
und ap=opay sei die p-Komponente von a, wobei ap bis auf endlich
viele p gleich 1 ist. Dann ist o' = N\pay opay, wo p auf alle Prim-
ideale von v durchliuft.

Beweis. Wir setzen o'p = ap' opay, 0¥ = Npo'p. Ist ¢ & o', so gilt
aca, apc Tap, also c &= o'p, ¢ & Npo'p=o*. Es ist o/ To* Ist
andererseits ¢ o*, so gilt acTape Tapo’p=ap, ac T N\pap=a,
d.h. c<vo’. Es ist also o* < ¢o’. Man erhilt somit o’ = po*.

Korollar Jede mit o dquivalente Maximalordnung o ist in der
Form o' = N\pap' op ay darstellbar, wobei ay regulire S-Elemente bedeu-
ten und bis auf endlich viele p ap=1 sind.

Beweis. o’ ist die Rechtsordnung von o-Linksideal oo’.

Satz 2.12. Es sei {ap} ein System von reguliren S-Elementen, wo
p auf alle Primideale von o durchliuft und bis auf endlich viele p ap=
1 sind. Dann ist o' = \p aﬁ’ op ap eine mit o dquivalente Ordnung, fir
die A,, A,, A, gelten.

Beweis. o'p=ap'opayp ist eine Ordnung von S und die Menge o'y
erfuillt die fiinf Bedingungen von Satz 2. 10.

o’ = N\po'p ist ein Schiefring mit 1 und da es reguldre Elemente A,
aus o gibt, so dass \ap', ey Co fiir jedes p, so gilt Ao u
Aay' opaypuCop, Mo’ p < Npop=o0. Andererseits ist xoxCap' vayC
o'p, poX T Npo'p=ro’. 0o ist eine mit o Hquivalente Ordnung. Die
Bedingungen P., P;, P, sind klar. Wir zeigen nun, dass fiir beliebige
Po, P, €in o’-Element « gibt, so dass a=1 (p/), ¢ =0 (P’,) wobei P =
pp, B =0ap' Pap ist. Es sei ap=1 bis auf endlich viele ay, ayp,,
e, @pn.  Dann ist o p“' op, P'=P fur Jedes p-Ep,E=0,1,..,m).
Es ist op, ap, op, = % s Opy G;pi op, = EBi “(6=0,1,...,m) und wegen
oy, C%B_(piwi ist p, + p/,>0. Es sei p= Max, (p, + p',). Dann ist

PHL=(0,+0/,)

Lat S R, B S, ((=0,1, ..., m)
Es gibt ein o-Element @, so dass a =1 ($1§z+l), (LEO(EB‘:H), i=1,.
Wegen ?B:HC?B’ C oy (1=0,1,...,m), o'y=0op (P =P, ¢=0,1, e, M)
gilt a =1 (P"), a=0(P',) und a & o'y fiir jedes p, also a E o’. Nach
Satz 2,10 gelten fiir o/ die Bedingungen A4,, 4., 4,.
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Korollar. Jedes einseitige o-Ideal ist normal, d. h. die Rechtsord-
nung (Linksordnung) eines o-Linksideals (v-Rechtsideals) ist eine Maai-
malordnung. '

Satz 2.13. Wenn die Bedingungen A,, A., A, fiir eine Maximalord-
nung o von S gelten, so gelien sie auch fiir jede mil o dquivalente
Maximalordnung.

Nach A.1. 8§84 und Satz 2.13 ist jedes einseitige Ideal beziiglich
einer mit o dquivalenten Maximalordnung normal und alle normalen
Ideale bilden bei der eigentlichen Multiplikation ein Gruppoid G. Wie
bei A. 1. unterscheiden wir die verschiedenen Maximalordnungen durch
Indizen: o’,0’,.... Ein normales Ideal mit der Linksordnung o und
der Rechtsordnung o’ soll mit a'’, b%/, ... bezeichnet werden.

Wir bezeichnen die Menge p%, p’/, ..., aller einander zusammenge-
horigen Primideale mit p und nennen sie eine Primstelle. Ist fiir ein
ganzes normales Ideal a'* (af*, p?’) =o', also auch (a’®*, p**)=1o*, so
heisst a’* zu p prim. Es sei P eine Menge von Primstellen. Ein
ganzes normales Ideal heisst zu P prim, wenn es zu jeder Primstelle
von P prim ist. Ist a=a’* ein normales Ideal, so bezeichnen wir
mit ap die Menge aller ¢ < S derart, dass es ein ganzes zu P primes
n? mit n“cTa  Aus nela folgt c&(m)'a=aa'®")la=
a@™*)-, d.h. ¢n* Ta mit zu P primen n** und umgekehrt. ap heisst
die P-Komponente von a. Bedeutet P,(P,) die Menge der zu Prim-
stellen von P entsprechenden Primideale von of (0*), so ist die P-Kom-
ponente von a ist nichts anderes als die P,-Komponente (P,-Komponente)
von a als o,-Linksideal (o,-Rechtsideal) im Sinn von A.I. §3. Es gilt

somit

ik .k

als = opa’™ = a0}, = opa’of, o
Bei dem (nicht notwendig eigentlichen) Produkt von normalen Idealen

gilt also

(@*b?Y)p = vp (a™b’") 0p = afib
Fir ein ganzes a ist dann und nur dann a¥§ = op = o}, wenn a'* zu P
prim ist.

Satz 2.14. Die Gesamtheil von o), ist ein Sysiem aller einander
dquivalenten Maximalordnungen von S, in denen A,, A., A; gelten. Alle
mit ap dquivelenten normalen Ideale bilden also bei der eigentlichen
Multiplikation ein Gruppoid Gp mit den o) als Finheiten. Gp besteht
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aus den P-Komponenien der Ideale aus G.

Beweis. ajf und b} seien dann und nur dann komposierbar, wenn
o, =0} ist und das Produkt agby sei das uibliche Modulprodukt. Dann
bildet die Menge Gp aller af ein Gruppoid. Man sieht leicht, dass die
Bedingungen C,, C;, C; im Satz 4.4 von A.I. erfillt sind. Daraus
folgt der Satz unmittelbar.

Man erhidlt leicht »

Satz 2.15. Die unzerlegbaren Ideale ans Gp bestehen aus den P-
Komponenten der zu P nicht primen unzerlegbaren Ideale aus G.

Satz 2.16. Ist P eine Menge von endlich vielen Primstellen, so ist
jedes ap ein Hauptideal und es ist ap =0p a =« op (a & a’).

Satz 2.17. Fur ein ganzes normales Ideal a'* gibl es ein ganzes,
zu vorgegebenen endlich vielen Primstellen p,, ..., D, primes, normales
Ideal b* (%), so dass a™*b* = o’ a (b*a™ = « v¥).

Beweis. P sei die Menge von p,...p,. Jedes op-Ideal ist ein
Hauptideal und ap = ob a (@ & a™). Da a* Do'a ist, so ist a™b* =
o'a. Aus afibf = op a =af folgt b = o}, d. h. b™ ist zu P prim.

Satz 2.18. Jedes normale Ideal o’ wird als o’-Linksideal (v*-Rechts-
ideal) von zwei reguliren Elementen erzeugt.

Beweis. a=—a" sei ganz. Bedeutet @ ein regulares Element aus
a, so ist a0’ B ein ganzes o*-Linksideal. P sei die Menge der zur
Linkshiille von a0’ 8 nicht primen Primstellen. Nach Satz 2.17 gibt
es ein ganzes zu P primes Ideal b=b¥, so dass ab=0o'« ist. Da
("' B, b)=1o" ist, gilt a=a(a 0B, b)=(0"B,ab) = a,0°B). Ist a
nicht ganz, so gibt es ein reguldres Element A, so dass a\ ganz ist;
also ax = (0’ a, 0* B), a = (o' ar, 0 BA7Y).

-8 3. Beziehungen zwischen der Arithmetik in S und
der Struktur von S .

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, in dem jedes Element
entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist, und o sei (falls nicht
anders gesagt) eine Ordnung von S, welche A4,, 4., A, erfiillt.

Satz 3.1. Gibt es ein Primideal p von o, so dass \,_, p"=0, so
ist S allgemein-einfach.

Beweiz. 3 -0 sei ein zweiseitiges Ideal von S. % enthilt ersicht-
lich ein von Null verschiedenes Element o von 0. Wegen /\,., p" =0
gilt fir ein p ¢==0(p®). In o= o/p® betrachtet sei 1’,"&';}’=2f=', 7% Cy,,



Zur Arithmetik in Schiefringen IT 17

71--0; dann ist b=3)¢, a9 ¢, <3 p=="; die p-Hohe von b
ist (p, ..., p)). Nach Satz 1.9 ist b ein reguldres Element, also 1=
bb'=3,35=2=S.

Korollar. S ist dann und nur dann ollgemein-einfach, wenn der
Vielfachenkettensatz fiir die ganzen zweiseitigen v-Ideale gilt, die ein
festes Element a <=0 enthalten.

Satz 3.2. S sei ein allgemein-halbeinfacher Ring, also die direkte
Summe von allgemein-einfachen Ringen: S=3S, + ... +S,, und die
-Mezimalordnung o sei eigentlich. Wenn ein ganzes zweiseiliges o-Ideal
a keines der Einsen e, von S, enthilt, so ist \,., a" =0.

Beweis. Es ist o=o0, + ... + 0, 0,=v0e¢, =8, ((i=1,...,7), und
a=aq + ... +a,, g;=ae, +=0,(i=1,...,7r). Da S, allgemein-einfach
und a, ein ganzes zeiseitiges o,-Ideal ist, so ist N\,-, a, = 0, also

M=y @ = (2 @) + e+ (N5 00) =0,

Satz 3.3. Wenn es ein ganzes zweiseitiges vo-Ideal a gibt, so dass
Ny 0" =0 ist, so ist S allegemein-halbeinfach und v ist eine eigent-
liche Mazimalordnung.

Beweis. Es seien p,,...,p, die verschiedenen Primteiler von a.
Setzt man m, = /\,-,p;, so ist m, N\ .. \m,=/\,.,a"=0. Es sei
Py, -, P, (< 1r) ein minimales Teilsystem von p,,...,p, derart, dass
my N\ ... \m;=0 ist. Ist t=1, so ist S allgemein-einfach. Jetzt sei
t>1. Dann ist

m=m, N\... " \m_, N\m_,,N\..\m=E0>GE=1,..,0

Bedeutet a, == 0 ein Element aus n,, so ist fiir ein grcsses m, a,==0
(p,%), sonst wire a, &m,, also ¢, Cm, N\ n,=0, ¢,=0. Geht man in
o=o/p, " iiber, so ist @, =0 und b a,0 ist eine Potenz von b,: ba,d=
P, o@, v hat also ein Element X\, dessen p,-Hohe (p,, ..., p,) ist. Es
sei A=, + ... +1,. Da N Eva;0Cn,Cm,(f--7) ist, so gilt fur
jedes » A, =0, i+4, A=r, (7)), i=1,...,t. Die p,-Hohe von 2
stimmt mit der von X, iiberein, also ist endlich. Weil N\, (b, ... p)"=
Ny, m, =0 ist, so ist A nach Satz 1.9 kein Nullteiler, also ein regu-
lares Element.

Es gilt fiir jedes a & o M an; En, N\ ;=0 ==7), r,ar, =0, also
AN, =X 1I0N,=00@ =7, M\, =AA=72({=1,...,%). Setzt man e,=
AATT= A"\, (=1, ..., %) so gilt ersichtlich e + ... + e,=1, e,ae, =0
(i-+7), also ee;,=0(i+7), e,=e, (e, + .. +e)=e’ e,..,e sind
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also orthogonale Idempotente von S. Sie gehoren sogar zum Zentrum
von S. Denn es ist

ea=e(e + ... +e)=e0e =~ + ... + e)ae, = ae, (6= n),
fiir ein reguldres a aus o ist also a e, = e, @', demnach ist fiir jedes
r=0a'< S ex=uwe. S ist daher die direkte Summe von Schiefrin-
gen S,=S8e,:S=3S, +... +8,, dementsprechend ist o =10, + ... + 0,
v,=uve; S, ist ersichtlich ein Schiefring mit Einselement e, in
welchem jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler ist,
und o, ist eine Maximalordnung von S,, welche A,, 4., A, erfiillt. Es
ist

P, =0, + . + 0p¢s,_; F Qogy + Opcyypq + ooe + 0p
WO (or;, €in Primideal von oo, ist. ¢ (1), ..., @ (f) sind einander ver-
schieden, sonst wiirden p;, ..., p, fir jedes = ein o, enthalten, also N\ m,
Do, sein. Es ist somit ,
0= (MNamt PN\ e N O= 90 = Nz Qe + on + N Qe
folglich N\,-.,q;=0, j=1,...,t. Nach Satz 3.1 ist S, allgemein-
einfach.

Satz 3.4. S sei ein allgemein-einfacher, regulirer Ring, d.h es
gibt fur jedes S-Flement ¢ ein S-Element ¢! mit cc'c =—=c. Dann ist S
ein einfacher Ring. |

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass es ein minimales Linksideal
-+ 0 von S gibt. Wir nehmen jetzt an es gebe kein minimales Links-
ideal von S. Dann existiert eine unendliche Kette von Linksidealen
S > 8a; > Sa; > ... Da ein Hauptlinksideal Sc(c==0) ven S von einem
Idempotent ¢ = c’c erzeuét wird, gilt Sa,_, =1, + Sa, (¢,=1), also S=
L+L+ ...+, +8Se,(n=12,..). Dementsprechend wird 1 als eine
Summe von einander orthogonalen Idempotenten darstellbar. Man
erhdlt somit einander orthogonale Idempotente e, e,,.... Es sei nun p
ein Primideal von o mit der Kapazitit «. Es gibt eine e,e., ..., e,
(m =« + 1) enthaltende Maximalordnung o’ von S, z. B. die Rechts-
ordnung von (o,0e,...,0e,). Bedeutet p’ das mit p zusammengehorige
Primideal von o/, so ist die Kapazitdat von p’ gleich «. p’ enthilt kein
Idempotent, (Wadre ey, e=¢+0, so wire e=e¢" < p'™, also e &
Na=1 9™ =0). e, ...,e, sind also modulo p’ einander orthogonale Idem-
potente. Da aber o'/p’ ein voller Matrizenring «-ten Grades in einem
Schiefkorper ist, ist m << «. Es ergibt sich also ein Widerspruch.
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Aus Satz 3.4 folgt sofort:

Satz 3.5. S sei ein allgemein-halbeinfacher, regulirer Ring wund
o sei eigentlich. Dann ist S ein halbeinfacher Ring.

Nach den voraufgehenden kann man die Axiomensysteme der Ideal-
theorie in allgemein-halbeinfachen Ringen folgendermassen aufstellen.
Es ist bemerkenswert, dass sie nur durch die Eigenschaften einer
Ordnung o bestimmt sind.

E,: o ist ein Schiefring mit Einselement 1 und fiir jeden Nicht-
nullteiler « gibt es einen Nichtnullteiler a', so dass oa > a' v ist.

p lasst sich demnach in seinen (linksseitigen) Quotientenring S
einbetten. '

E,. Wenn es fur ein FElement ¢ aus S einen Nichinullteifer 1 aus
o gibt, so dass A (ve)" To, n=1,2,...,50 ist ¢ & o.

Wie leicht gezeigt wird, ist diese Bedingung F. mit der folgenden
Bedingung FE./ dquivalent.

E.): FEs gibt keinen Teilring o' von S, so dass o C o', Ao’ To mit
einem Nichtnullteiler ) aus o ist.

Nach £, und E, ist o eine (reguldre) Maximalordnung ven S. '

E,: FEs gilt der Teilerkettensatz fir die in o enthaltenen zweisei-
tigen o-Ideale.

E%: Ks gilt der Vielfachenkettensalz fir die in o entholtenen
zweiseitigen o-Ideale, welche ein beliebiges festes Element a0
enthalten.

E,: Jedes Primideal von v ist stark teilerlos.

E.. Es gibt ein in o enthaltenes zweiseitiges o-Ideal a, so dass

Ny a* = 0 ist.

FEy: Fiur jedes v-Element a gibt es ein StFlement x mit axe = a.

Nach FE; gibt es fiir jedes S-Element ¢ ein S-Element ¢/ mit
cc’c =c.

Satz 3.6. Unter den fiunf Bedingungen FE,, E. E, E,, E, ist der
(linksseitige) Quotientenring S von o ein allgemein-halbeinfacher Ring
und o ist eine eigentliche Maximalordnung von S mit den Eigenschaften
A, A, A;. Es gelten also fitr jede mit o dquivalente Maximalordnung

10) K. Asano, Ueber die Quotientenbildung von Schiefringen, Froc. math. Soc.
Japan 1 (1949).
11) Vgl. A. 1. Satz 1.9.
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die Bedingungen A,, A., A,. Ist das Ideal a in E, ein Primidecl, so ist
S ein allgemein-einfacher Ring. Wenn es ausser den funf Bedingungen
noch die Bedingung E, gilt, so ist S ein halbeinfacher Ring.

Im Falle des allgemein-einfachen Ringes gilt der folgende Satz. '

Satz 3.7. Unter den vier Bedingungen FE,, H,, E*, E, ist S ein
allgemein-einfacher Ring und o ist eine Maximalordnung von S mit den
E'igenséhaften A,‘,‘ A., A..  Gilt ferner noch die Bedingung E,, so isl
S ein einfacher Ring.

8 4. Deuringsche Bewertungen.

S sel ein Schiefring. Eine reellwertige Funktion ¢ (¢) der S-Ele-
mente heisst bekanntlch eine Bewertung von S, wenn ¢ die folgenden
Bedingungen erfiillt :

1. p@) >0@@=+0), »0)=0

2. p(—a)=¢p(a)

3. pla+b)<p) +p®

4. ¢ (ab) < g (@) p (b)

Daraus folgt leicht

5 lep@—9p®) | <el@—b)

Wenn ¢ statt 3 die schirfere Bedingung 3’ erfiillt, so heisst ¢ nichi-
archimedisch

3. @+ b)<Max (p(a), ¢ (1))

Ist @ nicht archimedisch und ist ¢ (@) > @ (b), so ist ¢ (@ + b) = ¢ (@).
Denn es ist pB) < p@=¢p@+b—b<Mix(p(e +Db), (b)) =
@+ b) < p (@)

Eine Folge {a,} = {a,, a,, ...} der S-Elemente heisst eine Fundamen-
talfolge, wenn lim g (¢, —a,) =0 ist. {ae,} heisst eine Konvergenz-
folge, wenn es ein S-Element @ gibt, so dass lim ¢ (@, — @) =0 ist. Ist

7 y00

ferner ¢ =0, so heisst {a,} eine Nullfolge. Jede Konvergenzfolge ist
eine Fundamentalfolge. Eine Bewertung ¢ von S definiert bekanntlich
einen bewerteten Erweiterungsring, fiir den der Cauchysche Konvergenz-
satz gilt. Definiert man nidmlich die Kompositionsregeln von Funda-
mentalfolgen durch
fa,} + {b,} = {a, + b}, {a,}{b,} = {a,b.4,

so bilden die Fundamentalfolgen einen Schiefring R, in welchem die
Nullfolgen ein zweiseitiges Ideal N bilden. Der Restklassenring S¢=

12) Vgl. A.1. Satz 2. 16.
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R/N ist ein Erweiterungsring von S, wenn man ¢ < S mit der {a}=
{a,a, ...} enthaltenden Restklasse identifiziert. Die Bewertung ¢ wird
durch
P (A)=lim g (@), A€ S, fa,jc A

auf S, ubertragen und in Bezug auf ¢ ist S perfekt, d. h. jede Funda-
mentalfolge ist eine Konvergenzfolge. Zwei Bewertungen ¢, ¢’ von S
heissen dquivalent, wenn die Nullfolgen (und als Folge davon die Funda-
mentalfolgen) fiir » und ¢’ die gleichen sind. Dann ist S¢= Sv.

Von jetzt an sei S ein allgemein-halbeinfacher' Ring und o sei
eine eigentliche Maximalordnung von S mit den Bedingungen A4,, 4., 4,.
Es sei m ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, so dass N, ,m"»=0 ist, und
P sei die Menge aller Primteiler von m. Die Primideale von o, sind
dann endlich viel und es ist mp=0rA=AD0p, A& m. Fiir jedes S-
Element « == 0 gibt es eine ganze Zahl p = p (), so dass z in m;, aber
nicht in m5>"” enthalten ist. 2 ist also in der Form z=ax’=\"a
eindeutig darstellbar, we a,a’ durch ) nicht teilbare or-Elemente sind.
Ersichtlich ist p die grosste ganze Zahl, so dass x m~° zu m ganz ist.
Die durch

Pm (%) = ¢ (0< ¢, < 1) oy (0)=0
definierte Funktion ist eine nichtarchimedische Bewertung von S mit
den folgenden Eigenschaften:

1) Es ist g (a) <1 fiir jedes ¢ aus o.

2) Es gibt ein reguldres S-Element ¢ so dass 0< gy (¢) < 1.
Ferner ist ersichtlich or={a | pn(e) <1, a & S}{. on heisst die m-
adische Bewertung. Wie leicht gezeigt wird, sind die Bewertungen o,
@, einander Aquivalent, wenn m und n dieselben Primteiler hat. Ist
weiter m’ ein mit m zusammengehoriges v’-Ideal, so ist ¢/ mit ¢py
dquivalent. '®

Satz 4.1. ¢ sei eine nichtarchimedische Bewertung von S mil den
folgenden KEigenschaften

1) @) <1 fur jedes a < o.

2) Es gibt ein S-Element ¢ mit 0<_ g (c)<_1, so dass oco regu-
lire Elemente enthilt.

Dann bildet die Menge aller o-Elemente mit ¢ (a)< 1 ein zweisei-
tiges v-Ideal m. Bedeutet P die Menge aller Primteiler von m, so isl

13) Deuring, Algebren.
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ot=f{x|p@)<Ll, &S} =0,
mE={y o<1, ycSj=ms
Es ist mp=opA=x0p(AMEm), und fiir jedes S-Flement x =a)\°
(@ S op, a g mp) liegt o (x) zwischen cg zmdvcf, wobei ¢,=p (\), ¢, =
p WYL, 0 e, < ey< 1. o ist demnack mil der m-adischen Bewer-
tung dquivalent.'®
~Beweis. m ist ersichtlich ein v-v-Doppelmodul. oc¢o hat ein regu-
ldres p-Element vy =37, a,¢b, (a;, b, & 0) und es ist
o (v) < Max, (o (a,cb,)) < Max; (¢ (a) ¢ (¢) @ (b)) < e (e) <1,

also v & m., Damit ist m ein zweiseitiges o-Ideal. Fiir ein Idempotent
e aus S ist ¢ (¢) >1, denn ¢ (¢) = ¢ (¢) < @ (€) p (¢). Ist e in o enthal-
ten, so ist @ (e)<<1 und es ist @ (¢)=1. Insbesondere ist ¢ (1)=1.
Weil m kein Idempotent enthilt gilt nach Satz 3.2 N\,., m»=0. Ferner
ist @ () <1 fiur jedes 2 & vp. Denn es gilt na <o mit einem zu P
primen ganzen Ideal n, also M,m)=o,a+b=1(e&Em, b& n),
r—ax=brco. Da ¢@x)<gp@qe@ < e ist, so ist ¢ @) =
@ (@—ax) =@ (bx) 1. Es ist somit ¢ (y) <1 fiir jedes y & mp = vpm.
Ist 2 in vp, aber nicht in m, enthalten, so ist ¢ (x) =1, denn sonst
wire ¢ (2) <1 und fiir jedes a = na T o wiare o (a) <1, also ne T m,
x & mp gegen die Voraussetzung. Fir 2 =a\° (p ~>0) ist also ¢ @) <<
p@ ey <ec,ud 1=p@)=p@ ") <p@ pQ, ¢, <p@. Es
ist somit ¢ << (&) < ¢f. Fiir 2 =a\"?(p >0) erhilt man ebenso ¢, >
P @) = ¢,

Korollar 1. Ist o (A\) p (W"Y) =1, so ist ¢ eine m-adische Bewertung.

Korollar 2. S sei allgemein-einfach und ¢ sei eine nichtarchi-
medische Bewertung von S mit den folgenden Eigenschaften :

1) @()<1 fur jedes a & o.

2) Es gibt ein S-Element ¢ mit 0 < ¢ (¢) < 1.
Dann ist @ mit einer m-adischen Bewertung dquivalent.

Man erhélt ohne Miihe :

Satz 4.2. S sei alligemein-einfach. Ist ¢ eine p-adische Bewertung
mit einem Primideal p von o, so gilt:

1) Es ist p(a)<1 fur jedes a aus o.

2) Es gibt ein S-Element ¢, so dass 0<_g¢ (¢)<_1.

14) M. Moriya, Zur Bewertung der einfachen Algebren, Proc. Acad. Tokyo 13
(1937).
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3) Sind ota=avo*, o*B=Lok*={z|p@) <1, x&S}), so
ist @ (aB) = (a) p (B).

Ist @ wmgekehrt eine nichtarchimedische Bewertung, welche die
obigen Bedingungen erfillt, so ist ¢ eine p-adische Bewerlung.

Hilfssatz 1. Es.sei m =m, ... m, ein Produkt von paarweise teiler-
fremden o-Idealen. Ist f{a,}, ¢, S, eine m-Fundamentalfolge (Null-
folge), d. h. eine Fundamentalfolge (Nullfolge) beziiglich der m-adischen
Bewertung, so ist {a,} fur jedes m, eine m,-Fundamentalfolge (Null-
folge). Ist f{a,} wumgekehrt eine m,-Fundamentalfolge (Nullfolge) fiir
jedes m,, so ist {a,} eine m-Fundamentalfolge (Nullfolge).

Wir bezeichnen im folgenden die perfekte Erweiterung von S in
Bezug auf die m-adische Bewertung mit Sy und die m-adische Grenz-
menge einer Teilmenge M von S mit M = My. Es ist M = M. Nimmt
man statt o eine mit o dquivalente Maximalordnung o’ an und bedeutet
m’ das mit m zusammengehorige o’-Ideal, so ist My = Mpyy.

Satz 4.3. Ist m das Produkt von paarweise teilerfremden zweisei-
tigen o-Idealen m,, ..., m,, so ist Sy mit der direkten Summe von Sy,
ringisomorph: Sy = Sm; @ ... ® Sm,

Beweis. Essei a ein Sy-Element und {a,} sei eine m-Fundamental-
folge mit dem Grenzweat a. Da {a,} eine m,-Fundamentalfolge ist, so
gibt es in in Sy, betrachtet lim a,=a' € Sp,. (@', ...,a") ist von der
Wahl von {e,} unabhingig durch « eindeutig bestimmt. Durch die
Zuordnung a— (a',...,a") wird Sy in Sp, ® ... D Sy, ringisomorph
abgebildet. Ferner sei (a', ..., a") ein beliebiges Element von Sy, & ... ®
Sm, und {a, } bedeute eine m,-Fundamentalfolge mit dem Grenzwert o',
i=1,...,7. Wenn man ein S-Element @, so wihlt, dass a, =a,
(0p,m}),'™ i=1,...,r, so ist beziiglich der m,-adischen Bewertung lim
@,=lim @ =a'. {a,} ist somit fiir jedes m, eine m,-Fundameutalfolge,
also eine m-Fundamentalfolge. Bedeutet a < S, den Grenzwert von
fa,}, so ist ¢ — (a', ... ¢”). Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 4.4. Ist a'* ein normales Ideal, so ist

(@fm =3, ot N\S=af,
wobei P die Menge aller Primstellen, die den Primsteilern von m ent-
sprechen, bedeulel.

Beweis. Ist a &= ap (a=a'*), so gibt es ein zu P primes 11", so dass

15) P; bedeute die Menge der simtlichen Primteiler von n;.
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nq T a. Es ist %, n')") =o', b, + ¢, =1(b, & n¥, ¢, &= (n*)*), also
o, =a—c,0a="b,06 < a. Wegen lim ¢,=0 ist ¢ =1im @, & a = ay, also
aCaprCa. Daher ist a Ca, Cd=a, dp=a. .

Fernerist a\S>ar. Ista&caNS, soist ¢ =1lima,, ¢, & a. ar
enthilt eine Potenz von my : ar D (mﬁf)P. Fiir ein grosses # ist a—a,
durch (mp)’ teilbar, also ¢ =ga, + (a—a,) < ar, folglich a/\S T as.
Damit ist a /\ S = a».

Definition. al heisst die m-adiache Komponente von a'*.
Nach Satz 2.16 ist ar = op @ = @ 0p (@ & a’*),  Demnach erhdlt man
leicht :

Satz 4.5. af =0 a=0] @ (a € a™)

= oj = a7, = oja"0,

FRIDY — qikpI
(a*b’%),, = afby

Hilfssatz 2. ¢ bedeute die Bewertung von Sy, die eine Erweiterung
der m'-adischen Bewertung von S ist. Dann ist o’ = of =1z | o)<
1, # & Sy}

Beweis. Es ist 0, ={a | »(a) <1, a < S}, also fiir jedes < o}, =
o’ gilt » (®)<<1. Es sei umgekehrt o (x) <1, & Sp. Dann ist =
lim a, (@, & S) und @ () = lim ¢ (a,) = lim ¢," < 1 (0 <_ ¢, < 1), also p, >
0 bis auf endlich viele ». Demnach ¢ (a,) <1 (n >>m), also a, < o5,
folglich # = lim a, & o\, =0'.

Hilfssatz 3. of ist eine Ordnung von Sy

Beweis. o’ ist ersichtlich ein Schiefring mit 1. Esist mi =o'\
AP (VEmY), (W) < 1. Es sei z ein Sy-Element und p = p (&) sei so
gross gewdhlt, dass @ (@A) <o @) ()< 1 ist. Dann ist o\ < 0,
also 0! A’ =a Ao’ T o’. Ebenso ist A\’ o' & 0",

Hilfssatz 4. Ist a* ein in o' enthaltenes o-Linksideal (o'-Rechts-
ideal), so ist a=a* N\ o' ein o'-Linkstdeal (v'-Rechtsideal) und es gilt

ak = an.

Beweis. Es ist mi=o A=x0 A Em"), p(A\)< 1. Ist v ein
reguldres Element aus a* und nimmt man p so gross, dass @ (\fy=1) <<
P APy V<1 ist, so isti AMPy1E 0%, also MW= \y'yEa*x. Darx&
m* o ist, so ist A’ E a* N\ o'=a. a ist also ein o’-Linksideal. Es
ist ersichtlich a* >o'a=a. Ist # <a*, so ist «=lima, (¢, <0") und
fur ein gentigend grosses m a,,,—a,=0 ("%, »_>m, also z=q,, +
Oy — ) + oo = + DN (D E 0. Es ist DA vla=a T a¥, a,=
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r—-bA" = a* und & o', folglich @, & a*/\o'=a. Demnach ist =
@, +bA°&a, und a* Ta. Daher ist a*=a.

Nach den voraufgehenden und A.I. §3 erhidlt man leicht die fol-
genden Sitze.

Satz 4.6. Die Gesamtheil von o' =o' ist ein System aller einander
dquivalenten Maximalordnungen wvon Sy, in denen A,, A., A; gelten.
Alle mit o dquivalenten normalen Ideale bilden also bei der eigentlichen
Multiplikation ein Gruppoid Gy mit den o' als Einheiten. Gy, besteht
aus den m-adischen Komponenten a—‘n’i aller normalen Ideale a'®.

Satz 4.7. a' sei ein ganzes normales Ideal. Dann und nur denn
ist a?:% =B’r°;, wenn a* zu m' (also auch zu m**) prim ist.

Satz 4.8. Ist a* ein Teiler von (m*) (also auch von (M**)?), so ist
a® No'=a*\o*=a

Satz 4.9. Ist a=a" ein Teiler von (n'*)°, so gilt

Dr’-n/a1 = DL/GP =0'/a.

Satz 4.10. Die Primideale von o' bestehen aus den m-adischen
Komponenten der Primteiler von m'. o' hat also nur endlich viele
Primideale.

Satz 4.11. Die unzerlegbaren Ideale aus Gy, bestehen aus den m-
adischen Komponenten der zu P mnicht primen unzerlegbaren Ideale q™*.

§ 5. p-adische Erweiterungen.

In diesem Paragraphen sei S ein allgemein-einfacher Ring und o
sei eine Maximalordnung von S mit den Bedingungen A,, 4., 4;. Fiir
jedes ganze zweiseitige o-Ideal m == o gilt dann N\,., m” =0, also wird
in S die m-adische Bewertung degniert. Man erhilt leicht

Satz 5.1. v durchloufe auf alle Primideale von o. Ist a=a* ein
normales Ideal, so ist &;,:ogr——og bis auf endlich wviele p. a ist der
Durchschnitt aller ap und S.

Satz 5.2. Es sei a(p) ein Bg-LinIcsideal und a (p) sei gleich Eg bis
auf endlich viele p. Dann gibt es ein o'-Linksideal, dessen p-adische
Komponente gerade a(p) ist. Entsprechendes gilt auch fir Rechtsideale.

Satz 5.3. Es sei p ein Primideal von o der Kapazitdt «. Sy ist
ein voller Matrizenring vom Grade r in einem Schiefkirper. oy hat ein
System von Matrizeneinheiten e (i,7 =1, ..., ) und es ist Sp:z‘,f, o3
Ke,,, d;:: Zi,:, o0¢,;. 0=vp N\ K ist eine Mawimalordnung von K und

K hat ausser o leine mil o idquivalente Maximalordnung. p=py \K
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ist ein einziges Primideal wvon o und o/p ist ein Schiefkirper. Die
einseitigen o-Ideale sind zweiseitig, sie sind die Polenzen von p. Es
gilt ferner fir K-Elemente a, 8 ¢p(aB)= gp(a)pp (B).

Beweis. Modulo »* betrachtet ist o ein voller Matrizenring vom
Grade « in einem vollstdndig primdren Ring. Es sei ¢,;({,7=1,...,«)
ein System von Matrizeneinheiten mod. p*. Ist ¢; (i,7=1,...,«) ein
System von Matrizeneinheiten mod. p»*!, so ist

cy=E&cry; &P, &&'=1(p"), i,7=1,...,«
Da & mod. p»*! eine Einheit von o ist, gilt €&/ =1 (®p"*"). c¢r;=¢&c';; &
(G,7=1,..,x%) sind Matrizeneinheiten mod. p»*t und es gilt & =¢',
¢y =c¢,; (), i,§=1, ..., x. Demnach kann man die Matrizeneinheiten
e,y mod. p*, n=1,2,...,s0 konstruieren, dass e,;’=e,;""’ (b*) sind. Es
gibt dann in oy hm ey =e,,. e,(,j=1,...,x) sind Matrizeneinheiten
in op. Wegen 2, e =1 (p") ist Zi ,€;=1. Diejenigen Sy-Ele-
mente, die mlt jedem e;, kommutativ sind, bilden einen Teilring K von
Sp, und es ist Sp—-:E':,H Ke,;; ferner ist op= f,,;, 0¢,;, 0 =K " op.

Es gibt ein Element 7z, < v, so dass =, =0(p), 7, ==0 V%), = ;) =
e m (M), 5,7=1, ... ,«. Setzt man = S e e e, =3
e 7w, e, ..., so gilt e 7, ==, e (»*) und

77:1—2/ 1 (lqll 1) /l 1 ;717 ])—“2’—1 YJV: v ll JE—:‘—[‘I'I,—J (pn—l)’
also =, =0 (), z,,$0(p~). Die p-Hohe von =, ist (1,1, ...,1), folglich
pp=0p=z,=m, 0, @(x,)=pp(r,)=c¢,(0<c,<1). Wegen »,=m=,,,
(p*) gibt es in vy limz,==. Dann ist e ;z=me, (i, i=1,...,«),
o (z)=1im ¢ (z,) =c¢, Ferner ist ¢ (z,")=c, = ¢ (x,)"", also

p (2, —7n) = (7 (Fn—m,) 7, ) < 6" ¢ (Tm— ™).

{z,'} ist somit eine Fundamentalfolge. Es gibt ='=1lim =, & Sp und
nx' =n'w=1. = ist ein reguldres Element von Sp. op~ enthdlt eine

Potenz von $=pp: op= > R. Da fiir ein grosses » =, = = (?) ist, so

ist 05‘75 = (03; 7z, PB?) = (Dp 7, , P =1, also- P = Lgn' = ﬂo_p
Wie leicht gezeigt wird, ist ¢ (a) fiir jedes @ =0 aus Sp durch
@ (a)=c), opavy="9P" gegeben. Also ist ¢ (z°a) =0 (z)’ ¢ (a), da
op 7’ @ op=P"*? ist. Es ist
EE—E:C,J . 0 €y, Sv——Zf;  Keyy, o=K\vp
und *B 2,,,  Pe;, P=PN\0=r0=o0r Wegen (0/pP) ~ 0 /P ~

1b) Denn es ist nach Satz 1.7 == pp=: (Op=n,, D) = (Opmy,, PV) fur jedes v; da aber
Upn, eine Potenz von D enthiilt, so ist P = Opm,.
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o/p ist o/p ein Schiefkorper. Ist ¢ (a)=1, a & K, so ist « eine Ein-
heit von 0. Denn « liegt dann in o, aber nicht in p, also gibt es ein
o-Element B, so dass af=1 (p) ist, folglich af=1—p (& p),
B +p+p +..)=1. « hat in o eine Rechtsinverse. Ebenso hat
« auch eine Linksinverse. Ist ¢ (a)=c¢,, a €K, so ist @ (z ’a)=
p (@) Ppla)=1, also zfa=2¢&, a==" mit einer Einheit & von o.
Ebenso ist @ =¢&'#°. Jedes K-Element « ==0 hat die Form =°¢, also
hat das Inverse & '#7°. Damit ist K ein Schiefkorper. :

Da jedes K-Element <+ 0 in der Form &»°= »°¢’ darstellbar ist, so
sieht man leicht, dass jedes einseitige o-Ideal 'ein von einer Potenz von
7« erzeugte Hauptideal ist. Die einseitigen o-Ideale sind also zweiseitig
und werden durch die Potenzen von p gegeben. Wegenoa=o0a 0=
a o gilt o (apB)= ¢ (a)p(B) fir K-Elemente a, 8. K hat ausser o keine
mit o dquivalente Maximalordnung, d.h. jede mit o dquivalente Ord-
nung o’ von K ist in o enthalten. Denn oo’ ist ein o-Linksideal, also
ein zweiseitiges o-Ideal und o’ ist in der Rechtsordnung von oo/,
namlich in o enthalten.

Korollar. 1. Ist = ein Element aus p, aber nichlt aus p°, so ist
P=o0x=m0 und jedes (von Null verschiedene) Element aus K wird
in der Form &x° = =°&' mit Einheiten &, & von o eindeutig dargestellt.
Ist @ ein Element aus oy, so gibt es Einheiten 7, ' von dp, so dass

ey =31 7Pe, 0<p < .. <p,, r<x
(P1y oov 5 PE)y Prog = oo = pr = o0, ist nichts anderes als die p-Hohe von
a.

Korollar 2. p sei ein Primideal von o. Ein o-Element o ist dann

und nur donn regulir, wenn die p-Hohe von o endlich ist.

(Eingegangen 1. Nov., 1949)




