
Journal of the Institute of Polytechnics, 
Osaka City University, 
Vol. 4, No. 2, Series A 

Bemerkungen über die Erweiterungstheorie von Gruppen 

Keizo AsANO 

(Received July 10, 1954) 

Es seien IJl: und r zwei gegebene Gruppen und M sei die Menge aller Paare 

(~.X) (~ET, XEIJl:). Zu jeder Erweiterung ®=:8u""IJl:(aET) von IJl: nach r 
gehort bekanntlich ein Faktorensystem (S"", Cp,"") mit einer Menge aus Automor­

phismen von IJl:, so dass 

(1) 

(2) 

Umgekehrt gehort zu gegebenem Faktorensystem (S(T' c(T' T) mit der Eigen· 

schaft (2) eine Erweiterung ® von IJl: mit der Eigenschaft (1). In der vorliegenden 

Note bemerken wir zunachst, dass man diese Erweiterung in der Permutationsgruppe 

~M von M konstruieren kann. lm Falle, wo r durch einige Relationen bestimmt 

ist, ist der Shodasche Erweiterungssatz zweckmassig ([1], [2]). Wir werden seinen 

Satz etwas modifizieren und als eine unmittelbare Folge die Erweiterungen mit 

abelschen Faktorgruppe behandeln. 

Die Abbildung <p"" von Min sich mit (~. X)<p"" =(~a. C~,""X8"") ist ersichtlich 

eine Permutation von M. Die Permutationen (~. X)-·(~. XA) (A E IJl:) bilden eine 

mit IJl: isomorphe Gruppe, die wir mit IJl: idenzifizieren: (~. X)A = (~. XA). Mann 

kann daher IJl: ais eine Untergruppe von ~M ansehen. Wir haben 

Denn es gelten 

(~. X)A<p"" = (~. XA)<p"" =(Ça, C~,""X 8""A8<T) = (Ç, X)<pcrA 8 cr, 

($, X)<pcr(j!T =(Ça, c~.(TX8cr)<pT =(~a-r, c~cr>Tc;,TO"X8a.ST) 
=(~a-r, c~.O"TCO",Tc;;:;Txs<TTCcr,T) = (Ç, X)<pcrTCO",T· 

Die Menge U<pcriJl: bildet ersichtlich eine Gruppe, die eine Erweiterung von IJè nach 

rist. 

Demnach kann man jede Erweiterung von IJl: nach I' in ~~r isomorph einbetten. 

Wie M. Takahasi bemerkte ([ 4]), kann man sogar in \151r auch eine Zerfallungsgruppe 

der Erweiterung ~~ von IJl: befinden. Es sei namlich f eine Abbildung von T in IJl:: 

/(~) E IJl:, $ E I'. Definiert man fg($) =f(~)g(~). so bildet die Gesamtheit von f eine 

Gruppe IJl:*. Idenzifiziert man die Funktion f mit dem konstanten Wert C mit C, so 
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ist 1J1* eine IJ1 umfassende Gruppe. Man kann ferner durch (~. X)/=(~. X/(~)) 

die Abbildung f als ein Element von \l.\M betrachten. Dann ist 'R:* eine Untergruppe 

von ~x· Es ist f~p"=ifi"fT"• fTa-(Ç)=f(Ça- 1)8a-, und die Grupse ®*=®1J1*=::8'Pa-IJ1* 

ist eine Zerfallungsgruppe von @. Denn bedeutet c/J"='P"f"' fa-(Ç)=C~,;-t,"• so ist 

d. h. cp (Tep,.= c/Ja--r. 

]edes zu r gehorige Faktorensystem (S'", Ca-,,.) aus IJ1 kann also als ein Faktor­

ensystem (T'", C"•T) aus IJl* betrachtet werden und als solches ist es ein zerfallendes 

Faktorensystem. 

Dies kann man auch leicht direkt beweisen. Man kann namlich ohne Mühe 

direkt zeigen, dass die Abbildung Ta- von 1J1* in sich mit f~fTu(fTu(Ç)=f(Ça- 1)Su) 

ein Automorphismus von IJ1* ist, welcher eine Erweiterung von S'" ist, und dass 

fTuTT = c~~ ,.fTurCu,T. Dann ist 

Denn es gilt für jedes ç aus r /~T(Ça!') =fu(Ça) 8T= cceu) 8 -r, 

g(Ça!') = C~,uTCu,TCi.8;';Cf},,. = 1. 

Es sei nun I' = ti' /'iR, wo ~ eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a,d und lR 

aus {c~'-} erzeugter Normalteiler voh ~ ist. r ist also eine Gruppe aus den Erzeu­

genden {a,J mit den definierenden Relationen 

'iR ist eine t\'-Gruppe, d. h. eine Gruppe mit ~ als Operatorenbereich: rli = p- 1rF 

(rE Ut, FE ~). Die definierenden Relationen von 'iR als t\'-Gruppe a us den Erzeugenden 

{c~'-} seien 

(c; = ±1, F; E ~) . 

Ist @ eine Erweiterung von IJ1 nach I', so entspricht zu a>. mod ffi eine Restklasse 

u>.IJl aus ®/IJ1. Durch A 8 >.=ui:1Au>. ist ein Automorphismus S>. von ~è definiert. Wir 

setzen 

e.l 
cl'-= u (cl'-)= IIi Uvi ist ersichtlich ein Element aus IJ1. Wegen A 8(F)=u(F) - 1Au(F) 

(A E IJ1) gilt 

II ... cE;S(F,)- rr CF) -1 c )E CF) - err cE,F;) 1~1 l't - t u ; u c l't tu ; - u ; l't = 1 , 
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SATz. Es sei en eine Menge { C"'} von Element en aus IJè und eine Menge { S>.} aus 

Automorphismen von IJè mit den folgenden Eigenschaften gegeben : 

1) ITt C~~S(F;) =1 /ür jede Relation 11t c:~F'=1 aus einem System der definierenden 

Relationen von lR als 'f!i-Gruppe aus den Erzeugenden {cp.}. 

2) AS(cp.) = Cp: 1ACJL /ür jedes A aus IJè. 

Dann existiert eine Erweiterungsgruppe @ von IJè mit erzeugenden Elementen U>. über 

IJè, so dass T,...,_®/IJè nach der Zuordnung a>. (mad lR)->u>. (modiJè) und u.\ 1Au>.=A8 >. 

(A E IJè), llt u!! =C"' (c"' = 11t a=:). Die Gruppe @ ist bis auf lsomorphie über IJè 
eindeutig und zwar ist sie mit der Gruppe @ aus den Erzeugenden a>., ACA E IJè) mit 

den folgenden definierden Relationen isomorph : 

- -- - s e, , 
AB= AB (A, BE IJè), a~ 1Aa>. =A >., IT, avt = (.;"'. 

Beweis. Gibt es eine im Satz genannte Gruppe ®, so ist leicht einzusehen, 

dass @ mit ® isomorph ist. Wir konstruieren nun in ~.M eine gesuchte Gruppe. 

Nach der Bedingung 1) des Satzes kann man durch 

eine operatorhomomorphe Abbildung f von lR in IJè definieren: 

f(rr') = f(r)f(r'), !CF- 1rF) = f(rF) = f(r) 8 CF). 

Es sei {berl ein festes Vertretersystem von ~ mod ffi, wo ber der Vertreter von 

a E T='fJ/lR ist; ferner sei aF(F E 'f!i) die F enthaltende Restklasse von 'f!i mod ffi. 

Setzt man C(~, F)=fCbg;Fb~F), so erhalt man leicht 

C(~aF, F')C(~, F)BCF') = C(~, FF') 

Bedeutet x(F) ein Element aus ~x mit (~, X)x(F)=(~aF, C(~, F)XBCF>), so gilt 

ersichtlich x(F)x(F')=x(FF'), Ax(F)=x(F)A8 CF>. Es gilt ferner 

(~, X)x(cp.) = (~, f(cp.)X 8 C"p.)) = (~, Cp.C;k 1 XCp.) = (~, X)Cp.. 

Wir haben also 

Die von 7r>. und IJè erzeugte Gruppe @ ist eine gesuchte, weil aus x(F) -1(1Jl) folgt 

(~, Xx(F))=(~, X)x(F) = (~aF, C(~, F)X 8 CF>), also aF = 1, FE ffi, d. h. T= 'iJ/ffi. 
~®/IJè. (Q.E.D.) 

Sind eine Menge \Cp.] von Elementen aus IJè und eine Menge {S>.) a us Auto­

morphismen von IJ1 gegeben, die die Bedingungen des Satzes erfüllen, so gibt es 

eine Erweiterung von IJè mit den Erzeugenden u>. über IJl, die durch die Bedingungen 

(3) 
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vollstandig bestimmt wird. Auf diese Weise kann man alle Erweiterungen von ~n 

nach r erhaltcn. 

BEISPIEL 1. I'='fi sei eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a,,_}. ffi ist dann 

die Einheitengruppe. Da es in ffi keine Relation existiert, ist die Erweiterung ® 

von ~ durch die Bedingungen a;:' Aa,~. = A 8 "- bestimmt, wo {S,~.} die beliebigen 

Automorphismen von ~ sind. ® ist offenbar zerfallende Gruppe: ®='fi~. 

BEISPIEL 2. I'='fi/ffi sei eine zyklische Gruppe mit der Ordnung n, also 'fi=(a), 

ffi=(c), c=a". Die definierende Relation von ffi als 'fj-Gruppe ist offenbar ca=c. 

Die Erweiterung von ~ mit dem Erzeugenden u über ~ ist durch die Bedingungen 

u-'Au=A8 , u"=C bestimmt, wo S ein Automorphismus von ~ und C ein Element 

aus ~ ist, so dass C8 =C, A 8"=C-'AC(A E ~). 

BEisPIEL 3. 'fi sei eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a<T} (a E I') und ffi 

sei der Normalteiler (also eine 'fi--Gruppe) aus den Erzeugenden {c<T,,}, c<r,,=a;la<Ta,. 

Dann sind 

(4) 

gerade die definierenden Relationen von ffi als 'fi-Gruppe. Denn wir haben als 

Folgerelationen von ( 4) 

ar ~1 
Cp,cr ==Crrr,r Cp,(rrCrr,r, Cr,l==cl,l' 

Mit Hilfe dieser Relationen kann jedes ct:,, (FE 'fi) ais Potenzprodukt von c<T, 7 

dargestellt werden. Demnach folgt aus einer Relation II c"J,'{. = 1 eine Relation der 

Form IIc;i:,1r=l, darin kein c,.>~(a=f=l) enthalten ist. Wie leicht _einzusehen ist, ist 

ffi aus den Erzeugenden c,,,=a,, Cp,<T(a=f=l) erzeugt und sogar sind sie freie 

Erzeugenden. Daraus folgt unsere Behauptung. Die Erweiterung von ~ ist somit 

durch die Bedingungen u;;:1Au<T=A8 <T, u;;:~u,.u,=C,.,, bestimmt. wobei {S<T} eine Menge 

aus Automorphismen von 9è und {c<T,} eine Menge von Elementen aus ~ ist, so dass 

C CS, C C AS;;,ÇS<TS, C-t AC 
PŒ' ' 7 p, a- ::= P ' Œ"T Œ' T ' := U, 7' Œ ' T • 

HILFSSATz. 'fi sei eine freie Gruppe mit dem freien Erzeugendensystem M. Die 

Kommutatorgruppe ~von 'fi ist eine 'fj-Gruppe aus den Erzeugenden (a,b )=a-'b-'ab 

(a, bE M). Die definierenden Relationen von Œ: als 'fi-Gruppe sind 

(a, b)(b, a)= 1, (b, c)a(a, c)(a, b)'(c, b)(c, a)b(b, a)= l'' 

(a, b)Fc-là- 1c11 =(c, d)- 1(a, b)F(c, d) (a, b, c, dEM, FE'fJ). 

Beweis. Dass die obigen Relationen gelten, ist leicht zu bestatigen. Es sei CE 

die 'fi-Gruppe aus den Erzeugenden Ta,b(a, bE M) mit den definierenden Relationen: 

1) Eine Relation, die aus dieser Relation nach einer beliebigen Permutation von a, b, c 
entsteht, ist ihre Folgerelation. 
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Ta,bTb,a = 1, T'b,cTa,cT~,bTc,bTg,aTb,a = 1 

T{{"~ 1a-lca = Te 1a T[ bTc.a, (FEiJ, a, b, c, dEM) , , , 
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und {ua} (a E M) sei eine Menge von freien Elementen. Wenn es für eine Telmenge 

N von M moglich ist, zu erweiterun Œ durch 

(5) 

so dass Ua mod [(a EN) freie abelsche Gruppe erzeugen, so ist die Erweiterung 

durch N bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, die wir mit ®(N) bezeichnen. Wir 

mogen ®(N)C®(N') annehmen, falls NCN'. Nach dem Zornschen Lemma gibt es 

unter den ®(N) eine maximale ®(N0). Dann ist N 0 =M. Wir nehmen jetzt an, es 

sei N 0d;=:M. Es gibt ein x, so dass xE M, x$ N 0 • Die Abbildung T ~T'=T'"(TE Cf), 

ua~ua'=uaTa,,(aEN0 ) lasst sich zu einem Automorphismus fJ von ®(N0 ) erganzen. 

Denn entsprechend den Relationen (5) erhalten wir 

Es ist in der Tat 

u~-- 1u;- 1u~u~ = T;;,,\u·;;;ITr;,1,u//uaTa,.,ubTb,., 

= Ta;,\Tr;,a,u;;1u{;1uaubT~,xTb,., = T,,aT~,bTa,bT~,xTb,x = T~,b. 
Durch u;1Pu.,=P0(P E ®(N0 )) erhalten wir eine Erweiterung ®' von ®(N0 ). Wegen 

u;1 Tu.,=T 0=T'"(TE Œ), u;1ua1J,=u~=uaTa,x ist ®' gerade die Gruppe ®(N0 U {x}). 

Es ergibt sich also ein Widerspruch. Die Gruppe ®=®(M) ist nun nur aus ua( a E M) 

erzeugt. Also ist ® homomorph zu iJ nach der Zuordnung a~ Ua, folglich ist Œ zu 

~ homomorph. Da aber ~ zu [ homomorph ist, ist ~ mit Œ isomorph. 

BEISPIEL 4. T=fJ/ffi sei isomorph zu dem direkten Produkt vo:I n zyklischen 

Gruppen (rh), von denen seien (a1), ••• , (am) endlich (a~t=1) und die übrigen unend­

lich. iJ ist da bei freie gruppe aus den Erzeugenden a 1 , a2 , ••• , an und !R ist fJ-Gruppe 

aus den Erzeugenden (a;,a~)=a-;1a;;: 1a;a~c (i,k=1, ... ,n) und c;=a~i (i=1, ... ,m). 

!R ist mit der fJ-Gruppe ffi aus den Erzeugenden T;~c und T; mit den folgenden 

definierenden Relationen operatorisomorph : 

T;~T~ct=1, T1kT;~cTf;~cT~c;T~;'T;;=1, 

T a~c _ TT a~i- 1 ••• ya; y. _ T- ya~i- 1 +---+a,-t-1 
i - i ik (k tk - t ik Ci 1 k) 

T a; - T y-1 T T - ya~~c 
i - i, k i k- i ' 

(FE 1Y) 

Denn llè ist na ch Ti~c -->(a;, a~c ), Tt >C; zu Ü~ operatorhomomorph, da aber ela bei 

Œ zu ~ nach dem Hilfssatz und Ül/Œ: zu m;~ als freie abelsche Gruppe isomorph 

abgebildet werden, so sieht man leicht, dass Ül und ffi operatorisomorph sind. Die 
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Erweiterung von IJè nach r ist also durch die folgenden Bedingungen bestimmfJ. 

wobei S1 Automorphismen von IJè und A,, A,~ Elemente von IJè sind, so dass 

AttA~:t == 1, A~"'At~cA~~A~JA~/AJt == 1, 

As, _A Ask _A AS7t- 1+··+S1+1 
t - '' ! - i ik ' 
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