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Es seien | und I7 zwei gegebene Gruppen und M sei die Menge aller Paare
(&, X) (§€I', XeN). Zu jeder Erweiterung & = >lu N(s€l’) von N nach I’
gehort bekanntlich ein Faktorensystem (S,, C,,,) mit einer Menge aus Automor-

phismen von &, so dass

(1) Uty = Uy1Coyr(Cprz €N), A% = uz7Au,(AEN)
(2 ) CP:o-‘rCa-y'r — CPo‘ yTC:,To- ) ASeSr = Co_',lTASG'TCa' T o

Umgekehrt gehort zu gegebenem Faktorensystem (S,, C,,.) mit der Eigen-
schaft (2) eine Erweiterung & von 9t mit der Eigenschaft (1). In der vorliegenden
Note bemerken wir zunichst, dass man diese Erweiterung in der Permutationsgruppe
P von M konstruieren kann. Im Falle, wo I’ durch einige Relationen bestimmt
ist, ist der Shodasche Erweiterungssatz zweckmissig ([1], [2]). Wir werden seinen
Satz etwas modifizieren und als eine unmittelbare Folge die Erweiterungen mit
abelschen Faktorgruppe behandeln.

Die Abbildung ¢, von M in sich mit (§, X)¢, = (s, C¢,,X5+) ist ersichtlich
eine Permutation von M. Die Permutationen (&, X)—(§, XA) (A€MN) bilden eine
mit M isomorphe Gruppe, die wir mit N idenzifizieren: (§, X)A = (§, XA). Mann
kann daher M als eine Untergruppe von P, ansehen. Wir haben

A<po' = ¢0-AS°-’ PoPr — gﬂa-rco-,'r y Y= Cl ’1

Denn es gelten

(&, X)Ag, = (§, XA)¢, = (§0, Ct,, X5-A5%) = (§, X)g,A%,
(& X)p0r = (80, Ct,, X5) ¢, = (807, Ce,,oCyry X5o5)
= (o1, Ct,0:Co,.C51:X507Cs, ) = (§, X)¢:Co,r.
Die Menge Ug, M bildet ersichtlich eine Gruppe, die eine Erweiterung von %\nach
I ist.
Demnach kann man jede Erweiterung von it nach 77 in P,, isomorph einbetten.

Wie M. Takahasi bemerkte ([4]), kann man sogar in %, auch eine Zerfillungsgruppe
der Erweiterung & von N befinden. Es sei nimlich f eine Abbildung von 7 in N:

f(&) €k, EcI'. Definiert man fg(&) = f(§)g (&), so bildet die Gesamtheit von f eine
Gruppe . Idenzifiziert man die Funktion f mit dem konstanten Wert C mit C, so
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ist M* eine M umfassende Gruppe. Man kann ferner durch (&, X)f=(§ Xf(&))
die Abbildung f als ein Element von R, betrachten. Dann ist ¥ eine Untergruppe

von Py, Esist fo,=¢, fTs, fTo(&)=f(E67 )%, und die Grupse G*=BNk=3]¢ T*
ist eine Zerfillungsgruppe von ®. Denn bedeutet ¢,=g¢,f,, f‘T(S):C;_l’d, so ist

Sem sgls
(&, X)¢, = (§0, C¢,eX"°Cilo) = (b0, X"E “ta),
—1 —1
(&, X)¢or = (Eor, X5 ST = (&, X)),
d.h. ¢0-¢'-r = ¢a--r .
Jedes zu I" gehirige Faktorensystem (S, Cs,.) aus R kann also als ein Faktor-

ensystem (T, Cs,.) aus W* betrachtet werden und als solches ist es ein zerfallendes

Faktorensystem.

Dies kann man auch leicht direkt beweisen. Man kann nidmlich ohne Miihe
direkt zeigen, dass die Abbildung T, von N* in sich mit f—fTe(fTe(&) = f(£a71)50)
ein Automorphismus von ¥ ist, welcher eine Erweiterung von S, ist, und dass
freTr=Czl  fTorCs,,. Dann ist

g=fitCopfofr=1 (f-(&) :CE—;—),G).
Denn es gilt fiir jedes & aus I” fa"(&ot) = f,(£0)5r = (Cglos,
g(at) = CE,qua‘wrClg-_,SgCg_o-l,T =1.

Es sei nun I'=%/R, wo F eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a,} und R
aus {c.} erzeugter Normalteiler voh & ist. [’ ist also eine Gruppe aus den Erzeu-

genden {a@,} mit den definierenden Relationen

€ €
Iiaa,, = 1 (ew = 174, .

R ist eine F-Gruppe, d.h. eine Gruppe mit § als Operatorenbereich: 7¥ — F-yF
(r€R, FET). Die definierenden Relationen von R als F-Gruppe aus den Erzeugenden
{cu} seien

Pt =1 (= %1, Fie®).
Ist @ eine Erweiterung von % nach I”, so entspricht zu ¢, mod N eine Restklasse
u, N aus G/N. Durch ASr=uzlAu, ist ein Automorphismus S, von N definiert. Wir

setzen

S(F) =1L Sxi, w(F)=1ILu, falls F=1ILa,.

Cp=ulcy) =11 uﬁ: ist ersichtlich ein Element aus M. Wegen A —=y(F)-'Au(F)
(AeN) gilt

EiS(F)

[IZ‘=1CM =1L u(F;) _lu(cﬂi)eiu(Fi) = u(HtCa‘F‘) =1, As(c’“) = C;'AC,.

B
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Satz. Es seien eine Menge {C.} von Elementen aus t und eine Menge {S)} aus
Automorphismen von N mit den folgenden Eigenschaften gegeben :

D IL CZiS(Fi)zl fiir jede Relation 11, ciiFizl aus einem System der definierenden

Relationen von R als T-Gruppe aus den Erzeugenden {c.}.

2) AS€) = C1AC, fir jedes A aus .
Dann existiert eine Erweiterungsgruppe & von N mit erzeugenden Elementen u, iiber
RN, so dass I'=S/N nach der Zuordnung a, (mod R)—u, (mod N) und u{‘Au,\:AS"
(AeR), I, u,‘f:.':C,JL (co =TI a,‘fz). Die Gruppe & ist bis auf Isomorphie iiber N
eindeutig und zwar ist sie mit der Gruppe & aus den Erzeugenden a,, A(AE€N) mit
den folgenden definierden Relationen isomorph :

AB=AB(A, BER), a;'Aa,= AN, Tlia, =Cu.
Beweis. Gibt es eine im Satz genannte Gruppe ®, so ist leicht einzusehen,

dass ® mit & isomorph ist. Wir konstruieren nun in 9B, eine gesuchte Gruppe.
Nach der Bedingung 1) des Satzes kann man durch

Fr) = m T

fir jedes » =11, cZiFi aus N

eine operatorhomomorphe Abbildung f von R in N definieren:
far) = fr), f(FwF) =f@") = f()5.,

Es sei {b,} ein festes Vertretersystem von § mod %R, wo b, der Vertreter von
o€ I'=F/R ist; ferner sei ox(F€TF) die F enthaltende Restklasse von § mod .
Setzt man C(§, F)=f(b;; beF), so erhdlt man leicht

C(éar, F)C(E, F)sU? = C(§, FF)

Bedeutet n(F) ein Element aus P, mit (&, X)a(F)=(&or, C(§, F)X5E), so gilt
ersichtlich n(F)r(F")=r(FF"), An(F)=n(F)A5%>, Es gilt ferner

(&, XDn(ew) = (&, flew)X5Cw) = (&, CuCp?XCu) = (§, X)Cyu.
Wir haben also

a1 Amy = ASn(my = (@), w(ew) = im,; = Culcu = I 4}}) .
Die von =, und N erzeugte Gruppe © ist eine gesuchte, weil aus #(F)=1(N) folgt
(& Xn(F)=(§ X)a(F)=_(&op, C(§ F)X5) also sy=1, FER, d.h. I'=F/N
=@/N. (Q.E.D)

Sind eine Menge {C.; von Elementen aus 8 und eine Menge {S,} aus Auto-

morphismen von %t gegeben, die die Bedingungen dcs Satzes erfiillen, so gibt es

eine Erweiterung von M mit den Erzeugenden u, iiber N, die durch die Bedingungen

(3) 0 Ay = ASNAER), wy! -+ sy = Culew = [T a))
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vollstandig bestimmt wird. Auf diese Weise kann man alle Erweiterungen von R
nach /7 erhalten.

Bespier 1. I'=%F sei eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a,}. % ist dann
die Einheitengruppe. Da es in R keine Relation existiert, ist die Erweiterung &
von N durch die Bedingungen ay'Aa), = AS:x bestimmt, wo {S,} die beliebigen
Automorphismen von N sind. @& ist offenbar zerfallende Gruppe: G=FN .

Bewspier 2. I'=F/R sei eine zyklische Gruppe mit der Ordnung #, also F=(a),
R=(c), c=a" Die definierende Relation von R als F-Gruppe ist offenbar c¢®=c.
Die Erweiterung von 9t mit dem Erzeugenden # iiber N ist durch die Bedingungen
u*Au=AS, w*=C bestimmt, wo S ein Automorphismus von % und C ein Element
aus N ist, so dass C5=C, AS*=C*AC(AEM).

Brispier 3. & sei eine freie Gruppe aus den Erzeugenden {a,}(6€I’) und RN
sei der Normalteiler (also eine F-Gruppe) aus den Erzeugenden {c.,.}, ¢», . =dsia,a;.

Dann sind
ar
(4) Coo, Py & = Cp,57Cc, 7,

gerade die definierenden Relationen von R als B-Gruppe. Denn wir haben als

Folgerelationen von (4)

ar -1 - 7

Cp,o0 = Cpa,r Cp,gCo, 1) Co,y = Cy,q, Ci,p =C1,1,
—1

Ca" =C,,:Cp,p-1Cot p=1C “1C. p-1C5 ,-1c71

o, r T Y1sipsp TT, P Ty TP T, P P,P 1,1

Mit Hilfe dieser Relationen kann jedes 05’7 (FeF) als Potenzprodukt von c¢o,,
dargestellt werden. Demnach folgt aus einer Relation Hcéﬁ’é:l eine Relation der
Form Hc}:h:l, darin kein ¢,,;(¢==1) enthalten ist. Wie leicht einzusehen ist, ist
N aus den Erzeugenden c¢,,,=a;, ¢p,s(0=<1) erzeugt und sogar sind sie freie
Erzeugenden. Daraus folgt unsere Behauptung. Die Erweiterung von R ist somit
durch die Bedingungen wu;'Au, =A%+, uztu,u.=C,,, bestimmt. wobei {S,} eine Menge
aus Automorphismen von 2 und {cs,.} eine Menge von Elementen aus N ist, so dass

. Sz1S:S
Cpa'y'rcp,":cpstrfco‘wr, A 7S T:CE,I'TACG':T'

HiLrssatz. ¢ sei eine freie Gruppe mit dem freien Erzeugendensystem M. Die
Kommutatorgruppe € von & ist eine §-Gruppe aus den Erzeugenden (a,b )=—=a~'b6~'ab
(a, be M). Die definierenden Relationen von § als ¥F-Gruppe sind

(a, 0)(b, &) =1, (b c)%a, c)(a, b)(c, b)(c, @)°(b, @) =17
(a, b)Yt = (¢, d)"'(a, BY"(c, d) (a, b, ¢, dEM, FEF).

Beweis. Dass die obigen Relationen gelten, ist leicht zu bestitigen. Es sei §
die F-Gruppe aus den Erzeugenden T,,,(a, b€ M) mit den definierenden Relationen :

1) Eine Relation, die aus dieser Relation nach einer beliebigen Permutation von «, b, ¢
entsteht, ist ihre Folgerelation.
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Tabeb,a:L Tg,chcTé,ch:ng,uTb»a:1
Tgf;:ld—lcd = Tg’ld Tg,chydy (FE%) a: b’ C, dEM)

und {u,}(a€ M) sei eine Menge von freien Elementen. Wenn es fiir eine Telmenge

N von M méglich ist, zu erweiterun € durch
(5) w Tu, = T*(TE€®), uiuy vqu, = Ty,, (@, bEN)

so dass u, mod ©(ac N) freie abelsche Gruppe erzeugen, so ist die Erweiterung
durch N bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, die wir mit &(N) bezeichnen. Wir
mogen &(N)CG(N’) annehmen, falls NCN’. Nach dem Zornschen Lemma gibt es
unter den &(N) eine maximale ®(N,). Dann ist Ny=M. Wir nehmen jetzt an, es
sei No==M. Es gibt ein x, so dass x€ M, x¢ N,. Die Abbildung T—>T'=T*(T€®),
gty =g Ta,z(a€ Ny) ldsst sich zu einem Automorphismus # von &(N,) erginzen.
Denn entsprechend den Relationen (5) erhalten wir

Ua T un = (T, ug 'uy uguy = Th,s .

Es ist in der Tat

w Ty = Taluz TouaTa, g = T2 2708 = (T,

ug iy gy, = T oo T3y e Ty s Ty
) = TE,‘mTE,“mugluzluaubTZ,me = myaTg,bTa»ng,a;Tb,w =Tg5-
Durch #,'Pu,=P°?(P € &(N,)) erhalten wir eine Erweiterung & von &(N,). Wegen
wl Tuy=TO=T*(T€8), uz Ugty=ul=usTs, ist & gerade die Gruppe G(N,U {x}).
Es ergibt sich also ein Widerspruch. Die Gruppe &=8(M) ist nun nur aus u,(a € M)
erzeugt. Also ist & homomorph zu & nach der Zuordnung a —u,, folglich ist € zu

6 homomorph. Da aber € zu € homomorph ist, ist € mit & isomorph.

Bespier 4. I'=F/RN sei isomorph zu dem direkten Produkt von # zyklischen

Gruppen (¢;), von denen seien (o,), ..., (o,) endlich (o;“:l) und die iibrigen unend-
lich. § ist dabei freie gruppe aus den Erzeugenden a,, a,, ..., a, und R ist F-Gruppe
aus den Erzeugenden (s, @) = ailai aa, (i, k=1, ...,n) und c; =d}’ (=1, ...,m).

RN ist mit der F-Gruppe R aus den Erzeugenden T, und 7T; mit den folgenden
definierenden Relationen operatorisomorph :

TiuTwi =1, T?,ﬁ Tikngka]Tgti Ts=1,
Tiak — TiT ia,:;i—l . Tiaki Tﬂc — Ti T?]?i—l +-.'+(15+1 (l' :7\ \k)
T =T, Ti' TiTy = T%"
—1 — ,
TR TE Ty = Tf;"'c 4 I”Wl, TH3ATE Ty = Ti’—'j“’k'c (FeP)

Denn 9 ist nach Ti,— (a3, @), Ti->ci zu N operatorhomomorph, da aber dabei
6 zu © nach dem Hilfssatz und %/6 zu %/6 als freie abelsche Gruppe isomorph

abgebildet werden, so sieht man leicht, dass ® und N operatorisomorph sind. Die
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Erweiterung von N nach [ ist also durch die folgenden Bedingungen bestimmt?.
wilAu; = ASt, W = Ay, wituugu, = Age
wobei S; Automorphismen von &t und A;, A Elemente von M sind, so dass
ApAy =1, A ARAYAGAY Ay =1,

A}Si = A, Aigk = AiA,'-Sk?i_l+.‘.+Si+1 )
—1g—1 7.
ASTSESSE — ac1ap, ASEE = AZ1AA, (AER).
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