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Introduction 

Soient K(x, y) et N(x, y) des fonctions positives et continues en x et y dans 

l'espace'), qui pourront être + oo en x= y, et soit K(x, y) symétrique [K(x, y) 

=K(y, x)]. On considère les potentiels d'une mesure p. pris par rapport aux 

noyaux K et N 

U 0 (x) = ~ K(x, y) dp.(y) 

et 

V 0 (x) = ~ N(x, y) dp.(y) • 

Dans ce travail on s'occupe à l'étude sur le balayage généralisé: étant donnée une 

mesure positive p., y-a-t'il sur un compact arbitraire Fau moins une mesure positive 

p.' portée par F telle que 

U 0 '(x) = P(x) 

sur F? Il est plein d'intérêt d'établir la théorie du balayage généralisé, car, dans 

la théorie usuelle du potentiel, le problème de l'équilibre est le balayage généralisé 

au cas où N(x, y) =1 et le problème du balayage est le balayage généralisé au 

cas où N(x, y) =K(x, y). Le balayage généralisé était présenté par Choquet et 

Deny ([2]) dans l'espace de modèl fini (l'espace ne contenant que le nombre fini 

des points), mais on n'avait aucune étude plus avancée dans l'espace général. 

Dans le premier paragraphe, on étudiera le balayage en posant l'hypothèse 

de majoration: U 0 ' (x)< V0 (x). Ce balayage s'appellera le balayage ordinaire. 

Dans le deuxième paragraphe, on étudiera le balayage en posant l'hypothèse de 

majoration: U~"'(x) > V0 (x). Ce balayage s'appellera le balayage inverse. On 

verra que le balayage ordinaire ou inverse est caractérisé par un principe du 

maximum ou minimum. Dans le dernier paragraphe, on considérera le balayage 

sans poser aucune hypothèse de majoration. Ce balayage s'appellera le balayage 

faible. On verra que le balayage faible est ramené au balayage ordinaire ou 

inverse pour des noyaux K du certain type. Ce travail généralise des résultats 

1) Dans ce travail, on s'agit de l'espace euclidien ou plus généralement l'espace topologique 
localement compact satisfaisant aux axiomes de dénombrabilité, 



116 Nobuyuki NINOMIY A 

obtenus dans les travaux ([3], [4]). 

§ 1. Le balayage ordinaire. 

DÉFINITION. Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage ordinaire 

par rapport au noyau N, lorsque, étant donnés un compact F et un point P 

n'appartenant pas à F, il existe au moins une mesure positive À portée par F 

telle que 
(1) 

(2) 

UÀ(x) =N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul"), 

UÀ (x)< N(x, p) dans tout l'espace. 

Cette mesure À est dite une mesure balayée de la mesure ponctuelle placée en P 
surF. 

DÉFINITION. Un noyau K est dit satisfaire au principe du maximum par 

rapport au noyau N, lorsque, pour une mesure positive À à support compact F et 

un point p n'appartenant pas à F, l'inégalité 

UÀ(x)<N(x,p) 

sur F entraîne la même inégalité dans tout l'espace. 

Soient E1 et E2 des ensembles boréliens disjoints tels que Ë 1 et Ë 2 soient 

compacts. Pour une mesure positive p. portée par E 1 et une mesure positive v 

portée par E2 , posons 

G( v)= jU"·dp.xf uvdv 
p., Cf U~" dv)2 

Il a sens seulement pour tout couple (tl, v) tel que O< ~ U~" dp.< + oo, O< ~ uv dv 

<+=et O<~U~"dv<+=. On appelle un couple minimal (p.0 , v0) qui rend 

minimum G(p., v) parmi tout couple (p., v), p. portée par E 1 et v portée par E 2 • 

LEMME 1. Si (p.o, Vo) est un couple minimal, la fonction 

gl(x) = cU~"o(x)-aUvo(x), 

où 

jouit de la propriété: 

2) Un ensemble borélien est dit de K-diamètre transfini nul s'il est de mesure nulle pour toute 
mesure positive d'énergie finie prise par rapport au noyau K, et est dit de K-capacité nulle 
s'il est de mesure nulle pour toute mesure positive dont le potentiel pris par rapport au 
noyau K est borné sur tout compact. Naturellement, tout ensemble de K-diamètre transfini 
nul est de K-capacité nulle. Inversement, tout ensemble de K-capacité nulle est de K-dia
mètre transfini nul si le noyau K satisfait au principe de continuité: pour une mesure positive 
À à support compact F, si UÀ(x) est continu comme fonction considérée sur F, il est aussi 
continu dans tout J'espace ([3], p. 160). 
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(1) g, (x) > 0 sur E, sauf un ensemble de K-capacité nulle, 

(2) g 1 (x)< 0 sur E 1 sauf un ensemble de mesure nulle pour llo· 

En particulier, lorsque E, et E2 sont des compacts disjoints, on a 

(1) g1 (x) >O sur E, sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) g, (x)< 0 sur E 1 sauf un ensemble de mesure nulle pour tto· 

Analoguement quant à la jonction 

En effect, comme Ctto, J.lo) est un couple minimal, on a l'inégalité 

O<G(tto+etr, J.lo)-G(tto, J.lo) 
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pour tout nombre positif e et pour toute mesure positive a portée par E, telle 

que 0 < ~ U(Y dtto< +co, 0 < ~ U(Y dJ.io< + oo et 0 < ~ U(Y dd< +co. Le noyau K étant 

symétrique, cela entraîne l'inégalité 

0 < 2ce ~ g1 (x) dd(X) + e2[c2 ~ U(Y dd-a ( ~ UVo dd) 2]. 

On en déduit facilement le résultat ([3], p. 151). 

LEMME 2. Si E1 et E2 sont des compacts disjoints de K-diamètre transfini positive, 

il existe au moins un couple minimal Ctto, J.lo). 

En effect, posons 

Go = inf G(tt, J.i) . 

Ici, inf est pris par rapport à tout couple (tt, J.1) tel que G(tt, J.i) ait sens. Alors, 

il existe des suites ittn) et {J.in) de mesures positives portées par E, et par E2 

respectivement telles que 

Go= limG(ttn, J.ln). 
n,oo 

Soient 

et soient tto et J.lo des mesures limites de {tt,nl et de {J.itn} respectivement (en 

prenant leurs suites partielles convenables). Le couple Ctto, J.1 0) est un couple 

minimal ([3], p. 152). 

LEMME 3. Etant donnés un compact F de K-diamètre transfini positive et un 

point P n'appartenant pas à F, il existe une mesure positive tto portée par F qui rend 

minimum 
_ .!U"'dtt 

G(tt) - [j N(x, p) dtt(x) ] 2 

parmi toute mesure positive tt portée par F. Et, la fonction 

g(x) = cU~'-o(x) -aN(x, p) , 
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OÙ 

a = ~ V"'odfl.o et c = ~ N(x, p) dfl.o(x) , 

jouit de la propriété: 

(1) g(x) >0 sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) g(x) < 0 sur le support de P.o-

En effect, posons 
Go = inf G(p., 11) • 

Ici, inf est pris par rapport à toute mesure positive p. portée par F. F étant de 

K-diamètre transfini positif, G0 est un nombre positif fini. Alors, il existe une 

suite {fl.n} de mesures positives portées par F telle que 

Go = lim G (p.n) • 
n-;= 

On peut supposer que la suite de mesures positives 

P.tn = __ll_t~_ 
fdp.n 

converge vers une mesure positive Jl.o de la masse totale un portée par F (en 

prenant une suite partielle convenable). Comme on a 

f U~"odp.0 < lim f U~"tndp.w 
j n = J 

et 

~ N(x, p) dp.0 (x) =Li~) N(x, p) dp.m(x) , 

on a 

Go= IimG(p.n) = limG(p.1n)d:G(p.o)2Go. 
n= n= 

Par suite, P.o rend minimum G(p.) parmi toute mesure positive p. portée par F. 

Alors, on a 

G (p.o) < G (p.o + êl1) 

pour tout nombre positif e et pour toute mesure positif a de K-énergie finie 

portée par F. Cela entraîne l'inégalité 

Le coefficient de e2 étant fini, on a 

~ g(x) da(x) > 0 

pour toute mesure positive a d'énergie finie portée par F. Donc, on a 

g(x) 20 

sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul. Encore, comme g(x) est 

semi-continue inférieurement sur F et on a 
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~ g(x) dpo(X) = 0, 

on a 

g(x) <O 

sur le support de Po. 

THÉORÈME 1. Pour qu'un noyau K satisfasse au principe du balayage ordinaire 

par rapport au noyau N, il faut et il suffit qu'il satisfasse au principe du maximum 

par rapport au noyau N. 

Démonstration. Supposons qu'un noyau K satisfait au principe du maximum 

par rapport au noyau N. Etant donnés un compact F de K-diamètre transfini 

positif et un point P n'appartenant pas à F, soit Po une mesure positive qui rend 

minimum 
_ jU~"dp 

G(p)- [JN(x,p)dp(x)]2 

parmi toute mesure positive p portée par F. Alors, on a d'après le lemma 3, en 

posant 

et À = _E_ Po 
a ' 

(1) U;..(x) > N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamêtre transfini nul, 

(2) Ui..(x)<N(x,p) sur le support de À. 

On a d'après le principe du maximum 

(1) Ui..(x) =N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U"'(x) < N(x, p) dans tout l'espace. 

Donc, le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau 

N. Inversement, supposons qu'un noyau K satisfait au principe du balayage 

ordinaire par rapport au noyau N. Soient À une mesure positive à support com

pact F et p un point n'appartenant pas à F tels que 

U"'(x) <N(x, p) 

sur F. Supposons qu'il y ait un point t tel que 

Ui..(t) >N(t, p). 

En prenant une mesure positive Po qui rend minimum 

_ JU~"dp 
G(p) - [J K(x, t)dp(x)]2 

parmi toute mesure positive 1~ portée par F, posons 

g(x) = cU~"o(x)-aK(x, t), 

où 
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Alors, on a d'après le lemme 3 

(1) g(x) >O sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) g(x) <O sur le support de P.o· 

À étant d'énergie finie par rapport au noyau K, on a 

0< J g(x) dÀ(X) = c) UP.odÀ-a) K(x, t) dÀ(x) 

= c) UAdp.a-aU"(t) <c) N(x, p) dp.o(x) -aN(t, p). 

D'autre part, soient Fa le support de P.o (K-diamètre transfini positif) et e' une 

mesure balayée de la mesure unité ponctuelle placée en p sur Fa. Alors, on a 

0 >) g(x) de' (x) = c) UP.ode' -a ) K(x, t) de' (x) 

= c) u~' dp.0 - aU'' (t) >c) N(x, p) dp.o(x) -aN(t, p) . 

C'est contradictoire. Donc, on a 

dans tout l'espace. 

LEMME 4. Si un noyau K satisfait au principe du maximum par rapport au 

noyau N, il satisfait au principe de continuité. 

En effet, on verra facilement que, si un noyau K satisfait au principe du 

maximum par rapport au noyau N, il satisfait au principe du maximum dilaté: 

étant donnée une mesure positive À à support compact F, si on a 

surF, on a 

dans un ensemble ouvert contenant F, c étant une constante dependant de F. 

Tout tel noyau K satisfait au principe de continuité ([3], p. 160). 

LEMME 5. Soit K un noyau satisfaisant au principe de continuité. Si une suite 

{p.n) de mesures positives portées par un compact F converge (vaguement) vers une 

mesure positive p., on a 

UP.(x) < lim ljP.n(x) 
n,= 

dans tout l'espace, l'égalité ayant lieu sauf sur un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. 

Soulignons que ce résultat est valid pourvu qu'un noyau K satisfasse au 

principe de continuité, bien qu'il soit symétrique ou non ([1]). 

THÉORÈME 2. Si un noyau K satisfait an principe du balayage ordinaire par 

rapport au noyau N (c'est-à-dire, étant donnés un compact F et un point t n'appar

tenant pas à F, on peut balayer sur F la mesure ponctuelle placée en t), à chaque 
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point p de F on peut associer une mesure positive ,l portée par F telle que 

(1) U/o.(x) =N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U/o.(x) ~N(x, p) dans tout l'espace. 
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Démonstration 3 l. Prenons une suite de voisinages {Gnl décroissant vers le 

point p et une mesure balayée Àn de la mesure ponctuelle placée en p sur Fn=F 

-Gn. Alors, on a 

(1) Ul>.n(x) =N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U/o.n(x) < N(x, p) dans tout l'espace. 

{..ln} étant de la masse totale bornée, on peut supposer qu'elle converge vers une 

mesure positive ,l portée par F (en prenant une suite partielle convenable). On a 

UJ..(x) < lim ij/o.n(x) 
n,oo 

dans tout l'espace, l'égalité ayant lieu d'après le lemme 5 sauf sur un ensemble 

de K-diamètre transfini nul. Par suite, on a 

(1) U/o.(x) =N(x, p) sur F- {p) sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U/o.(x) < N(x, p) dans tout l'espace. 

On va remplacer F- {p} par F dans l'énoncé ci-dessus (1). D'abord, si K(p, p) 

= + oo, l'ensemble {p} est de K-diamètre transfini nul. Ensuite, si K(p, p)< + oo, 

il suffit de considérer seulement le cas où K(p, p)< + oo et N(p, p)< + oo. En 

effet, si K(p, P)< + oo et N(p, p) = + oo, Ulo.(x) est borné et continu dans un 

voisinage 4J de x=p, mais N(x, p) n'y est pas borné. Naturellement, on n'a pas 

l'énoncé ci-dessus. Par suite, soient K(p, P)< + oo et N(p, p)< +co. Alors, 

l'ensemble {p} est de K-diamètre transfini positif et la partie de F- {p) contenu 

dans un voisinage de p est aussi de K-diamètre transfini positif. K(x, y) étant 

fini et uniformément continu pour des points x contenus dans un voisinage de p 

et pour des points y contenus dans un compact F, pour tout nombre positif e on 

peut trouver un voisinage de G de p, un nombre assez grand n et des points x 

de G tels que 

1 UÀ(p)- N(p, p) 1 < 1 U/o.(p)- u~o.n(p) 1 + 1 u~o.n(p)- u~o.n(x) 1 

+ 1 Ulo.n(x) -N(x, p) 1 + IN(x, p)-N(p, p) l<e. 

En faisant e -> 0, on a 

u~o.(p) = N(p, p) , 

d'où le résultat. 

On a vu d'après le théorème 2 que, si un noyau K satisfait au principe du 

balayage ordinaire par rapport au noyau N, on peut balayer toute mesure ponc· 

3) Pour faire compléter la démonstration, j'ai reçu un conseil de Monsieur Ohtsuka, qui m'a 
communiqué qu'il y avait un point obscur à ma démonstration originale. 

4) On suppose que tous les ensembles ouverts dans l'espace sont de K-diamètre transfini positif. 
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tuelle sur un compact arbitraire. On a deux remarques suivantes sur le balayage 

des mesures positives non-ponctuelles. 

REMARQUE. Soit N(x, y) un noyau positif, fini et continu en x et y. Sup

posons que le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport 

au noyau N. Etant donnés un compact F et une mesure positive p à support 

compact, on peut balayer p sur F. En effect, en prenant une suite {Pnl de 

mesures ponctuelles convergant vers p, on a 

P·(x) = lim V~"n(x) 
n,= 

uniformément sur tout compact. La suite {pn'l de mesures balayées de Jl.n sur 

F étant de la masse totale borné, on peut supposer qu'elle converge (vaguement) 

vers une mesure positive tl portée par F (en prenant une suite partielle con

venanble). Comme on a d'après le théorème 2 

(1) U~"n' (x)= V~"n(x) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U~"n'(x) < Pn(x) dans tout l'espace, 

et comme on a d'après le lemme 5 

U~"' (x)< lim U~"n' (x) 
n.= 

dans tout l'espace et l'égalité sauf sur un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

on a 
(1) U~"' (x)= V~"(x) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U~"' (x)< V~"(x) dans tout l'espace. 

REMARQUE. Soit N(x, y) un noyau positif et continu qui peut être + oo en 

x= y, mais satisfait au principe de continuité. Supposons que le noyau K satisfait 

au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. Alors, à un compact F 

et à une mesure positive quelconque fJ. à support compact, on peut associer une 

mesure positive p' portée par F telle que 

(1) U~''(x)=V~'(x) surF sauf un ensemble de (K+N)-diamètre transfini nul, 

(2) U~"'(x) < V~"(x) dans tout l'espace sauf un ensemble de (K+N)-diamètre 

transfini nul. 

En effet, soient {.un} une suite de mesures ponctuelles convergant vers p et 

.un' une mesure balayée de .Un sur F. Alors, on a d'après le théorème 2 

(1) U~"n(x) = V~"n(x) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U~"' n(x) < V~"n(x) dans tout l'espace. 

En désignant par p' la mesure limite de la suite {pn'}, on a d'après le lemme 5 

U~"'(x) < lim U~"n'(x) 
n,<:xJ 

dans tout l'espace, l'égalité ayant lieu sauf sur un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. Et, on a 
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V'-'(x) < lim V"'n(x) 
n,oo 

dans tout l'espace, l'égalité ayant lieu sauf sur un ensemble deN-diamètre trans

fini nul, d'où le résultat. 

ExEMPLE. Dans l'espace ordinaire R 3, considérons 

K(x, y) = lx-y l-"', 
et 

N(x,y) = lx-yl-~, 

Le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. 

En effect, soient À une mesure positive à support compact F et p un point 

n'appartenant pas à F, tels que 

V>-(x) <N(x, p) 

sur F. La fonction 

f(x) = V>-(x)-N(x,p) 

est sous-harmonique dans l'extérieur de F et s'annule à l'infini, et on a en chaque 

point t de F 

limf(x) < lim [V>-(x') -N(x', p)] < 0, 
x' t x'_,t 

x restant à l'extérieur de F et x' restant à F. Par suite, on a 

f(x) <O 

dans l'extérieur de F. Donc, le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire 

par rapport au noyau N. Encore, tout ensemble borélien borné de N-diamètre 

transfini nul est aussi de K-diamètre transfini nul et le noyau N satisfait au 

principe de continuité. Par suite, étant donnés un compact F et une mesure 

positive p. à support compact, il existe une mesure positive p.' portée par F telle que 

(1) VIL' (x)= VIL(x) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) VIL' (x) < VIL (x) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. 

D'autre part, tout potential d'ordre a CO<a<3) est assez régulier, c'est-àdire, 

en désignant par M( f: x, r) la moyen d'une fonction f dans la sphère centrée en 

x de rayon r, on a 

lim M(V>-: x, r) = V>-(x). 
r-, o 

Donc, on a l'énoncé plus précis que (2) 

(2') VIL' (x)< VIL(x) dans tout l'espace. 

THÉORÈME 3. Soient K(x, y) et N(x, y) des noyaux positifs et continus en x et y 

qui pourront être + oo en x=y, et soit K symétrique. Si le noyau K satisfait au 

principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N, il est de type positif. 
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Démonstration. Pour une mesure a de signe variable à support compact, on 

peut trouver deux ensembles boréliens disjoints E1 et Ez tels que E1 + Ez=F et 
11=a1-a2 , al et a2 étant des mesures positives par E1 et parEz respectivement. 

Pour démontrer 

H K(x, y) da(y) da(x) >O. 

il suffit de démontrer 

Pour cela, il suffit de démontrer 

f U"1' da/ X f U"2' da2'-

Cf U"1' da/) 2 -> 1 · 

pour un compact F1 contenu dans E1, un compact F2 contenu dans E2 et les 

restrictions a/ et a2' de a1 et a2 à F1 et F. respectivement. Soit (p.0 , v0) un couple 

qui rend minimum 

parmi tout couple (p., v), p. portée par F1 et v portée par F 2 • Alors, on a 

(1) _E_ U~"o(x) = U"o(x) sur le support de p.0 , 
a 

(2) U"o(x) < .!!___ U~"o(x) sur le support de llo, 
c 

où 

Soient p un point n'appartenant ni à F1 et ni à F 2 et œ un nombre positif tel que 

sup [ U"o (x)- œN(x, p)] = 0, x appartenant au support de v0 • 

Alors, comme le noyau K satisfait au principe du maximum par rapport au noyau 

N, on a 

U'o(x) <œN(x, p) 

dans tout l'espace. Par suite, on a 

_s_ U~"o(x) < œN(x, p) 
a 

sur le support de p.0 • Donc, on a la même inégalité dans tout l'espace. Etant 

donné un nombre positif quelconque e, prenons un point x' du support de v0 tel que 

œN(x', p) -e< U"o(x'). 

Alors, on a 
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Par conséquent, on a 

1-~ 1 ·e<alJ_ 
c U~"o (x1) c2 • 

U~"o(x) étant borné sur le support de v0 , on a 

en faisant e__,.O, d'où le résultat. 

CoROLLAIRE. Soit N(x, y) un noyau positif, fini et continu en x et y. Si un noyau 

K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport a:u noyau N, des potentiels 

de mesures balayées d'une mesure positive p. à un compact F sont bien déterminés dans 

tout l'espace. 

En effect, soient tJ.1 et f.1.11 des mesures balayées de p. sur F. Alors, on a 

U~"' (x) = U~"'1 (x) = V'"(x) 

sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul. V~"(x) étant borné sur F, 

/J.1 et f.1.11 sont tous deux d'énergie finie par rapport au noyau K. Le noyau K 

étant de type positif et a=p.'-p.' étant d'énergie nulle, on a 

pour toute mesure positive À d'énergie finie par rapport au noyau K. Donc, on a 

dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul. 

§ 2. Le balayage inverse. 

DÉFINITION. Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage inverse 

par rapport au noyau N, lorsque, étant donnés un compact F et un point p 

n'appartenant pas à F, il existe au moins une mesure positive À portée par F 

telle que 

(1) UÀ(x) =N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) Ul\(x) > N(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. 

Cette mesure À est dite une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle 

placée en p sur F. Si un noyau K satisfait au principe du balayage inverse par 

rapport au noyau N, on a 

N(p,p)<+oo 

en tout point p. Donc, le noyau N(x, y) est fini et continu en x et y. 

DÉFINITION, Un noyau K est dit satisfaire au principe du minimum par 
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rapport au noyau N, lorsque, pour une mesure positive À à support compact F et 

un point p n'appartenant pas à F, l'inégalité 

U/\(x) ?:..N(x, p) 

sur F entraîne la même inégalité dans tout l'espace. 

Soient E 1 et E2 des ensembles boréliens disjoints tels que E1 et E2 soient 

compacts. Pour une mesure positive p. portée par E 1 et une mesure positive v 

portée par E 2 , posons 

Si le noyau K(x, y) est fini et continu en x et y, G(p., v) a sens pour tout couple 

(p., v), p.~ 0 et v~ 0, et on peut considérer le maximum de G(p., v). On appelle 

un couple maximal (p.0 , v0) qui rend maximum G(p., v) parmi tout couple (p., v), 

p. portée par E 1 et v portée par E 2 • 

LEMME 6. Soit K(x, y) un noyau positif fini, continu et symétrique en x et y. 

Si CP.o, v0) est un couple maximal de G (p., v), la fonction 

g1(x) = cUILo(x)-aUvo(x), 

où 

a = ) ijfLodp.o, b = ) uvodvo et c =) uvodp.o' 

jouit de la propriété : 

(1) g1(x) <O sur E1, 

(2) g1 (x) >O sur E 1 sauf un ensemble de mesure nulle pour P.o· 

Analoguement quant à la fonction 

En effect, comme (p.0 , v0) est un couple maximal, on a l'inégalité 

pour tout nombre positif e et pour toute mesure positive a portée par E 1 • Le 

noyau K étant symétrique, cela entraîne l'inégalité 

0 > 2ce r gl (x) da(x) + ~[c2 ( va-da- a( ( uvoda) 2]. J J J 

On en déduit facilement le résultat. 

LEMME 7. Soit K(x, y) un noyau positif, fini, continu et symétrique en x et y. 

Si E1 et E2 sont des compacts disjoints, il existe au moins un couple maximal. 

En effet, posons 

Go= sup G(p., v) . 

Ici, sup est pris par rapport à tout couple (p., v), p. portée par E 1 et v portée par 
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E 2 • Alors, il existe des suites {,un) et {vn) de mesures positives par E1 et par 

E 2 respectivement telles que 

Soient 

/-lJn = ~ et 
Jd,un 

et soient ,u0 et llo des mesures limites de {,uw} et de {llw} respectivement (en 

prenant leurs suites partielles convenables). Alors, le noyau K étant fini et con

tinu en x et y, on a 

= lim G(,un, lln) =Go. 
n = 

Donc, (,u0 , llo) est un couple maximal. 

LEMME 8. Soit K(x, y) un noyau positif, fini, continu et symétriqne en x et y. 

Etant donnés un compact F et un point p n'appartenant pas à F, il existe une mesure 

,Uo qui rend maximum 

_ f U~"d,u 
G(,u) - [J N(x, p) d,u(x)]2 

parmi toute mesure positive ,u portée par F. Et, la fonction 

où 

jouit de la propriété : 

(1) g(x) :S;O sur F, 

g(x) = cU~"o(x) -aN(x, p), 

a = ~ U~"od,u0 et c = ~ N(x, p) d,uo(X) , 

(2) g(x) ~0 sur le support de ,u0 • 

En effet, posons 

Go = sup G(,u) . 

Ici, sup est pris par rapport à toute mesure positive ,u portée par F. Le noyau 

K étant fini et continu en x et y, Go est un nombre positif fini. Alors, il existe 

une suite {,un} de mesures positives portées par F telle que 

Go = lim G C,un) . 
n = 

On peut supposer que la suite de mesures positives 

/-l!n=~ 
f d,un 

converge vers une mesure positive p.o de la masse totale un portée par F (en 
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prenant une suite partielle convenable). Le noyau K étant fini et continu en x 

et y et N(x, p) étant fini et continu sur F, on a 

Go> G (po) = lim G (p~n) = lim G (pn) = Go . 
n-"= n>= 

Par suite, Po rend maximum G(p) parmi toute mesure positive p. portée par F. 

Alors, on a 

pour tout nombre positif e et pour toute mesure positive <J portée par F. Le 

noyau K étant symétrique, cela entraîne l'inégalité 

0 22ce ~ g(x) d<J(x) + e2[c2 ~ U'"d<J-a ( ~ N(x, p) d<J(x) ) 2]. 

On en déduit facilement le résultat. 

THÉORÈME 4. Soit K(x, y) un noyau positif, continu et symétrique en x et y, qui 

pourra être + oo en x= y mais satisfait au principe de continuité. Alors, pour qu'un 

noyau K satifasse au principe du balayage inverse par rapport au noyau N, il faut 

et il suffit qu'il satisfasse au principe du minimum par rapport au noyau N. 

Démonstration. Supposons qu'un noyau K satisfait au principe du minimum 

par rapport au noyau N. Soit {Kn(x, y)} une suite de noyaux positifs, finis, con

tinus et symétriques en x et y telle que 

Kn(X, y)<Km(x, y) si n<m et limKn(X, y)= K(x, y). 
n•= 

Considérons des potentiels pris par rapport au noyau Kn 

U~(x) = ~ Kn(x, y) dp( y) . 

Etant donnés un compact F de K-diamètre transfini positif et un point p n'appar

tenant pas à F, soit Pon une mesure positive qui rend maximum 

G( ) _ fU~dp 
P. -[JN(x,p)dp(x)]2 

parmi toute mesure positive p. p9rtée par F. Alors, on a d'après le lemme 8, en 

posant 

an= ~ U~ondp0n, Cn = ~ N(x, p) dP.on(X) 

(1) U!;.n(x) <N(x, p) surF, 

(2) U~n(x) ?::_N(x, p) sur le support de Àn. 

et Àn = Cn Pon, 
an 

{Àn) étant de la masse totale bornée en vertu de (1), on peut supposer qu'elle 

converge vers une mesure positive ). portée par F (en prenant une suite partielle 

convenable). Alors, on a 

U}(x) = lim U}n(x) < lim U~n(x) .ç lim UÀn(x) 
tt-+-= n-+= re-+= 
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pour un nombre fixé i>O. En faisant i---'> + =, on a 

U/\(x) < lim U.~n(x) 
n-+oo 

dans tout l'espace. Encore, comme on a 

U/\n(x) > U~n(x) > N(x, p) 

sur le support de Àn, on a en vertu du principe du minimum 

U/\n(x) ?_N(x, p) 

dans tout l'espace. Comme on a d'après le lemma 5 

U/\(x) = lim U/\n(x) 
n-+oo 

sauf sur un ensemble de K-diamètre transfini nul, on a 

(1) U/\(x) <N(x, p) sur F, 
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(2) U/\(x) > N(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre trans-

fini nul. 

Donc, on a 

(1) U/\(x) =N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U/\(x) ?_N(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. 

Donc, À est une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle placée en p 
sur F. Inversement, supposons qu'un noyau K satisfait au principe du balayage 

inverse par rapport au noyau N. Soient a une mesure positive à support compact 

F et p un point n'appartenant pas à F tels que 

U"(x) > N(x, p) 

sur F. Supposons qu'il y ait un point t tel que 

U"Ct) <NCt, p). 

En prenant une suite {Kn(x, y)} de noyaux positifs, finis, continus et symétriques 

telle que 

Kn(x, y) <Km(X, y) si n<m 
et 

lim Kn(x, y) = K(x, y) , 
n-+= 

soit fl.on une mesure positive qui rend maximum 

_ JU~dp. 
G(p.)- [JK(x,t)d,u(x)]2 

parmi toute mesure positive ,u portée par F. En faisant 

on a d'après le lemme 8 
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(1) U~n(x) <K(x, t) sur F, 

(2) U~n(x) 2K(x, t) sur le support de Àn. 

Unl étant de la masse totale bornée en vertu de (1), on peut supposer que P.nl 
converge vers une mesure positive À portée par F (en prenant une suite partielle 

convenable). Alors, on a 

N(t, p) > U"(t) = ~ K(x, t) dœ(x) 

> ~ U~n(x) dœ(x) > ~ U}n(x) dœ(x) 

pour un nombre assez grand n et un nombre fixé i. Par suite, on a en faisant 

n--'>-+co 

N(t, p) > U"(t) >) U}(x) dœ(x). 

Donc, on a en faisant i -->+co 

N(t, p) > J UÀdœ = ) U"dl. ~ ~ N(x, p) dl. (x) . 

D'autre part, soient Fn le support de Àn et e~ une mesure inversement balayée de 

la mesure ponctuelle placée en p sur F n. Alors, comme on a 

U"n' (x) = N(x, p) 

sur le support de Àn sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, on a 

U"n'(x) ~N(x, p) 

sur le support de Àn en vertu du semi-continuité inférieur. Par suite, on a 

N(t, p) < U"n' (t) = ~ K(x, t) den'(x) 

<~ U~n(x) den'Cx) < ~ Ull.n(x) den'(x) 

= ~ u•n' (x) dÀn(X) < ~ N(x, p) dÀn(X) . 

Donc, on a en faisant n--'>-+ co 

N(t, p) < ~ N(x, p) dl. (x) , 

ce qui est contradictoire. Ainsi, on a 

U"(x) > N(x, p) 

dans tout l'espace. 

THÉORÈME 5. Soit K(x, y) un noyau satisfaisant au principe du balayage inverse 

par rapport au noyau N sous la même hypothèse que le théorème 4. Alors, à tout 

compact F et une mesure positive quelconque p. à support compact, on peut associer une 

mesure positive p.' portée par F telle que 

(1) U~-'' (x)= P'(x) sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) U~-'' (x)?" T!~-'(x) dans tout l'espace sauf un ensemb!G de K-diamètre transfini nul. 
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Démonstration. On peut balayer sur F la mesure ponctuelle placée en tout 

point du complémentaire de F dû au théorème 4. Pour balayer sur F la mesure 

ponctuelle placée en un point p de F, soient {Gn} une suite de voisinage de P 
décroissant vers p et Àn une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle 

placée en p sur Fn=F-Gn. Alors, on a 

(1) UÀn(x) =N(x, p) sur Fn sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) UÀn(x) ?>._N(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. 

{Àn) étant de la masse totale bornée, soit À une mesure limite de Àn. Alors, 

comme on a 

UÀ(x) < lim UÀn(x) 
n~~ 

dans tout l'espace, l'égalité ayant lieu sauf sur un ensemble de K-diamètre trans

fini nul, on a 

(1) UÀ(x)=N(x,p) sur F-{p) sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, 

(2) UÀ (x) 2_ U(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamètre transfini 

nul. 

Pour remplacer F- {p) par F dans l'énoncé ci-dessus (1), il suffit de démontrer 

UÀ(p) = N(p, p) 

lorsque K(p, p) < + =. En effect, si K(p, p) =+co, l'ensemble {p) est de K

diamètre transfini nul. Par suite, soit K(p, p) < + oo. Alors, l'ensemble {p} est 

de K-diamètre transfini positif et la partie de F- {p) contenu dans un voisinage 

de p est aussi de K-diamètre transfini positif. K(x, y) étant fini et uniformément 

continu pour des points x contenus dans un voisinage de p et pour des points y 

contenus dans un compact F et N(x, y) étant fini et continu pour tout x et y 

comme on a déjà remarqué, pour tout nombre positif ~> on peut trouver un 

voisinage G de p, un nombre assez grand n et des points x de G tels que 

1 UÀ(p)-N(p, p) 1-s:::. 1 UÀ(p)- UÀn(p) 1 + 1 UÀn(p)- UÀn(x) 1 + 
1 UÀn(x)- N(x, p) 1 + 1 N(x, p)-N(p, p) l<e. 

En faisant ~>->0, on a 

Donc, J. est une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle placée en 

P sur F. Enfin, étant donnés un compact F de K-diamètre transfini positif et une 

mesure positive quelconque p. à support compact, soit {/~nl une suite de mesures 

ponctuelles convergant vers p.. Le noyau N(x, y) étant fini et continu en x et y, 

on a 

P(x) = lim V 0 n(x) 
n-o>~ 

uniformément sur tout compact. Alors, la mesure limite ;l de la suite de mesures 
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inversement balayées P.n' de P.n sur Fn est une mesure inversement balayée de P. 

surF. 

ExEMPLE. Dans l'espace à dimension un R (c'est-à-dire, l'espace de - oo< x 

< + oo), considérons 

K(x, y)= lx-yi'", 

Le noyau K satisfait au principe de l'équilibre inverse (c'est-à-dire, au principe 

du balayage inverse par rapport au noyau N(x, y) -1). En effect, soient À une 

mesure positive à support compact F (contenant au moins deux points) et P 
un point n'appartenant pas à F, tels que 

sur F. Alors, comme la fonction UÀ(x) est finie, continue pour tout point x et 

concave dans tout intervalle du complémentaire du F et tend vers + oo lorsque 

1 x 1 ~ + oo, on a toujours 

Donc, le noyau K satisfait au principe de l'équilibre inverse. Encore, le noyau 

K satisfait au principe du balayage inverse (c'est-à-dire, au principe du balayage 

inverse par rapport au noyau N(x, y)- K(x, y)). En effect, soient À une mesure 

positive à support compact F (contenant au moins deux points) et p un point 

n'appartenant pas à F, tels que 

UÀ(x)"2: lp-xl"' 

sur F. Pour tout ensemble e, soit -e' ={x'; xEe, x'Epx, IP-xi·IP-x'l = 1). 

Et soit À' la mesure portée par F' définie par la relation 

dÀ'(y') = 1 p-y'l-'"dÀ(y)' 

Alors, comme on a l'égalité 

pour tout point x et y, on a 

Comme on a 

lx-YI _ lx'-y'l 
lp-xl - lp-y'l 

UÀ'(x') >1 

yEF. 

sur F', on a la même inégalité dans R. Donc, on a partout 

DÉFINITION. Un noyau K(x, y) positif, fini, continu et symétrique en x et y 
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est dit de type négatif si on a 

J UfLdp.X J U'dv< ( J ljfLdv)z 

pour tout couple (p., v) de mesures positives à supports compacts disjoints. 

THJlORÈME 6. Soient K(x, y) et N(x, y) des noyaux positifs, finis et continus en 

x et y, et soit K symétrique. Si le noyau K satisfait au principe du balayage 

inverse par rapport au noyau N, il est de type négatif. 

Démonstration. Soient P1 et Pz deux compacts disjoints. Soit (p.0 , v0) un 

couple qui rend maximum 

parmi tout couple (p., v) de mesures positives, p. portée par P1 et v portée par P2 • 

Alors, on a d'après le lemme 6 

(1) 

(2) 

où 

_c;_ ljfLo(x)>[J-'o(x) sur le support de p.0 , 

a 

U'o(x) > 1J_ ljfLo(x) sur le support de li0 , 

c 

Soient p un point n'appartenant ni à P1 et ni à Pz et a un nombre positif tel 

que 

inf [U'o(x) -aN(x, p)] = 0, x appartenant au support de v0 • 

Alors, comme le noyau K satisfait au principe du minimum par rapport au noyau 

N, on a 

U'o(x) >aN(x, p) 

dans tout l'espace. Par suite, on a 

_c;_ U"o(x) >aN(x, p) 
a 

sur le support de P.o. Donc, on a la même inégalité dans tout l'espace. Etant 

donné un nombre positif quelconque e, prenons un point x' du support de llo tel 

que 

Alors, on a 

Par conséquent, on a 

c ljPo(x')-1-e>U"o(x');:~!!_ U"o(x'). 
a c 

1 a 1 >ab +- ljfL ( ,-)·e 2 c 0 x c . 
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U1Lo(x) étant borné sur le support de llo, on a 

ab< 1 
2= c 

en faisant s~> 0, d'où le résultat. 

En passant, rappellons l'unicité de potentiels de mesures inversement balayées 

au cas où un noyau K(x, y) est fini et continu en x et y. 

LEMME 9. Soit Kun noyau de type négatif. Si on a 

~ U1Lodp.o x~ uvodvo = ( ~ UModvo) 2 

pour un couple de mesures positives fJ.o et v0 portées par des ensembles boréliens dis

joints E, et E2 respectivenent, on a 

dans tout l'espace, où 

a = ~ UModp.o, b = ) uvodvo, c = ) UModvo, 

g,(x) = cUMo(x) -aUvo(x) et g2 (x) = cUvo(x) -bUILo(x). 

En effet, remarquons que, si le noyau K est de type négatif, on a toujours 

- J U1Ldp.Xj uvdv /" 
G(p., v) - Cf UMdv)z .____ 1 

pour tout couple de deux mesures positives p. et v positives fi. et v portées par 

des ensembles boréliens disjoints. Par suite, on a 

G (P.o+ êtJ, llo) < 1 = G (fl.o, llo) 

pour tout nombre e >O et pour toute mesure positive a portée par le complé

mentaire du support de v0 • Cela entraîne l'inégalité 

0::::::2cs ~ g1 (x)dtJ(x) +s2[c2 ) U05dtJ-a( J U 05dv0) 2]. 

On en déduit facilement 
g,(x)<O 

sur le complémentaire du support de llo. Comme on a 

~ g, (x) dp.0 (x) = 0, 

on a 

(1) g1 (x) < 0 sur le complémentaire du support de llo, 

(2) g,(x) =0 sur le support de P.o· 

Analoguement, on a 

(1) g 2 (x) ~0 sur le complémentaire du support de /~o. 

(2) g 2 (x) =0 sur le support de Vo. 

D'autre part, comme on a 
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dans tout l'espace, on a 

dans tout l'espace. 

THÉORÈME 7. Soit K(x, y) un noyau positif, fini, continu et symétrique en x et 

y. Si le noyau K satisfait au principe du balayage inverse par rapport au noyau N, 

tout potentiel de mesures inversement balayées d'une mesure positive quelconque tt à 

tout compact F est bien déterminé dans tout l'espace. 

Démonstration. Soient p.' et p" des mesures inversement balayées de tt à F. 

Alors, on a 

uP-' (x) = U'"" (x) = V'"(x) 

sur F. On peut écrire 

p 1 et p 2 étant des mesures positives portées par des sous-ensembles boréliens dis

joints E 1 et E 2 de F respectivement. Comme on a 

sur F, on a d'après le lemma 9 

g1 (x) = cU~"1(x) -aU~"2(x) = 0 

dans tout l'espace. Comme on a 

a = ) U~"1dp1 = ~ U!L2dp1 = c, 

on a d'ailleurs 

c'est-à-dire, 

dans tout l'espace. 

REMARQUE. On n'a aucun résultat sur l'unicité de potentiels de mesures 

inversement balayées au cas où K(x, y) est un noyau positif, continu et symétrique 

qui est + oo en x= y. 

B 3. Le balayage faible. 

DÉFINITION. Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage faible par 

rapport au noyau N lorsque, étant donnés un compact F et un point p n'appar

tenant pas à F, il existe au moins une mesure positive À portée par F telle que 

UÀ(x) = N(x,p) 

sur F sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul. Cette mesure À est dite une 
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mesure faiblement balayée de la mesure ponctuelle placée en P sur F. 
Naturellement, si un noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire ou 

inverse par rapport au noyau N, il satisfait au principe du tjalayage faible par 

rapport au noyau N. On n'a pas un principe du maximum .ou minimum qui 

caractérise des noyaux K satisfaisant au principe du balayage faïble par rapport 

au noyau N. On va démontrer que le balayage faible équivaut au balayage 

ordinaire au cas où le noyau K est de type positif, et que le balayage faible 

équivaut au balayage inverse au cas où le noyau K est de type négatif. 

THÉORÈME 8. Soient K(x, y) et N(x, y) des noyaux positifs et continus en x et 

y qui pourront être + oo en x= y, et soit K symétrique. Si le noyau K est de type 

positif et satisfait au principe du balayage faible par rapport au noyau N, il satis

fait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. Si le noyau K est 

de type négatif et satisfait au principe du balayage faible par rapport au noyau N, 

il satisfait au principe du balayage inverse par rapport au noyau N. 

Démonstration. Supposons qu'un noyau K est de type positif et satisfait au 

principe du balayage faible par rapport au noyau N. Soient a une mesure positive 

à support compact F et p un point n'appartenant pas à F tels que 

U 00 (x) ::;N(x, p) 

sur F. Supposons qu'il y ait un point t ( ='F P) tel que 

Soient G un compact de K-diamètre transfini positif contenant le point t dans 

lequel 

et (P.o, J.lo) un couple qui rend minimum 

parmi tout couple (p., v) de mesures positives, p. portée par F et v portée par G. 

Alors, on a d'après le lemme 1 

(1) g,(x) ;:.:0 sur F sauf un ensemble de K-diamètœ transfini nul, 

(2) g, (x) < 0 sur le support de P.o, 

et analoguement quant à g,(x), où 

a=) ljiLodp.o, b =) uvodvo, c =) ljiLodvo, 

g,(x) = cU"o(x)-aUvo(x) et g2 (x) = cUvo(x)-bU"o(x). 

Comme le noyau K est de type po~itif, on a 
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dans tout l'espace. Encore, comme on a 

g2 (X) = 0 

sur le supports de va sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul, on a 

g 1 (x) <O 

sur le support de Vo sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul. En prenant 

une mesure faiblement balayée À de la mesure ponctuelle placée en p sur l'union 

des support de fJ.o et de Vo, on a 

0 ~ ) g 1 (x) dÀ (x) = c) U~"odÀ -a~ U>odÀ 

= c) U"dJJ.o-a) U"dvo = c) NCx, p) dJJ.oCx) -a~ N(x, p) dvo(X) . 

D'autre part, on a 

O< ~ g 1 (x) dœ(x) = c ~ U~"odœ-a i uvodœ 

= c ~ UœdJJ.0-a i Uœdvo< c) N(x, p) dJJ.0 (x) -a) N(x, p) dv0 (x) , 

ce qui est contradictoire. Donc, on a 

uœ(x) < N(x, p) 

pour tout point x 4= p. En faisant x -ô> p, on a 

uœ(p) <N(p, p). 

Donc, le noyau K satisfait au principe du maximum par rapport au noyau N, c'est

à-dire, au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. Ensuite, sup

posons qu'un noyau K est de type négatif et satisfait au principe du balayage 

faible par rapport au noyau N. Soient œ une mesure positive à support compact 

F et p un point n'appartenant pas à F tels que 

uœ(x) ~N(x, p) 

sur F. Supposons qu'il y ait un point t (=f=p) tel que 

uœ(t) <NCt, p). 

Soient G un compact contenant le point t dans lequel 

uœ(x) <N(x, p). 

Le noyau K étant fini et continu en x et y, on peut considérer le maximum de 

- J U~"dpX J uvdv 
G(p., v) - Cf U~"dv) 2 

parmi tout couple (p., v) de mesures positives, fJ. portée par F et v portée par G. 

Soit (P.o, va) un couple maximal. Alors, on a d'après le lemme 6 

(1) g1Cx) ::::0 sur F, 

(2) g1(x) =0 sur le support de P.o, 
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et analoguement quant à g2 (x) sous les mêmes n9tations. Comme le noyau K est 
de type négatif, on a 

dans tout l'espace. Encore, comme on a 

sur le support de llo, on a 

sur le support de llo. En prenant une mesure faiblement balayée À de la mesure 
ponctuelle placée en p sur l'union des supports de fl.o et de ll0, on a 

0:::::::) g,(x) dJ.(x) = c ~ U~'-odÀ-a ~ U>odÀ 

= c ~ U/\dfl.o-a ~ U"dll0 = c ~ N(x, p) df1.0 (x) -a) N(x, p) dllo(x) • 

D'autre part, on a 

O>) g,(x)dœ(x)=c j U~'-odœ- a) uvodœ 

=c ~ ur:vdtlo- a) ur:vdllo>c j N(x, p) dfl.o(X) -a j N(x, p) dllo(X)' 

ce qui est contradictoire. Donc, on a 

ur:v(x) > N(x, p) 

pour tout point x ~F p. En faisant x-"' p, on a 

ur:vcp) > N(p, p). 

Donc, le noyau K satisfait au principe du minimum par rapport au noyau N, 
c'est-à-dire, au principe du balayage inverse par rapport au noyau N. 

REMARQUE. La démonstration montre que le balayage faible équivaut au 
balayage ordinaire pourvu que K(x, x)=+ oo en tout point x, bien que le noyau 
K ne soit pas de type positif. En effect, la démonstration est valide si on a 

cg1 (x)+ag2 (x) = (c2 -ab)·U~'-o(x)<O. 

Pour cela, on n'a seulement à prendre un compact G contenant le point t de la 
manière que 
(1) K(x, y) >A>O pour tout x et y de F, 
(2) K(x, y) <B< + oo pour tout x de F et pour tout y de G, 
(3) K(x, y) >B2/A pour tout x et y de G. 
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