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Introduction

Soient K(x, ) et N(x, y) des fonctions positives et continues en x et y dans
I'espace®, qui pourront étre +oo en x=y, et soit K(x, y) symétrique [K(x, »)
=K(y,x)]. On considére les potentiels d'une mesure g pris par rapport aux
noyaux K et N

Uro = | K ) duty)
et

Ve = [N aucy).

Dans ce travail on s’occupe a I'étude sur le balayage généralisé : étant donnée une
mesure positive z, y-a-t’il sur un compact arbitraire F au moins une mesure positive
¢ portée par F telle que

U (x) = V¥(x)

sur F? Il est plein d’intérét d’établir la théorie du balayage généralisé, car, dans
la théorie usuelle du potentiel, le probléme de I'équilibre est le balayage généralisé
au cas ot N(x, y)=1 et le probléme du balayage est le balayage généralisé au
cas ot N(x, ¥)=K(x,y). Le balayage généralisé était présenté par Choquet et
Deny ([2]) dans I'espace de modél fini (I'espace ne contenant que le nombre fini
des points), mais on n’avait aucune étude plus avancée dans l’espace général.
Dans le premier paragraphe, on étudiera le balayage en posant I’hypothése
de majoration: U* () <V*(x). Ce balayage s’appellera le balayage ordinaire.
Dans le deuxiéme paragraphe, on étudiera le balayage en posant I'hypothése de
majoration: U* (%) >V"(x). Ce balayage s’appellera le balayage inverse. On
verra que le balayage ordinaire ou inverse est caractérisé par un principe du
maximum ou minimum. Dans le dernier paragraphe, on considérera le balayage
sans poser aucune hypothése de majoration. Ce balayage s’appellera le balayage
faible. On verra que le balayage faible est ramené au balayage ordinaire ou
inverse pour des noyaux K du certain type. Ce travail généralise des résultats

1) Dans ce travail, on s’agit de l'espace euclidien ou plus généralement l’espace topologique
localement compact satisfaisant aux axiomes de dénombrabilité,
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obtenus dans les travaux ([8], [4]).

§1. Le balayage ordinaire.

DerinttioN. Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage ordinaire
par rapport au noyau N, lorsque, étant donnés un compact F et un point p
n'appartenant pas a F, il existe au moins une mesure positive 4 portée par F
telle que
(1) UMx)=N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul?®,

(2) UMax)XN(x,p) dans tout l’espaée.
Cette mesure 4 est dite une mesure balayée de la mesure ponctuelle placée en p
sur F.

DErintrioN. Un noyau K est dit satisfaire au principe du maximum par
rapport au noyau N, lorsque, pour une mesure positive 4 a support compact F et
un point p n’appartenant pas a F, l'inégalité

U*(x) =N(x, p)

sur F entraine la méme inégalité dans tout I'espace.

Soient E, et E, des ensembles boréliens disjoints tels que E, et E, soient
compacts. Pour une mesure positive uz portée par E; et une mesure positive v
portée par E,, posons

G = 10 Uy

Il a sens seulement pour tout couple (g, v) tel que 0<C S Ut dp<+ oo, 0<S Uvdy

<+oo et O<SU”dV<+0<>. On appelle un couple minimal (u,, ¥,) qui rend

minimum G(g, v) parmi tout couple (u,»), # portée par E, et v portée par E,.
LemMmE 1. Si (uo, Yo) est un couple minimal, la fonction

(%) = cUM(x)—alU% (),

ou

a=SU’*0d,u0, b=SU”0dvo et c=SU"0dv0,

jouit de la propriété:

2) Un ensemble borélien est dit de K-diamétre transfini nul §’il est de mesure nulle pour toute
mesure positive d’énergie finie prise par rapport au noyau K, et est dit de K-capacité nulle
s’il est de mesure nulle pour toute mesure positive dont le potentiel pris par rapport au
noyau K est borné sur tout compact. Naturellement, tout ensemble de K-diamétre transfini
nul est de K-capacité nulle. Inversement, tout ensemble de K-capacité nulle est de K-dia-
métre transfini nul si le noyau K satisfait au principe de continuité: pour une mesure positive
A a support compact F, si UM x) est continu comme fonction considérée sur F, il est aussi
continu dans tout I’espace ([3], p. 160).
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(1) g.(x) =0 sur E, sauf un ensemble de K-capacité nulle,

2 g.(x) Z0 sur E, sauf un ensemble de mesure nulle pour .
En particulier, lorsque E, et E, sont des compacts disjoints, on a
1) g.(x) =0 sur E, sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,
2 () Z0 sur E, sauf un ensemble de mesure nulle pour uo.
Analoguement quant & la fonction

g:(x) = cUY (x) —bU"0 (x) .
En effect, comme (z, ¥,) est un couple minimal, on a I'inégalité
0<G(uo+eo, vo) —G (o, vo)
pour tout nombre positif ¢ et pour toute mesure positive ¢ portée par E, telle
que 0 S Udpy<+ oo, O§S Udvy<+ et 0K S U°do<+ . Le noyau K étant

symétrique, cela entraine l'inégalité
0= 2ce S g1(x) do(x) +eq c? S Udo—a( S U¥do)?].

On en déduit facilement le résultat ([8], p. 151).

LemMmE 2. Si E; et E, sont des compacts disjoints de K-diamétre transfini positive,

il existe au moins un couple minimal (to, Vo).

En effect, posons
G, =inf G(g, V) .

Ici, inf est pris par rapport i tout couple (z,v) tel que G(u, v) ait sens. Alors,
il existe des suites {u.} et {v,} de mesures positives portées par E, et par E,
respectivement telles que

G, = lim Gy Vo) .

Soient

— _ Mn
Hin Tdun

=_Yn
et Vin Fav,
et soient z, et v, des mesures limites de {u,,} et de {v,} respectivement (en
prenant leurs suites partielles convenables). Le couple (4, ¥,) est un couple

minimal ([3], p. 152).

Lemwme 3. Etant donnés un compact F de K-diamétre transfini positive et un
point p wappartenant pas ¢ F, il existe une mesure positive p, portée par F qui rend
minimum

Utdp
el Ph
P T NG, pde@ T

parmi toute mesure positive u portée par F. Et, la fonction

g(x) = cU%(x)—aN(x, p),
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ou
a= S Utodpy et ¢ = SN(x,ﬁ) dpe(x) ,

jouit de la propriété:
1) g =0 sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,
@) gx) Z0 sur le support de po.

En effect, posons

G, =1inf G(y, V) .

Ici, inf est pris par rapport i toute mesure positive u portée par F. F étant de
K-diameétre transfini positif, G, est un nombre positif fini. Alors, il existe une
suite {u,} de mesures positives portées par F telle que

Go = lim G(un) -

On peut supposer que la suite de mesures positives

— M

Pan = Tdn

converge vers une mesure positive y, de la masse totale un portée par F (en
prenant une suite partielle convenable). Comme on a

S Utodp, < I”I_rg S Utindu,,
et

[N pam@ = lim (NG, p dpinto
on a

Go = lim G(un) = lim G(uyn) =G (o) =G .

Par suite, 4, rend minimum G(z) parmi toute mesure positive g portée par F.

Alors, on a
G (o) <G (uo+e0)

pour tout nombre positif ¢ et pour toute mesure positif ¢ de K-énergie finie
portée par F. Cela entraine l'inégalité

0<2¢e S (%) do(®) +52[02S Usdo—a( S N(x, p)do(x)7].
Le coefficient de ¢ étant fini, on a

S 2(0) do(2) =0
pour toute mesure positive ¢ d’énergie finie portée par . Donc, on a

g(x) =0

sur [ sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul. Encore, comme g(x) est
semi-continue inférieurement sur F et on a
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[ @ au =0,

on a
g =0
sur le support de .

TutoreME 1. Pour guw'un noyau K satisfasse au principe du balayage ordinaire
par rapport au noyau N, il faut et il suffit qu’il satisfasse au principe du maximum
par rapport au noyau N.

Démonstration. Supposons qu’un noyau K satisfait au principe du maximum
par rapport au noyau N. Etant donnés un compact F de K-diamétre transfini
positif et un point p n’appartenant pas a F, soit x, une mesure positive qui rend
minimum

Uutd,
6 = i, s
parmi toute mesure positive x portée par F. Alors, on a d’aprés le lemma 3, en
posant

a=SU”‘0dﬂo, c=SN(x,p)duo(x) et AZ%MO’

(1) U*x)=N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,
(2) U*(x)<XN(x, p) sur le support de 4.
On a d’aprés le principe du maximum
1) UMx)=N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,
(2) UMx) < N(x, p) dans tout I'espace.
Donc, le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau
N. Inversement, supposons quun noyau K satisfait au principe du balayage
ordinaire par rapport au noyau N. Soient 4 une mesure positive a support com-
pact F et p un point n’appartenant pas a F tels que
UMax) <Nz, p)
sur F. Supposons qu’il y ait un point ¢ tel que
Ur#) >N, p) .

En prenant une mesure positive g, qui rend minimum

_ SU"du
CW = 7K G, HduD T

parmi toute mesure positive p portée par F, posons

gx) = cUt(x)—aK(x, 1),

a=SU“0d,uo et ¢c= Uto(t).
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Alors, on a d’aprés le lemme 3

(1) gl =0 sur F sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul,
(2) g(x) <0 sur le support de .

X étant d’énergie finie par rapport au noyau K, on a

0= (s ai@ = ¢ [ Unai-a (K, v aico

= ¢ | Urdpm—aU0r @ < | NG, 5) do) —aN G, 5) .

D’autre part, soient F, le support de y, (K-diamétre transfini positif) et ¢ une
mesure balayée de la mesure unité ponctuelle placée en p sur F,. Alors, on a

0= S gD de (@) = ¢ S Urde—a | K(x, £ de (1)
—c{ U¥dn—al? )z [N, ) din () —aN )

C’est contradictoire. Donc, on a
UMx) <N(x, p)
dans tout I'espace.

LemMmE 4. Si un noyau K satisfait aw principe du maximum par rapport au
noyau N, il satisfait au principe de continuité.

En effet, on verra facilement que, si un noyau K satisfait au principe du
maximum par rapport au noyau N, il satisfait au principe du maximum dilaté:
étant donnée une mesure positive 4 4 support compact F, si on a

UMx) M
sur F, on a

UrMx)Zc-M
dans un ensemble ouvert contenant F, ¢ étant une constante dependant de F.
Tout tel noyau K satisfait au principe de continuitée ([8], p. 160).

LemME 5. Soit K un noyau satisfaisant au principe de continuité. Si ume suite
{un} de mesures positives portées par un compact F converge (vaguement) vers umne

mesure positive p, on a
Ur(x) < lim U*n (x)
n;,

dans tout Uespace, I'égalité ayant liew sauf sur un ensemble de K-diamétre transfini
nul.

Soulignons que ce résultat est valid pourvu qu’un noyau K satisfasse au
principe de continuité, bien qu’il soit symétrique ou non ([17]).

TrEOREME 2. Si un noyau K satisfait an principe du balayage ordinairve par
rapport au noyau N (C’est-a-dire, étant donnés un compact F et un point t wappar-

tenant pas & F, on peut balayer sur F la mesure ponctuelle placée en t), ¢ chaque
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point p de F on peut associer umne mesure positive A portée par F telle que
(1) UMx)=NC(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul,
(2) UMx) < N(x, p) dans tout Uespace.

Démonstration®. Prenons une suite de voisinages {G,} décroissant vers le
point p et une mesure balayée 4, de la mesure ponctuelle placée en p sur F,=F
—G,. Alors, on a
(1) U*»(x)=N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul,

(2) UM (x) <N(x, p) dans tout l’espace.
{44} étant de la masse totale bornée, on peut supposer qu’elle converge vers une
mesure positive 4 portée par F (en prenant une suite partielle convenable). On a

Ur(x) = lim U (x)

dans tout l’espace, I'égalité ayant lieu d’aprés le lemme 5 sauf sur un ensemble
de K-diameétre transfini nul. Par suite, on a

1) UMx)=N(x, p) sur F—{p} sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,
(@ U*x) £ N(x, p) dans tout lespace.

On va remplacer F— {p} par F dans I’énoncé ci-dessus (1). D’abord, si K(p, p)
=+ oo, ’ensemble {p} est de K-diameétre transfini nul. Ensuite, si K(p, p)<+ oo,
il suffit de considérer seulement le cas oi K(p, p)<+oo et N(p, p)<+o. En
effet, si K(p, p)<+oo et N(p, p) =+, UMx) est borné et continu dans un
voisinage® de x=p, mais N(x, p) n’y est pas borné. Naturellement, on n’a pas
I’énoncé ci-dessus. Par suite, soient K(p, p)<+ oo et N(p, p)<+oo. Alors,
I’ensemble {p} est de K-diamétre transfini positif et la partie de F— {p} contenu
dans un voisinage de p est aussi de K-diamétre transfini positif. K(x, y) étant
fini et uniformément continu pour des points x contenus dans un voisinage de p
et pour des points y contenus dans un compact F, pour tout nombre positif ¢ on
peut trouver un voisinage de G de p, un nombre assez grand z et des points x
de G tels que

[UMp)—=N(p, ) |ZIUMP) = U (p) | + 1T (p) — Un(x) |
+ 11U () —~N(x, p) | + IN(x, p)—N(p, p) 1<e.
En faisant ¢e—0, on a
UM p) =N, p),
d’ott le résultat.

On a vu d’aprés le théoréme 2 que, si un noyau K satisfait au principe du
balayage ordinaire par rapport au noyau N, on peut balayer toute mesure ponc-

3) Pour faire compléter la démonstration, j’ai recu un conseil de Monsieur Ohtsuka, qui m’a
communiqué qu’il y avait un point obscur 4 ma démonstration originale.
4) On suppose que tous les ensembles ouverts dans I’espace sont de K-diamétre transfini positif.
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tuelle sur un compact arbitraire. On a deux remarques suivantes sur le balayage
des mesures positives non-ponctuelles.

REMARQUE. Soit N(x,3) un noyau positif, fini et continu en x et y. Sup-'
posons que le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport
au noyau N. Etant donnés un compact F et une mesure positive z# 4 support
compact, on peut balayer 2 sur F. En effect, en prenant une suite {xz,} de
mesures ponctuelles convergant vers u, on a

VH(x) = lim V*=(x)

uniformément sur tout compact. La suite {z,} de mesures balayées de u, sur
F étant de la masse totale borné, on peut supposer qu’elle converge (vaguement)
vers une mesure positive u portée par F (en prenant une suite partielle con-
venanble). Comme on a d’aprés le théoréme 2

(1) U4 (x) =V*s(x) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

(2) U*+'(x) <V*«(x) dans tout P'espace,

et comme on a d’aprés le lemme 5

U (x) < lim Uk (2)

dans tout 'espace et I’égalité sauf sur un ensemble de K-diamétre transfini nul,
on a

(1) U¥(x)=V*(x) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

(2) U*(x)<V*(x) dans tout 'espace.

ReMARQUE. Soit N(x, y) un noyau positif et continu qui peut étre +oo en
x=y, mais satisfait au principe de continuité. Supposons que le noyau K satisfait
au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. Alors, & un compact F
et 2 une mesure positive quelconque u# 4 support compact, on peut associer une
mesure positive ¢’ portée par F telle que
(1) U¥(x)=V*(x) sur F sauf un ensemble de (K+N)-diamétre transfini nul,
(2) U"(x)<V*(x) dans tout l'espace sauf un ensemble de (K+N)-diamétre

transfini nul.

En effet, soient {u,} une suite de mesures ponctuelles convergant vers u et
u, une mesure balayée de u, sur F. Alors, on a d’aprés le théoréme 2
(1) U%n(x)=V*s(x) sur F sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul,

(2) U¥n(x) <V*»(x) dans tout Pespace.
En désignant par u la mesure limite de la suite {z,’}, on a d’aprés le lemme 5

U () < lim U*' (%)

i
dans tout l'espace, 'égalité ayant lieu sauf sur un ensemble de K-diamétre transfini
nul. Et, on a
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VE(x) < lim V¥ (x)
#nro

dans tout I'espace, 1’égalité ayant lieu sauf sur un ensemble de N-diameétre trans-
fini nul, d’o1 le résultat.

ExempLE. Dans l’espace ordinaire R3, considérons

K&,y = lz—y1™@, 1<a<3
et
N(x, ») = lx—y|78, 0<BpZ1.

Le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N.

En effect, soient 4 une mesure positive a support compact F et p un point
n’appartenant pas a F, tels que

UMax) <N, p)
sur F. La fonction
f@) = U@ ~N(, p)
est sous-harmonique dans I’extérieur de F et s’annule a l'infini, et on a en chaque
point ¢ de F
@f(x) é}i_ﬁr} [U*)—NW, p]1=0,

x restant a4 P'extérieur de F et & restant & F. Par suite, on a
f) =0

dans Pextérieur de F. Donc, le noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire
par rapport au noyau N. Encore, tout ensemble borélien borné de N-diamétre
transfini nul est aussi de K-diamétre transfini nul et le noyau N satisfait au
principe de continuité. Par suite, étant donnés un compact F' et une mesure
positive # a support compact, il existe une mesure positive »’ portée par F telle que
) U¥x)=V*() sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

(2 U"(x) <V*(x) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diameétre transfini

nul.

D’autre part, tout potential d’ordre a (0<Ca<(3) est assez régulier, c'est-adire,
en désignant par M(f:x,7) la moyen d’une fonction f dans la sphére centrée en
x de rayon 7, on a

lin;lM(U)‘:x, r) =U ).

Donc, on a I’énoncé plus précis que (2)
(2) U*(x) <V*(x) dans tout l'espace.

TrtorEME 3. Soient K(x,y) et N(x,y) des noyaux positifs et continus en % et y
qui pourrvomt étre +oo en x=y, et soit K symétrique. Si le noyau K satisfait au

principe du balayage ovdinaire par vapport au noyau N, il est de type positif.
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Démonstration. Pour une mesure o de signe variable & support compact, on

peut trouver deux ensembles boréliens disjoints E; et E, tels que E,+E,=F et
o=0d,—07,, 0, et o, étant des mesures positives par E, et par E, respectivement.
Pour démontrer

|| K, 9 doty) dotey z0.

il suffit de démontrer

S U%do, X [ U°%do,
(S Udoy)?

=1.

Pour cela, il suffit de démontrer

fU"l'dal’XfU”z'daz’>
Tyt =

pour un compact F; contenu dans E;, un compact F, contenu dans E, et les

restrictions o, et ¢,” de o, et 0, & F; et F, respectivement. Soit (u, ¥,) un couple
qui rend minimum

Gy, v) = I—U(’}l’zfiig @

parmi tout couple (z,v), ¢ portée par F, et v portée par F,. Alors, on a

D % Uto(x) =U"(x) sur le support de o,

@ U ”t(x)é% U*o(x) sur le support de v,

ou

a= S Ukdpy, b= S Uvdv, et ¢= S Urody.

Soient p un point n’appartenant ni a4 F; et ni 4 F, et @ un nombre positif tel que
sup [U%(x) —aN(x, p)1 =0, x appartenant au support de v,.

Alors, comme le noyau K satisfait au principe du maximum par rapport au noyau
N, on a
U (x) <aN(x, p)

dans tout l'espace. Par suite, on a
% Uto(x) <aN(x, p)

sur le support de #,. Donc, on a la méme inégalité dans tout I'espace. Etant

donné un nombre positif quelconque &, prenons un point x” du support de v, tel que
aN (', p) —e< UV (x) .

Alors, on a

£ iy —e < U@) <L Um).

4
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Par conséquent, on a
ab

c*.

a 1.
S ICIR

Uto(x) étant borné sur le support de v,, on a

b
zi=1

en faisant ¢e—0, d’ou le résultat.

CoroLLAIRE. Soit N(x, ¥) un noyau positif, fini et continu en x et y. Si un noyau
K satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N, des potentiels
de mesures balayées d’'une mesure positive p ¢ un compact F sont bien déterminés dans
tout lespace.

En effect, soient ¢ et ¢’ des mesures balayées de u« sur F. Alors, on a
U¥ (%) = U*'(2) = VH(x)
sur F sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul. V*(x) étant borné sur F,

' et p”’ sont tous deux d’énergie finie par rapport au noyau K. Le noyau K
étant de type positif et o=y"—y étant d’énergie nulle, on a

(S U“dl)z gg Udo - S UNL =0

pour toute mesure positive 1 d’énergie finie par rapport au noyau K. Donc, on a
U (x) = UM (x)

dans tout 'espace sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul.

§2. Le balayage inverse.

DerinirioN. Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage inverse
par rapport au noyau N, lorsque, étant donnés un compact F et un point p
n’appartenant pas a F, il existe au moins une mesure positive 4 portée par F
telle que
(1) U*(x)=N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

(2) UMx)=N(x, p) dans tout 'espace sauf un ensemble de K-diamétre transfini
nul.

Cette mesure 4 est dite une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle

placée en p sur F. Si un noyau K satisfait au principe du balayage inverse par

rapport au noyau N, on a

N(p, p) <A+oo
en tout point p. Donc, le noyau N(x, ) est fini et continu en x et y.

DeriniTioN, Un noyau K est dit satisfaire au principe du minimum par
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rapport au noyau N, lorsque, pour une mesure positive 4 & support compact F et
un point p n’appartenant pas a F, l'inégalité
U*(x) =N(x, p)
sur F entraine la méme inégalité dans tout I'espace.
Soient E; et E, des ensembles boréliens disjoints tels que E, et E, soient
compacts. Pour une mesure positive z portée par E; et une mesure positive v

portée par E,, posons

G~ LU U

Si le noyau K(x, y) est fini et continu en x et y, G(u, v) a sens pour tout couple
(e, v), nx0 et v=0, et on peut considérer le maximum de G(z,v). On appelle
un couple maximal (4, ¥,) qui rend maximum G(g,v) parmi tout couple (x,v),
p portée par E, et v portée par E,.

LemMmE 6. Soit K(x,y) un noyau positif fini, continu et symétrique en x et y.
Si (uo, vo) est un couple maximal de G(u,v), la fonction

&) = cUM(x)—alU%(x),
ou
a={Urdn, o= vnav, et o= [,
jouit de la propriété:
D g <0 sur E,
@2) g1(x®) =0 sur E, sauf un ensemble de mesure nulle pour p,.

Analoguement quant ¢ la fonction
2(x) = cU(x) —bU"(x) .
En effect, comme (u,, ¥,) est un couple maximal, on a l'inégalité
0=G (o +e0, o) —G (o, o)

pour tout nombre positif ¢ et pour toute mesure positive ¢ portée par E,. Le
noyau K étant symétrique, cela entraine I'inégalité

0=>2ce S g1(x)da(x) +€c? S U°do—a( X U edo)?].
On en déduit facilement le résultat.

LemME 7. Soit K(x, y) un noyau positif, fini, continu et symétrique en x et y.
Si E, et E, sont des compacts disjoints, il existe au moins un couple maximal.

En effet, posons
G, =sup G(g,v) .

Ici, sup est pris par rapport a tout couple (z,v), # portée par E, et v portée par
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E,. Alors, il existe des suites {u.) et (v,) de mesures positives par E; et par
E, respectivement telles que

Gy = lim G(uyu, va) .

Soient

— _n
Fan fdﬂn

et soient u, et v, des mesures limites de {u,,} et de {v,,} respectivement (en

et v,=—-2—

prenant leurs suites partielles convenables). Alors, le noyau K étant fini et con-

tinu en x et y, on a
Gy =G (o, vo) = ,11"2 G(ttin, Vin)
=1im G (ttn, v») = Go.
g
Donc, (#9, o) est un couple maximal.

LemME 8. Soit K(x, y) un noyau positif, fini, continu et symétrigne en x et y.
Etant donnés un compact F et un point p wapparvtenant pas ¢ F, il existe une mesure
Mo qui vend maximum

_ S Utdp
CW) = 17N Cx, ) du® T

parmi toute mesure positive p poriée par F. FEt, la fonction

g(x) = cUt(x) —aN(x, p) ,
on
a= S Utddp, et c¢= XN(x, D) du(x),
jouit de la propriété:

1 gl =0 sur F,
@) gx) =0 sur le support de .

En effet, posons
Go=sup G(p) .

Ici, sup est pris par rapport 4 toute mesure positive p portée par F. Le noyau
K étant fini et continu en x et y, G, est un nombre positif fini. Alors, il existe
une suite {u,} de mesures positives portées par F telle que

G, = lim G(n) -

On peut supposer que la suite de mesures positives

— _Un
Pan Tdun

converge vers une mesure positive x4, de la masse totale un portée par F (en
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prenant une suite partielle convenable). Le noyau K étant fini et continu en x
et y et N(x, p) étant fini et continu sur F, on a

GozG o) = Hm G () = lim G(pn) = Go.

Par suite, #, rend maximum G(x) parmi toute mesure positive z portée par F.
Alors, on a

G (1) =G (1o +€0)

pour tout nombre positif ¢ et pour toute mesure positive ¢ portée par F. Le
noyau K étant symeétrique, cela entraine I'inégalité

0=>2ce S () do() + ¢ | U'do—a S N(x, p)do(2))?].
On en déduit facilement le résultat.

TutoriME 4. Soit K(x, ¥) un noyau positif, continu et symétrique en % et y, qui
pourra étre +oo en x=y mais satisfait au principe de continuité. Alors, pour qu'un
noyau K satifasse au principe du balayage inverse par rapport au noyaw N, il faut

et il suffit qu’il satisfasse au principe du minimum pav rapport au noyau N.

Démonstration. Supposons qu'un noyau K satisfait au principe du minimum
par rapport au noyau N. Soit {K,(x, y)} une suite de noyaux positifs, finis, con-
tinus et symétriques en x et y telle que

Ku(x, ) < Kp(x,y) sin<m et limK,(x,») = K(,9).
Considérons des potentiels pris par rapport au noyau K,
Uh(x) = S Ku(x, ) du(y) .

Etant donnés un compact F de K-diamétre transfini positif et un point p n’appar-

tenant pas a F, soit uy, une mesure positive qui rend maximum

_ R
CW) =t Nx, ) duD T

parmi toute mesure positive u portée par F. Alors, on a d’aprés le lemme 8, en
posant

an = | Otondyn, en= (NG D don) et 1= 2,
”n

D Upn(x) <N, p) sur F,

(2) Uln(x) =N(x, p) sur le support de A,.

{1,} étant de la masse totale bornée en vertu de (1), on peut supposer qu’elle
converge vers une mesure positive 4 portée par F (en prenant une suite partielle
convenable). Alors, on a

Ui(®) = lim Ujn(x) <lim Uj»(x) < lim U*»(x)
n>o

nroo #n>oo
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pour un nombre fixé 7 >0. En faisant i— + oo, on a

U*(x) < lim Ujn(x)
n>o

dans tout l'espace. Encore, comme on a
Urn(x) ZUjn(x) =N(x, p)
sur le support de 4., on a en vertu du principe du minimum
Urn(x) ZN(x, p)
dans tout I'espace. Comme on a d’aprés le lemma 5

Urx) = ,I,ITIE Urn(x)

sauf sur un ensemble de K-diameétre transfini nul, on a

1 U*x) <N(x, p) sur F,

(2 Ux)=N(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diamétre trans-
fini nul.

Donc, on a

(1) U*x)=N(x, p) sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

(2 UM®)=N(x, p) dans tout l'espace sauf un ensemble de K-diameétre transfini
nul.

Donc, 4 est une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle placée en p

sur F. Inversement, supposons qu’'un noyau K satisfait au principe du balayage

inverse par rapport au noyau N. Soient « une mesure positive a support compact

F et p un point n’appartenant pas a F tels que

U%(x) =N(x, p)
sur F. Supposons qu’il y ait un point ¢ tel que
U <NGE, p) .
En prenant une suite {K,(x, »)} de noyaux positifs, finis, continus et symétriques

telle que

Kau(x, ) < Km(x, y) si n<m
et
lim K(x, ) = K(x, 3) ,

N>

soit 4y, une mesure positive qui rend maximum

_ S Undp
CW = R, D dpo T

parmi toute mesure positive u portée par F. En faisant

An = S Uhondpron, cn= Urmn(t) et A,= ag"z//‘on »

n

on a d’aprés le lemme 8
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1) Up(x)<K(x,1) sur F,

@2 Ud(a)=K(x, t) sur le support de 4,.

(2.} étant de la masse totale bornée en vertu de (1), on peut supposer que {1}
converge vers une mesure positive 2 portée par F (en prenant une suite partielle

convenable). Alors, on a
NG, p) >U®) = | K, 0 dax)
gg Uha(2) da(x) > S UMn(x) da(x)

pour un nombre assez grand # et un nombre fixé i. Par suite, on a en faisant
n— 4+ oo
NG, ) > U = | Vi) da) .

Donc, on a en faisant i — + oo
NG, p) >S UNe = S Ui = S NCx, ) dA(x) .

D’autre part, soient F, le support de 4, et ¢, une mesure inversement balayée de

la mesure ponctuelle placée en p sur F,. Alors, comme on a
Ut (x) = N(x, )

sur le support de 2, sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul, on a
Ut (x) <N(x, p)

sur le support de 1, en vertu du semi-continuité inférieur. Par suite, on a
NG, ) S U 0 = | K D den/ ()
<[ o de 0 < [ U0 e ()
= {or@ann < [N p i .

Donc, on a en faisant #—+ oo

NG, < | NG par

ce qui est contradictoire. Ainsi, on a
U*(x) =ZN(x, p)
dans tout Pespace.

TutoraME 5. Soit K(x, y) un noyau satisfaisant au principe du balayage inverse
par vapport au noyauw N sous la méme hypothése que le théoréme 4. Alors, a tout.
compact F et une mesure positive quelconque p ¢ support compact, on peut associer une
mesure positive p’ portée par F telle que
D U¥x)=V*(x) sur F sauf un ensemble de K-diametre trans find nul,

(2) U¥(x)=V*(x) dans tout lespace sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul.
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Démonstration. On peut balayer sur F la mesure ponctuelle placée en tout
point du complémentaire de F di au théoréme 4. Pour balayer sur F la mesure
ponctuelle placée en un point p de F, soient {G,} une suite de voisinage de p
décroissant vers p et 4, une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle
placée en p sur F,=F—G,. Alors, on a
(1) U*»(x)=N(x, p) sur F, sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

(2) U (x) =N(x, p) dans tout espace sauf un ensemble de K-diameétre transfini
nul.
{4x} étant de la masse totale bornée, soit A une mesure limite de 4,. Alors,

comme on a
UM x) < lim UM (x)
Nn-roo

dans tout l'espace, 'égalité ayant lieu sauf sur un ensemble de K-diamétre trans-

fini nul, on a

(1) UMx)=N(x, p) sur F—{p} sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,

@) U*x)=U(x, p) dans tout 'espace sauf un ensemble de K-diamétre transfini
nul.

Pour remplacer F—{p} par F dans I’énoncé ci-dessus (1), il suffit de démontrer

UM(p) = N(p, p)

lorsque K(p, p)<-+oo. En effect, si K(p, p)=+ oo, I'ensemble {p} est de K-
diameétre transfini nul. Par suite, soit K(p, p) <+ oo. Alors, 'ensemble {p} est
de K-diamétre transfini positif et la partie de F— {p} contenu dans un voisinage
de p est aussi de K-diamétre transfini positif. K(x, y) étant fini et uniformément
continu pour des points x contenus dans un voisinage de p et pour des points y
contenus dans un compact F et N(x, y) étant fini et continu pour tout x et y
comme on a déjid remarqué, pour tout nombre positif ¢ on peut trouver un
voisinage G de p, un nombre assez grand # et des points ¥ de G tels que

[UMP)—NCp, p) I ZNUMNp) = Urn(p) | + 1 Urs(p) — Urn(2) | +
[ U (%) —=N(x, )| + N, p) —=N(p, p) |<e.
En faisant ¢—0, on a

Urp) =N D).

Donc, 2 est une mesure inversement balayée de la mesure ponctuelle placée en
p sur F. Enfin, étant donnés un compact F de K-diamétre transfini positif et une
mesure positive quelconque # a support compact, soit {z, une suite de mesures
ponctuelles convergant vers s Le noyau N(x, y) étant fini et continu en x et ¥,
on a

VE(x) = lim V¥a(x)

uniformément sur tout compact. Alors, la mesure limite ¢’ de la suite de mesures
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inversement balayées u,” de u, sur F, est une mesure inversement balayée de u

sur F.

ExemprLe. Dans l'espace 4 dimension un R (c’est-a-dire, I'espace de —oo<lx
<+ o), considérons

K(x, 9 = lz—yl*, 0<a<l,

Le noyau K satisfait au principe de I'équilibre inverse (c’est-d-dire, au principe
du balayage inverse par rapport au noyau N(x, y)=1). En effect, soient 4 une

mesure positive a support compact F (contenant au moins deux points) et p
un point n’appartenant pas a F, tels que

Urx) =1

sur F. Alors, comme la fonction U>(x) est finie, continue pour tout point x et
concave dans tout intervalle du complémentaire du F et tend vers + o lorsque

|x|—4co, on a toujours
Urx)=1.

Donc, le noyau K satisfait au principe de I’équilibre inverse. Encore, le noyau
K satisfait au principe du balayage inverse (c’est-ad-dire, au principe du balayage
inverse par rapport au noyau N(x, y) =K(x, y)). En effect, scient 4 une mesure

positive a support compact F (contenant au moins deux points) et p un point
n’appartenant pas a F, tels que
UMx) = 1p—xl®
sur F. Pour tout ensemble e, soit
—_
¢ = {a'; x€e, A €px, |p—xl-1p—x'|=1}.

Et soit 4’ la mesure portée par F’ définie par la relation

ar(y) =1p—y17%di(y), y€F.
Alors, comme on a l'égalité

=yl _ |#'=5]
lp—xl  1p—yl

pour tout point x et y, on a

[p—x7%-UMx) = UM (&) .
Comme on a
Uy (%) =1
sur FV, on a la méme inégalité dans R. Donc, on a partout
Urx) =p—x]®.

DeriniTioN. Un noyau K(x, y) positif, fini, continu et symeétrique en x et y
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est dit de type négatif si on a
S U’*dpzxg Udeg(S Utdy)?
pour tout couple (4, v) de mesures positives 4 supports compacts disjoints.

TuiorREME 6. Soient K(x,y) et N(x,y) des noyaux positifs, finis et continus en
x et y, et soit K symétrigue. Si le mnoyau K satisfait auw principe du balayage
inverse par rapport au noyaw N, il est de type négatif.

Démonstration. Soient F, et F, deux compacts disjoints. Soit (u, ¥¢) un
couple qui rend maximum

S Ukdpx S UYdy

G y) = (fU“'dV)Z

parmi tout couple (z,r) de mesures positives, u portée par F, et v portée par F,.
Alors, on a d’aprés le lemme 6

1 < U to(x)=U"(x) sur le support de u,,

2 UY(x)= > U“O(x) sur le support de v,
ol

~ (U, b= Uy, et o= Uran,.

Soient p un point n’appartenant ni a F, et ni 4 F, et @ un nombre positif tel
que
inf [U¥(x) —aN(x, p)1 =0, =x appartenant au support de v,.
Alors, comme le noyau K satisfait au principe du minimum par rapport au noyau
N, on a
U (x) ZaN(x, p)

dans tout I’espace. Par suite, on a
< Uto(x) =aN(x, p)

sur le support de u,. Donc, on a la méme inégalité dans tout l’espace. Etant
donné un nombre positif quelconque ¢, prenons un point x* du support de v, tel
que

aN(, p) +e > U (x) .
Alors, on a

L gy +e> UVO(x”)g% Ubo(x') .
Par conséquent, on a

a ab
1+ cU"(x) > .



134 Nobuyuki NINOMIYA

U*(x) étant borné sur le support de v,, on a

S

IN

o
cZ

1

en faisant ¢—0, d’ou le résultat.
En passant, rappellons l'unicité de potentiels de mesures inversement balayées
au cas ol un noyau K(x, y) est fini et continu en x et y.

LemMe 9. Soit K un noyau de type négatif. Si on a
S U“Oduoxg Usdyy = (S Utodve)?
pour un couple de mesures positives p, et v, portées par des ensembles boréliens dis-
joints E, et E, respectivenent, on a
&) = g =0
dans tout espace, ou
a = S Urodpo, b= S Uvdv,, ¢ = S Utadv,,
g:(x) = cU"(x) —aU(x) et g,(x) = cU(x)—bU(x).
En effet, remarquons que, si le noyau K est de type négatif, on a toujours

w v

GOy =1

pour tout couple de deux mesures positives # et v positives u et v portées par
des ensembles boréliens disjoints. Par suite, on a
G(uoteo, vo) <1 = G(to, ¥o)
pour tout nombre e >0 et pour toute mesure positive ¢ portée par le complé-
mentaire du support de v,. Cela entraine l'inégalité
0=2ce S g1(x0)da(x) +e[c? g U‘Tda——a(‘g Udvy)?].
On en déduit facilement
g:(x) <0

sur le complémentaire du support de v,. Comme on a

[t dme =0,

on a

(1) g.(x) Z0 sur le complémentaire du support de v,
(2) g.(x)=0 sur le support de .

Analoguement, on a

(1) g,(x) <0 sur le complémentaire du support de u,,
(2) g:(x)=0 sur le support de v,.

D’autre part, comme on a
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cg1(x) +ag,(x) =0

dans tout l'espace, on a
g1<x> = gz<x> =0
dans tout I’espace.

TutoreMmE 7. Soit K(x, y) un noyau positif, fini, continu et symétrique en x et
y. Si le noyau K satisfait auw principe du balayage inverse par rapport au noyau N,
tout potentiel de mesures inversement balayées d’une mesure positive quelconque p @
tout compact F est bien déterminé dans tout I’espace.

Démonstration. Soient y' et y#” des mesures inversement balayées de ¢ a F.
Alors, on a
U (x) = U" (&) = V*(x)
sur F. On peut écrire
o= ==t
et u, étant des mesures positives portées par des sous-ensembles boréliens dis-
joints E; et E, de F respectivement. Comme on a
Uti(x) = Ut2(x)
sur F, on a d’aprés le lemma ¢
&i(x) = cUM(x)—alU2(x) =0
dans tout ’espace. Comme on a
a = S Urdp, = S Utedpy, = ¢,
on a d’ailleurs
Uhi(x) = UM (),
C’est-a-dire,
U (x) = U (x)
dans tout l’espace.

ReEMARQUE. On n’a aucun résultat sur l'unicité de potentiels de mesures
inversement balayées au cas ot K(x, y) est un noyau positif, continu et symétrique

qui est +o0 en x=y.

$3. Le balayage faible.

DerinrrioN. Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage faible par
rapport au noyau N lorsque, étant donnés un compact F et un point p n’appar-
tenant pas a F, il existe au moins une mesure positive 4 portée par F telle que

U*x) = N(x, p)

sur F sauf un ensemble de K-diameétre transfini nul. Cette mesure 4 est dite une
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mesure faiblement balayée de la mesure ponctuelle placée en p sur F.
Naturellement, si un noyau K satisfait au principe du balayage ordinaire ou
inverse par rapport au noyau N, il satisfait au principe du lalayage faible par
rapport au noyau N. On n’a pas un principe du maximum ou minimum qui
caractérise des noyaux K satisfaisant au principe du balayage faible par rapport
au noyau N. On va démontrer que le balayage faible équivaut au balayage
ordinaire au cas ou1 le noyau K est de type positif, et que le balayage faible
équivaut au balayage inverse au cas ou le noyau K est de type négatif.

TutoriME 8. Soient K(x,y) et N(x,y) des noyaux positifs et continus en x et
¥ qui pourvomt étre +oo en x=y, et soit K symétrique. Si le noyau K est de type
positif et satisfait au principe du balayage faible par rapport au noyau N, il satis-
fait au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. Si le noyau K est
de type négatif et satisfait au principe du balayage faible par rapport au noyau N,
il satisfait au principe du balayage inverse par rapport au noyau N.

Démonstration. Supposons qu'un noyau K est de type positif et satisfait au
principe du balayage faible par rapport au noyau N. Soient « une mesure positive
a support compact F et p un point n’appartenant pas a F tels que

U®(x) <N, p)
sur F. Supposons qu’il y ait un point ¢ (5Fp) tel que
U*@) >N, p) .

Soient G un compact de K-diamétre transfini positif contenant le point ¢ dans
lequel

U*(x) >N, p),
et (0, ¥o) un couple qui rend minimum

SUMux S U dy

Gy, v) = T Uran)?

parmi tout couple (z,¥) de mesures positives, ¢ portée par F et v portée par G.
Alors, on a d’aprés le lemme 1
(1) gi(x) =0 sur F sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul,
(2) g.(») <0 sur le support de pu,
et analoguement quant a g;(x), ol
. S Ubodpy, b = S U¥dv,, ¢ = S Ukodyy
g1(x) = cU™(x)—aU%(x) et g(x) = cU%(x)—bU"(x).

Comme le noyau K est de type positif, on a

cgi(x) +ag,(x) = (¢*—ab) Ut(x) <0
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dans tout I'espace. Encore, comme on a
g:(®) =0

sur le supports de v, sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul, on a
(=0

sur le support de v, sauf un ensemble de K-diamétre transfini nul. En prenant
une mesure faiblement balayée 4 de la mesure ponctuelle placée en p sur I'union
des support de u, et de v,, on a

0= S (x) dA(x) = cS U"Odll—as Uvedi
= o[ Urdpe—a [ UM = ¢ [N, p din@)—a [ NG p o)

D’autre part, on a

0< S 2:(x) da(x) = cg Utida—a g Uida

- cS deﬂo—ag Utdy,< ¢ S Nz, p) dpo(x) —a S N(x, p) dvo()

ce qui est contradictoire. Donc, on a
U*(x) <N, p)

pour tout point x==p. En faisant x—p, on a

U*(p) <N, D).
Donc, le noyau K satisfait au principe du maximum par rapport au noyau N, c'est-
a-dire, au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N. Ensuite, sup-
posons quun noyau K est de type négatif et satisfait au principe du balayage
faible par rapport au noyau N. Soient a« une mesure positive 4 support compact
F et p un point n’appartenant pas a F tels que
U*(x) =N, p)
sur F. Supposons qu’il y ait un point ¢ (&=p) tel que

U@ <NG, p) .
Soient G un compact contenant le point ¢ dans lequel
U?(x) <N, p) .
Le noyau K étant fini et continu en x et v, on peut considérer le maximum de
S UYpx [ Uvdy
(S Utdp)?
parmi tout couple (4, ) de mesures positives, u portée par F et v portée par G.
Soit (z, v,) un couple maximal. Alors, on a d’aprés le lemme 6
(D g:(x) <0 sur F,
(2) g.(x)=0 sur le support de u,,

G, v) =
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et analoguement quant a g,(x) sous les mémes notations. Comme le noyau K est
de type négatif, on a

cg1(x) +ag,(x) = (¢*—ab)-Uto(x) =0
dans tout l’espace. Encore, comme on a

g(x) =0
sur le support de v,, on a
g1(x) =0

sur le support de v,. En prenant une mesure faiblement balayée 4 de la mesure
ponctuelle placée en p sur 'union des supports de g, et de vy, on a

0= [a@ai = | vrai-a | vmar
= | vdm—a {Uran = ¢ [N p dpi—a | NG ) dvt
D’autre part, on a
0= { 5.0 datn) =c{Umda - o[
—c | U a | Uran > (N p a0 —a [ NG, p v ?

ce qui est contradictoire. Donc, on a
U*(x) ZN(x, p)
pour tout point x=Fp. En faisant x—p, on a
, Us(p) =N(p, p) .

Donc, le noyau K satisfait au principe du minimum par rapport au noyau N,
C’est-a-dire, au principe du balayage inverse par rapport au noyau N.

RemarQUE. La démonstration montre que le balayage faible équivaut au
balayage ordinaire pourvu que K(x, x) =+co en tout point x, bien que le noyau
K ne soit pas de type positif. En effect, la démonstration est valide si on a

cg1(x) +ag,(x) = (F—ab)-Ut(x) 0.

Pour cela, on n’a seulement a prendre un compact G contenant le point ¢ de la
maniére que

(1) K(x, ) >A>0 pour tout x et y de F,

@2) K(x, y)<B<+o pour tout x de F et pour tout y de G,

(3 K(x, ) >B*/A pour tout x et y de G.
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