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(Eingegangen am 13, September 1961)

Es sei S ein Schiefring mit Einselement, und o sei eine Ordnung von S. Es
sei ferner o* eine » umfassende, mit o aquivalente Maximalordnung, die die
folgenden Asanoschen Bedingungen geniigt:

A;: »o* ist eine regulire Maximalordnung.

A,: Es gilt der Teilerkettensatz fiir ganze zweiseitige o*-Ideale.

As: Jedes Primideal von o* ist stark teilerlos, d.i. der Restklassenring nach

jedem Primideal ist ein einfacher Ring.
f sei der Fithrer von o hinsichtlich o*. Im allgemeinen gibt es noch andere solche
Maximalordnungen. Zunichst betrachten wir die Beziehungen zwischen den
Fiihrern hinsichtlich der verschiedenen solchen Maximalordnungen. Weiter unter-
suchen wir die Bedingungen dafiir, dass jedes in o enthaltene zweiseitige o-Ideal
als ein Durchschnitt von endlich vielen Primiridealen dargestellt wird. Bei der
Zerlegung der in o enthaltenen o-Ideale miissen wir die Barnessche Primalideale®
beriicksichtigen : tatsichlich in der Zerlegung des Fiihrers { treten nicht nur die
Primérideale sondern auch Primalideale auf. Wir betrachten die j-Komponente in
o wie bei §10 [2]. Schliesslich untersuchen wir die Blockideale und deren Prim-
teiler, und wir zeigen, dass jedes Blockideal hochstens nur einen reguliren Prim-
teiler besitzt, wenn S eine Algebra {iber dem p-adischen Zahlkérper K, ist: also
sind fast alle Primteiler des Blockideals Primteiler von f.

$1. Beziehungen zwischen den Fiithrern von » beziiglich verschiedener
Maximalordnungen.

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von S, und
of, of, - die Asanoschen Bedingungen (A4,), 4,, A, geniigende, 0 umfassende, mit
0 Aquivalente Maximalordnungen. Es sei f; bzw. {. der Fiihrer von o beziiglich
of bzw. of. Wir setzen of =o* auf einen Augenblick.

Hirssatz 1.2 Es sei p ein Primideal von o und setzen wir o¥po*~o=p,. P ist
dann und nur dann nicht ein Verengungsideal von o, wenn (p:9),= o)1= ist,
wobei (P :9o),= {x€0lpexp}, (p:po);={x€olap, Sy} ist.

Beweis. Aus der Definition po(p:po), Zp, also pSp oder (9:py),Sp. Ist

1) Wir nennen Barnessche “primal ideal” [5] Primalideal.
2) Hilfssatz 1 und Satz 1 bedurfen an Stelle von A, nur, dass jedes Primideal teilerlos ist,
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P, Cp, so gilt p,=p, da offenbar p, 20y ist, d.h. p ist in diesem Falle ein Verengungs-
ideal. Ist dagegen (:90), 0, so ist (p:pe),=p. Ist zweitens p ein Verengungs-
ideal und zugleich (b:po),=p, so folgt (p:p),=p, was ein Widerspruch ist.

Sarz 1. Ein Primideal, das zugleich ein Eigenideal® ist, ist vegular.

Beweis. Ist p ein Verengungsideal, so ist nach Satz 1 [11] p regular. Sonst
gilt (0:po),=(p:p):=p wegen Hilfssatzes 1. Wir bezeichnen die Rechts- bzw.
Linksordnung von p, mit o, bzw. 0;, so gilt 0, o, denn po, The,=p, o, also
0, & p~Y, daher 0,y Ty~ pCon. Andererseits PO P =ped, P =0,+0,p, und 0,9 &p wegen
der Voraussetzungen, also 0,p=p, und o, =0, ebenso 0;=0p, also ist p, ein Verengungs-
und zugleich Eigenideal, und folglich ein regulires Ideal. Wir setzen o¥po*
=p¥pok=, dann ist P ein regulires Ideal von o*. Dann nach Satz 19 [4] gilt
P=p,--P0, di. pyp0e=0(®), wo by, ---,p, regulare Primideale sind und q, ein
zweiseitiges Ideal mit a,2f" ist. Ist p;=o0(b), so ist p reguldr. Ist andererseits
aw=0(p), so folgt p=aq,, da ersichtlich a,=2p ist, daraus folgt, dass L =p¥po*=p¥a0*
2f°, was unmeéglich ist, da P regular ist.

Satz 2. Ist o ein zweiseitiges v-Ideal mit (a,§;)=o, so ist (a,¥r) =0, d.h. die

Regularitit des Ideals von o ist unabhingig von den v umfassenden Maximalordungen.

Beweis. Es sei p ein Primideal von o, Nach Satz 1 ist p dann und nur dann
(p, ) =p, wenn P ein Eigenideal ist, und die letzte Eigenschaft ist unabingig von
den Maximalordnungen, also (p, fr)=b, d.h. der Satz ist richtig fiir Primideale.
Ist a ein zweiseitiges o-Ideal mit (q, ) =p, so ist a=pf---pir, (p;, ;) =0, also
(j, T») =0, daher (a, f») =0.

Derintrion. Die Menge Y= {x € S|ofx0of Co} ist ein o¥-0f-Ideal, und heisst

der Fiilwer von o hinsichtlich oF und of.

Hivrssatz 2. Ist Wein in 0 enthaltenes maximales novmales Ideal, dessen Links-
bzw. Rechtsordnung v¥ bzw. of ist, so ist A=V =*=F%, wo 13 bzw. {* der Links-
bzw. Rechtsfiihrer® von 0¥ bzw. o} bedeutet.

Beweis. Es ist AT ={x€ S|ofx o}, und ;¥ ist ein normales Ideal, also

A=, ebenso A=§#. Offenbar ist AT {x € S|o¥xok To} =1, und A ist maximal,
also A={"*,

Satz. 3. Ist der Fiibwer Yi* von o hinsichtlich oF und 0F ein in 0 enathltenes
maximales normales Ideal, so sind §; und . zusammengehorig.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist {*={"=§®, und §{; ist die Linkshiille von
f¥ =1 wegen Hilfssatzes 1 [12], ebenso ist . die Rechtshiille von jé*.

3) Vgl §1 [12].
4) Vgl §1 [12].
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Wir betrachten die von den zweiseitigen Idealen aus of bzw. of erzeugte
Gruppe & bzw. &. Sie sind isomorph nach der zusammengehérigen® Trans-
formation: @=®". Wir bezeichnen diese zusammengehorige Transformation mit
¢:8?=. Es sei g; bzw. g, die Links- bzw. Rechtshiille von {#*, so sind g; und
gr zusammengehorig, d.h. g,=C#""q,8* wo Gi* ein beliebiges ganzes o¥*-vf-Ideal
bedeutet, und ¥,2g;, - 2gz.

Hivrssarz 3. Ist (N, g;) =0f fiir ein zweiseitiges 0f-Ideal N, so ist (N°, qr) =0f.

Beweis. Es sei A¢=Cit7Cik, Es ist (A%, qp) = (CFTACi, Gik™'q,Cik) =Cir™
A, g,) CF=pF,

Es sei %; ein zweiseitiges of-Ideal mit (;, §,) =0¥, so ist A;~o=a regular.
Wir setzen U.=ofao}, so folgt nach Satz 2 (U, ¥») =o0¥, und wir haben die eine-

indeutige Zuordnung ‘21,-——¢——>9Ik S =,
Hirrssatz 4. Ist W; ein zweiseitiges o¥-Ideal mit (N;, ;) =0%, so ist AL=NY,

Beweis. Es sei P3; ein Primideal von of mit (P;, g,) =0o¥, also ($;, ;) =o¥,
dh. P; ist regular, also auch Gi*7'$,6% regular, und (C#'P,C*k, g,) =o0f wegen
Hilfssatzes 3, daher 8+ '$3,6i* o ist ein regulires Primideal von o und teilerfremd
mit gp. Setzt man P; ~0=p, so gilt C*'P,Eik o=F+""{fik 0 DpfE  p=pF*pas,
und ¢, %0 (mod fi*7'Pji%~0), also p=0 (mod §* 'P;iik ~0), also folgt p=Fi+""%fi*
~0, da b teilerlos ist. Weil p, fi*7'Pié* regular sind, pof=ofp=C#""§,C*, also

Hivrssarz 5. Die Anzahl der verschiedewen Primteiler von t; bzw. T sind
einander gleich.

Beweis. Es seien %y, --,P, die verschiedenen Primteiler von g¢;. Wir
bezeichnen die von den zweiseitigen Idealen aus 0} erzeugte Gruppe mit & und
die Gruppe von zu g; teilerfremden Idealen erzeugte Untergruppe mit G. Dann
ist =P, X (Py) X - X (PBo) X G, wobei (B;) die von P; erzeugte zyklische Gruppe
bedeutet. Also haben wir &%= () x --- X (B£) X G®. Andererseits ¢ und ¢ stimmen
in G iiberein wegen Hilfssatzes 4, daraus folgt die Behauptung.

Hriirssatz 6. Es sei fik=q,---qut0, wobei qy, -+, qp vegulire Primideale von o sind
und o, einen Teiler einer Potenz von Y; bedeutet : 0,20%!, v=>1. Dann ist die Linkshiille
a; von Y% gleich q;-+-p,€e=5,---82,8,, wobei €, die Linkshiille von v¥a, bedeutet, und
Q;=0fq;=q0*.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass VikF=p%jik=0%q,---qs00="52,---Q U,
Wo=0%0,=21;. Es sei € die Linkshiille von %,, so ist €,2f}, also (0Q,---0,, &)

5) Vgl s 17 [2].
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=o¥. Esist Q- Q, U220 -0A=T*D 0, 0,6,. Andererseits ist Q,---0,6,
=0,-0,~6, die Linkshiille von Q;--Q,~%, also 0,---0,6, ist die Linkshiille
von fi*, d.h. g;=8,---0,68,.

Satz 4. Alle verschiedene Primteiler des Fiihrers §; bzw. T sind paarweise zusum-
mengehirig.

Beweis. Nach Satz 19 [4] folgt, dass fr=b;-0, %0, To221;, wobei f, ein zwei-
seitiges o-Ideal ist und p,, -+, p, regulire Primideale sind. Wire »==0, so wiirde
z.B. (9, Tr) =0, andererseits (p,, Tr) =p, 0, es ergibe sich also ein Widefspruch.
Daher haben wir f,=1,221;. Also gibt es zwei ganzes normales Ideal €%, D* so
dass P=Ci*, D, Es sei nun {,=T{---P;, wo Pi, -, P, die Primideale von
o} sind, so folgt §i=GCi*R{. . PD#i =CikPCir™ . CirPCir™ ... CikPCi™ - CikDE, also
Gi*Dk =p*% oder gibt es kein Primteiler von Gi*®F ausser CiFP{E*™", ..., iR EiE?
wegen Hilfssatzes 5.

Nach Satz 4 gehen die reguliaren Ideale bzw. Primteiler des Fiihrers {; durch
die zusammengehorige Transformation in die reguldren Ideale bzw. Primteiler

des Fiihrers {, tiber.

SaTz 5. Die Menge der verschiedemen Primieiler des Fiihrers Y; stimmt mit der
Menge der verschiedenen Primteiler von g; iberein. Also fiir beliebige regulire Ideale
gilt ¢=¢.

Beweis. Nach Satz 19 [4] ergibt sich, dass ql'--quT"k=q1-'-qpa0=0}"q;~--qpa0
=0, Wo=0q;---0N,, 0,27}, WUo=0¥Fa,, wobei q,:-,q, die reguliaren Primideale
bedeuten, also 0=2%,, weil ¢,---q, ein Eigenideal von o ist. %, ist ein normales
Ideal. Es sei 0} die Rechtsordnung von %,, und wir bezeichnen %, mit Az, d.h.
0 DWU=N;r, also F#¥OW,;,, da j?* das maximales in o enthaltenes o%-0%-Ideal ist.
Offenbar ist {#CW;,=N,, also W;=F*, d.h. f* besitzt kein regulidres Primteiler.
Es ist also J*=qa,22f!. Andererseits nach Hilfssatz 6 ist q;=€,2D27}, also sind alle
Primteiler von g; Primteiler von §;. Die Umkehrung ist klar.

BeEMERKUNGEN. 1) Es sei ;. ein ganzes o%-0%-Ideal, und 9; bzw. 9. die
Links- bzw. Rechtshiille von %;,. Wir nehmen (M, 1,) =0% an, d.h. (D;, |.) =oF,
so folgt o= Wi, T) ~0=Wir~0, §) =(a, 7)) wobel a=;,~0 ist, d.h. a ist regular.
Daraus folgt nach Satz 3 [4] und Satz 2, dass W;p=oFa=aof, weil a regular ist,
also o¥=0}. Daher ergibt sich, dass ganzes of-0%-Ideal nicht regulir ist.

2) Es ist moglich, dass {; und {, verschiedene Exponenten der Primteiler
haben. Es sei K der rationale Zahlkérper, I der Ring der ganzen rationalen
Zahlen. Wir betrachten den Matrizesring des Grades 2 iiber K: (K )2=(§ 119 =S.

Dann ist G %)z([ ).=0% eine die Asanoschen Bedingungen befriedigende Maxi-

malordnung von (K),. Essei 19-0 ein Element von I, so ist (6 g) ein reguléres
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Element von (K), und (&ik=<§ 5 )(é (1)> ein ganzes normales Ideal, dessen Recht-

sordnung wir mit 0% bezeichnen. Das inverse Ideal des Ideals €;;, ist @;,}=(16 ' (1))

—1
(£ ;’) und @;,}ozf@,.k:o*=(§, mI ) Ein beliebiges Ideal von of hat die Form

(Z Z), wobei a ein von der rationalen ganzen Zahl a erzeugtes Hauptideal bedeutet,

also hat eix} beliebiges Ideal von of die Gestalt <é_1 g)(g Z)(g g):(‘; p X;a). Ist

. eine Primzahl p, so ist <§ 2) ein Primideal von of, und ((ﬁ g), I >=D ist eine

Ordnung von (K),, deren Fiihrer hinsichtlich o} ( g ﬁ) ist: Tiz(g 11;) Offenbar

ist 01‘=(§) p;l);_Do. Nach Satz 4 ist der Fithrer von o hinsichtlich of eine Potenz

des Primideals von o} : f,=%"", ®'={¢. Aber 213-/:7?:(1761 g)(ﬁ P)(é’ (1))2 (17 1)_1¢_0

2 Py
und %”Z=(§z g)co, also f,=%2 Ferner in diesem Beispiel n";T‘Zn;?‘:G ;)(ﬁ; 1;2)
(2 Pf):(gi gﬁ:) o fur 9>>2, dh. 2Ci* nach Definition von ¥i*, also 12T g;

C#;. Andererseits Y; &%, also ¢;=1?. Das gibt ein Beispiel, in denen die
Exponenten von {; und g; verschieden sind.

§2. Zerlegung des Ideals durch Primarideale.

Es sei R ein Schiefring mit Einselement 1. Nach der Tominagaschen Defini-
tion ist ein zweiseitiges Ideal q von R dann und nur dann rechtsseitiges Primér-
ideal (kurz »-Primairideal), wenn qa—'=q fiir ein beliebiges zweiseitiges Ideal a von
R mit a<=r(q), wobei qa*={y€R|yaEq} und 7(q) den Durchschnitt der allen
(minimalen) Primteiler des Ideals q bedeutet. Ein 7- und zugleich /-Priméirideal
heisst ein Primarideal. In unseren Fall stimmt diese Definition mit der Mur-
dochschen Definition [9] iiberein.

Im folgenden setzen wir voraus, dass S ein Schiefring mit Einselement 1 ist,
o eine Ordnung von S, und o* eine o umfassende A,, A,, A3® befriedigende mit
» aquivalente Maximalordnung von S. Ferner nehmen wir an, dass fiir o die
folgenden Bedingungen gelten:

B,: Es gilt die Minimalbedingungen fiir in o enthaltene und ein festes zwei-
seitiges o-Ideal umfassende linksseitige (rechtsseitige) o-Ideale.

B%: Jedes Primideal von o ist teilerlos.

Hivrssatz 7. Die Anzahl der verschiedemen Primteiler eines in v enthaltenen
zweiseitigen v-Ideal a ist endlich.

Beweis. Wire es by, by, --- die Primteiler von a, so wiirde 9, D0, i ~D;
ﬁpli e 2 qa.

6) A bedeutet, dass jedes Primideal von D teilerlos ist.
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H. Tominaga definierte ein s#-Primarideal q als ein 7-Primérideal, dessen
Radikal »(q) nilpotent modulo q ist, und ein s-/-Primirideal in gleicher Weise.
Ein s-/- und zugleich s-#-Primirideal heisst ein s-Primirideal.

HiLrssatz 8. Es sei q ein zweiseitiges v-Ideal. Der Restklassenring 0/q ist dann
und nur dann ein primdrer Ring, wenn q ein s-r- (s-I-) Primdirideal ist, also auch

ist q ein Primdrideal.

Beweis. Es sei 0/q ein primarer Ring, dessen Radikal p/q ist. Nach der Defini-
tion ist o/p ein einfacher Ring und p=7(q) nilpotent modulo q:p°q. Wir setzen
{y€olyaq} =0 fiir a&p, so ist baq, baCgq, also 6 6(a, ) &g, denn (a, p) =,
also (a,p”) =0 und (g, q) =0. Andererseits &b, daher b=q. Ist umgekehrt q ein
s-r-Primarideal, so gilt fiir das Radikal p von ¢ §°" g, wobei nach Satz 1 [11] ist
p ein Primideal. Bezeichnen wir 0/q=3%, so ist 5/p=20/p ein einfacher Ring und b
nilpotent, d.h. /g ist ein primirer Ring.

Hirssatz 9. In unseren Fall ist v-Primdrideal ein s-v-Primidrideal, also auch

ein Primdrideal.

Beweis. Es sei q ein 7-Primérideal, so ist das Radikal p von q ein Primideal
(Theorem 11 [9]), also teilerlos. Wir schliessen, dass 0/q ein primédrer Ring ist,

also q ein s-7-Primirideal.

Satz 6. Ein in o enthaltenes zweiseitiges v-Ideal o lisst sich dann und nur dann
als eitn Durchschnitt von endlich vielen Primiridealen darstellen, wenn alle Primieiler

von a modulo a miteinander kommutativ sind.

Beweis. Es sei alle Primteiler von ¢ modulo a miteinander kommutativ, dann
ist der halbprimirer Ring o/a eine direkte Summe von primiren Ringen 5;:0/a
=§=0;+ - +0s. Setzen wir ;=B + -+ 08i—1+04+-+0s (=1, --,s), und bezei-
chnen das Urbild von #; mit n;, so ist o/n;=0/f;=09; ein primarer Ring, d.h. n;
ein Primérideal von o ist, und 6-:‘@15 fi;, also a= i@: n;. Ist umgekehrt a=q,~ -
~0m, Wobei q; (=1, -+, m) Primarideale sind, so ist #(q;) =p; und p; ist nilpotent
modulo ¢;, also (q;, q;) =0 fiir i==j. Dann erhalten wir =05+ +5,, 5=0/q,
0;=0/q;, und alle Primideale des Ringes © sind gegeben durch p=0,+ -+,
+ 0yt o+ 0 (G=1, -+, m), also miteinander kommutativ sind.

Hivrssatz 10. Alle in 0 enthaltene zweiseitige v-Ideale ldsst sich dann und nur
dann als ein Durchschnitt von endlich vielen Primdridealen darstellen, wenn alle

Primteiler von } fiir beliebige positive ganze rationale Zahl o modulo §° miteinander

kommutatativ sind.

Beweis. Nach Satz 19 [4] ist ein Primteiler von  mit regulirem Primideal
kommutativ, und regulidre Primideale sind miteinander kommutativ. Fiir ein in
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o enthaltenes zweiseitiges o-Ideal a gilt a=p;---pyao, 0,27, wobei a, ein in o
enthaltenes zweiseitiges o-Ideal ist und p; (4=1, -+, ») reguliare Primideale sind.
Also haben wir n/a=0/p;+ ---+0/py+0/0,. Um die Kommutativitat des Primteilers
von a zu zeigen, geniigt es nur die Primteiler von a, zu betrachten. Es seien p, q
Primteiler des Ideals a, so dass p,q=2a, ist. Ist P=p/a=o/p;+--+0/p+p/a,
g=q/a=z0/p,+ -+ +0/pv+0q/00, also pj=ap dann und nur dann, wenn (Pq, a,) = (ap, @)
ist. Es sei nun (pq, ) =(ap, *) fiir beliebige positive ganze rationale Zahl v, so
ist (pa, ¥, ap) = (ap, 7, ap). Wahlen wir v=p, so ist (pa, ay) = (gp, a,) denn a, 2" ist,
und nach Satz 6 ist a als ein Durchschnitt von Primirideale darstellbar. Die
Umkehrung ist klar.

Sarz 7. Die folgenden Bedingungen sind einander dquivalent :

1) Jedes in o enthaltenes zweiseitiges v-Ideal ldsst sich als ein Durchschnitt von
endlich vielen Primdridealen darstellen.

2) Alle Primideale des Ringes v sind kommutativ.

3) Jedes Primieiler von | sind miteinander kommutativ.

4) Das Ideal T ist als ein Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen dar-
stellbar.

Beweis. 2)<3) ist klar. Nach Hilfssatz 10 gilt 2) —1). Wir zeigen 1) —2).
Wir betrachten 2. Es seien p, ¢ Primteiler von {, so ist nach Satz 6 (pg, )
=(ap, 1, also pg=ap, denn pg22¥% qp 2%, da p2f, ¢=F ist. 3) 4) folgt sofort
nach Satz 6.

Sarz 8. Ein Primalideal q ist dann und nur dann ein Primdrideal, wenn es kein

Primteiler von q ausser dem adjungierten Ideal™ gibt.

Beweis. Es sei q ein Primalideal, das nur ein Primteiler p besitzt, so ist
7(q) =y, und o/p ist ein einfacher Ring, ferner das Radikal p/q von v/q nilpotent,
also o/q ein primidrer Ring, d.h. q ist ein Primirideal. Die Umkehrung ist klar.

$3. Bemerkung uber die Zerlegung des Ideals durch Primalideale.

Es sei 0 ein Schiefring mit Einselement 1, der den Teilerkettensatz fiir zwei-
seitige Ideale erfiillt.

Hivrssarz 11. Es seien a, b zweiseitige Ideale mit (a, b)) =vo, und q=Fo sei ein
Primalideal. Ist ¢2Da~0, so ist entweder (¢, a) =0 oder (q,0)=0, und es kann nicht

entstehen, dass (q,a)=p und zugleich (q,5) =0 ist.
Beweis. Es ist o/a~b=0/a+0/b. Wir setzen v/a~5=0, 0/a=5, and 0/9=0,, so

7) Im allgemeinen fiir ein beliebiges zweiseitiges Ideal a aus 0 gilt, aC{y € 0|yox Ca}=ax"L
Ein Element x aus 0 wird genannt n.r.p. zu @ bzw. r.p. zu @, je nachdem ax~!Da bzw. ax~'=a
ist. @ heisst ein Primalideal wie oben erwihnt, wenn {x€ 0|x ist n.r.p. zu @} ein Ideal bildet,
welches ein adjungiertes Ideal von @ heisst.
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1

gilt q/a~b=0=0,+0,, 5.5, 5. =0.. Nach der Definition von Primalideal bildet
die Gesamtheit der Elemente x, fiir die es ein Element y mit yox Cq, y¢q gibt,
ein Ideal, das wir adjungiertes Ideal von q nennen. Wir nehmen jetzt an, dass
(q, ) =0 und zugleich (g, b)=Fo, so folgt 0, DF und b, DF,. Fiir beliebige
Elemente %, aus 0, und j aus 0, mit € g, gilt 7%, T 305,=0 " q und < §, also wird
X, in das adjungiertes Ideal von § enthalten, d.h. das adjungiertes Ideal von §
umfasst d;, und ebenso 0,, also enthilt 1. Ist andererseits 14, so folgt €4,
d.h. 1 ist nicht in das adjungiertes Ideal von § enthalten. Das ist ein Widerspruch.
Nun nehmen wir an, dass (q,a)=p und zugleich (q, b) =0, so folgt §,;=0b, §,=0,
also =0 entgegen der Voraussetzung.
Nach Satz 7 [6] lasst sich jedes zweiseitiges Ideal a als eine kurze reduzierte
Darstellung® von endlich vielen Primalidealen darstellen: a=q;~ -~ 0s, WO q; €in

Primalideal ist.
Satz 9. Es sei a ein zweiseitiges Ideal von o und

0= 0~"~0m QD (1)

sei eine beliebige Darstellung von a durch Primalideale. Wir bezeichnen q;~q;, wenn
es eine Kette von den in (1) auftretenden Primalidealen gibt, so dass die aneinander
stehenden Primalideale mindestens ein Primteiler gemein haben. Durch diese Aqui-
valenzrelation entstehen die Klasseneinteilung dev in (1) auftretenden Primalideale,
und der Durchnitt aller Primalideale, die zur einzelnen Klasse gehort, ist divekt
unzerlegbar.

Beweis. Wir setzen voraus, dass g, -+, 0, eine Klasse bilden. Es sei g, ~04
=00, (o, 5) =0, a==0, b=Fp, d.h. direkt zerlegbar, so ist q;=2a~b, =1, ---,a, also
nach Hilfssatz 11 (q;, a) =0 oder (g;, b) =0. Mithin kénnen wir annehmen, dass
(a1, =0z, ©="=(0r, ) =0 UNA (A1, 0) = (Qns2, ) == (qa, ) =0, wo 1<n<a
ist. Ersichtlich haben g~ *~0» und g1~ ~0d, mindestens einen gemeinsamen
Primteiler nach der Definition von Klasseneinteilung. Nun setzen wir g;~ - ~0r
=¢, so ist (¢, a) =, also a & p fiir beliebigen Primteiler p von c¢. Andererseits gilt
T a6 cCyp, also b p, d.h. ein beliebiger Primteiler von ¢ ist ein Primteiler
von 5. Ebenso ergibt sich, dass aller Primteiler von ¢ Primteiler von a sind,
falls wir ¢=@qu11~ "0z Setzen; aber (a, b) =0, also haben ¢ und ¢ keinen Prim-
teiler gemein, was ein Widerspruch ist.

Zusatz 1. Jedes Primalideal ist dirvekt unzerlegbar.
Zusarz 2. Wenn die Darstellung (1) eine kurze reduzierte Darstellung ist, so
sind die Anzahl der Klassen und die Mengen der zur einzelnen Klasse gehirenden

adjungierten Idealen eindeutig bestimmit.

8) Eine Darstellung Gy~ ~0, durch Primalideale “kurz” heisst, wenn fiir i==j q,~q; nicht
Primalideale sind ; sie heisst “reauziert”, falls jedes q; nicht durch echte Teiler ersetzt werden
kann.
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$4. j-Komponente.

In diesem Paragraphen machen wir die analogue Uberlegungen wie $10 [2].
Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von S, und o* eine o
umfassende, mit o Aquivalente, A;, A,, A4 befriedigende Maximalordnung von S.
Es sei {=%3¢---L5» in 0%, wo ¥; ein Primideal von o* bedeutet. Es sei a ein links-
(rechts-) seitiges o-Ideal. Wir bezeichnen die Gesamtheit der Elemente ¢ von S, so
dass nc<a (enCa) gilt fiir irgendein zweiseitiges o-Ideal n mit (n, ¥) =0, durch
a5, und wir nennen q; f-Komponente von a. Ist a ein zweiseitiges o-Ideal, so bleibt
a; unverandert, wenn wir a auch als links- oder als rechtsseitiges o-Ideal ansehen.

Hivrssatz 12. o5 ist eine o umfassende Ordnung von S. Ist a ein links- (rechts-)
seitiges v-Ideal, so ist oy ein links- (vechis-) seitiges vy-Ideal und gilt ay=n (az=avy).
Insbesondere ist a ein zweiseitiges o-Ideal, so gilt a5 = a0y =Dy,

Beweis. Es seien ne oo, n'c’ So, wo (n, ) =p und (v, §) =0, so folgt nn'c’cZnoc
=1ncCpo und (nn’, ) =o. Es sei a ein linksseitiges o-Ideal und ncCa, nwc¢’'Za, wo
(n, )=, D=0 ist, so ist mn’(c+¢) Snn'c’+mun’c’ Sne+n'c’ Ca, also ist o ein Modul
und o; ein Ring. Fiir beliebiges Element ¢ aus q; gilt ncCa fiir irgendein zwei-
seitiges o-Ideal n mit (un, ) =o, also c€oc=n"ncna S50, da n'n=op also n* Co;
ist. Folglich haben wir a;&of0. Umgekehpt fiir beliebiges Element ca aus o,
wo c€p; a€a, gilt ne&o fir irgendein zweiseitiges o-Ideal n mit (n, ) =o, also
ncaToaa, also ca€o;, d.h. g;=na. Ebenso gilt fiir das rechtsseitige o-Ideal.
Nun zeigen wir, dass o; eine Ordnung ist. Es sei x ein beliebiges Element von
S, so gibt es ein regulidres Element a €0, so dass aox Co ist, also oaox &o. Da oap
ein zweiseitiges Ideal ist, so folgt avuxSosang-x=n;-pan-x Cojo=0;, denn es ist
05+ D= D5 - DD -D;=Dsa;, also ist o; eine Ordnung von S.

Hivrssatz 13. Sind a, b links- (rechts-) seitige o-Ideale, so gilt (a, E)s= (a5, bp),
(amh)fzafmf)f. Sind a, b zweiseitige o-Ideale, so ist (aﬁ)fzafbf.

Beweis. Sind a, b linksseitige Ideale, so ist (a, b);=0;(a, b) = (o5, o5b) = (a5, Bp).
¢ sei ein beliebiges Element aus o ~bs, so gibt es in o enthaltene reguldre Ideale
n, 1, so dass ncSa, n'c b, also e Sub b, n'c Suca, dui. mcTa~b, (v, )
=0, demnach a;~b; & (@~ D)j. a2 (@~ D05 ist klar, also o~ bp=(a~b);. Sind
a, b zweiseitige Ideale, so ist (ab);=o;-ab-0;=asb;.

DeriniTION. Es sei m ein zweiseitiges o-Ideal mit m o, und a sei ein links-
(rechts-) seitiges o-Ideal. Wir bezeichnen die Gesamtheit derjenigen Elemente ¢
von S mit aiff (aip), die neCa (enCa) gentigt fir irgendein zweiseitiges o-Ideal
n mit (n, m)=o0. Ebenso werden o{¥’, 0% definiert.

Hirssarz 14. o ist ein Schiefordnung von S. Ist a ein linksseitiges v-Ideal,
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so ist af linksseitiges op-Ideal. Ist b auch ein linksseitiges v-Ideal, so gilt (a~D){
=0 ~ Y. Wenn a ein in 0o enthaltenes zweiseitiges o-Ideal und m=2DF, so ist off

ein zweiseitiges vyldeal. Analog ist es fiir ein Rechisideal.

Beweis. i ist ein Ring und o{f’ 2o, also eine Schiefordnung. a sei ein links-
seitiges o-Ideal. Es sei ¢ bzw. d irgendein Element aus off bzw. aff’, so gibt es
zweiseitiges o-Ideal n, v’ mit (n, m) =, m) =0, so dass nco, n'd Ta, also nned
Crod=1ndZa, (m', m)=o, d.h. cd€al’, also oPa{ Taf’. Andererseits gibt es ein
regulires Element 4 aus o, so dass alCp, also wdiCallo, also di€oyy, d.h.
a®2 ol , daher ist aff ein linksseitiges o{p-Ideal. Es sei a ein zweiseitiges o-Ideal
und es sei m=22f. Ersichtlich ist off ein linksseitiges of-Ideal, da of o5 ist. Fur
irgendein ¢ aus o und d aus o, gibt es zweiseitige o-Ideale n,n’ mit (n, m)
=, =0, so dass ncCa, "dCo, also wnednad=a’'da=aqa, (Wn, m)=o,
demnach cd €aif, also ist ay’ ein zweiseitiges oj-Ideal.

Hiirssatz 15. Es sei o ein in 0 enthaltenes links- (rechis-) seitiges opldeal, so
ist a=0*~0 ein links- (rechts-) seitiges v-Ideal, und a¥=q;.
Satz 10. Ist a ein in 0 enthaltenes zweiseitiges v-Ideal, so ist a dann und nur

dann reguldr, wenn a;=0; ist.

Beweis. Es sei a ein reguldres zweiseitiges o-Ideal, so ist a=* oy, und 1€p
=a"'aCoja=q;, d.h. gy=0;. Ee sei aj=0;, so folgt 1€a;, d.h. n-1q, (n, §) =0, also
(a, ) =o.

Sarz 11. Is;f | ein in 0 enthaltenes und eine Potenz von Y umfassendes linkssei-
tiges o-Ideal, so ist l;~0=[. Analog ist es fiir ein rechisseitiges v-Ideal.

Beweis. Ee sei [21° und ¢ sei ein beliebiges Element von [;~0, so gibt es
ein reguldres in o enthaltenes zweiseitiges o-Ideal n, so dass ncC{, also gilt c€oc
=, 1) ¢= (nc, ¥c) & (, ") ={, demnach {;~0&(, und schliesslich {;~o=I.

Nach Hilfssatz 13 und Satz 10 folgt sofort:

Satz 12. Ist a ein in 0 enthaltenes zweiseitiges o-Ideal, so dass a=p,---p,0y, wobei
p; regulire Primideale sind und o, ein zweiseitiges v-Ideal mit ay=21° bedeutet, so ist
a5 = Qof -

Wie Satz 60 [2] wird der folgende Satz bewiesen :

Satz 13. Es sei a ein in 0 enthaltenes und eine Potenz von | umfassendes zwei-
seitiges o-Ideal, so sind die Ringe v;/a; und v/a isomor ph.

HirLrssatz 16. Es seien a, b in 0 enthaltene zweiseitige o-Ideale und Teiler einer
Potenz von §, so ist a=Vb gleichbedeutend mit a;=5;.

Beweis. Aus a2, = bzw. b folgt 0;=2, = bzw. C&b;. Ist umgekehrt az=¥;,
so ist nach Satz 11 a=0;~0=b;~0=".
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Satz 14. Es sei p ein Primteiler von i, so ist p; ein Primideal von o und py~0=3.
Ist umgekehrt p* ein Primideal von of, so ist p=P*~0 ein Primteiler von | und pr=yp;.

Beweis. Es sei p ein Primteiler von ¥ und p; 22 agbs = aobos = (asb) s, WO a=1;-+-p,a0,
b=p{---psb,, dabei a,, b, Teiler einer Potenz von f und p,, -+, p; regulire Primideale
bedeuten. Also nach Hilfssatz 16 a6, &y, demnach a,&p oder b, "p. Daraus folgt
ap oder 6y, also a; Typ; oder b; Tps, dui. py ist ein Primideal. Ist umgekehrt
p* ein Primideal von o;, so ist nach Hilfssatz 15 p*=p;, wo p=p*~0 ist. Wir
beweisen, dass p ein Primteiler von § ist. Es sei a6Typ, wo a,6 in o enthaltene
zweiseitige oIdeale sind, so folgt (ab);=aif; &p;=p*, also a;&p* oder by =p*.
Daraus folgt, dass a & a;~0 & p*¥~0=p oder 6y, d.h. p ist ein Primideal. Ist p=Pf,
so ist p regular, also p*=p;=n; nach Satz 10.

Von jetzt an setzen wir {iber o die Bedingungen B,, Bj voraus; ferner setzen
wir iiber p* die Bedingung A, an Stelle von Aj.

Hivrssatz 17. WM sei ein linksseitiger S-Modul, der einen linksseitigen o-Modul
M als ein Teilmodul enthilt, und es sei 1-u=u, fiir jedes Element u aus M. Wir
setzen die Gesamtheit der Elemente u aus WM, so dass wu "M fiir irgendein zweisei-
tiges o-Ideal n mit (n, 1) =0, so ist My=o0;M, M; :pngp, wobei My, ebenso wie M

definiert wird.

Beweis. Ersichtlich ist M; oM. Es sei cu ein beliebiges Element aus oM,
wo c€py, €M ist, so gibt es ein zweiseitiges in o enthaltenes regulares o-Ideal n
mit ncCo, demnach ncuSCowSM, also cu€M;, d.h. jMSM;, daraus folgt
M;=0;M. Aus den Bedingungen B,, Bj folgt, dass die Anzahl der Primteiler von
f endlich ist, und wir bezeichnen sie mit 9, -, pn,. Es ist Dl’” Mp; 2 M5, da

Mp, 22 M; ist. Es sei u ein beliebiges Element aus Olm M,;, so gibt es zu jedes
p; teilerfremdes regulires oIdeal n; mit nu M. Wir setzen n,= U”n;, so ist
i=1
(e, ) =0, denn es gibt Elemente #; €n;, p; €p;, so dass »n;+ p;=1 ist, also II™ (u;+ p;)
i=1

=1, demnach (1, ) =0 da nach B, das Radikal von { modulo { nilpotent ist.
Ferner gilt n« &M, also u € Mj;, d.h. (]l’” Myp; &~ Mj;, also folgt die Behauptung.

Sarz 15. Es sei a ein in 0 enthaltenes linksseitiges v-Ideal, so ist nach Satz 20
[4] o als ein direkter Durchschnitt von zwei linksseitigen o-Idealen (, % derart ein-
deutig darstellbar, dass a={~5, ({,T) =0, 821", wo p irgendeine positive ganze ratio-
nale Zahl ist. Dann ist a;=b;. Es ist dann und nur dann a;=0f, wenn b=o ist.
Ebenso gilt fiir die o-Rechtsideale.

Beweis. Aus a={~5 folgt, dass a;=I[;~b;. Wir setzen 0¥(=g, so ist nach Satz
2 [4] € ~o={. Wir bezeichnen die Hiille von & mit %, so ist (2, {) =», also 0f 2 &
2Us=05, d.h. L=of, daraus folgt, dass [=(L~0);=Lf~0y=0F ~0;=0;, d.h. f=p;,
daher a;=Y%;. Es sei qj=0;=p;, so ist b3 1, also n-1C6 fiir irgendein regulires
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o-Ideal n, also (6, ) =0. Wir setzen B=0%p, soist (B, ) =o. Ist  die Hiille von
B, so ist (,) =0 und BDOHDf, da $0f° ist. Daraus folgt, dass o¥=(D, ) =9,
also B=ro¥, und b=B~o=0¥~0=0.

Nach Hilfssatz 17 erhalten wir:

Sarz 16. Ist a ein einseitiges v-ldeal, so ist aj= Q Op-
p=2f

Analogerweise wie [4] erhalten wir die folgenden Hilfssitze :

Hivrssatz 18. Es seien g bzw. a in 0 enthaltene zweiseitige o¥- bzw. v-Ideale. Ist
(a, @) =0, so ist A=v*rap¥=a0*=v*a und (A, q) =0, ferner gilt A ~v=q.

HivLrssatz 19. Es sei g ein in 0 enthaltenes zweiseitiges v¥-Ideal. Ist fiir ein
zweiseitiges v*-Ideal N (N, q)=0%, so ist (n,¢)=0, wo n=N~0 ist, ferner gilt
npk=pkn="N,

Satz 17. Essei g ein in o enthaltenes zweiseitiges v*-Ideal, und L sei ein links-
seitiges o*-Ideal. Dann stimmen das in o* definierte 8q* und das in o definierte Ideal

8y in unserem Sinn iiberein.

Beweis. Wir bezeichnen das in o* definierte €5 mit ¥%. Es sei x ein beliebiges
Element aus £f, so gibt es ein zweiseitiges o*Ideal | mit (R, g) =o%, so dass
LDONx2nx, wo n=N~o ist, also (n, g) =0, demnach x€ ¥y, d.h. LFL;. Ist um-
gekehrt x ein beliebiebiges Element aus &g, so gibt es ein zweiseitiges o-Ideal n
mit (1, g) =», so dass L 21z, also LD oknx=Nx, wo N=o*n=no* ist, und (%’,@:D*’
also x€ &, d.h. 8 8F,

Hirssarz 20. Es ist 0 ~DF=0,

Sarz 18. Ist | der Fiihver von o hinsichtlich 0%, so ist Ti der Fiihrer von 0;
hinsichtlich of .

Beweis. Es sei ¥ ein in o; enthaltenes zweiseitiges of-Ideal, so ist p=p;~0*
DWk~ok=N, wo A ein zweiseitiges o*-Ideal und W+=Y; ist wegen Satzes 55 [2],
also AC|, demnach Wk=U; "”f; To;, d.h. §; ist das maximale in o enthaltene zwei-
seitige of-Ideal, also der Fiihrer von o hinsichtlich of.

Satz 19. Es sei a ein in v enthaltenes und eine Potenz von | umfassendes zwei-

seitiges v-Ideal, so ist a;=ay~0;, wobei p ein Primteiler von § ist und a ay’ (af”) bedeutet.

Beweis. Nach B, a=q"~ - ~q", we ¢’ ein unzerlegbares'® Ideal bedeutet,
also ist q> ein Primalideal; daraus folgt, dass a;=q{"~ - ~0f”, wobei ¢f” auch
wegen Satzes 13 unzerlegbar ist. Nun nach Satz 16 of”= [} of°= ] (0§’ ~0p), also

p=f p=2f

9) Vgl §10 [2].
10) Ein Ideal heisst unzerlegbar, wenn es nicht als Durchschnitt von zweien echten Teiler darstel-
Ibar ist.
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a5 ~0p=0f” ftir jeden Primteiler von { da g’ unzerlegbar ist. Daraus folgt, dass

0= A0 @7 A0 = (07 A AP A= @ A AT p A 0= Oy A D5

$5. Zerlegung von | und Blockideal.

S sei ein Schiefring mit Einselement 1, o sei eine Ordnung von S, und o* eine
p umfassende, mit o dquivalente, A, A,, A} geniigende Maximalordnung. Ferner
setzen wir iiber o die Bedingungen B,, B} voraus.

Hivrssarz 21. Es sei p ein Primideal von o, so dass fiiv irgendeine positive
ganze rationale Zahl o 0%p°0¥ C 0% ist, und N sei ein zweiseitiges v-Ideal mit o*p°or N,
so ist fir beliebige positive ganze vationale Zahl e N° ~o ein Primdrideal, dessen
adjungiertes Ideal p ist.

Beweis. Y sei ein beliebiger Primteiler von ¢ 0o, so ist p* &N~ 0y, also
p=y’, d.h. A ~o besitzt nur einen Primteiler. Nach Satz 7 [6] ist A°~o als kurzer
reduzierter Durchschnitt durch Primalideale darstellbar: A° ~0=0q;~ " ~Qm, WO @;
Primalideale sind, also m=1, und nach Satz 8 ist °~p ein Primirideal, dessen
adjungiertes Ideal p ist.

Hivrssarz 22. Es seien o, - ,0s Primdrideale, die dasselbe adjungierte Ideal
P haben, so ist i~ - ~0s Wieder ein Primdirideal, dessen adjungierte Ideal wieder p ist.

Beweis. Es sei p ein beliebiger Primteiler von g~ - ~0s, S0 ist ¥ 20~ '~
Qs 2 0y--+0s 2p°17 P wobei p% Cyq; ist, also p=y’, d.h. ¢~ - ~0s hat nur ein Prim-

teiler. Nunmehr folgt die Behauptung genau wie der Beweis des Hilfssatzes 21.

Hriirssatz 23. Eine kurze Darstellung durch Primdrideale ist reduziert, und

zugleich ist auch eine Darstellung durch minimale Primalideale™.

Beweis. Ee sei a=q,~ -~ eine kurze Darstellung durch Primarideale, d.h.
die adjungierte Ideale sind durchweg verschieden, also ist diese Darstellung auch
der direkte Durchschnitt durch direkt unzerlegbare Ideale, also reduziert. Es sei
a=0{~~as, 9:Cq;, eine kurze Darstellung durch minimale Primalideale nach
Satz 8 [6]. Wenn es gibe mindestens ein Primalideal, das nicht Primaérideal ist,
unter ¢f,---,q, so wiirde die Anzahl der direkt unzerlegbaren Komponenten
kleiner als » nach Satz 9, was unmoglich ist, also sind of, ---, q. Primérideale,
daher q}=q; i=1, -, 7.

Hirrssarz 24. Es sei p ein Primideal, so dass po¥=o¥, so ist p 7.p."® zu A~0
fiir ein beliebiges zweiseitiges v*-Ideal .
Beweis. Es wire p n.r.p. zu A ~o, so gidbe es nach Definition ein Element x

11) Vgl Satz 8 [6].
12) Vgl. [6]. Vgl. auch die Fussnote des Satzes 8,
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aus p, so dass 2p &AW ~o, xE A0, also x € a¥=xpo* N, d.h. x€A~0 entgegen der
Voraussetzung. ‘

f ist als Produkt von Potenzen verschiedener Primideale von o* darstellbar :
F=%5--P°. Es sei p, ein Primteiler von §, so dass fiir irgendeine positive ganze
rationale Zahl o, o*pgeo*Co* ist, und Py, -+, P, seien die Primteiler von o¥pgeo*,
so sind P51 Ao, -+, B5?~0 Primarideale, die samtlich gleiche Radikale p, haben, also
nach Hilfssatz 22 ist P71 Pi~0 ein Primirideal, dassen Radikal p, ist. Nun

Pas Do, -+, P seien die simtliche solche Primteiler von f, so gilt

= (mfl"'%{:‘;ar\o)n(%;ﬂl“‘ipgbmb)n"'r\("‘%i)‘mo)F\ iﬁil'”%;amo (1)

wo die runden Klammern Primirideale sind, die bzw. p,, ps, -+, ba als Radikale
besitzen. Wenn es ausser %, -, T noch Primteiler $f von | gibt, so gelten
o’ P fiir alle Primideale p und alle positive ganze rationale Zahlen o. Es sei

i’fil“'%gamo:%m'“mw (2)

eine kurze reduzierte Darstellung von Tsiil---$e® ~o durch Primalideale. In der
Darstellung (2) wahlen wir o, -+, q;, derart aus, dass q;, ---,0;, die maximale
Menge ist, so dass alle Primteiler von qi,~ - ~0:, modulo q;, ~ - ~q;, miteinander
kommutativ sind. Dann sind g;,, -+,0;, Primérideale; denn nach Satz 7 gibt es
eine Darstellung von gi,~--~q;, durch Primarideale: g; A0, =01~ 05
wobei die adjungierte Ideale 91, ---,p: von qi, ---,q; durchweg verschieden ange-
nommen werden koénnen wegen Hilfssatzes 22, also ist qi~:--~q; ein direkter
Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen. G#be es mindestens ein Primal-
ideal, das nicht ein Primarideal ist, unter ¢, -, 0;,; dann wenn wir nach Satz 9
Gy~ ~0s, als ein direkter Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen dar-
stellen, die Anzahl der unzerlegbaren Komponenten Kkleiner als s wiirde, da
iy~ ~0;, nur pi, -, p; als Primteiler besitzt, was unmoéglich ist. Ferner sind
die iibrigen g; in (2) nicht Primirideale ; denn gibe es noch Primérideal q in (2),
so wiirde g~ *~0i;~0 eine Darstellung durch Primérideale, also nach Satz 6
wiirde alle Primteiler von g;,~-~0;;~q modulo ¢;,~-~0:;;~0 miteinander
kommutativ entgegen der Konstruktion von g;, +,0;,. Also haben wir

'iﬁﬂil“'%framﬂ = (Qilr\ A 0iy) AQig NG, (3)

WO q,-l,-" -0i; Primarideale und g;,, , -+, 0;, nicht Primérideale sind.

Derinition. Ein Primalideal, das nicht ein Primirideal ist, heisst ein echfes
Primalideal.

Hivrssatz 25. Das echte Primalideal o besitzt kein Primteiler, mit welchem alle
Primteiler von q miteinander kommutativ sind.

Beweis. Da das Radikal von q modulo ¢ nilpotent ist, enthilt q ein Produkt
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von Primteiler von q. Es sei p;---p, ein in q enthaltenes Produkt der Primteiler
von q, das die minimalen Faktoren besitzt, so ist p, das adjungierte Ideal von q.
Es ist «=>2, da nach Satz 9 q mindestens zwei Primteiler besitzt. Esseip; ((=Fa)
mit allen iibrigen Primteiler von q kommutativ, so ist py-+-Pi—abita-Pap; &g und
PrePiaPinPeEq wegen der Definition von e, also p; das adjungierte Ideal von
g, demnach p;=p,, d.h. ein solcher Primteiler muss das adjungierte Ideal von g
sein. Es sei andererseits das adjungierte Ideal p, mit p,, -, ps— kommutativ, so
ist PaprPe— &g und pedypa—rEq wegen der Definition von «, also pu—, das
adjungierte Ideal von q, also ps—; =9y, usw., schliesslich haben wir py g, also ist g
ein Primérideal, daher ergibt sich ein Widerspruch. Daraus folgt die Behauptung.

Satz. 20. Es sei v ein belicbiger Primteiler von xyit--Se® ~0, so ist okp°ok=p¥
Sfiir beliebige positive ganze rationale Zahlen o.

Beweis. p ist ein Primteiler von f, und aus der Konstruktion von (1) folgt
die Behauptung.

Sarz 21. Die oben erhaltene Darstellung von {
f= (%il"'q}fﬂmﬂ)n“‘r\("‘%)e\)‘mn)nmlm Y T [P Riaal ! I (4)

ist eine kburze reduzierte Darstellung von T durch Primalideale, wobei Byt P A0, - y0iys

-, i, Primdarideale, a:, ., 0, echter Primalideale sind.

Beweis. (%f‘u-%i“mn)m--- m(-'%i"mo), 0i;~ - ~0;, sind kurze reduzierte Dar-
stellungen, und die beide Primteiler sind gegenseitig teilerfremd, also folgt die
Behauptung.™®

Es sei K der endliche algebraische Zahlkérper, und p, sei ein Primteiler der
beliebig gewsihlten rationalen Primzahl p, und I sei die Hauptordnung von K.
Wir bezeichnen den p-adischen Zahlkorper mit Kp,, und Iy, sei die Ordnung, die
die ganze Elemente von Kp, erzeugen, und S sei eine Algebra vom endlichen
Grade iiber Ky . Dann besitzt Ip, ein einziges Primideal, das ein Hauptideal
nly,=Ipw mit <Py, wépj, und das wir mit derselben Bezeichneung p, bezeichnen.
Es sei o eine Ip-Ordnung' von S, und Z sei das Zentrum von S, und o* sei eine
0 umfassende Ip-Maximalordnung, so gelten die Bedingungen A,, A,, A; fur ok
Ferner ist /=0~ Z eine Ordnung von Z, und J*=0*~ Z ist die Noethersche Axiome
befriedigende Maximalordnung von Z.

Hivrssarz 26. Jedes Primideal von [ ist teilerlos.

Beweis. v ist Ip-endlich, d.h. o ist ein endlicher Ip-Modul, also ist J auch
Iy-endlich, also folgt die Behauptung.

13) Ist a=b~c=0'~¢, ¥ b, ¢'Cc, (F, ¢)=0, so ist b=V, c=¢, wo a, b, ¢, ¥, (' zweiseitige
Ideale von 0 bedeuten.
14) Eine Ordnung, die endlicher I,-Modul ist, wird Iy-Ordnung genannt.
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Z.B. nach Satz 9 konnen wir pp als ein direkter Durchschnitt von direkt
unzerlegbaren Idealen darstellen.

Sarz 22. Es ist poﬂm]:ﬂ']. Es sei PO=mMy~ M bzw. poon]:Mlm"'f-\My.
eine Darstellung duvch divekten Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen von o
bzw. J, so ist p=r.

Beweis. Es ist po~J=nlppo~J=m0~J2n]. Ist x ein beliebiges Element von
7m0~ J, so gibt es ein Element y aus o, mit x=ny, wo y ersichtlich ein Element aus
J, dh. in~JCSxJ. Nun ist o/po=o/m,+---+0/m. eine direkte Summe von direkt
unzerlegbaren Modulen, und das Zentrum vom 0/po0 ist J/poo~J*® = J/M;+ -+
J/M,., wo die Summe direkt ist und J/M; direkt unzerlegbar sind, also z=r.

Sarz 23. Es sei po=Myn~ - ~M, eine Darstellung von po als dirvekter Durch-
schnitt von dirvekt unzerlegbaren Idealen, so ist © weniger als die Anzahl der ver-
schiedenen Primiteiler von Yo%, und die Gesamtheit der Primteiler von wJ ist durch
BT, o Bun~J gegeben (uicht notwending miteinander verschieden), wo By, -+, Py
alle Primteiler von Yo bedeuten.

Beweis. Im Beweise des Satzes 22 ersetzen wir o durch o¥, so folgt, dass
Poo¥ A Pr=m ¥ =PF"1 oo  PE7a, P*=$im]*, wo 1700*’;%’111“'%2“, n;=o0 (m;).
i) Es sei nJ*d=J und F sei der Fiihrer von J hinsichtlich J*, so ist 7= ¢ F, also
rJEF. Es sei nJ= () Q;, Q:=P;, wo Q; Primirideale sind und P; adjungierte
Ideale von Q;, so ist iQ,‘=M,-, d.h. M; sind Primirideale. Also haben wir (P;, F)
=], d.i. P; sind regulér, also sind auch M; regulidr. Daraus folgt, dass M;J*=P¥"i,
i=1, -, Pf=P;J* P%~J=P;, also a=r.
ii) Es sei nJCJ, so ist (J¥)2=r?J*CrnJTrnj*. Aus nJTnrj* folgt, dass
1 Cafk~ =P ~]) A~ (PE"a~]). Daraus folgt, dass P¥~J, ---, P ~J Prim-
teiler von nJ sind. Andererseits aus (z/*)?CxJ folgt, dass (mJ*¥)?~JCx], also
(P¥A)P (PE~T)?a ], Daraus folgt, dass alle Primteiler von #J durch
PF~J=P;~J (G=1, -+, @) gegeben sind und r<e«, also folgt die Behauptung.

DeriniTioN. Nach R. Brauer nennen wir m; das Blockideal von Y.

Satz 24. Fiir jedes Primteiler P von po~J=n] gibt es ein Primteiler p von
po=m0, so dass Y~J=P, und umgekehrt.

Beweis. Es sei P ein Primteiler von nJ. Wir bezeichnen die Menge der
zweiseitigen p-Ideale, deren Durchschnitt mit J in P enthalten ist, mit W: W
={alanJEP}. W ist nicht die Nullmenge, da no~J=nJ P ist. Es sei p ein
maximales Element von W, so ist p ein Primideal von 0. Denn wire ab=o, a0,
b=o0 (mod p), wo a,b irgendzwei zweiseitige o-Ideale sind, so wiirde pc (p, ),

15) Vgl Lemma 1-H [10].
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p (b, B), also (», ) AJEP, (, 6) ~JEP, nach der Definition von W, also gibe
es Elemente ¢ und b, so dass ¢ € (p,0)~J, a ¢ P und b€ (P, 6 ~J, b&P ist; es
wiirde also ab € (p, @) (p, 5) = (% ap, bp, ab) Th, d.h. ab€p~J=P, andererseits a ¢ P,
b¢ P, demnach ergibe sich ein Widerspruch. Nun ist p~J P und p~J ist
teilerlos, daher p~J=P. Die Umkehrung ist klar.

Satz 25. Es sei po=my~ - ~Mr bzw. 9o J=M -~ M. eine Darstellung von po
bzw. p,J als divekter Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen, so ist der Durch-
schnitt von J mit jedem Primieiler des Ideals m; dasselbe Primideal in J; dagegen
ergeben Primteiler von m; bzw. m; (i==j) verschiedene Primteiler in J. Ferner gilt
m;=Mp=0M;, =1, ---, 7, also auch m;m;=m;m;, d.i. die Blockideale sind miteinander
kommutativ.*®

Beweis. Aus nJ=M,---M. folgt wmno=nJo=Mp)- ---(M.0)=M0~ ~M>p mit
(Mp, M;o)=p fiir i3=7, und Mo ist ein direkt unzerlegbares Ideal von o; denn
7o ist darstellbar als ein direkter Durchschnitt von 7 direkt unzerlegbaren Idealen:
=M~ -~M-. Also haben wir m;=M;, i=1, ---, 7, unter geeigneter Numerier-
ung des Indizes, daher m;m;=m;m;. Es sei p ein beliebiger Primteiler von m;,
so ist PR CM; Cm; Ty, also P Cyp~J, daher P;=p~J, da P; teilerlos ist.

Es seien pyy, -+, P1w, die Primteiler von m,, und p,, ---, ;s die Primteiler von
m,, usw. 0o besitzt eine Iy -Basis': o=1Ipui+ -+ Iptn; also Pod==Potts+ -+ Pothn,
daher 8=o0/po== K*u,+ -+ K*u,, wo K¥=Iy,/p,=1/p, ist, also ist § eine Algebra
iiber K*. 1 sei das Radikal von P, d.i. der Durchschnitt von allen Primteilern
von po, so ist fi=n/py das radikal von 0. Daraus folgt, dass E/ﬁ%o/n;Zi‘,D/nl,-
+ 20/Pajt e+ ; o/p-r. Aus der Theorie der Darstellung wissen wir, dass jede
irrefduzible Darstellung von § eineindeutig zur einfachen Algebra o/p;; entspricht,
d.i. sie entspricht eineindeutig zum Primideal von o. Das Zentrum von 7 ist
J=J/aJ=J/p0~J, und es hat nur Primideale P, -, P,(Vgl. den Beweis des Satzes
25) nach Satz 24. Andererseits induziert jede irreduzible Darstellung von © nur
eine einzige irreduzible Darstellung von J. Z.B. gilt o/p =22 (J, 1) /pu=J/J i
=J/P,, d.h. die so erhaltene einzige irreduzible Darstellung von J entspricht also
zu P;, daher erzeugt alle Primteiler von m; einen Block im Sinne der Darstel-
lungstheorie. Also besagt der Satz 23, dass die Anzahl des Blockes im modulare
Dayrstellung weniger als die Anzahl der verschiedenen Primteiler von po* ist.

Satz 26. Jedes Blockideal hat hochstens nur einen reguliren Primteiler : jedes
rveguldre Primideal allein erzeugt einen Block, und wenn ein Block aus mehr als zwei
Primidealen besteht, so sind sie durchweg Primteiler von .

16) Herr Proffesor R. Brauer.bemerkte diese Eigenschaft im Gruppenringe.
17) Ist D=19u1+--'+lpu”, WO #;,+,#, linear unabhingig iiber Kp sind, so heisst u;,-:-,u,
Ip—Basis von .
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Beweis. Nach Satz 19 [4] ist m;=p51---pirm,, WO Py, -, P, miteinander ver-

schiedene regulare Primideale sind und m, ein zweiseitiges Ideal von o, mit m,=27".
Es sei p ein reguldres Primideal. Ist m; Cp, so ist z.B. p=p, d.h. m;=pfipsz---pirm,

=P~ pl2 e APSr Ay, aber m; ist direkt unzerlegbar, also m;=p°t. Ubrige
Behauptung ist klar.
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