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Zur 1 dealtheorie in Ordnungen 

Von Takasaburo DKEGAWA 

(Eingegangen am 13, September 1961) 

Es sei S ein Schiefring mit Einselement, und o sei eine Ordnung von S. Es 

sei ferner o* eine o umfassende, mit o aquivalente Maximalordnung, die die 

folgenden Asanoschen Bedingungen genügt : 

A, : o* ist eine regulare Maximalordnung. 

A2: Es gilt der Teilerkettensatz für ganze zweiseitige o*-Ideale. 

As: Jedes Primideal von o* ist stark teilerlos, d.i. der Restklassenring nach 

jedem Primideal ist ein einfacher Ring. 

T sei der Führer von o hinsichtlich o*. lm allgemeinen gibt es noch andere solche 

Maximalordnungen. Zunachst betrachten wir die Beziehungen zwischen den 

Führern hinsichtlich der verschiedenen solchen Maximalordnungen. Weiter unter

suchen wir die Bedingungen dafür, dass jedes in o enthaltene zweiseitige o-Ideal 

ais ein Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen dargestellt wird. Bei der 

Zerlegung der in o enthaltenen o-Ideale müssen wir die Barnessche Primalideale'J 

berücksichtigen: tatsachlich in der Zerlegung des Führers f treten nicht nur die 

Primarideale sondern auch Primalideale auf. Wir betrachten die f-Komponente in 

o wie bei ~ 10 [2]. Schliesslich untersuchen wir die Blockideale und deren Prim

teiler, und wir zeigen, dass jedes Blockideal hochstens nur einen regularen Prim

teiler besitzt, wenn S eine Algebra über dem p-adischen Zahlkorper KJ,J ist : also 

sind fast alle Primteiler des Blockideals Primteiler von f. 

~ 1. Beziehungen zwischen den Führern von o bezüglich verschiedener 

Maximalordnungen. 

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von S, und 

o;", of, ·· · elie Asanoschen Bedingungen (A,), A 2 , A3 genügende, o umfassende, mit 

o aquivalente Maximalordnungen. Es sei T; bzw. fk der Führer von o bezüglich 

o;" bzw. ot. Wir setzen of =o* auf einen Augenblick. 

HILFSSATZ 1. 2 J Es sei p ein Primideal von o und setzen wir o*po*no=p0 • p ist 

dann und nur dann nicht ein Verengungsideal von o, wenn (p: Po)r= (p: 1-Jo)z=p ist, 

wobei (tJ:1Jo)r={xEOI\JoxCp), (p:1Jo)z={xEolxp0 Cp} ist. 

Beweis. Aus der Definition 1Jo(1J:p0)rC1J, also p0 Ct.J oder (p:p0)rC1J. Ist 

1) Wir nennen Barnessche "primai ideal" [5] Primalideal. 
2) Hilfssatz 1 1md Satz 1 bedurfen an Stelle von A3 nur, c)ass )edes Primic)eal tei!erlos ist, 



98 Takasaburo UKEGAWA 

p0 Cp, so gilt p0 =p, da offenbar p0 ::-:Jp ist, d.h. p ist in diesem Falle ein Verengungs

ideal. Ist dagegen (p:p0)rCp, so ist (p:p0)r=p. Ist zweitens p ein Verengungs

ideal und zugleich (p: p0)r=p, so folgt (p: p)r=p, was ein Widerspruch ist. 

SATZ 1. Ein Primideal, das zugleich ein Eigenideal") ist, ist reguldr. 

Beweis. Ist p ein Verengungsideal, so ist nach Satz 1 [11] p regular. Sonst 

gilt (p: Po)r= (p: Po) t=P wegen Hilfssatzes 1. Wir bezeichnen die Rechts- bzw. 

Linksordnung von Po mit Or bzw. Ot, so gilt OrpCo, denn 1-JOrCPoOr=PoCO, also 

OrCp-1, daher Orpcp-'pCo. Andererseits p=:lp0p=p00r·p=p0 ·0rp, und OrpCp wegen 

der Voraussetzungen, also Orp=p, und Or=O, ebenso Ot=O, also ist Po ein Verengungs

und zugleich Eigenideal, und folglich ein regulares Ideal. Wir setzen o*po* 

=o*poo*=\13, dann ist \13 ein regulares Ideal von o*. Dann nach Satz 19 [4] gilt 

p=p, .. ·prao, d.i. \J, .. ·pra0 =o(p), wo p,, ... ,Pr regulare Primideale sind und ao ein 

zweiseitiges Ideal mit a0 ::-:J fP ist. Ist Pi o (p), so ist p regular. Ist andererseits 

ao=o(p), so folgt p=a0 , da ersichtlich a0 ::-:Jp ist, daraus folgt, dass \13=o*po*=o*aoo* 

::::;)TP, was unmoglich ist, da ?13 regular ist. 

SATZ 2. Ist a ein zweiseitiges o-Ideal mit (a, Ti) =o, so ist (a, h) =o, d.h. die 

Regularitdt des Ideals von o ist unabhiingig von den o umfassenden Maximalordungen. 

Beweis. Es sei p ein Primideal von o. Nach Satz 1 ist p dann und nur dann 

(p, T;) =o, wenn \:) ein Eigenideal ist, und die letzte Eigenschaft ist unabangig von 

den Maximalordnungen, also (p, h) =o, d.h. der Satz ist richtig für Primideale. 

Ist a ein zweiseitiges o-Ideal mit (a, T;) =o, so ist a=pi'"·p~r, (ph T;) =o, also 

(\:lj, Tk) =o, daher (a, h) =o. 

DEFINITION. Die Menge fik= {xES[o[xofCo) ist ein ot-of-Ideal, und heisst 

der Führer von o hinsichtlich o[ und of. 

HILFSSATZ 2. Ist ~1 ein in o enthaltenes maximales normales Ideal, dessen Links

bzw. Rechtsordnung ot bzw. o;t ist, sa ist 2l=T\"J=T"0 =t<j"l, wo t\"J bzw. T\f) der Links

bzw. Rechtsführer•) von ot bzw. o~ bedeutet. 

Beweis. Es ist ~l Cfl"l = {xE S 1 otx Co), und fl"l ist ein normales Ideal, also 

~l=fl"l, ebenso ~l=T~"J. Offenbar ist ~lC{xESlotxotCo)=fv0, und ~list maximal, 

also ~l = f>0 • 

SATZ. 3. Ist der Führer Tik von o hinsichtlich ot und of ein in o enathltenes 

maximales normales Ideal, so sind Ti und h zusammengehorig. 

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist fik=f\0 =f~kJ, und T; ist die Linkshülle von 

f\ 0 =fik wegen Hilfssatzes 1 [12], ebenso ist h die Rechtshülle von Fk. 

3) Vgl. § 1 [12]. 
4) Vgl. § 1 [12]. 
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Wir betrachten die von den zweiseitigen Idealen aus or bzw. of erzeugte 

Gruppe ® bzw. ®'. Sie sind isomorph nach der zusammengehorigen s) Trans

formation: ® ~ ®'. Wir bezeichnen diese zusammengehorige Transformation mit 

rp: ®"=®'. Es sei g; bzw. gk die Links- bzw. Rechtshülle von fik, so sind g; und 

gk zusammengehorig, d.h. gk=[ik- 1g;[ik, wo [ik ein beliebiges ganzes ot-of-Ideal 

bedeutet, und Ti:=lg;, fk:=J"gk. 

HrLFSSATZ 3. lst (~1, g;) =or jür ein zweiseitiges of-Ideal ~1, so ist (IJI'P, gk) =of. 

Beweis. Es sei ~l"=[ik- 11J{[ïk. Es ist (21", gk) = ([ik- 1~1[ik, [ik-'g;[ik) =Œik-1 

(~!, g;) Œik=ot. 

Es sei ~l; ein zweiseitiges of-Ideal mit (~l;, T;) =of, so ist ~l;nO=a regular. 

Wir setzen ~h=ofaot:, so folgt nach Satz 2 (IJlk, h) =of, und wir haben die eine-

indeutige Zuordnung ~li~ ~h :~li'= SJ1k. 

HrLFSSATZ 4. [st ~1; ein zweiseitiges of-Ideal mit (SJli, g;) =ot, so ist ~W=~It. 

Beweis. Es sei~; ein Primideal von of mit (~;, g;)=ot, also (~;, f;)=of, 

d.h. ~; ist regular, also auch Œïk-'~;Œik regular, und (Œik- 1~/[ik, gk) =Of wegen 

Hilfssatzes 3, daher ([ik-'~;Œik nO ist ein regulares Primideal von o und teilerfremd 

mit gk. Setzt man ~;nO=lJ, so gilt Œik-'~;Œik nO=fik-'~;fikno:=llJfik O=lJfik:=JlJgk, 

und gk ~ 0 (mod fik-'~ïfik nO), also lJ = 0 (mod fik-'~;fik nO), also folgt lJ=fik-'~;fik 

nO, da lJ teilerlos ist. Weil lJ, fik-'~;fik regular sind, lJOt=otlJ=Œik- 1~;Œik, also 

~i=~i'-

HILFSSATZ 5. Die Anzahl der verschiedenen Primteiler von T; bzw. Tk sind 

einander gleich. 

Beweis. Es seien ~~, · · · , ~P die verschiedenen Primteiler von g;. Wir 

bezeichnen die von den zweiseitigen Idealen aus or erzeugte Gruppe mit ® und 

die Gruppe von zu g; teilerfremden Idealen erzeugte Untergruppe mit G. Dann 

ist ® = (~,) x (~2) x ···x (~P) x G, wobei (If\;) die von ~; erzeugte zyklische Gruppe 

bedeutet. Also ha ben wir @" = (~i) x ···x (~~) x G". Andererseits rp und cp stimmen 

in G überein wegen Hilfssatzes 4, daraus folgt die Behauptung. 

HILFSSATZ 6. Es sei fik=q1 ···qpa0 , wobei q1 , ···, qp regulare Primideale von o sind 

und ao einen Teil er einer Pot enz von Ti bedeutet: a0 ::Jfr., v> 1. Dann ist die Linkshülle 

g; von tik gleich q, .. ·qpŒo = 0 1 • • ·OpŒo, wobei Œo die Linkshülle von o'l'ao bedeutet, und 

O;=ofqi= q;o;*. 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass fik=o~fik=o~q 1 ···qpa0=Ù1 ···0p~lo, 

~lo=o'l'ao:=Jfr. Es sei Œo die Linkshülle von SJl0 , so ist Œ0 :;:::;2n, also (01 .. ·0p, Œo) 

5) Vgl. s. 17 [2]. 
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=of. Es ist 01 ···0pnl2l0 ~01 ···0pl2l0 =Tik~0,···0p~o- Andererseits ist O,···Op~o 

= 0, · ··Opn ~0 die Linkshülle von 0,·· ·Opn 210 , also 0,·· ·Op~o ist die Linkshülle 

von Tik, d.h. Çl; = 0, · · ·Op~o. 

SATZ 4. Alle verschiedene Primteiler des Führers T; bzw. h sind paarweise zusum

mengehorig. 

Beweis. Nach Satz 19 [4] folgt, dass h=1J,···VrTo, To~T~, wobei To ein zwei

seitiges o-Ideal ist und 1J1 , •·• ,1-Jr regulare Primideale sind. Ware r=l=O, so würde 

z.B. (1J1 , f k) = o, anderersei ts (1J1 , f k) = 1J1 co, es ergabe si ch also ein Widerspruch. 

Daher haben wir fk=To=:Jf~. Also gibt es zwei ganzes normales Ideal ~ik, 'J)ki, so 

dass f~=~iktJ?<J)ki. Es sei nun h=\1.\i···\1.5~, wo ?.Pi.···, \1.5~ die Primideale von 
of sind, so folgt f~=~ik\1Si···\1S~'J)ki=~ik\1Sf~ik- 1 .~ik\1S~~;k- 1 ••• ~ik\1S~~;k- 1 .~ik'J)ki, also 

~ik'J)ki =o~ oder gibt es kein Primteiler von ~ik'J)ki ausser ~ik\1Sj_Œik-', · · ·, ~ik\1.\~~ik_, 

wegen Hilfssatzes 5. 

Nach Satz 4 gehen die regularen Ideale bzw. Primteiler des Führers Ti durch 

die zusammengehorige Transformation in die regularen Ideale bzw. Primteiler 

des Führers h über. 

SATZ 5. Die Menge der verschiedenen Primteiler des Führers Ti stimmt mit der 

Menge der verschiedenen Prirnteiler von rli überein. Also für beliebige reguliire Ideale 

gilt rp=r/1. 

Beweis. Nach Satz 19 [4] ergibt sich, dass q,···qp=:Jfik=q,···qpao=o[q,···qpao 

=01 ···0p2l0 =q1 ···qpl210 , a0 =:JfL 2Io=ofao, wobei q,, ···, qp die regularen Primideale 

bedeuten, also o =:J 1210 , weil q, · · ·qp ein Eigenideal von o ist. 1210 ist ein normales 

Ideal. Es sei ot die Rechtsordnung von 210 , und wir bezeichnen 1210 mit 121;k, d.h. 

o=:J2l0 =12I;k, also fik=:JI}I;k, da fik das maximales in o enthaltenes o~-o1-Ideal ist. 

Offenbar ist TikCI}l;k=l2l0 , also 21;k=fik, d.h. fik besitzt kein regulares Primteiler. 

Es ist also fik=a 0 =:Jn. Andererseits nach Hilfssatz 6 ist g;=~0 =:JfY, also sind alle 

Prim teil er von g; Prim teil er von T;. Die U mkehrung ist klar. 

BEMERKUNGEN. 1) Es sei 1}1;k ein ganzes o~-o't-Ideal, und .Î); bzw . .l)k die 

Links- bzw. Rechtshülle von 21;k. Wir nehmen (121;/?, t;) =o~ an, d.h. (Ô;, f;) =of, 

so folgt o=(l21;k, T;)no=(l2l;kno,f;)=(cr,fi) wobei cr=12l;knO ist, d.h. cr ist regular. 

Daraus folgt nach Satz 3 [4] und Satz 2, dass 121;k=ofcr=crof, weil cr regular ist, 

also ot=ot. Daher ergibt sich, dass ganzes ot-o't-ldeal nicht reguliir ist. 

2) Es ist moglich, dass T; und h verschiedene Exponenten der Primteiler 

haben. Es sei K der rationale Zahlkorper, l der Ring der ganzen rationalen 

Zahlen. Wir betrachten den Matrizesring des Grades 2 über K: (K) 2 = (:ff :ff) =S. 

Dann ist (f n = (l)z=of eine die Asanoschen Bedingungen befriedigende Maxi

ITI==!lordnun~ von (K)~. Es sei X=\=0 ein Element von l, so ist (~ ~) ein regulares 
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Element von (K) 2 und ~;k=(f f)(~ ~) ein ganzes normales Ideal, dessen Recht

sordnung wir mit o1 bezeichnen. Das inverse Ideal des Ideals ~ik ist ~il= (À~' ~) 

(f n und ~ilof~;k=o1=(ir À7l). Ein beliebiges Ideal von of hat die Form 

(~ ~), wobei a ein von der rationalen ganzen Zahl a erzeugtes Hauptideal bedeutet, 

also hat ein beliebiges Ideal von ot die Gestalt (r' ~)(~~)(~~)=(~a À~'a). Ist 

À eine Primzahl p, so ist ( ~ ~) ein Primideal von of, und ( ( ~ ~), l) = o ist eine 

Ordnung von (K) 2 , deren Führer hinsichtlich of (~ ~) ist: T;= (~ ~). Offenbar 

ist ot = (; P~')-::~ o. N ach Satz 4 ist der Führer von o hinsichtlich ot eine Potenz 

d P . 'd 1 * f ffi/V ffi/ 'i'P Ab ffi/ f<P (p-l 0) ( p P) ( p 0) (P 1)" es nmt ea s von ok : 1 k = '"~-' , '"~-' = 1 i • er '"~-' = 1 i = 0 1 p p 0 1 = pz p '+- o 

und ~'2 =(~: ~)co, also h=~'2• Ferner in diesem Beispiel otTM=(f f)(~: ~:) 
(~ P7)=(~: ~:=:)co für .o>2, d.h. f~Cfik nach Definition von fik, also f1Cg; 

Cf;. Andererseits T;c;_fik, also g;=r7. Das gibt ein Beispiel, in denen die 

Exponenten von f; und Il; verschieden sind. 

~ 2. Zerlegung des Ideals durch Primiirideale. 

Es sei R ein Schiefring mit Einselement 1. Nach der Tominagaschen Defini

tion ist ein zweiseitiges Ideal q von R dann und nur dann rechtsseitiges Primar

ideal (kurz r-Primarideal), wenn qa-'=q für ein beliebiges zweiseitiges Ideal a von 

R mit a%r(q), wobei qa-1 = {yERI yaCq) und r(q) den Durchschnitt der allen 

(minimalen) Primteiler des Ideals q bedeutet. Ein r- und zugleich l-Primarideal 

heisst ein Primarideal. In unseren Fall stimmt diese Definition mit der Mur

dochschen Definition [9] überein. 

lm folgenden setzen wir voraus, dass S ein Schiefring mit Einselement 1 ist, 

o eine Ordnung von S, und o* eine o umfassende A,, A 2 , A~ 6) befriedigende mit 

o aquivalente Maximalordnung von S. Ferner nehmen wir an, dass für o die 

folgenden Bedingungen gelten : 

B 2 : Es gilt die Minimalbedingungen für in o enthaltene und ein festes zwei

seitiges o-Ideal umfassende linksseitige (rechtsseitige) o-ldeale. 

B~: Jedes Primideal von o ist teilerlos. 

HILFSSATZ 7. Die Anzahl der verschiedenen Primteiler eines zn o enthaltenen 

zweiseitigen o-ldeal a ist endlich. 

Beweis. Ware es 1J,, 1:'2, •·• die Primteiler von a, so würde 1J,=:J1J,n1J2 =:J1J1 n1J2 

n1Js =:J · .. =:J a. 

6) A 3' bedeutet, dass jedes Primideal von 0 teilerlos ist. 
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H. Tominaga definierte ein s-r-Primarideal q als ein r-Primarideal, dessen 

Radikal r(q) nilpotent modulo q ist, und ein s-l-Primarideal in gleicher Weise. 

Ein s-l- und zugleich s-r-Primarideal heisst ein s-Primarideal. 

HrLFSSATZ 8. Es sei q ein zweiseitiges o-ldeal. Der Restklassenring o/q ist dann 

und nur dann ein primiirer Ring, wenn q ein s-r- (s-l-) Primarideal ist, also auch 

ist q ein Primiirideal. 

Beweis. Es sei o/q ein primarer Ring, dessen Radikal p/q ist. Nach der Defini

tion ist o/p ein einfacher Ring und p=r(q) nilpotent modulo q: pPCq. Wir setzen 

{yEol yaCq) =li für a$p, so ist uaCq, uqCq, also ]jC'fi(a, q) Cq, denn (a, p) =o, 

also (a, pP) =o und (a, q) =o. Andererseits q C'fi, daher f1=q. Ist umgekehrt q ein 

s-r-Primarideal, so gilt für das Radikal p von q pncq, wobei nach Satz 1 [11] ist 

p ein Primideal. Bezeichnen wir o/ q =ii, so ist ii/p ~ o/p ein einfacher Ring und p 

nilpotent, d.h. o/q ist ein primarer Ring. 

HILFSSATZ 9. ln unseren Fall ist r-Primarideal ein s-r-Primarideal, also auch 

ein Primarideal. 

Beweis. Es sei q ein r-Primarideal, so ist das Radikal p von q ein Primideal 

(Theorem 11 [9]), also teilerlos. Wir schliessen, dass o/q ein primarer Ring ist, 

also q ein s-r-Primarideal. 

SATZ 6. Ein in o enthaltenes zweiseitiges o-Ideal a liisst sich dann und nur dann 

als ein Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen darstellen, wenn alle Primteiler 

von a modulo a miteinander kommutativ sind. 

Beweis. 'Es sei alle Primteiler von a modulo a miteinander kommutativ, dann 

ist der halbprimarer Ring o/a eine direkte Summe von primaren Ringen ii;: o/a 

=il=il1 +· .. +ils. Setzen wir fi;=il,+ .. ·+il;~,-Hïi+,+ .. ·+iis (i=1, ... ,s), und bezei

chnen das Urbild von fi; mit n;, so ist o/n; ~il/fi;~ il; ein primarer Ring, d.h. n; 

ein Primarideal von o ist, und o= n s fi;, also a= n sn;. Ist umgekehrt a=q1 n ... 
z=l z"=l 

nQm, wobei q; (i=1, ... , m) Primarideale sind, so ist r(q;) =p; und p; ist nilpotent 

modulo q;, also (q;, qj)=o für icFj. Dann erhalten wir il=ii,+ .. ·+ilm, ii=o/a, 

ii;~ o/ q;, und alle Primideale des Ringes ii sind ge ge ben dur ch p = il1 + · .. +il;~, 
+ iiH1 + ... + iim (i = 1, .. · , m), also miteinander kommutativ sind. 

HrLFSSATZ 10. Alle in o enthaltene zweiseitige o-ldeale liisst sich dann und nur 

dann als ein Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen darstellen, wenn alle 

Primteiler von T für beliebige positive ganze rationale Zahl p modulo fP miteinander 

kommutatativ sind. 

Beweis. Nach Satz 19 [4] ist ein Primteiler von f mit regularem Primideal 

kommutativ, und regulare Primideale sind miteinander kommutativ. Für ein in 
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o enthaltenes zweiseitiges o-Ideal a gilt a=p1 ···1Jvao, ao:;_;:Jf", wobei ao ein in o 

enthaltenes zweiseitiges o-Ideal ist und p; (i=1, ... ,v) regulare Primideale sind. 

Also haben wir o/a~o/p1 + ... +o/pv+o/a0 • Um die Kommutativitat des Primteilers 

von a zu zeigen, genügt es nur die Primteiler von ao zu betrachten. Es seien p, q 

Primteiler des Ideals a, so dass p, q=:Ja0 ist. Ist jj=p/a~o/p1 + ... +o/pv+p/ao, 

q=q/a~o/p1 +· .. +o/pv+q/ao, also j)q=qj) dannundnurdann, wenn (pq, ao)=(qp,ao) 

ist. Es sei nun (pq, fv) = (qp, fv) für beliebige positive ganze rationale Zahl v, so 

ist (pq, f", a0) = (qp, Tv, ao). Wahlen wir v=p, so ist (pq, ao) = (qp, ao) denn ao=:JfP ist, 

und nach Satz 6 ist a als ein Durchschnitt von Primarideale darstellbar. Die 

Umkehrung ist klar. 

SATZ 7. Die folgenden Bedingungen sind einander iiquivalent: 

1) ]edes in o enthaltenes zweiseitiges o-ldeal lasst sich als ein Durchschnitt von 

endlich vielen Primiiridealen darstellen. 

2) Alle Primideale des Ringes o sind kommutativ. 

3) ]edes Primteiler von f sind miteinander kommutativ. 

4) Das Ideal F ist als ein Durchschnitt von endlich vielen Primaridealen dar

stellbar. 

Beweis. 2) ~3) ist klar. Nach Hilfssatz 10 gilt 2) -> 1). Wir zeigen 1) -è>2). 

Wir betrachten F. Es seien p, q Primteiler von T, so ist nach Satz 6 (pq, f2) 
= (qp, f2), also pq=qp, denn pq=:Jï", l)\J=:Jf2, da p=:Jf, q=:Jf ist. 3) ~4) folgt sofort 

nach Satz 6. 

SATZ 8. Ein Primalideal q ist dann und nur dann ein Primiirideal, wenn es kein 

Primteiler von q ausser dem adjungierten Ideal") gibt. 

Beweis. Es sei q ein Primalideal, das nur ein Primteiler p besitzt, so ist 

r(q) =p, und o/p ist ein einfacher Ring, ferner das Radikal p/q von o/q nilpotent, 

also o/q ein primarer Ring, d.h. q ist ein Primarideal. Die Umkehrung ist klar. 

~ 3. Bemerkung über die Zerleg·ung des Ideals durch Primalideale. 

Es sei o ein Schiefring mit Einselement 1, der den Teilerkettensatz für zwei

seitige Ideale erfüllt. 

HILFSSATZ 11. Es seien a, o zweiseitige Ideale mit (a, o) =o, -und q =Fo sei ein 

Primalideal. Ist q=:Ja,.--,o, so ist entweder (q, a) =o oder (q, o) =0, und es kann nicht 

entstehen, dass (q, a)= o und zugleich (q, o) =o ist. 
Beweis. Es ist o/a,...o~o/a+o/o. Wir setzen o/a,.--,li=ii, o/a=ii1 and o/b=iï2 , so 

7) lm allgemeinen für ein beliebiges zweiseitiges Ideal a ans 0 gilt, a;::;;;{y E O[yoxc::;;:a}=ax- 1• 

Ein Element x ans 0 wird genannt n.r.p. zn a bzw. r.p. zn a, je nachdem ax- 1 =:J a bzw. ax- 1=a 
ist. a heisst ein Prima/ideal wie oben erwahnt, wenn {xEO[x ist n.r.p. zn a} ein Ideal bildet, 
welches ein adjungiertes Ideal von a heisst. 
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gilt q/a,..li=q=ëh-1-i'lz, q1 Cii1 , ëbCii2 • Nach der Definition von Primalideal bildet 
die Gesamtheit der Elemente x, für die es ein Element y mit yox C q, y$ q gibt, 
ein Ideal, das wir adjungiertes Ideal von q nennen. Wir nehmen jetzt an, dass 

(q,a)=l=o und zugleich (q,li)=\=o, so folgt ii1 :=lëh und ii,:=Jq2 • Für beliebige 
Elemente X1 a us ii1 und y a us ii2 mit Y$ q2 gilt jïi'X1 Cyi51 = iJ C q und y$ q, also wird 
X1 in das adjungiertes Ideal von q enthalten, d.h. das adjungiertes Ideal von q 
umfasst iï1, und ebenso i52 , also enthalt I. Ist andererseits yoiCq, so folgt yEq, 

d.h. I ist nicht in das adjungiertes Ideal von q enthalten. Das ist ein Widerspruch. 
Nunnehmen wir an, dass (q,a)=o und zugleich (q, li)=o, so folgt ëh=iï1, q2 =iï2 , 

also q = iï entgegen der V oraussetzung. 
Nach Satz 7 [6] lasst sich jedes zweiseitiges Ideal a ais eine kurze reduzierte 

Darstellung 8J von endlich vielen Primalidealen darstellen: a=q1n ··· nqm, wo q; ein 
Primalideal ist. 

SATZ 9. Es sei a ein zweiseitiges Ideal von o und 

q;CO (1) 

sei eine beliebige Darstellung von a durch Primalideale. Wir bezeichnen q;-qj, wenn 

es eine Kette von den in (1) aujtretenden Primalidealen gibt, so dass die aneinander 

stehenden Primalideale mindestens ein Primteiler gemein haben. Durch diese A.qui

valenzrelation entstehen die Klasseneinteilung der in (1) aujtretenden Primalideale, 

und der Durchnitt aller Primalideale, die zur einzelnen Klasse gehort, ist direkt 

unzerlegbar. 

Beweis. Wir setzen voraus, dass ql, ···, qa eine Klasse bilden. Es sei q1 n ···nlla 

=llnli, (a, li) =o, a=\=o, li=\=o, d.h. direkt zerlegbar, so ist q;=::Jan'6, i=1, ···,a, also 

nach Hilfssatz 11 (q;, a) =o oder (q;, '6) =o. Mi thin konnen wir annehmen, dass 

(ql, a)= (qz, a)=···= (qn, a) =0 und (qn+l> '6) = (qn+z, li)=···= (qa, '6) =0, wo 1 <n<a 

ist. Ersichtlich haben q1n ·'"nqn und qn+ln ···nqa mindestens einen gemeinsamen 

Primteiler nach der Definition von Klasseneinteilung. Nun setzen wir q1 n ... nlln 

=c, so ist (c, a) =o, also a$ 1J für beliebigen Primteiler 1J von c. Andererseits gilt 

aliCan'6CcC1J, also '6C1J, d.h. ein beliebiger Primteiler von c ist ein Primteiler 

von tl. Ebenso ergibt sich, dass aller Primteiler von c' Primteiler von a sind, 

falls wir c' =Qn+1 n ··· nqa setzen; aber (a, li) ~-~o, also ha ben c und c' keinen Prim

teiler gemein, was ein Widerspruch ist. 

ZusATZ 1. ]edes Primalideal ist direkt unzerlegbar. 

ZusATZ 2. Wenn die Darstellung (1) eine kurze reduzierte Darstc!lung ist, so 

sind die Anzahl der Klassen und die Mengen der zur einzelnen Klasse gehorenden 

adjungierten ldealen eindeutig bestimmt. 
--~--· ------

8) Eine Darstellung q1n···nqr durch Primalideale "kurz" heisst, wenn für i=f=j q,nqi nicht 
Primalideale sind; sie heisst "reauziert", falls jedes q; nicht durch echte Teiler ersetzt werden 
kann. 



Zur !dea/theorie in Ordnungen Ül5 

§ 4. f-Komponente. 

In diesem Paragraphen machen wir die analogue Überlegungen wie § 10 [2]. 

Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, o eine Ordnung von S, und o* eine o 

umfassende, mit o aquivalente, A 3 , A 2 , A~ befriedigende Maximalordnung von S. 

Es sei f =\Pit··· \Pdr in o*, wo \P; ein Primideal von o* bedeutet. Es sei a ein links

(rechts-) seitiges o-Ideal. Wir bezeichnen die Gesamtheit der Elemente c von S, so 

dass ncCa (cnCa) gilt für irgendein zweiseitiges o-Ideal n mit (n, t)=o, durch 

Ctf, und wir nennen Ctf t-Komponente von a. Ist a ein zweiseitiges o-Ideal, so bleibt 

a1 unverandert, wenn wir a auch ais links- oder ais rechtsseitiges o-Ideal ansehen. 

HILFSSATZ 12. Of ist eine o umfassende Ordnung von S. Ist a ein links- (rechts-) 

seitiges o-Ideal, so ist Ctf ein links- (rechts-) seitiges orldeal und gilt ett=ütet Cett=Ctof). 

Insbesondere ist a ein zweiseitiges o-Ideal, so gilt a1=ao1=o1a. 

Beweis. Es seien ne Co, n'c'Co, wo (n, t) =o und (n', t) =o, so folgt nn'c'cCnoc 

=ne Co und (nn', ü =o. Es sei a ein linksseitiges o-Ideal und ncCa, n'c'Ca, wo 

(n, t) =(n', D =o ist, so ist nn'(c+c') Cnn'c'+nn'c'Cnc+n'c'Ca, also ist a1 ein Modul 

und o1 ein Ring. Für beliebiges Element c aus a1 gilt ncCa für irgendein zwei

seitiges o-Ideal n mit (n,f)=o, alsocEoc=n-1nccn-1aCo1a, da n-1n=oalso n-1 co1 
ist. Folglich ha ben wir a1 C o1a. U mgekehpt für beliebiges Element ca a us o1a, 

wo cE o1 a E a, gilt ne Co für irgendein zweiseitiges o-Ideal n mit (n, t) =o, also 

ncaCoaCa, also caEaf, d.h. at=Otet· Ebenso gilt für das rechtsseitige o-Ideal. 

Nun zeigen wir, dass Of eine Ordnung ist. Es sei x ein beliebiges Element von 

S, so gibt es ein regulares Element aEo, so dass aoxCo ist, also oaoxCo. Da oao 

ein zweiseitiges Ideal ist, so folgt aofxCofaorx=oroao·xCo1o=of, denn es ist 

o1·oao=o1·oao·ot=o1aof, also ist Of eine Ordnung von S. 

HILFSSATZ 13. Sind a, fJ links- (rechts-) seitige o-Ideale, so gilt (a, f)t= (a1, fJ1), 

(a,fJ)1=av,flt. Sind a, fJ zweiseitige o-Ideale, so ist (afJ)1=a1fJ1. 

Beweis. Sind a, fJ linksseitige Ideale, so ist (a, fl)t=of(Ct, fJ) =Cota, o1fJ) = (a1, fJ1). 

c sei ein beliebiges Element aus Ctfnflf, so gibt es in o enthaltene regulare Ideale 

n, n', so dass ncCa, n'cCfJ, also nn'cCnfJCfJ, nn'cCncCa, :.d.i. nn'cCa,fJ, (nn', t) 

=o, demnach afn flt C (an fl)t. Ctjn flt =:J (a,fJ)f ist klar, also a1, flt= (an ll)f. Sind 

a, ll zweiseitige Ideale, so ist (all)t=Ot·etb·Ot=atllt· 

DEFINITION. Es sei m ein zweiseitiges o-Ideal mit m Co, und a sei ein links

(rechts-) seitiges o-Ideal. Wir bezeichnen die Gesamtheit derjenigen Elemente c 

von S mit ahz1J (ai{?), die ncCa (cnCa) genügt für irgendein zweiseitiges o-Ideal 

n mit (n, 111) =o. Ebenso werden oh\), oh'? definiert. 

HILFSSATZ 14. oh\) ist ein Schiefordnung von S. Ist a ein linksseitiges o-Ideal, 
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so ist ajAl linksseitiges oh\)· Ideal. Ist '6 auch ein linksseitiges o-Ideal, so gilt (an o)h\) 

=a;AlnfJîAl. Wenn a ein in o enthaltenes zweiseitiges o-ldeal und m::Jf, so ist ah~) 

ein zweiseitiges orldeal. Analog ist es jür ein Rechtsideal. 

Beweis. oîAl ist ein Ring und oîAl ::Jo, also eine Schieforclnung. a sei ein links

sei tiges o-Icleal. Es sei c bzw. d irgenclein Element aus ojAl bzw. ah~), so gibt es 

zweiseitiges o-Icleal n, n' mit (n, m) =(n', m) =o, so class ne Co, n'dCa, also n'ncd 

Cn'od=n'dCa, (nn',m)=o, cl.h. cdEalAJ, also o~1Jah~JCajAl. Anclererseitsgibtesein 

regulares Element). aus o, so dass a),Co, also n'd.l_Ca).Co, also dÀEoîAJ, d.h. 

alAJ.l_ CohP, daher ist aîAl ein linksseitiges oiAl-Ideal. Es sei a ein zweiseitiges o-Ideal 

und es sei m ::J f. Ersichtlich ist alAJ ein linkssei tiges or Ideal, da olAl ::J Of ist. Für 

irgendein c a us ah~) und d aus Of, gibt es zweiseitige o-Ideale n, n' mit (n, m) 

=(n',f)=o, so dass ncCa, n'dCo, also n'ncdCn'ad=an'dCao=a, (n'n, m)=o, 

demnach cd E a;AJ, also ist ah\) ein zweiseitiges or Ideal. 

HILFSSATZ 15. Es sei a* ein in Of enthaltenes links- (rechts-) seitiges orldeal, so 

ist a=a*no ein links- (rechts-) seitiges o-ldeal, und a*=af. 

SATZ 10. Ist a ein in o enthaltenes zweiseitiges o-ldeal, so ist a dann und nur 

dann reguliir, wenn af=Of ist. 

Beweis. Es sei a ein regulares zweiseitiges o-Ideal, so ist a-' Cof, und 1 E o 

=a-'aCofa=af, d.h. af=of. Ee sei af=of, so folgt 1Eaf, d.h. n·1Ca, (n, f)=o, also 

(a, f) =o. 

SATZ 11. Ist l ein in o enthaltenes und eine Potenz von T umfassendes linkssei

tiges o-ldeal, so ist ffnO=l. Analog ist es jür ein rechtsseitiges o-ldeal. 

Beweis. Ee sei f::JfP und c sei ein beliebiges Element von lfno, so gibt es 

ein regulares in o enthaltenes zweiseitiges o-Icleal n, so dass neC{, also gilt cE oc 

= (n, fP) c= (ne, T0c) Ç (l, T0 ) =f, demnach ftnoCf, und schliesslich ffnO=l. 

Nach Hilfssatz 13 und Satz 10 folgt sofort: 

SATZ 12. lst a ein in o enthaltenes zweiseitiges o-ldeal, so dass a=J.J,·"1Jra0 , wobei 

1J; reguliire Primideale sind und a0 ein zweiseitiges o-ldeal mit ao::JfP bedeutet, so ist 

af= aof. 

Wie Satz 60 [2] wird der folgende Satz bewiesen : 

SATZ 13. Es sei a ein in o enthaltenes und eine Potenz von f umfassendes zwei

seitiges o-ldeal, so sind die Ringe of/ar und o/a isomorph. 

HILFSSATZ 16. Es seien a, 6 in o enthaltene zweiseitige o-ldeale und Teiler einer 

Potenz von f, so ist a~ fJ gleichbedeutend mit af ~ lïr. 

Beweis. Aus a::::J, = bzw. cli folgt af::J, = bzw. Clif. Ist umgekehrt af=f'f• 

so ist nach Satz 11 a=afno=lifno=li. 
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SATZ 14. Es sei p ein Primteiler vonT, so ist Pf ein Primideal von Of und PfnO=p. 

Jst umgekehrt p* ein Primideal von Of, so ist p=p*no ein Primteiler vonT und p*=Pr· 

Beweis. Es sei p ein Prim teil er vonT und Pf ::J aflif =aofDof= (aolio) f, wo a=P1" ·prao, 
li= pi .. ·p;lio, da bei ao, lia Teil er einer Potenz von t und P1, .. · , p; regulare Primideale 

bedeuten. Also nach Hilfssatz 16 aofioCp, demnach a0 Cp oder lia Cp. Daraus folgt 

aC p oder li Cp, also a1 C Pf oder li1 C Pf , d.i. Pf ist ein Primideal. Ist umgekehrt 

p* ein Primideal von o1, so ist nach Hilfssatz 15 p*=pf, wo p=p*no ist. Wir 

beweisen, dass p ein Primteiler von t ist. Es sei aliCp, wo a, li in o enthaltene 

zweiseitige o-Ideale sind, so folgt (ali) 1=a1li1 Cpf =p*, also a1 Cp* oder lif Cp*. 

Daraus folgt, dass aCafnoCp*no=p oder li Cp, d.h. p ist ein Primideal. Ist pl!f, 

so ist p regular, also p*=pf=of nach Satz 10. 

Von jetzt an setzen wir über o die Bedingungen B2 , B~ voraus; ferner setzen 

wir über o* die Bedingung A3 an Stelle von A~. 

HrLFSSATZ 17. IJJè sei ein linksseitiger S-Modul, der einen linksseitigen o-Modul 

Mals ein Teilmodul enthi:ilt, und es sei 1·u=u, für jedes Element u aus IJJê. Wir 

setzen die Gesamtheit der Elemente u aus IJJê, so dass nuCM für irgendein zweisei

tiges o-ldeal n mit (n, t) =o, so ist Mr=ofM, Mf= n Mp, wobei Mp ebenso wie M\ 
p:;;;)f 

dejiniert wird. 

Beweis. Ersichtlich ist Mf Co1M. Es sei cu ein beliebiges Element a us OfM, 

wo cE o1, u E M ist, so gibt es ein zweiseitiges in o enthaltenes regulares o-Ideal n 

mit ncCo, demnach ncuCouCM, also euE Mf, d.h. o1MCMf, daraus folgt 

M 1=o1M. Aus den Bedingungen B2 , B~ folgt, dass die Anzahl der Primteiler von 

T endlich ist, und wir bezeichnen sie mit P1, .. · , Pm. Es ist .n m Mpi ::J Mf, da 
t=l 

M Pi ::J Mf ist. Es sei u ein beliebiges Element a us n m M Pi, so gibt es zu jedes 
z=l 

Pi teilerfremdes regulares o-Ideal ni mit niu CM. Wir setzen 110 = U m 11i, so ist 
i=l 

(n0 , t) = o, denn es gibt Elemente niE 11i, PiE Pi, so dass ni+ Pi= 1 ist, also Jim (ni+ p;) 
t=l 

=1, demnach (no, D =o da nach Bz das Radikal von T modulo t nilpotent ist. 

Ferner gilt n0uCM, also uEMf, d.h. nm MpiCMf, also folgt die Behauptung. 
t=l 

SATZ 15. Es sei a ein in o enthaltenes linksseitiges o-ldeal, so ist nach Satz 20 

[ 4] a als ein direkter Durchschnitt von zwei linksseitigen o-ldealen f, li der art ein

deutig darstellbar, dass a=fnli, (i, t) =o, li::JTP, wo p irgendeine positive ganze ratio

nale Zahl ist. Dann ist af=lif. Es ist dann und nur dann af=of, wenn li=o ist. 

Ebenso gilt /ür die o-Rechtsideale. 

Beweis. Aus a=inli folgt, dass af=ifnlif. Wir setzen o*f=il, so ist nach Satz 

2 [4] il nO=i. Wir bezeichnen die Hülle von 2 mit ~1, so ist (~X, t) =o, also o(::Jilf 

::J~lf =Of, d.h. Bf = o(, dar a us folgt, dass ff = (2 nO)f = 2f nOf=o( nOf =Of, d.h. if=o1, 

daher af = lif. Es sei af = liy =of, so ist lif :7 1, also n·l c li für irgendein regulares 
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o-Ideal n, also (li, D =O. Wir setzen ~=o*li, so ist (~, D =O. Ist ~ die Hülle von 

~. so ist (~,f) =o und ~::J~=W, da !i::Jtr ist. Daraus folgt, dass o*= (~, tr) =~, 

also ~=o*, und li=~nO=O*no=o. 

Nach Hilfssatz 17 erhalten wir: 

SATZ 16. lst a ein einseitiges o-ldeal, so ist Of= n a1J. 
1Jdf 

Analogerweise wie [4] erhalten wir die folgenden Hilfssatze: 

HILFSSATZ 18. Es seien g bzw. a in o enthaltene zweiseitige o*- bzw. o-ldeale. lst 

(a, g) =o, so ist ~l=o*ao*=ao*=o*a und (~I, g) =o*, ferner gilt ~no= a. 
HILFSSATZ 19. Es sei g ein in o enthaltenes zweiseitiges o*-ldeal. lst jür ein 

zweiseitiges o*-ldeal IJ1 (IJ1, g) =o*, so ist (n, g) =o, wo n=IJ1no ist, ferner gilt 

no*= o*n = IJ1. 

SATZ 17. Es sei g ein in o enthaltenes zweiseitiges o*-ldeal, und B sei ein links

seitiges o*-ldeal. Dann stimmen das in o* defini er te B9 9J und das in o defini er te Ideal 

B9 in unserem Sinn überein. 

Beweis. Wir bezeichnen das in o* definierte Bg mit B~. Es sei x· ein beliebiges 

Element aus B~, so gibt es ein zweiseitiges o*-Ideal IJ1 mit (IJ1, g) =o*, so dass 

B::JIJ1x::Jnx, wo n=IJ1no ist, also (n, g)=o, demnach xE~9 , d.h. B~ClJg. Ist um

gekehrt x ein beliebiebiges Element a us B9 , so gibt es ein zweiseitiges o-Ideal n 

mit (n, g) =o, so dass ~ ::Jnx, also lJ ::J o*nx=IJ1x, wo IJ1=o*n =no* ist, und (IJ1, g) =o*, 

also xE lJ~, d.h. lJ9 CB~. 

HILFSSATZ 20. Es ist DfnO*=o. 

SATZ 18. lst der Führer von o hinsichtlich o*, so ist tf der Führer von of 

hinsichtlich or. 

Beweis. Es sei ~1* ein in Of enthaltenes zweiseitiges of-Ideal, so ist O=OfnO* 

::J~l*no*=lll, wo Ill ein zweiseitiges o*-Ideal und ~X*=Illt ist wegen Satzes 55 [2], 

also ~1Ct, demnach ~*=~lfCtfcof, d.h. Tf ist das maximale in Of enthaltene zwei

seitige of-Ideal, also der Führer von Of hinsichtlich of. 

SATZ 19. Es sei a ein in o enthaltenes und eine Potenz von t umfassendes zwei

seitiges o-ldeal, so ist af=a1JnOf, wobei p ein Primteiler vont ist und a1J a~l(al[l) bedeutet. 

Beweis. Nach B2 a=qc1Jn ... nqcrl, we qCiJ ein unzerlegbares 10J Ideal bedeutet, 

also ist qco ein Primalideal ; daraus folgt, dass af = qj1J n · · · n qj"J, wobei qj'J auch 

wegen Satzes 13unzerlegbarist. Nun nach Satz 16 qvl= n q~'l= n (q~lnof), also 
1J~f 1J~f 

9) v gl. § 10 [2]. 
10) Ein Ideal heisst unzerlegbar, wenn es nicht ais Durchschnitt von zweien echten Teiler darstel

lbar ist. 
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q~·, nOt=q\'' für jeden Primteiler von f da q\0 unzerlegbar ist. Daraus folgt, dass 

Of= (q~ll nOj) ... · n (qjr' nOj) = (q~ll n .. · nq1{') nOj= (qCl) n ... nqcr))vnOj =a1Jnûj · 

;:, 5. Zerlegung von f und Blockideal. 

S sei ein Schiefring mit Einselement 1, o sei eine Ordnung von S, und o* eine 

o umfassende, mit o aquivalente, A1 , A 2 , A3 genügende Maximalordnung. Fern er 

setzen wir über o die Bedingungen B2 , B3 voraus. 

HILFSSATZ 21. Es sei 1J ein Primideal von o, so dass jür irgendeine positive 

ganze rationale Zahl r> o*p"o*co* ist, und ~X sei ein zweiseitiges o-Ideal mit o*1J,o*C~l, 

so ist jür beliebige positive ganze rationale Zahl e ~xe nO ein Primarideal, dessen 

adjungiertes Ideal 1J ist. 

Beweis. 1J' sei ein beliebiger Primteiler von ~xe nO, so ist 1J 0e C~le no Cp', also 

1J=1J', d.h. ~xe nO besitzt nur einen Primteiler. Nach Satz 7 [6] ist ~xe nO ais kurzer 

reduzierter Durchschnitt dur ch Primalideale darstellbar : ~le no= q1 n · · · n qm, wo q; 

Primalideale sind, also m = 1, und na ch Satz 8 ist ~le no ein Primarideal, dessen 

adjungiertes Ideal 1J ist. 

HILFSSATZ 22. Es seien q1 , ···, lls Primdrideale, die dasselbe adjungierte Ideal 

p haben, so ist q1 n ... nl]s wieder ein Primarideal, dessen adjungierte Ideal wieder p ist. 

Beweis. Es sei 1J' ein beliebiger Primteiler von q1 n·"nl]s, so ist p'::Jqln"·n 

qs::Jq1 .. ·qs:;;.:21J01+ .. ·+Ps, wobei fJ 0 iCq; ist, also p=p', d.h. q1n '"nlls hat nur ein Prim

teiler. Nunmehr folgt die Behauptung genau wie der Beweis des Hilfssatzes 21. 

HILFSSATZ 23. Eine kurze Darstellung durch Primdrideale ist reduziert, und 

zugleich ist auch eine Darstellung durch minimale Primalideale 11 ). 

Beweis. Ee sei a=q1 n ... nqr eine kurze Darstellung durcb Primarideale, d.h. 

die adjungierte Ideale sind durchweg verschieden, also ist diese Darstellung auch 

der direkte Durchschnitt durch direkt unzerlegbare Ideale, also reduziert. Es sei 

a=qfn .. ·nQ~, qiCq;, eine kurze Darstellung durch minimale Primalideale nacb 

Satz 8 [6]. Wenn es gabe mindestens ein Primalideal, das nicht Primarideal ist, 

un ter qi, · · · , q~, so würde die Anzahl der direkt unzerlegbaren Komponenten 

kleiner als r nach Satz 9, was unmoglich ist, also sind qi, ···, q~ Primarideale, 

daher qi=q; i=1, ... ,r. 

HILFSSATZ 24. Es sei p ein Primideal, so dass po*=o*, so ist 1J r.p. 12 ) zu ~lno 

/ür ein beliebiges zweiseitiges o*-Ideal ~l. 

Beweis. Es ware 1J n.r.p. zu ~lno, so gabe es nach Definition ein Element x 

11) Vgl. Satz 8 [6]. 
12) Vgl. [6]. Vgl. auch die Fussnote des Satzes 8. 
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a us o, so dass X1J C~Xno, x$ ~Tno, also xE xo*=xpo*C~X, d.h. xE ~X no entgegen der 

V oraussetzung. 

T ist ais Produkt von Potenzen verschiedener Primideale von o* darstellbar : 

t=~ll.--~~". Es sei Pa ein Primteiler von f, so dass für irgendeine positive ganze 

rationale Zahl Pa o*p~ao*c o* ist, und ~~, ···,~a seien die Primteiler von o*p~ao*, 

so sind ~r~ no, · · · , ~~an ti Primarideale, die samtlich gleiche Radikale Pa ha ben, also 

nach Hilfssatz 22 ist ~fL--~~a nO ein Primarideal, dassen Radikal Pa ist. Nun 

Pa, Pb, · · · , PA seien die samtliche sole he Prim teil er von t, so gilt 

wo die runden Klammern Primarideale sind, die bzw. Pa, Pb, ··· , PA ais Radikale 

besitzen. Wenn es ausser ~1 , ···,~A noch Primteiler ~ von f gibt, so gelten 

o*poo*%~ für alle Primideale p und alle positive ganze rationale Zahlen p. Es sei 

(2) 

eine kurze reduzierte Darstellung von ~~~11 ···~;" nO durch Primalideale. In der 

Darstellung (2) wahlen wir qi1 , ···, q;t derart aus, dass qi1 , ···,Oit die maximale 

Menge ist, so dass alle Prim teil er von qi1 n · · · n qi t modulo qi1 n · · · n qi t miteinander 

kommutativ sind. Dann sind qi1 , ···,Oit Primarideale; denn nach Satz 7 gibt es 

eine Darstellung von q;1 n ···nqi1 durch Prirnarideale: q;1 n ···nqit=qin ···nqi. 

wobei die adjungierte Ideale pi, · · · , p~ von qi, · · · , qi durchweg verschieden ange

nommen werden konnen wegen Hilfssa tzes 22, also ist qin · · · n q~ ein direkter 
Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen. Gabe es mindestens ein Primai

ideal, das nicht ein Primarideal ist, unter q;1 , ···,Oit; dann wenn wir nach Satz 9 

qi1 n ···nOit ais ein direkter Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen dar

stellen, die Anzahl der unzerlegbaren Komponenten kleiner als s würde, da 

q;1 n ···nOit nur pi,···, p~ als Primteiler besitzt, was unmoglich ist. Ferner sind 

die übrigen q; in (2) nicht Primarideale ; denn ga be es noch Primarideal q in (2), 

so würde q;1 n ···nqi1 nq eine Darstellung durch Primarideale, also nach Satz 6 

würde alle Primteiler von qi1 n ···n0;1 nQ modulo qi1 n ···nq;1 nO miteinander 

kommutativ entgegen der Konstruktion von q;1,.··,q;1 • Also haben wir 

( 3) 

wo qi1,.··,qi1 Primarideale und q;1+1 , ···, qir nicht Primarideale sind. 

DEFINITION. Ein Primalideal, das nicht ein Primarideal ist, heisst ein echtes 

Prima! ideal. 

HILFSSATZ 25. Das echte Primalideal q besitzt kein Primteiler, mit welchem alle 

Primteiler von q miteinander kommutativ sind. 

Beweis. Da das Radikal von q modulo q nilpotent ist, enthalt q ein Produkt 
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von Primteiler von q. Es sei 1J1 ···p, ein in q enthaltenes Produkt der Primteiler 

von q, das die minimalen Faktoren besitzt, so ist Pœ das adjungierte Ideal von q. 

Es ist a>2, da nach Satz 9 q mindestens zwei Primteiler besitzt. Es sei p; (i~J=a) 

mit allen übrigen Prim teil er von q kommutativ, so ist p1 .. ·PHPi+, .. ·PœPi C q und 

p, .. ·1Ji-1Pi+1" ·p,%: q wegen der Definition von a, also p; das adjungierte Ideal von 

q, demnach 1J;=1Ja, d.h. ein solcher Primteiler muss das adjungierte Ideal von q 

sein. Es sei andererseits das adjungierte Ideal Pa mit p1, ... , p,_, kommutativ, so 

ist PalJ, .. ·Pa-l C q und PaP1 · "P<>--z% q wegen der Definition von a, also p,.,_, das 

adjungierte Ideal von q, also Pœ-1=pœ, usw., schliesslich haben wir p~Cq, also ist q 

ein Primarideal, daher ergibt sich ein Widerspruch. Daraus folgt elie Behauptung. 

SATZ. 20. Es sei p ein beliebiger Primteiler von \l\~~1_1 .. ·\P~a- nO, so ist o*p"o*=o* 

/ür beliebige positive ganze rationale Zahlen p. 

Beweis. p ist ein Primteiler von t, und aus der Konstruktion von (1) folgt 

die Behauptung. 

SATZ 21. Die oben erhaltene Darstellung von t 

T = (\li~' .. ·\P~"nO)n· .. n("·\P~'-nO)nqi1 n"'nqitnqit+ 1 n"·nqir (4) 

ist eine kurze reduzierte Darstellung von f dur ch Prima/ideale, wobei \15~ 1 • • ·\15~" nO,···, q;1 , 

... , q;t Primarideale, q;t+I, ... ,q;r echter Prima! ideale sind. 

Beweis. (\15~' .. ·\P:"nO)n"·nC .. ·\P~Àno), q;1 n"·nqir sind kurze reduzierte Dar

stellungen, und die beide Primteiler sind gegenseitig teilerfremd, also folgt die 

Behauptung. 13) 

Es sei K der enclliche algebraische Zahlkêirper, und Po sei ein Primteiler der 

beliebig gewahlten rationalen Primzahl p, und l sei die Hauptordnung von K. 

Wir bezeichnen den Po-adischen Zahlkêirper mit KY!o, und lp0 sei die Ordnung, die 

die ganze Elemente von Kp0 erzeugen, und S sei eine Algebra vom endlichen 

Grade über Kp0 • Dann besitzt l\lo ein einziges Primideal, das ein Hauptideal 

TC[p0 = lpl'C mit TC E Po, TC Ej: pâ, und das wir mit derselben Bezeichneung Po bezeichnen. 

Es sei o eine lYJ0-0rdnung 14 ) von S, und Z sei das Zentrum von S, und o* sei eine 

o umfassende l\!0-Maximalordnung, so gelten die Bedingungen A,, Az, A3 für o*. 

Ferner ist ]=onZ eine Ordnung von z, und f*=o'l'nZ ist die Noethersche Axiome 

befriedigende Maximalordnung von Z. 

HrLFSSATZ 26. Jedes Primideal von ] ist teilerlos. 

Beweis. o ist [YJ0-endlich, d.h. o ist ein endlicher lp0-Modul, also ist ] auch 

lp0-endlich, also folgt die Behauptung. 

13) lst 0=6nC=o' nC1, fJ's;;;;fJ, c's;;;;c, (6', C1)=0, so ist 6='6', C=C1, wo Q, 6, C, o', C' zweiseitige 
Ideale von 0 bedeuten. 

H) Eine Ordnung, die endlicher 1\l-Modul ist, wird lp-Ordnung genannt. 
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Z.B. nach Satz 9 konnen wir p0o als ein direkter Durchschnitt von direkt 

unzerlegbaren Idealen darstellen. 

SATZ 22. Es ist PoOn]=rr]. Es sei PoO=m,n ···nmr bzw. PoOn]=M,n ···nM,. 

eine Darstellung durch direkten Durchschnitt von direkt unzerlegbaren Idealen von o 

bzw. ], sa ist Jl.=-r. 

Beweis. Es ist p00n]=rrlf>00n]=rrOn]~rr]. Ist x ein beliebiges Element von 

rro,J, so gibt es ein Element y aus o, mit x=rry, wo y ersichtlich ein Element aus 

], d.h. rron]Crr]. Nun ist o/p0o~o/m,+···+o/mT eine direkte Summe von direkt 

unzerlegbaren Modulen, und das Zentrum vom o/1J00 ist ] llJoO nf'5) ~] 1 M, + · · · + 

]/M,., wo die Summe direkt ist und ]/M; direkt unzerlegbar sind, also Jl.=r. 

SATZ 23. Es sei lJ00=Jn1 n ···nm7 eine Darstellung von PoO als direkter Durch

schnitt von direkt unzerlegbaren Idealen, sa ist r weniger als die Anzahl der ver

schiedenen Primteiler von p0o*, und die Gesamtheit der Primtei!er von rr] ist durch 

~,nf, ···, ~œnl gegeben (nicht notwending miteinander verschieden), wo ~', ···, ~"' 

alle Primteiler von p0o* bedeuten. 

Beweis. Im Beweise des Satzes 22 ersetzen wir o durch o*, so folgt, dass 

lJoO*n]*=rrJ*=P{m1 n ···nP'!ma, P!=~;n]*, WO lJ00*=~~1 ···~:a, 11;--0 (m;). 

i) Es sei rrJ*%] und F sei der Führer von ] hinsichtlich ]*, so ist rr $ F, also 

rr]r;;f;F. Es sei rrJ= n Q;, Q;CP;, wo Q; Primarideale sind und P; adjungierte 
i 

Ideale von Q;, so ist Q;=M;, d.h. M; sind Primarideale. Also haben wir (P;, F) 

= ], d.i. P; sind regular, also sind auch M; regular. Daraus folgt, dass M;J*=Ptm;, 

i=l, ···,a, Pt=P;]*, Ptnf=P;, also a=r. 

ii) Es sei rr]C], so ist (rr]*) 2 =rr2]*Crr]Crr]*. Aus rrJCrrJ* folgt, dass 

rr]Crr]*n]= (PÎm'n]) n ···n (P!mœn]). Daraus folgt, dass Pî nf,···, P!n] Prim

teiler von rr] sind. Andererseits aus (rrJ*) 2 CrrJ folgt, dass (rr]*) 2 n]Crr], also 

cPt n]) 2m, ... (P'!n]) 2macrrj. Daraus folgt, dass alle Primteiler von rr] durch 

Pt n]=~;n] Ci=l, ... , a) gegeben sind und r<a, also folgt die Behauptung. 

DEFINITION. Nach R. Brauer nennen wir m; das Blockideal von lJo. 

SATZ 24. Für jedes Primteiler P von lJoOn]=rr] gibt es ein Primteiler p von 

lJoO=rro, sa dass Pnf=P, und umgekehrt. 

Beweis. Es sei P ein Primteiler von rrJ. Wir bezeichnen die Menge der 

zweiseitigen o-Ideale, deren Durchschnitt mit ] in P enthalten ist, mit W: W 

= {alan]CP). W ist nicht die Nullmenge, da rron]=rr]CP ist. Es sei lJ ein 

maximales Element von W, so ist lJ ein Primideal von o. Denn ware ali= a, a~ a, 

fJ ~a (mod p), wo a, Jj irgendzwei zweiseitige o-Ideale sind, so würde lJ c (p, a), 

~:;;) Vgl. Lemma 1-H [10} 
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pc (p, li), also (p, a) n]c;t;;P, (p, li) n]c;t;;P, nach der Definition von W, also gabe 

es Elemente a und b, so dass a E (p, a) nf, a $ P und bE (p, li) nf, b $ P ist ; es 

würde also abE (p, a) (p, li)= (p2, ap, lip, ali) Cp, d.h. abE Pnf=P, andererseits a$ P, 

b$ P, demnach ergabe sich ein Widerspruch. Nun ist Pn]CP und Pnf ist 

teilerlos, daher Pnf=P. Die Umkehrung ist klar. 

SATZ 25. Es sei PoO=m,n "·nmr bzw. Po]=M,n '"nMr eine Darstellung von PoO 

bzw. p0 ] als direkter Durchschnitt von direkt unzerlegbaren ldealen, so ist der Durch

schnitt von J mit jedem Primteiler des Ideals m; dasselbe Primideal in ]; dagegen 

ergeben Primteiler von m; bzw. mj Ci~ j) verschiedene Primteiler in ]. Ferner gilt 

m;=M;o=oM;, i=l, ... , r, also auch m;mj=mjm;, d.i. die Blockideale sind miteinander 

kommutativ. 16) 

Beweis. Aus n:J=M, .. ·Mr folgt rro=rc]o= (M1o) ···(Mro) =M10n '"nMrO mit 

(M;o, Mjo) =o für i ~ j, und M;o ist ein direkt unzerlegbares Ideal von o; denn 

rco ist darstellbar als ein direkter Durchschnitt von r direkt unzerlegbaren Idealen: 

rco=m1 n ... nmr. Also haben wir m;=M;o, i=l, ... , r, unter geeigneter Numerier

ung des Indizes, daher m;m j = m jmi. Es sei p ein beliebiger Primteiler von m;, 

so ist P~iCM;Cm;~p, also P~iCpn], daher P;=Pn], da P; teilerlos ist. 

Es seien p11 , • • • , p11,, die Prim teil er von m,, und p2,, • • • , p,fl die Prim teil er von 

m2 , usw. o besitzt eine l1yBasis 17): o=lp0u,+ .. ·+lp0un; also PoO=pou,+ .. ·+poun, 

daher o=o/p0o=-K'"u,+ ... +K*un, wo K*~lp0/p0 ~l/po ist, also ist o eine Algebra 

über K*. n sei das Radikal von p0o, d.i. der Durchschnitt von allen Primteilern 

von PoO, so ist ii= n/p0o das radikal von o. Dar a us folgt, dass ii/ii~ o/n ~ :E o/p,; 
i 

+ :E o/p2 j + .. · + :E o/prk. A us der Theorie der Darstellung wissen wir, dass jede 
j k 

irreduzible Darstellung von o eineindeutig zur einfachen Algebra o/pij entspricht, 

d.i. sie entspricht eineindeutig zum Primideal von o. Das Zentrum von il ist 

J=J/n:J= J/p0on], und es hat nur Primideale P11 ... , Pr(Vgl. den Beweis des Satzes 

25) nach Satz 24. Andererseits induziert jede irreduzible Darstellung von il nur 

eine einzige irreduzible Darstellung von]. Z.B. gilt o/p1;~(J, p,;)/p,;~J/J p,; 

= ]/P11 d.h. die so erhaltene einzige irreduzible Darstellung von J entspricht also 

zu P,, daher erzeugt alle Prim teil er von m; einen Block im Sinne der Darstel

lungstheorie. Also besagt der Satz 23, dass die Anzahl des Blockes im modulare 

Darstellung weniger als die Anzahl der verschiedenen Primteiler von p0o* ist. 

SATZ 26. ]edes Blockideal hat hOchstens nur einen reguliiren Primteiler : jedes 

reguliire Primideal allein erzeugt einen Black, und wenn ein Black aus mehr als zwei 

Primidealen besteht, so sind sie durchweg Primteiler von r. 
16) Herr Proffesor R. Brauer.bemerkte diese Eigenschaft im Gruppenringe. 
17) Ist 0 =lpu1 + .. · + lpun, wo u1 , ... , Un linear unabhangig über Kp sind, so heisst up ···,Un 

lp-Basis von O. 
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Beweis. Nach Satz 19 [4] ist m;=\J~l···)J~•mo, wo Pt, ... , Pr miteinander ver

schiedene regulare Primideale sind und mo ein zweiseitiges Ideal von o, mit mo=::JfP. 

Es sei p ein regulares Primideal. Ist miClJ, so ist z.B. ):!1=\J, d.h. m;=\Jr1 \J~2 .. ·\J~•mo 

=)J~ln\J~2n "'nP~•nmo, aber m; ist direkt unzerlegbar, also mi=\Jel. Übrige 

Behauptung ist klar. 
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