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DIFFERENTIABLES ET HOLOMORPHES
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Le but principal de ce memoire est d'etudier les espaces fibres principaux

differentiables et holomorphes de groupe abelien connexe ayant pour base une

C-variete au sens de Wang [12]. Une C-variete X etant une variete complexe

compacte simplement connexe et homogene, X est la base d'un espace fibre

principal qui est un groupe de Lie oύ op&re un sous-groupe ferme par les

translations a droite comme groupe structural. Pour cette raison, on considere

d'abord dans le § 1 les espaces fibres principaux differentiables de groupe abelien

connexe A ayant pour base la base X d'un certain espace fibre principal differ -

entiable Y de groupe B. Parmi ces espaces fibres principaux les plus simples

sont ceux qui sont associes & Y par les homomorphismes du groupe B dans

le groupe A. On montre que tous les espaces fibres principaux differentiables

qui sont trivialises par la projection de Y sur X sont de ce type si Y est simple-

ment connexe et si B est un groupe compact. Dans le §2, on donne une

classification des espaces fibres principaux dont la base est une C-variete X et

dont le groupe est un groupe de Lie complexe abelien connexe A : Tout espace

fibre principal differentiate de base X et de groupe A est sous-jacent h un

espace fibre principal holomorphe et, de plus, quand on pose d'apres Wang

X=G/U oύ G est un groupe de Lie complexe semi-simple simplement connexe,

tout espace fibre holomorphe du type en question est un espace fibre associe

a Γespace fibre G de base X et de groupe U par un homomorphisme holo-

morphe bien determine du groupe U dans le groupe A. On etudie enfin, dans

le §3, les connexions definies sur les espaces fibres principaux holomorphes de

groupe abelien connexe ayant pour base une C-variete. On y montre en par-

ticulier qu'un tel espace fibre principal est trivial si il admet une connexion

holomorphe.

Je tiens a exprimer ici toute ma reconnaissance a M. J.-L. Koszul, dont
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les nombreuses suggestions m'ont grandement aide et m'ont permis d'ameliorer

considerablement la redaction de ce memoire.

§ 1. Espaces fibres principaux differentiables de groupe abelien associes

a un espace fibre principal.

1. Dans ce paragraphe, on designera par A un groupe de Lie abelien con-

nexe. Soit X une variete differentiable. On sait que Γensemble des classes

d'espaces fibres principaux differentiables de base X et de groupe A peut etre

identifie avec le premier groupe de cohomologie i/HZ, Ad) de X (& support

ferme) a coefficients dans le faisceau Ad des germes de fonctions differentiables

sur X & valeurs dans A [6]. Supposons maintenant que X est la base d'un

espace fibre principal differentiable Y de groupe B, B etant un groupe de Lie

quelconque. La projection de Y sur X sera notee q et les operations de B dans

Y seront ecrites h droite. Alors la projection q : Y -> X induit un homo-

morphisme p du groupe HHX, Ad) dans H^Y, Ad). Le noyau de p n'est autre

que Γensemble des classes d'espaces fibres principaux de base X et de groupe

A qui sont trivialises par q : Y -* X. D'autre part, les homomorphismes differ-

entiables du groupe B dans le groupe A forment un groupe abelien Horn (B, A)

de maniere evidente. En faisant correspondre a un homomorphisme / : B -> A

la classe des espaces fibres P associes & Y par /, on a une application θ de

Horn {By A) dans Hι(X, Ad). On voit que θ est un homomorphisme du groupe

Horn {B, A) dans le groupe H1{X, Ad). En effet, si Y est defini par le systeme

de fonctions de passage {guv} relatif a un recouvrement ouvert {£/, Vt . . .} de

X, P est defini par le systeme de fonctions de passage f(guv) relatif au meme

recouvrement ouvert de X.

THEOREME 1. Soit Y un espace fibrέ principal diffέrentiable de base X et de

groupe B. Supposons que Y soit simplement connexe et que B soit compact.

Alors, la suite

(0) —> Horn (B, A) - ^ HHX, Ad) Ά H\Y, Ad)

est exacte.

En particulier, sous les memes hypotheses du theoreme, tout espace fibre

principal differentiable P de base X et de groupe A trivialise par la projection

q '. Y -+ X est un espace fibre associe a Y par un homomorphisme du groupe
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B dans le groupe A qui est bien determine par P.

COROLLAIRE 1. Avec les memes conditions que dans le thέorέme, si H2{Y, Z)

= (0) pour le faisceau constant Z dont le groupe est le groupe des nombres

entiers, θ est bijectif.

En effet, puisque le revetement universel de A est isomorphe h un espace

vectoriel reel Rn, il existe une suite exacte

(0)-*77-*#*-* A-> (0),

oύ 77 est un sous-groupe discret de Rn. Designant par Π le faisceau constant

sur Y de groupe 77, on a alors la suite exacte de faisceaux sur Y

(0)-> Π - R3 - A*-> (0),

et cela definit la suite exacte de cohomologie

- - - -*HHY, R3) -*H\Y, Ad) -*H*(Y, Π) -» .

Puisque tout espace fibre principal de groupe Rn est trivial, on a Hι(Y, Rli)

- (0). D'autre part, puisque 77 est un groupe abelien Hbre de rang fini, le

faisceau Π est somme directe des faisceaux isomorphes a Z. Par consequent,

d'apres Γhypothese du corollaire, H2(Y, Π) = (0). La suite exacte ci dessus

implique alors que HX(Y, Ad) = (0) et le corollaire resulte done de la suite ex-

acte du theoreme.

Comme on sait, si K est un groupe de Lie compact simplement connexe,

H2(K, Z) = (0). Par consequent, d'apres le corollaire 1, on a le

COROLLAIRE 2. Soit K un groupe de Lie compact simplement connexe et soit

B un sous-groupe fermέ de K. Vhomomorphisme θ de Horn (B} A) dans

Hι(K/B, Ad), qui est dέfini par la structure d'espace fibre principal diffέrentiable

de base K/B et de groupe B sur K, est bijectif,

2. Espaces fibres principaux trivialisέs par la projection d'un espace fibre

principal. On conserve les notations du § 1.1. Pour la demonstration du

Theoreme 1 ainsi qu'en vue des paragraphes suivants, on considere ici les

espaces fibres principaux differentiables de groupe A qui sont trivialises par la

projection q : Y -* X. Rappelons d'abord qu'un facteur sur Y a valeurs dans A

est une fonction differentiate k(y, s) sur le produit 7 x J 5 a valeurs dans A

qui verifie la condition
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k(y, s)k(ys, t) = k(yy st)

quels que soient y&Y et s,t<aB, et que deux facteurs k{y, s), k'(y, s) sont

dits έquivalents si il existe une fonction differentiable r sur Y a valeurs dans

A telle que

k'(y, s) = r(y)k(y, s

quels que soient y<=Y,s<=B. On sait qu'il existe une correspondance bijective

entre Γensemble des classes d'equivalence de facteurs sur Y a valeurs dans A

et Γensemble des classes d'espaces fibres principaux differentiables de base X

et de groupe A qui sont trivialises par la projection q : Y -+ X [7]. En fait,

etant donne un espace fibre principal differentiable P de base X et de groupe

A trivialise par q : Y -» Xt tout facteur k correspondant a la classe de P est

defini, au moyen d'une application differentiable q* : Y -*> P qui est compatible

avec q (c'est-a-dire, qui verifie la condition pq* = #, p etant la projection de P

sur X), par la formule

(1,1)

pour jye Y, s e β . Par ailleurs, un facteurs k{y, s) sur Y a valeurs dans A

qui ne depend que de 5 peut etre identifie avec un homomorphisme differentiable

/ du groupe B dans A, les deux etant lies par la relation f{s) =k(y, s) pour

s&B; un espace fibre P dont la classe correspond a la classe de ce facteur

est un espace fibre associe a Y par Γhomomorphisme / : B -* A [8]. II en

resulte que, pour que cet espace fibre P soit trivial, il faut et il suffit qu'il

existe une fonction differentiable r sur Y a valeurs dans A telle que

f(s)=r{y)r(ysΓ1

quels que soient y<=Y,s<ΞB. On remarque que les notions introduites ici pour

les espaces fibres differentiables sont egalement definies pour les espaces fibres

holomorphes quand on y remplace les mots "differentiable" et "groupe de Lie"

par "holomorphe" et "groupe de Lie complexe" respectivement.

Soit P un espace fibre principal differentiable de base X et de groupe A

la projection de P sur X sera notee p. Supposons que P est trivialise par la

projection q : Y-+ X et qu'un facteur k est defini par (1,1) au moyen d'une

application q* : Y -> P compatible avec q. Soit ω une forme de connexion sur

Γespace fibre P\ c'est une forme de degre 1 sur P a valeurs dans Γalgebre de
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Lie α du groupe Λ.1)2) On sait que la forme 77 = α?<?*, image reciproque de ω par

q* : Y-> P, est alors une forme sur Y k valeurs dans α verifiant les deux con-

ditions suivantes.

(1.2) v({dy)s)-η(dy)=h(y, sY'kidy, s),

(1.3) y(yds)=k{y, sΓ'Hy, ds)

quels que soient v ε 7 , seJB, oύ dy (resp. ds) designe un vecteur tangent

quelconque d'origine yeY (resp. d'origine s e β ) . Reciproquement, si une forme

•η sur Y & valeurs dans 0 verifie ces deux conditions, il existe une forme de

connexion ω sur P telle que 77 = ωq* [8]. D'autre part, puisque A est un groupe

abelien, la forme dω est Γimage reciproque Ωp d'une forme Ω de degre 2 sur

X h valeurs dans α par la projection p : P-> X; Ω est la forme de courbure

sur X de la connexion definie par ω. On a alors Ωq=Ωpq*= (do))q* = d(ωcf)

et par suite

(1.4) Ωq^d-η.

Supposons en particulier que P est un espace fibre associe a Y par un homo-

morphisme f : B -+ A', il existe done une application #* : Y-» P compatible

avec (j qui definit le facteur ft(>>, s) =/(s) (jye Y, s e β ) par la formule (1,1).

Soit r une forme de connexion sur Γespace fibre principal Y; e'est une forme

de degre 1 sur Y a valeurs dans Γalgebre de Lie ΐ> du groupe B qui verifie les

conditions γ((dy)s) = ad (s"1)r(ίίv) et r ( ^ 5 ) = s " 1 ^ quels que soient 3 < G Γ et

562?. La forme Γ= dγ-\-Lr> rl est la forme de courbure sur Y de la connexion

definie par γ. Designant encore par / Γhomomorphisme de Γalgebre de Lie b

dans Γalgebre de Lie a induit par / : B -> A, on considere la forme -η =/( r ) sur

Y & valeurs dans α. On a ?((rfy)s) =/(r((rfy)5)) =/(ad(5"1)r(ί/y)) =/(r(dy))

= v(dy)f puisque α est abelienne d'autre part, -η(yds) =f(γ(yds)) =f(s'1ds)

-f(s)~1f(ds). Par consequent, la forme -η verifie les conditions (1,2) et (1,3).

D'apres ce qu'on a rappele plus haut, il existe done une forme de connexion ω

sur P telle que η - ωq". La connexion de Γespace fibre principal P definie par

ω sera dite la connexion de P canoniquement associέe ά la connexion γ de Y.

Par ailleurs, puisque / est un homomorphisme de b dans Γalgέbre de Lie

1} Pour les notions concernant les connexions, voir, par exemple, [11].
2) Dans ce memoire, Γalgέbre de Lie d'un groupe de Lie G est canoniquement identi-

fiee avec Γespace tangent d G en ΓeΊement neutre de G,
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abelienne o, on a f(Γ) =/(tfr) = d(f(γ))- D'apres (1,4), la forme de courbure

Ω sur X de la connexion ω verifie done la relation suivante.

(1,5) Ωq=f{Γ)

= f(dr).

3. Demonstration du Thέoreme 1. On montre d'abord que Vhomomorphisme

β est injectif. Supposons qu'un element /GHom(ΰ, A) appartienne au noyau

de θ cela signifie qu'un espace fibre P associe & Y par Γhomomorphisme

/ : B -+ A est trivial. D'apres ce qu'on a vu au § 1.2, il existe alors une fonction

differentiable r sur Y a valeurs dans A telle que

quels que soient y^Y, s^B. Puisque Y est simplement connexe, il existe une

fonction differentiable r sur Y a valeurs dans le revetement universel Rn de A

telle que r = πf, π etant la projection de Rn sur A. On a alors

f(s)=-rΛr(y)-r(ys))

quels que soient y e Yt s e B. Pour chaque element 5 e JB, Γimage reciproque

de /(s) par TΓ est discrete dans Rn. Puisque Y est connexe, il en resulte que

r(y) -r(ys) ne depend que de 5,* on peut done poser

/(s) =r(y)-r{ys)

quels que soient y e Y, s ε β . Alors, si s , ί e B, f(st) = (f (>) - ?(,ys)) 4- (r(.ys)

- r(yst)) =/(s) +/(ί) , ce qui montre que/est un homomorphisme du groupe

JB dans le groupe Rn. Le groupe 5 etant compact, Γhomomorphisme / est

trivial. Puisque f(s)=π(f(s)) pour s^By Γhomomorphisme / : B -+ A est

done trivial, ce qui demontre Γinjectivite de θ.

II reste a montrer que Γimage de θ coincide aυec le noyau de p. D'apres

les definitions de θ et de p, il suffit de demontrer qu'un espace fibre principal

P de base X et de groupe A trivialise par q : Y -* X est un espace fibre associe

a Y par un homomorphisme du groupe B dans le groupe A. On choisit une

forme de connexion ω sur P. Soit Ω la forme de courbure sur X de la con-

nexion ω. D'apres (1,4), on a Ωq-dη, oύ -η est Γimage reciproque ωq* de la

forme ω par une application q* : Y -> P compatible avec #. Puisque la forme

Qq est invariante par les operations du groupe compact B dans Y, il existe
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alors une forme vi invariante par B sur Y, a valeurs dans o, telle que Ωq = d-ηi

[5]. La forme ζ = yι-y est une forme fermee sur Y k valeurs dans α; dC = O.

Puisque Y est simplement connexe, la forme C est done la differentielle dr d'une

function differentiate r sur Y & valeurs dans α. Posons r(y) = exp (r(y)) pour

j ε F , exp etant Γapplication exponentielle de α dans A. La fonction differ-

entiable r sur Y a valeurs dans A ainsi definie verifie la relation

r(yΓ1r(dy) =

quel que soit J G 7 . On definit maintenant une application qt Y'-> P com-

patible avec <7 en posant:

pour y e Y. Alors, (ωtfίHdjy) = α>(tf*(rf.y)r(.y) + q*(y)r(dy)) = y(dy) -f C(dy)

— riiidy), ce qui montre que rii — ωq*. Un facteur #(>>, s) correspondant h la

classe de P etant defini au moyen de Γapplication q? : Y-* P par la formule

(1>1), ce facteur k(y, s) et la forme 171 verifient les conditions (1,2) et (1,3).

Puisque la forme τ?i est invariante par B, il resulte de (1,2) que k(dy, s) =0

quels que soient v ε 7 et s 6 B. Comme Y est connexe, cela demontre que

le facteur k(y, s) ne depend que de s; par consequent, P est un espace fibre

associe a Y par Γhomomorphisme / : B -» A defini par /(s) =&(>>, s). Le

Theoreme 1 est ainsi demontre.

§2. Espaces fibres principaux holomorphes de groupe abelien ayant pour

base une C-varietέ

1. Dans les paragraphes suivants A designera un groupe de Lie complexe

abelien connexe. Le revetement universel de A est isomorphe, comme groupe

de Lie complexe, a un espace vectoriel complexe Cm de dimension m. On a

done la suite exacte

(2,1) (0) —> Π-^CmJL> A —> (0),

oύ 77 est un sous-groupe discret de Cm et ou : est Γinjection de IT dans Cm',

π : Cm -> A est un homomorphisme holomorphe de Cm sur A.

Soit X une variete complexe. On designera par Ad (resp. AA) le faisceau

des germes de fonctions differentiates (resp. holomorphes) sur X h valeurs

dans A. On a les homomorphismes canoniques de faisceaux μ : AΛ -> Ad et

μ : C H -> Cj. Designons par Π le faisceau constant de groupe IT sur X. La
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suite exacte (2,1) et les homomorphismes /ι, μ definissent le diagramme

commutatif

(0) —> Π - ^ C,T ̂ > Ah —> (0)

(0)—^Π-^C^-^A,/—•• (0),

oύ les deux lignes sont des suites exactes. (On designe par id Γapplication

identique). Ce diagramme implique alors le diagramme commutatif suivant

concernant les groupes de cohomologie de X (a support ferme) a coefficients

dans ces faisceaux.

• -+H\X, Π)-Λ>H\X9CV)-J^HιO

• - t fU, n)-^HHX, c7)-^H1(Xt Ad)^H2(Xf TD-^HHX, ζff)-*

Les deux lignes de ce diagramme sont des suites exactes. Or, on sait que le

faisceau C$ est fin et que le groupe Hr{X> Cfj1) est done nul pour tout entier

r > 0 ίβl. D'apres le diagramme, il en resulte que dj est bijectif par conse-

quent, le noyau de μ coincide avec le noyau de δl et Γimage de μ coincide

avec le noyau de t\δd. Supposons que X soit simplement connexe. Puisque

Π est un groupe abelien libre de rang fini, on a alors ^(X, Π) = (0) et K\ est

done injectif. On a ainsi le lemme suivant.

LEMME 1. Si X est une variete complexe simplement connexe, la suite

(0) —>H\X, C/T) Λ H\X, Ah)
J^H\Xi Aa) ̂  H2(X, CV)

est exacte.

Quand on identifie le groupe H\X, AH) (resp. H\X, Ad)) avec Γensemble

des classes d'espaces fibres principaux holomorphes (resp. differentiables) de

base X et de groupe A, Γhomomorphisme μ est induit par Γapplication qui

fait correspondre a un espace fibre principal holomorphe P Γespace fibre differ-

entiable sous-jacent a P; de meme, Γhomomorphisme π\ est defini par Γappli-

cation qui fait correspondre a chaque espace fibre principal holomorphe P de

base X et de groupe Cm la classe des espaces fibres de groupe A associe a P
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par Γhomomorphisme π : Cm -> A.

Une. C-variete X est une variete complexe compacte simplement connexe

sur laquelle le groupe des homeomorphismes holomorphes de X opere de maniere

transitive [12].

TH^OREME 2. Soit X une C-variete. Alors, la suite

1 j

(0) —^ H \Xy C/j) ^ H iX, Ah) ^ H \X, Ad) ^ vθ)

est exacte.

COROLLAIRE. Si X est une C-variete kaehlέriennet alors Γhomomorphisme

μ de H\X, Ah) dans H\X, Ad) est bijectif.

Le Theoreme 2 et son corollaire impliquent en particulier que tout espace

fibre principal differentiable P de groupe A ayant pour base une C-variete X

est sous-jacent a un espace fibre principal holomorphe de base X et de groupe

A et que, si X est kaehlerienne, la structure de ce dernier est bien determined

par P.

Le corollaire resulte immediatement du Theoreme 2 en effet, si X

est une variete compacte kaehlerienne simplement connexe, dimiϊHX, Cf)

= ~-άim HHX, Cm) - 0 oύ Cm designe le faisceau constant de groupe Cm sur

X [6]. Remarquons que le corollaire resulte plus directement d'un resultat de

Borel-Horzebruch et de Bott [3]; d'apres eux, Hr(X, Cll)-0 pour r>0 et le

Lemme 1 implique que μx est bijectif.

Dans la suite, on designera toujours par X une C-variete. On sait que le

plus grand groupe connexe Aut(Z)° des homeomorphismes holomorphes de X

muni de la topologie compacts-ouverts est un groupe de Lie complexe reductif

qui opere holomorphiquement sur X de maniere transitive. Puisque un sous-

groupe de Lie semi-simple maximal G'iX) de Aut(Z)° est alors le sous-groupe

des commutateurs de Aut(Z)°, G'iX) est un groupe de Lie determine par X.

Le groupe QiX) opere transitivement sur X Soit G{X) le revetement universel

de G'iX). Alors, le groupe G{X) est un groupe de Lie complexe semi-simple,

determine par X, qui opere holomorphiquement sur Λ" de maniere transitive et

presque effective [12].

Soit plus generalement G un groupe de Lie complexe semi-simple simple-

ment connexe qui opere holomorphiquement sur Λ' de maniere transitive et
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presque effective. Choisissons un point Xo e X. Soit U le sous-groupe de sta-

bilite de G en ce point x0 \ U est un sous-groupe de Lie complexe ferine de G.

L'application q de G sur X definie par

q(y) = yxo pour y&G

et les translations a droite de G par les elements de U definissent sur G une

structure d'espace fibre principal holomorphe de base X de groupe U et de

projection q. Comme au §1.1, on a alors Γhomomorphisme θh du groupe

Honu(C/; A) des homomorphismes holomorphes de U dans A dans le groupe

H^iX, Ah) ί Oh fait correspondre a un element FeHom/,(£/, A) la classe des

espaces fibes holomorphes associes a Γespace fibre G par F : £/ -* A.

3. So# X ww£ C-variέtέ et soit G un groupe de Lie complexe

semi-simple simplement connexe qui opέre holomorphiquement sur X de maniέre

transitive et presque effective. Soit U le sous-groupe de stabilitέ de G en un

Point ΛΓO e X on considέre G comme espace fibrέ principal holomorphe de base

X et de groupe U opέrantpar les translations a droite. Alors, Γhomomorphisme

βh du groupe Horn A (U, A) dans le groupe Hι(X, Ah) est bijectif.

Si Γon prend pour G le groupe G(X) defini ci-dessus, Γenonce du Theorέme

3 concerne uniquement la variete X. Par ailleurs, ce theoreme dit que tout

espace fibre principal holomorphe P de base X et de groupe A est associe a

Γespace fibre G par un homomorphisme de U dans A bien determine par P.

Les Theoremes 2 et 3 seront demontres au § 2.3

2. Quelques consέquences des rέsultats de Wang. Soient X, G, £7, Xo, q

comme dans la section precedents Soit K un sous-groupe compact maximal

de G; c'est un groupe de Lie compact semi-simple simplement connexe. II

resulte d'un theoreme de Montgomery [9] que le sous-groupe K de G opere

transitivement sur X; le groupe U etant le sous-groupe de stabilite de G en

le point XQGX, B = UΓ\ K est le sous-groupe de stabilite de K en ce point xQ.

Puisque X est simplement connexe, il en resulte que les groupes U et B sont

simplement connexes. Par ailleurs, Γapplication q : G -> X et sa restriction a

K induisent les identifications canoniques entre les varietes complexes X, G/U

et la variete reelle K/B. Pour simplifier Γecriture, on exprime cette situation

par la formula
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(2,2) X=G/U=K/B.

L'algebre de Lie 9 de G est une algebre de Lie complexe semi-simple.3;

Etant donnee une sous-algebre de Cartan § de 0, le systeme de racines de 8 par

rapport a f) sera note S, et la decomposition de Cartan de 9 par rapport & ϊj

sera toujours prise de la maniere que Γespace reel

(2,3) ! )
αεs oces

oύ f)k = {h ', hef), a(h)=-a(h) pour tout a e S} et oύ #<* = e<x + £-tf,

va = i{ea-e-a)y soit une algebre de Lie semi-simple compacte. Dans ce cas, le

sous-groupe K de G qui correspond a ϊ C 9 est un sous-groupe compact maximal

de G.

D'apres Wang [12], par un choix convenable d'une sous-algebre de Cartan

ϊj et d'une decomposition de Cartan par rapport a ϊ), la situation de la sous-

algebre u de 9 definie par U est representee a la fagon suivante. II existe une

partition du systeme de racines S en trois parties disjointes So, S+, S- avec les

proprietes suivantes: (i) si a, j9eS0 et si αr-j-βeS, alors α:+/3eS0, (ii) si

α:eS0US+, j3eS+ et si α + /9eS, alors α + βεS+ et (iii) a^S+ si et seulement

si - α ε S - . 5 ) Soit ί)s le sous-espace complexe de ί) engendre par ha = ίeat e-Λ

avec αeSo et soit i)o = {h Aeή, a{h) = 0 pour toute a<=SQ}; ^ est la somme

directe fys + ϊ)o. II existe de plus une decomposition de ΐ)Q en somme directe de

deux espaces rationnels (intersections des hyperplans definis par des racines)

Ijo = k + Ϊ)u;, ίzΠή«,= (0),

et un sous-espace complexe ϊoCί)w tel que

ί)u; = ϊυ + δj, tυΠδ=(0),

oύ — signifie la conjugaison de 0 par rapport a f. Cela donne, on a:

3 ) On utilisera, dans la suite, des rόsultats fondamentaux dans la theΌrie des groupe
de Lie et des algebres de Lie; pour cela, voir [13] par exemple.

4 ) Si in c 0, mG (resp. tnr) dόsigne le sous-espace complexe (resp. rόel) engendrό par
in dans S.

5) Pour une telle partition de S, il existe un ordre linόaire dans S tel que S+ = {α; α>0,
α^5o} et que si α<=S+ alors α > β pour toute β^So; cela se demontre de la meme maniere
qu'un lemme de Koszul {Sur la forme canonique des espaces homogenes complexes, Canadian
J. Math. 7 (1955), pp. 562-576, Lemme 2). II en resulte qu'il existe une base fondamentale
de S dont une partie forme une base fondamentale de So (cf. I. Satake, On a theorem of
E. Cartan, J. Math. Soc. Japan 2(1951), pp. 284-305).
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(2,4) u = fc, + k + » + Σ {eΛ)
c + Σ

Soit ί la sous-algebre de Lie reelle definie par (2,3) utilisant la decompo-

sition de Cartan ci-dessus, et soit K le sous-groupe compact maximal de G

ayant ! pour algέbre de Lie. Le sous-groupe compact B = KΓ\U correspond

a la sous-algέbre b = ϊ Π u. Le sous-espace complexe bc de 9 engendre par b

est une sous-algebre de Lie complexe de 0. II resulte de (2,4) que

(2.5) bc = ^ l ) z + E W c .
α£S0

L'algebre de Lie complexe bc admet Γalgebre de Lie b du groupe compact B

comme forme reelle et est done reductive le centre de bc est ί)z, et la com-

posante semi-simple b£, qui coincide avec la sous-algebre des commutateurs de

b', est fc+Σ{eβ}
c. On a:

(tεs,

(2.6) bc = bS + k, lSΠί, = (O).

Posons

n = Σ <**><•

D'apres (2,4) et (2,5), u est alors la somme directe des sous-espaces

(2,7). u = bc

D'apres les proprietes de la partition de S, il en resulte que n est un ideal

nilpotent de u.6) On montre que bc + to coincide avec le centralisateur de % + to

dans u. En effet, il est evident que % -f to est dans le centre de bc + to. En

vertu de (2,7), il suffit done de montrer que si wen et si n*ΰ il existe un

element h e % + m tel que C/z, n\ ** 0. S'il en etait pas ainsi, il existerait une

racine <*eS- telle que a(h)=0 pour tout Λ e ^ + to, puisque lh, ea2 = a(h)e*

pour liGζ et α ε S - . Puisque les valeurs de a dans ft Π £ sont purement

imaginaires, αr(ft) = — α(ft). Par consequent, α serait aussi nulle dans fe + to,

et done dans I)o = t)z + » + to. On sait6) qu'une racine α telle que α(fc) = 0 quel

que soit ft e ί)0 appartient a So, ce qui contredit α ε S - . Cette demonstration

montre en meme temps que [f)2 + to, π] = n. Par le meme raisonnement, on

voit que le centre de n est nul. Soit d'autre part u' la sous-algebre des commu-

tateurs de n. II resulte de (2,7) que n'Cbs + n, puisque n est un ideal de u.

D'autre part, n' D [f)2 + tυ, n] = n, et u' D [bS, bc

s] = K puisque Γalgebre de Lie bf

6) Cela resulte de ce qu'on a remarque d la note 5).
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est semi-simple. On a done:

(2.8) ii' = Iξ + n.

Considerons maintenant le groupe U; les sous-algebres de u etant designees

par les lettres gotiques, on designera par les lettre majuscules correspondantes

les sous-groupes de Lie connexes de U engendres par ces sous-algebres de Lie.

Les sous-groupes Bc, W, N, HZi BCW, HZW sont fermes dans U. Cela resulte

d'un lemme de Wang [12] qui dit qu'un sous-groupe de Lie L est ferme dans

G si le normalisateur de la sous-algebre de Lie I deίinie par L contient ί) et si

ί Π t)k engendre un sous-groupe ferme dans H. Or, puisque bc + to coincide avec

le centralisateur de f)2 + tυ dans U, BCW est la composante connexe de Vέlέment

neutre e du centralisateur de HZW dans U. D'autre part, N est un sous-groupe

invariant nilpotent et simplement connexe de U. En efifet, Γimage de N dans

le groupe adjoint de U est localement isomorphe a N, puisque le centre de u est

nul cette image est, par rapport k une base convenablement choisie de π, re-

presentee par un groupe des matrices triangulaires dont les element diagonaux

sont tous 1 et est done un groupe simplement connexe. Par consequent, le

meme est vrai pour N. II en resulte en particulier que Γapplication exponen-

tielle, exp, de u dans U induit une bijection de π sur N. On a montre plus

haut que, si n e π et si n ^ 0, il existe un element h G % 4- to tel que Uι, ri] *? 0

dans ce cas, ad (exp th) n * n pour un nombre reel t *? 0. II en resulte

que, pour tout element (±?e) de N, il existe un element de HZW qui ne com-

mutent pas avec cet element de N. En particulier, on a NΓ\ (BCW) = {e).

Compte tenu de (2.7), on a done:

(2.9) CT= {BCW)N, (BCW) ΠN= (e).

Par ailleurs, (2,8) implique que

(2.10) U'DN.

Le sous-groupe W est simplement connexe et on a:

(2.11) BCΠ W=ie).

En effet, la restriction a f) de exp: 9 -» G etant un homomorphisme du groupe

abelien f) sur H dont le noyau est dans ί)k = 5 Π f, exp induit un homomorphisme

bijectif de to sur W, il en resulte que W est simplement connexe et que
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(HsHz) r\W=(e). Puisque le groupe Bc est reductif, le centre de Bc est

contenu dans le sous-groupe de Cartan HSHZ de Bc. Puisque [V, tt>] = 0, BCΠW

est dans le centre de Bc. Par consequent, Bc Γ\ W=HSHZ Γ\ W= (e).

On consider e maintenant le groupe Bc. II resulte de (2,6) que

(2.12) Bc = BcsHz.

et que Bϊ Γ\ Hz est un sous-groupe discret de Bc

s contenu dans le centre de Bί.

L'algebre de Lie complexe semi-simple hc

s admet comme forme reelle Γalgebre

de Lie bs = b£ Π f qui correspond au sous-groupe Bs des commutateurs de B.

Par consequent, le groupe Bs est un sous-groupe compact maximal du groupe

semi-simple Bc

s et contient done le centre de Bί. D'autre part, Γalgebre de Lie

abelienne % Γ\ f est une forme reelle de % et correspond h la composante connexe

de Γelement neutre C(B) du centre de B. Puisque la restriction a f) de exp:

9 -* G est un homomorphisme du groupe abelien ϊ} sur H dont le noyau est contenu

dans ΐ)k = ί) Π ί, il en resulte que C(B) est le sous-groupe compact maximal du

groupe abelien Hz. On a ainsi:

(2.13) BcsΓ\Hz = BsΓ\Hz = BsC\ C(B).

Cela fait, on va considerer les groupes Honu(£7, A), Honu(£/, Cm) et

Hom(£?, A), oύ le dernier groupe est le groupe des homomorphismes differ-

entiables de B dans A. La projection holomorphe π : Cm -* A et Γinjection

B-+ U definissent de maniere evidente les homomorphismes π1 : Hom;,(t/, Cm)

-> Hom^ (U, A) et λ : Honπ (U, A) -> Horn (B, A) respectivement,

LEMME 2. La suite

(0) —> Horn* (U, Cm) - ^ HomA (U, A) - ^ Horn (B, A) —> (0)

est exacte.

Demonstration. Soit / e H o m f β , A) la restriction de / au sous-groupe

C(B) est un homomorphisme different)able de C(B) dans A qui s'annule dans

BsίλC(B). Puisque Γalgebre de Lie f)z Π ί de C(B) est une forme reelle de ί)z

et que C(B) est le sous-groupe compact maximal du groupe abelien complexe

Hz,fse prolonge en un homomorphisme holomorphe bien determine fc : Hz~* A.

II resulte de (2,12) et de (2,13) que fc se prolonge alors en un homomorphisme

holomorphe F : Bc -* A F est uniquement determine par jc et, par consequent,
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par /, car Bc

s est le sous-groupe des commutateurs de B°. Les elements de W

commύtant avec les elements de Bc, il resulte de (2,11) que le groupe BCW est

produit direct de Bc et de W. L'homomorphisme F se prolonge done en un

homomorphisme holomorphe F - BCW -* A. D'apres (2,9), la restriction au sous-

groupe BCW de l'homomorphisme canonique U -* U/N est un isomorphisme de

BCW sur U/N. II en resulte que F : BCW-+A se prolonge en un homo-

morphisme holomorphe de U dans A, Cela demontre que λ est surjectif.

Puisque B est un groupe compact, la restriction a B d'un homomorphisme

de U dans Cm est triviale. II en resulte immediatemaent que Γimage de πf est

contenue dans le noyau de λ.

Soit F e Honu (U, A) le groupe A etant abelien, F induit Γhomomorphisme

trivial dans le sous-groupe U' des commutateurs de U. D'apres (2,10), la re-

striction de F au sous-groupe N est done Γhomomorphisme trivial. D'autre part,

d'apres la premiere partie de cette demonstration, la restriction de F au sous-

groupe B determine les valeurs de F dans Bc. Supposons que λ (F) = 0 la

restriction de F k B est Γhomomorphisme trivial et il en est done le meme

pour la restriction de F a Bc. D'apres (2,9) et (2.11), on a la projection holo-

morphe p(v : U -> W dont le noyau est BCN. II existe alors un homomorphisme

holomorphe F' : W -* A tel que F=Ffp». Puisque W est simplement connexe,

ii existe un homomorphisme holomorphe F' : W -> Cm tel que πF1 = F1. L'homo-

morphisme holomorphe F '. U-* Cm etant defini par F = Ffpιv, on a πF^-Fy

c'est & dire, 7r'(F) = F. Cela demontre que le noyau de λ est contenu dans

Γimage de π'. Le Lemme 2 est ainsi demontre.

3. Dέmonstration des Thέorέmes 2 et 3. Conservant les notations des sec-

tions precedentes, on considere le diagramme suivant.

(0) —> Horn* {U, Cm) - ^ Horn/, (£7, A) ~^> Horn (J5, A) —-» (0)

(0)—> HX(X, CD — ^ fl^JT, A*)—~> i/HX Aj) —>(0),

oύ ,̂ ^Λ, ?Λ sont les homomorphismes deίinis au §1.1 et au §2.1. La premiere

ligne est une suite exacte (Lemme 2).

On montre que ce diagramme est commutatif. Soient FeHoππ(Z7, A) et

/=λ(F)e=Hom(J3, A). D'apres §1.2, θ(f) est la classe de Γespace fibre P/

associe a Γespace fibre K de base X - K/B et de groupe B par / : B -> A, oύ
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Pf est Γespace quotient du produit K x A par la relation d'equivalence (k, a)

— (ks~\ f(s)a) quel que soit s e β . De meme, 0/,(F) est la classe de Γespace

fibre PF associe a Γespace fibre G de base X= G/U et de groupe U par F : Z7-> A,

oύ Λ est Γespace quotient du produit G x A par la relation d'equivalence (y, a)

^(ys'1, F(s)a) quel que soit s e U. Or, puisque G et K sont transitifs sur X9

on a G = /££/. II en resulte que Γinjection differentiable de K x A dans G x A

definit une bijection differentiable de Pf sur PF qui commute avec les operations

de A Pf et fV sont ainsi differentiablement equivalents, ce qui demontre que

0(f) = μιdh(F). On a done W = μ1^*. II est aussi facile de voir que θππ' = π\θh.

D'apres le Lemme 2, λ est surjectif et, d'apres le Corollaire 2 du Theoreme

1, 0 est bijectif. II resulte done du diagramme commutatif (2,14) que μ1 est

surjectif. Compte tenu du Lemme 1, on voit que la seconde ligne de (2,14) est

une suite exacte. Cela demontre le Theoreme 2.

Quant au Theoreme 3, ce theoreme sera etabli lorsqu'il est demontre dans

le cas oύ A est le groupe additif C des nombre complexes. En effet, s'il en est

ainsi, le theoreme est aussi vrai dans le cas oύ A = C71, puisque le groupe Cm

est somme directe de m groupes isomorphes a C. L'homomorphisme 0Λ dans

le diagramme (2,14) est done bijectif. On sait deja que les deux lignes de

(2,14) sont des suites exactes (Lemme 2 et Theoreme 2) et que θ est bijectif

(Corollaire 2 du Theoreme 1). Appliquant le lemme de cinq a (2,14), on en

conclut que θh est bijectif, ce qui demontre le Theoreme 3 dans le cas general.

On montre le Theoreme 3 dans le cas oύ A = C. Remarquons que le groupe

Aut (P) des automorphismes d'un espace fibre principal holomorphe P de base

X compacte, muni de la topologie compacts-ouverts, est un groupe de Lie com-

plexe qui opere holomorphiquement dans P [10]. On a Γhomomorphisme

canonique p du groupe Aut(P) dans le groupe Aut(Z) des homeomorphismes

holomorphes de la base X qui associe a un automorphisme de P Γhomeo-

morphisme de X qu'il induit. Par ailleurs, si un groupe G opere holomorphique-

ment dans X, on a un homomorphisme q de G dans Aut(Z) en associant a un

element j> e G Γhomeomorphisme q(v) qu'il definit.

LEMME 3. Soit G un groupe de Lie complexe connexe et soit U un sous-

groupe complexe fermέ de G on considέre G comme espace fibre principal holo-

morphe de base GIU et de groupe U opέrant par les translations a droite. Sup-

posons que G/U soit compacte. Alors, pour quun espace fibre principal holo-
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morphe P de base G/U et de groupe A soit associέ a Veεpace fibrέ G par un homo-

morphisme holomorphe de U dans A, il faut et il suffit quit existe un homo-

morphisme holomorphe q* du groupe G dans le groupe Aut (P) tel que pq* = q.

Dέmonstration. Soit P un espace fibre principal holomorphe de base G/U

et de groupe A associe a G par un homomorphisme F : U-* A. Comme on a

remarque dans le § 1.2, il existe alors une application holomorphe q* : G -*> P,

compatible avec la projection q : G -* G/U, tell que

q*{ys)=q*{y)F(s)

quels que soient J G G , se ί/ . Puisque pq* = p, tout element de P s'ecrit sous

la forme q*(y)a avec y&G et a^A. Pour un element jy'G G, on definit une

application q*(y) : P-> P en posant q*{y'){q*{y)a) =q*(y'y)a q*(/) est bien

definie et est un automorphisme de Γespace fibre P. On constate que Γappli-

cation q* : G->Aut(P) ainsi obtenue est un homomorphisme holomorphe tel

que pq* = q.

Reciproquement, soit P un espace fibre principal holomorphe de base G/U

et de groupe A pour lequel il existe un homomorphisme holomorphe q* de G

dans Aut(P) tel que pq* = q. On choisit un point xt e P dont Γimage par la

projection p : P-> X est le point Xo = q(e), et on definit une application q : G -> P

en posant:

q*(y) = q*( v) xt pour y e G.

I/application q* est une application holomorphe qui est compatible avec q : G

-^ G/U. II en resulte facilement que Γimage reciproque de P par q est un

espace fibre trivial, c'est-a-dire que P est trivialise par q. Or, si se£/,

ίίq*(s)ΛΓ0*) =p(s)*o = ΛΓo=i>Uo*) et il existe done un element F ( s ) e A tel que

q*(s)xiί: = x*F{s). Puisque q * : G ^ A u t ( P ) est un homomorphisme, on a

<7*(_ys) = q*(ys)x? = q*(^)x*Fis) - q*(y)F(s), ce qui montre que Γapplication

F : £/-+ Λ est un facteur associe a P. L'application F est done un homomor-

phisme holomorphe de U dans A et Γespace fibre P est un espace fibre associe

a G par F.

Dέmonstration du Thέorέme 3 dans le cas ou A — C. II faut montrer que

Γhomomorphisme θh Hom/,(ί7, C) -> Hι(X, C/,) est bijectif.

1) /9/j est surjectif. Soit P un espace fibre principal holomorphe de base
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X et de groupe A. D'apres un resultat de Bott [3], si K est un groupe de Lie

compact connexe operant sur une C-variete X de maniere transitive par des

transformations holomorphes, les operations de K induisent Γautomorphisme

identique du groupe //HX, C/,). II en resulte que Γimage reciproque de P par

une transformation k : X-* X appartenant a K est isomorphe sur X h P; autre-

ment dit, il existe un automorphisme de P qui induit la transformation k de la

base X

Supposons maintenant que X= G/U= K/B au sens de (2,2). Puisque G

est presque effectif sur X, Γhomomorphisme q : G-+ Aut(X) est localement

injectif. II en resulte que Γimage q(G) est le plus petit sous-groupe de Lie com-

plexe connexe de Aut(X) contenant q(K). Or, Γimage p(Aut(P)) est un sous-

groupe de Lie complexe de Aut(X) et, d'apres ce qui precede, elle contient le

sous-groupe q(K). Par consequent, q(G) est contenu dans le plus grand sous-

groupe connexe de p(Aut (P)). Puisque p : Aut (P) -̂  p( Aut (P)) est une appli-

cation ouverte, il en resulte que q(G) C p(Aut (P)°) oύ Aut(P)° est le plus

grand sous-groupe connexe de Aut(P). II existe done un sous-groupe de Lie

complexe connexe G* de Aut(P)° tel que p(G :) =q(G). Le groupe q(G) etant

un groupe de Lie complexe semi-simple, il existe alors un homomorphisme holo-

morphe local a d'un voisinage de Γelement neutre de q(G) dans G* tel que p<τ

soit identite. Puisque G est simplement connexe, Γhomomorphisme local aq se

prolonge en un homomorphisme holomorphe q* : G -» G*. On a ainsi un homo-

morphisme holomorphe q* : G -* Aut (P) tel que pq* = q et, d'apres le Lemme 3,

on en conclut que P est un espace fibre associe a Γespace fibre G de base X

par un homomorphisme de U dans A. Cela demontre que βh est surjectif.

2) θh est injectif. Soit F E Horn/, (U, C) et supposons que dhiF) = 0; un

espace fibre associe a G par F est trivial. D'apres ce qu'on a vu au § 1.2, il

existe alors une fonction holomorphe r sur G a valeurs dans C telle que

F(s) =r(y)-r(ys)

quels que soient y^G, s^U. Prenons la fonction t\ sur G definie par n(y)

= ) r{ky)dk pour y<ΞG, oύ Γintegration est prise par rapport a la mesure in-

variante sur K de volume total 1 r\ est une fonction holomorphe sur G, puisque

les translations a gauche de G par K sont holomorphes. On a:

(2,15) F(s) = r i ( v ) -rΛys)
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quels que soient v e G, s e £7. II en resulte en particulier que la forme Jn est

une forme holomorphe sur G qui est invariante par les translations a droite

de G par les elements de U. D'autre part, puisque n est constante dans K, la

forme dn induit la forme nulle dans la sous-variete reelle K de G. L'espace

tangent a G en un point de K est un espace vectoriel complexe engendre par

le sous-espace vectoriel reel des vecteurs tangents a la sous-variete K, car G

est un groupe de Lie complexe semi-simple ayant K comme sous-groupe compact

maximal. Puisque dn est une forme holomorphe, la forme dn est done nulle

en tout point de K. Le groupe K etant transitif sur X-G/U, on a G = KU.

Puisque dn est invariante par les translations a droite de G par les elements

de U, il en resulte que la forme dri est partout nulle sur G. Comme G est

connexe, cela signifie que t\ est une fonction constante. D'apres (2,15), on a

done F=0, ce qui demontre que Oh est injectif.

Le Theoreme 3 est ainsi demontre dans le cas oil A — C et done, comme

on Γa vu plus haut, aussi dans le cas general.

§3. Connexions d'un espace fibre principal holomorphe de groupe abelien

ayant pour base une C-variete

1. Connexions de type special

LEMME 4. Soit X une C-variete kaehlέrienne et soit K un groupe de Lie

compact connexe semi-simple opέrant sur X par des transformations holomorphes

de maniere transitive et presque effective. Soit Cm un espace vectoriel complexe

de dimension m. Alors, 1) toute forme de degrέ 1 sur X a valeurs dans Cm

invariante par K est nulle; 2) pour qu une forme Ω fermόe de degrέ 2 sur X

a valeurs dans Cm soit invariante par K il faut et il suffit que Ω soit une forme

harmonique par rapport a une mέtrique kaehlέrienne sur X invariante par K.

Dέmonstrσtion. On peut supposer que m = 1. Soit B le sous-groupe de

stabilite de K en un point de X; X peut etre identiίiee avec Γespace homogene

kaehlerien K/B. On sait que B contient un sous-groupe de Cartan H de K [2].

Soient ί, b, ΐ) les algebres de Lie de if, de B et de H respectivement. Comme

B est compact, il existe un sous-espace m de f tel que f soit la somme directe

m -f- b et que [b, m] C m. Puisque f) C b, on a alors [b, m] = m. Or, soit φ une

forme de degre 1 sur K/B invariante par K. L'image reciproque ψ* de ψ par

la projection de K sur K/B est une forme invariante h gauche sur K qui s'annule
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pour les vecteurs appartenant & b et & [b, ! ] . Puisque ϊ = [b, m]-f b, on a alors

ψ* = o. Par suite 0 = 0, ce qui demontre 1). Puisque K est un groupe connexe

operant sur X, une forme sur X qui est harmonique par rapport k une metrique

kaehlereinne invariante par K est invariante par K. Reciproquement, soit Ω une

forme fermee de degre 2 sur X invariante par K. On sait qu'il existe une forme

harmonique Ωh de degre 2 sur X telle que Ω - Ωh soit une forme exacte [6].

Puisque Ω - Ωh est invariante par K il existe alors une forme ψ de degre 1 sur

X invariante par K telle que Ω-Ωh = dψ [5]. D'apres 1), on a ψ = 0 et par

suite Ω = Ωh, ce qui demontre que Ω est une forme harmonique.

TH£OREME 4. Soit X une C-variέtέ et soit K un groupe de Lie compact

connexe semi-simple qui opέre sur X par des transformations holomorphes de

maniέre transitive et presque effective. Un espace fibrέ principal holomorphe P

de base X et de groupe A admet une connexion de type (1,0) telle que sa forme

de courbure sur X soit une forme de type (1,1) invariante par les operations de

K sur X. Si X est kaehlerienne, cette connexion est unique.

Demonstration. On montre d'abord que Γon peut supposer que K est le

groupe construit au § 2.2. On sait que le revetement universel du groupe com-

pact semi-simple K est un revetement fini de K qui est aussi compact. En

remplagant au besoin K par ce dernier groupe, on peut done supposer que le

groupe K est simplement connexe. D'apres Γhypothese, on a un homomorphisme

q de K dans le groupe Aut (X) des homeomorphismes holomorphes de X dont

le noyau est un sous-groupe discret de K. Par consequent, Γhomomorphisme

de Γalgebre de Lie f de K dans Γalgebre de Lie f de Aut (X) induit par q est

injectif. Designons encore par q cet homomorphisme d'algebres de Lie. Puisque

q(f) est la sous-algebre de Lie reelle de Γalgebre de Lie complexe ί corre-

spondant au sous-groupe de Lie compact q(K) de Aut (JO, q(f) est represented

par des matrices anti-hermitiennes lorsque Γon choisit une representation fidele

de Γalgebre de Lie complexe f de maniere convenable. II en resulte que les

vecteurs d'une base reelle de q(ϊ) sont lineairement independents sur les nombres

complexes dans f. Par consequent, 9 etant la complexification de !, Γhomo-

morphisme injectif q : f -»f se prolonge en un homomorphisme injectif q de

Γalgebre de Lie complexe 9 dans f. Soit G le groupe de Lie complexe simple-

ment connexe ayant 9 pour algebre de Lie. Puisque K est un groupe de Lie
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compact simplement connexe dont Γalgebre de Lie est la forme reelle f de 0,

on peut considerer que G contient K comme le sous-groupe compact maximal

correspondant a la sous-algebre de Lie f. Puisque G est simplement connexe,

il existe un homomorphisme holomorphe, designe encore par q, du groupe G

dans le groupe Aut (X) qui induit Γhomomorphisme q : 8 -* f. II est alors clair

que la restriction de q : G -+ Aut (X) k K coincide avec q : K -> Aut (X). II en

resulte que le groupe G opere sur X holomorphiquement et de maniere transitive.

Puisque Γhomomorphisme q : 0 -> f induit par q : G-*Aut{X) est injectif, le

noyau de ce dernier homomorphisme est un sous-groupe discret de G le groupe

G opere done sur X de maniere presque effective.

On se trouve ainsi a la situation consideree au debut du §2.2. Or, on y a

defini une decomposition de Cartan par rapport k laquelle Γalgebre de Lie Ui du

sous-groupe de stabilite Uι en un point xι s'ecrit sous la forme (2,4). Soit K\

le sous-groupe compact maximal de G correspondant a la forme compacte (2,3)

par rapport a cette decomposition de Cartan. On sait que deux sous-groupes

compacts maximaux de G sont conjugues il existe done un element y^G tel

que yKiy~ι = K. Prenons la transformee par ad(y) de la decomposition de

Cartan donnee plus haut. II est evident que Γalgebre de Lie ϊ de K et Γalgebre

de Lie u du groupe U^yUΊy"1 sont alors representees, par rapport a cette

nouvelle decomposition de Cartan, par les formes (2,3) et (2,4) respectivement.

Puisque U est le sous-groupe de stabilite de G en le point Xo-yxi, cela montre

que le groupe K est le groupe construit par le procede du §2.2 a partir d'un

groupe de Lie G operant sur X et du sous-groupe de stabilite U de G en un

point Xo e X.

Cela dit, considerons Γespace fibre principal holomorphe G de base X et de

groupe U dont la projection q est definie par q(y)~yx§ pour V G G . La re-

striction de q a K C G est la projection du sous-espace fibre principal differ -

entiable K de groupe B. De plus, le groupe K etant transitif sur X, on a

G-KU et KC\U-B\ tout element v e G est de la forme ks avec k^K et

seZ7, et ks = k's' si et seulement si il existe un element t^B tel que sf = ts.

On va definir maintenant une connexion de Γespace fibre principal G. D'apres

§2.2, 0 se decompose en somme directe de deux sous-espaces

8 = D-fU, oύ p = tti+Σ {e*}c.

Si s ε ί ί , alors ad (s"1)u = u, done
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est aussi une decomposition en somme directe de 9. On observe que si ί e β

alors ad(Γ 1 )p = p, puisque [bc, plCp d'apres (2,5). Posons

c{y)=y(aά(s~ί)p)

pour y = ks avec &e K et s e £/; c(^) est le sous-espace de Γespace tangent a

G en le point y formes par les transformees des vecteurs appartenant h adίs""1)^

par la translation h gauche de G par Γelement y. D'apres ce qu'on vient de

voir, c(y) est uniquement determine par y^G. De plus, on constate immediate-

ment que le champ de sous-espaces tangents {c(y) \ y^G) est une connexion

de Γespace fibre principal G. Soit γ la forme de cette connexion. Puisque le

tenseur de la structure complexe de G est invariant & gauche et induit la mutipli-

cation par i dans 9, ce tenseur applique le champ ic(y) jyeG} en lui-meme,

ce qui signifie que la forme γ est de type (1,0) sur G.

Soit maintenant P un espace fibre principal holomorphe de base X et de

groupe A. D'apres le Theoreme 3, P est un espace fibre associe h G par un

homomorphisme F : U-> A et on a done la connexion de P canoniquement

associee a la connexion γ de G definie plus haut (cf. §1.2>. On demontrera

que cette connexion verifie les conditions du theoreme. Soit ω la forme de

cette connexion. Puisque γ est une forme de type (1,0) sur G, on voit facile-

ment que ω est une forme de type (1,0) sur P, e'est-a-dire que la connexion est

de type (1,0). On montre que la forme de courbure Ω de cette connexion est

une forme de type (1,1) invariante par K sur X. Soit ro la forme invariante a

gauche sur G a valeurs dans u qui est definie par la projection de 0 sur u de

noyan p. Puisque c(&) = kp pour k^K, la restriction de ro a la sous-variete

reelle K coincide avec la restriction de la forme de connexion γ a K. Par conse-

quent, IK signifiant la restriction des formes sur G a K, on a γ IK = ro IK et

par suite

(3.1) idr)\K=(dro)\K.

D'apres (1,5), on a done

(3.2) (Ωq)\K=F{(dn)\K).

Puisque la forme F((dγo)\K) est une forme invariante a gauche sur K, il en

resulte que la forme Ω est une forme invariante par les operations de K sur X,
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Pour voir que la forme Ω est de type (1,1) il suffit alors de le verifier au point

Xo^X, puisque K opere transitivement sur X par les transformations holo-

morphes. La projection q de G sur X induit une application lineaire de 8 sur

Γespace tangent Xo au point x0 de X. Le noyau de cette application etant u, la

restricition de cette application a p est bijective de plus la multiplication par

i dans p correspond dans Xo au tenseur de la structure complexe de X. Par

consequent, Ω est de type (1,1) si (Ωq)(ix, iy) = (uQq)(x, y) quels que soient

x,y^p. D'apres (1,5) cette condition signifie que

(3,3) F(Γ(ix, iy)) =

quels que soient xy y&p, oύ Γ est la forme de courbure sur G de la connexion

definie par γ. Or, pour verifier (3,3), supposons donne pour chaque element

un element Xk e ! tel que Xk^x (mod u). Si #, y e p, on a alors

(3,4) Γ(xfy)=Γ(xk,yk),

d'apres la definition de la forme Γ et, compte tenu de (1,5) et de (3,1), on a

done F<Γ(x, y))= F(Γ{xk, yk)) = F(dγ(xk, yk)) = F(dn(xk, yk)) =

la derniere egalite resultant du fait que γ0 est une forme invariante a gauche

sur G. Par consequent, la formule (3,3) est equivalente a:

(3,5) F(n(l{ix)k, (fy)*])) = Flro( to,^3))-

Cela dit, on montre (3,3). L'espace p est engendre sur les nombres reels par

les vecteurs A e δ , ea et iea avec CC<ΞS+. Puisque les deux membres de (3,3)

sont bilineaires sur les nombres reels, il suffit de verifier (3,3) dans le cas oύ

x et y sont de la forme h, ea ou tea. avec a^S+. On peut poser hk = h+h

pour freiϋ et {e*)k = ua, {iea,)k = vcί pour « G S + , oύ MΛ, z;α sont les vecteurs

definis dans (2,3). Alors, sauf dans le cas oύ x = ea et y = ieΛ, on constate que

ϊo(ί(ix)ky (iy)kl) et ro(Lxk> ykl) sont dans Σ {^}c qui est contenu dans u'

d'apres (2,8) et que les deux membres de (3,5) sont done nuls. Si x-ea et

y-ie*, alors Xk^u*, yk~va, iixh~va, (iy)k= - u* et (3,5) est trivialement

verifiee. D'apres la remarque ci-dessus, cela demontre (3,3); la forme Ω est

de type (1,1) sur X.

Montrons la derniere partie du theoreme oύ Γon suppose que X est

kaehlerienne. Soient ω et ωf deux formes de connexion de type (1,0) dont les

formes de courbure Ω et Ω' sont de type (1,1) et invariantes par K. Puisque
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le groupe A est abelien, il existe alors une forme ξ de type (1,0) sur X, &

valeurs dans o, telle que ω - ω1 = ξp. II en resulte pue Ω - Ω1 = dς. Puisque Ω

et Ω' sont harmoniques par rapport a une metrique kaehlerienne sur X (Lemme

4), cela implique Ω = Ω1 et par suite dς = 0. La forme ς est done holomorphe

et par consequent harmonique. Puisque le premier nombre de Betti de X est

nulle, on a ξ = 0, ce qui demontre que ω = ω'. Le Theoreme 4 est ainsi demontre.

2. Connexions holomorphes. Le but de cette section est d'etablir le theoreme

suivant.

THEOREME 5. Soit P un espace fibrέ principal de groupe A ayant pour base

une C-variέtέ X. Si P admet une connexion holomorphe, P est un espace fibrέ

trivial.

Pour demontrer ce theoreme on emploie la fibration de Wang d'une C-

variete X par un groupe abelien, la base etant une C-variete kaehlerienne. Soit

X=G/U = K/B au sens de (2,2) oύ K est le sous-groupe compact maximal de

G construit dans §2.2. On utilisera les notations du §2.2. Posons

D'apres Wang [12], u correspond k un sous-groupe de Lie complexe connexe

ferme ΰ dans G et Γespace homogene complexe X = G/U est une C-variete

kaehlerienne. II resulte de (2, 8) que la sous-algebre des commutateurs de ίΐ

coincide avec la sous-algebre u' des commutateus de u par consequent, le

quotient T—ϋlU est un groupe de Lie complexe abelien connexe. Les oper-

ations de T dans X=G/U definissent une structure d'espace fibre principal holo-

morphe de base X = G/U et de groupe T. On designera par p la projection de

cet espace fibre X p commute avec les operations de G dans X et dans X. Si

B = U Γ\K9 on a done UB = Z7. Par consequent, les operations du groupe

T=U/U dans X sont induites par les operations du groupe B dans X.

D'apres le Theoreme 4, Γespace fibre principal X de base X et de groupe

T admet une connexion bien determined dont la forme ω est de type (1,0) et

dont la forme de courbure Ω est une forme de type (1,1) sur X invariante par

K. La forme dω = Ωp est alors de type (1,1) par consequent, on a :

(3,6) d"ω = dω.

On observe de plus que ω est une forme sur X invariante par K. En effet,'
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chaque element k e K definissant un automorphisme de Γespace fibre X, la trans-

formee ωk de la forme ω est une forme de connexion de type (1,0) dont la

forme de courbure est egale a Ωk. Puisque Ω est invariante par K Ωk = Ω,

on a ωk = ω d'apres Γunicite de la connexion du type considere.

Soit &{φ(X) le module des formes differentielles de degre q sur X a valeurs

complexes. La somme directe \g(X) = Σ«ί(<7)(X) est l'algέbre graduee des

formes sur X. Les formes sur X qui sont invariantes par les operations de K

sur X forment une sous-algebre graduee &ΛX) = Σ ^ ί α ) ( Z ) de #(3Γ). On

dέfinit de meme les algebres graduees tf(X) = Σ # ( * λ ( J b et # i ( £ ) = Σ # ί β ) ( * ) .

La projection p de X sur Z induit un homomorphisme injectif de *&(X) dans

Ή(X). Soit d'autre part i Γalgebre de Lie du groupe T 1 est une algebre de

Lie complexe abelienne. Designons par f la complexification de i en prenant

t comme algebre de Lie reelle. La variete X etant un espace fibre principal de

groupe Tt on a une anti-derivation i(z) de Γalgebre graduee #(X) pour chaque

z e f [4]; on observe que les transformations de Ή(X) induites par les oper-

ations de K sur X commutent avec i(z) quel que soit 2Glc, puisque les oper-

ations de K sur X sont des automorphismes de Γespace fibre principal X. On

sait que la forme ψp, image reciproque d'une forme ψ^((f(X) par p : X-» X,

est annulee par i(z) quel que soit 2 ε f .

Choisissons maintenant une base complexe {eu . . . , en) de Γalgebre de Lie

complexe t (n = dimension complexe de i), et prenons les elements de tc:

z\ - βi - V~ ΐ iei, . . . , zn - en - V— ϊ fe«,

2n+i = ^i + V — 1 ^i i . , Z2n = en+^—iien>

oύ V—1 (resp. i) est la structure complexe de ίc (resp. de ί) on a ainsi une

base complexe {z ιt . . . , z2»} de f. Soient ^ ι, . . . , g2n les functions lineaires

complexes sur tc telles que ^ U / ) = δy/ pour y, / = 1, . . . , 2n. On pose

ωJ - gJ(ω) pour j = 1, . . . , 2/2.

Les formes ω1, . . . , ωn (resp. ω " κ , . . . , ω2") sont des formes de type (1,0)

(resp. de type (0,1)) invariantes par les operations de K sur X. On a de plus:

(3, 7) i(zι) ωj = dji pour j , I = 1, . . . , 2 w.

Par ailleurs, d'apres (3.6), d'tfio)) = g\d"ω) =g'\dω) = dg'(ω) pour i = l ,

/ί on a done :
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(3,8)

SHINGO MURAKAMI

dnωi =

LEMME 5. Toute forme

sous la forme

(3,9) φ =

p o u r ί = l , . . . , w .

sέcrit d'une maniέre et d'une seule

^ ? " /l A «>Λ A A α/v,

so/f 2 e f . Ite

» = 0

que φe&AX), il faut et il suffit quit existe

des formes

< <
tales que (r = 0, $,

- Dέmonstration. Les images reciproques ψpάes formes ^ G ^ ( ί ) par

p : X-> X et les formes ω\ . . . , ω2?I engendrent Γalgebre ^(X) sur le module

des functions differentiates sur X, car les restrictions de ces formes k chaque

point de X engendrent Γalgebre sur les nombres complexes consitituee par les

formes multilineaires antisymetriques sur Γespace tangent a X en ce point.

Puisque le produit de la forme φp, image reciproque d'une forme ψ^&(X)

par p : X-* X, par une fonction sur X est annule par i(z) quel que soit zetc,

il en resulte que toute forme ψ^^{q\X) est de la forme (3,9). Pour voir

Γunicite de Γexpression (3.9) de <p, il suffit de montrer que, si ψ = 0, alors

Ψn'Vr = 0 pour tout r = 0, . . . , < / et l^jι<'''<jr^2n. Supposons que, si

r > n, ψjί~rjr = 0 pour tout 1 ̂ j\ < < j r ^ 2n. Si n > 0, il resulte de (3,7)

q u e <p)ΐ-r& = ( - lYQ-r°)r°i(zjrD) - i(zh) ψ = 0 p o u r t o u t l£ji< <jrΛ^2n.

Si ro = O, <p(q) = <f = 0 et Γunicite de (3,9) est demontre.

Montrons la seconde partie du lemme. Etant donnee une forme ψ G ^

ecrite sous la forme (3,9), sa transformee ψk par Γoperation d'un element

est representee par

ψk = A/Λ Λ

puisque k induit un automorphisme de Γalgebre )g(X) et que ω1, . . . ,'ω2n sont

des formes invariantes par K. On a remarque plus haut que, si <p*<^&(X),

i(z)(ψ*k) = (i(z)ψ*)k quel que soit 2 G ! C . Par consequent, la formule ci-dessus

donne Γexpression (3,9) de la forme ψk. II en resulte facilement que 1̂
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condition du lemme est suffisant > pour que f £ ^/ΉX). Supposons maintenant

que φtΞtff^X). Alors, <Fk = ψ et, d'apres Γunicite de (3,9), $*:# * = <fjt~'jr>

pour tout r = 0, . . . , q, l^j\ < - - - <jr^2n, quel que soit ke A". Les formes

ψfx~
rjr sont done invariantes par les operations du groupe K sur X\ en particu-

lier, elles sont invariantes par les operations du groupe T dans X, lesquelles

etant induites par les operations du groupe B C K. Comme i(z)<fjl

l7.!jr = 0 quel

que soit ze i c , il en resulte qu'il existe des formes ĵf.T.yJ. e ^ ( ( 7 " r ) (Z) telles que

Ψn~!'jr = ψ£~r

 rp (r = 0, . . . , & l ^ / i < <jr^2n). II est alors clair que

φ{j[Zr}r^.^'ίι~r\X). La condition est done necessaire. Le Lemme δ est ainsi

demontre.

On considere maintenant Γalgebre de ^"-cohomologie H(X) = *ΣJH(Q)(X) de

la variete X, e'est-a-dire celle de l'algebre graduee %{X) = *Σϊglg\X) munie de

Γoperateur diίϊerentiel d". Les operations de K dans ^(A") commutant avec

d", d" applique la sous-algebre graduee &ΛX) = 'Σ<&(iQ)(X) en elle-meme soit

Γalgebre de J/;-cohomologie de cette sous-algebre.

LEMME 6. L'homomorphisme de HiiX) dans H(X) dόfini par Vinjection de

dans &{X) est injectif.

En effet, pour f e ^ ( I ) , soit I <ρ la forme que Γon obtient par Γintegration

des transformees de ψ par les operations de K par rapport a la mesure invari-

ante sur K de volume total 1 [5]. Pour que f e ΉAX), il faut et il suffit que

ψ = j ψ. D*autre part, puisque les operations de K conservent le type de <ρ et

que d\ ψ = ί dψ, on a d" \ <p= \ d"ψ. Par consequent, si ψ^^AX) et si il

existe une forme <ρ'e&(X) telle que <p = d"ψ'y on a ψ = d" \ <f*. Le lemme
J K

en resulte.

LEMME 7. Soit Ω une forme de type (1,1) sur X invariante par K a υaleurs

dans un espace vectoriel complexe Cm de dimension m. Si il existe une forme ξ

sur X, a valeurs dans Cm, telle que Ω = dlfζ, alors, il existe une forme ψ de type

(1,0) sur Xy a valeurs dans Cm, telle que Ω-dψ.

Demonstration. II suffit de demontrer le lemme dans le cas oύ ?n-\.

D'apres le Lemme 6, si i?e= "S\2){X) et si # = d"ξ avec ? e &{1)(X), il existe une

forme ψ e tf^iX) telle que Ω = d"<f si Ω est de type (1,1), <f est de type (1,0).
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D'apres le Lemme 5, il existe alors une forme ψ e ^/ υ (Z) et des formes cu - . . »

Ψ telles que

2/ί

Έ(CJP) Aωj.
= i

D'apres le Lemme 4, ψ = 0; il est clair que ci, . . . , c2Λ sont des functions con-

stantes. Par consequent, on a:

2n 2»

La composante de type (0,1) de *ΣcjωJ' est egale a Σ e/aΛ puisque les formes
3=1 j = n + l

ω\ . . . , ωn (resp. ωn+1, . . . , ω2*) sont de type (1,0) (resp. de type 10,1)). La

forme ψ etant de type (1,0), on a done:

Compte tenu de (3,8), il en resulte que

ce qui demontre le Lemme 7.

Dέmonstration du Theorέme 5. D'apres le Theoreme 4, Γespace fibre P

admet une connexion dont la forme ω est de type (1,0) et dont la forme de

courbure Ω est une forme de type (1,1) invariante par K. Si il existe une

forme de connexion holomorphe o)1 sur P, on a ω — ω1 = ξp oύ ξ est une forme

de type (1,0) sur X a valeurs dans α. Alors, dω - do)' = dζp. Puisque dωf est

de type (2,0) et que dω~-=Ωp est de type (1,1), il en resulte que Ω = d"ξ.

Appliquant le Lemme 7, on peut trouver une forme ψ de type (1,0) sur X, a

valeurs dans α, telle que Ω-dψ. La forme ωo = ω-<fp est une forme de con-

nexion de type U, 0) sur P et dω0 = {Ω-dψ)p = Q, ce qui montre que on definit

une connexion holomorphe integrable. La base X de P etant simplement con-

nexe, P est alors un espace fibre trivial [1]. Le Theoreme 5 est ainsi demontre.
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