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Introduction. Dans la premiere partie de cet article, on generalise une

construction donnee dans [2] , conduisant k Γhomologie des espaces classifiants

de groupe Γ. Cette construction utilise au depart un espace fibre principal Y

de groupe Γ, le cas traite dans [2] etant celui oύ Y = Γ. Elle permet de definir

dans le module de cohomologie de la base X de Y une filtration par une suite

de sous-modules dont Γintersection est le module des classes caracteristiques.

Dans la seconde partie, la filtration precedente est etendue k H\Xt G) oύ G est

le faisceau des germes duplications continues de X dans un groupe topologique

G. On obtient ainsi dans HHX, G) des sous-ensembles Q2 C Qi C Hι(X, G).

Cette classification s'etend au cas holomorphe. Les espaces fibres principaux

de base X de groupe G correspondant k Q2 sont les espaces fibres de groupe G

associes k Y. Les espaces fibres correspondant k Qι sont appeles des espaces

fibres prέ-associέs k Y. Ce sont encore des espaces fibres trivialises par la pro-

jection de Y sur X. Pour cette raison, Us peuvent etre definis par un facteur

k : Y x Γ-> G. Pour qu'un facteur k corresponde a un espace fibre P pre-

associe k Y, il faut et il sufiit qu'il existe une application continue g : Y2 -* G

telle que

g(y> /)*(/, s) =k(y, s)g(ys, yfs)

quels que soient y, y1 ^ Y et s e Γ. Le choix d*une application g verifiant cette

condition presente de grandes analogies avec le choix d'une connexion dans

Γespace P. En fait, dans le cas differentiate, et pour un groupe Γ discret, on

montre que g determine une connexion dans P.

1. Complexes topologiques. Soit T la categorie preadditive dont les objets

sont les espaces topologiques, le groupe Horn (X, Y) des homomorphismes d'un
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espace X dans un espace Y etant le groupe abelien libre ayant pour base

Γensemble des applications continues de X dans Y. La composition des homo-

morphismes est definie, par linearite, a partir de la composition des applications.

On passe de la maniere habituelle de la categorie T & la categorie T(l) des

complexes de T ou complexes topologiques. Un complexe topologique X* est

done defini par une* famille (Xp) (p entier) d'espaces topologiques et par la

donnee, pour tout entier p> d'un homomorphisme ^eHom(Z/,, Xp-ι) tel que

dp-idp = 0 pour tout p. Etant donnes deux complexes topologiques X* et F*,

un homomorphisme h* de X* dans Y* est une famille d'homomorphisme

hp e Horn (Xp, Yp) verifiant la condition dphp = hp-ιdp pour tout p. Deux homo-

morphismes h* et h* de X* dans Y* sont homologues si il existe une famille

d'homomorphismes kp^HomiXp, Yp+i) tels que dp+ikp + kp-idp = hp- hp quel

que soit p.

Pour tout espace topologique X, on notera R(X) le complexe topologique

defini par

Rp{X) = Xp+1 pour^>0, RP(X)=-φ pour i> < 0

ί^= Σ(-Dfrfj>.» pouri>>0, rf^ = 0
0

oύ dp,i (i = 0, 1, . . . , p) est Γapplication Uo> Xu > xp) "* (#o, #1, . . . , $, ,

. . . , xp) de Rp(X) dans Rp-i(X). Toute application continue d'un espace X

dans un espace Y definit de maniere evidente un homomorphisme de R(X) dans

R(Y).

Homologie singuliέre des complexes topologiques. Pour tout entier pf on

designe par ap le simplexe euclidien type de dimension p et par dp Γhomo-

morphisme de σp dans ap*1 somme alternee des applications canoniques de ap

sur les faces de σp+1. Etant donne un complexe topologique X*, on appelle

module des chaines singuliέres de type (p, q) (k coefficients entiers) de X*> le

Z-module Sp{XQ) =Hom (σp, XQ). On appelle complexe des chaines singulieres

de X* le complexe double S*(X*) somme directe de la famille des Sp(XQ) avec

les operateurs bord 9' et 9'; definis par

onc = dqc

pour tout ceSp(Xq). L'operateur bord total sera note 9 = 9'+ 9".

Pour tout anneau commutatif A> le complexe S.^X^) ® A est appele le
7
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complexe des chaines singulieres de X. a coefficients dans A et se note

S*(Xfc, A). Le complexe Hom^ \SΛX*)y A) est appele le complexe des cochaines

singulieres de X* a coefficients dans A et se note S'{X+, A). On definit les

modules d'homologie (resp. de cohomologie) de X* a coefficients dans A en

p o s a n t HP(X*, A) =HP(S*(X*> A)) ( r e s p . Hp(X*f A)^HP(SHX*, A))). Si fc,

est un homomorphisme du complexe topologique X* dans le complexe topologique

Y*, h± definit un homomorphisme du complexe S*(X*) dans S*(Y*) et par

consequent des homomorphismes hp : Hp(X,, A) -* Hp(Y*t A) et ^ : HP(Y*> A)

-* HP(X*, A) pour tout entier £. Deux homomorphismes homologues definissent

les memes homomorphismes pour les modules d'homologie et de cohomologie.

2. Complexes R(X)/G. Soient G un groupe topologique et X un espace

oύ le groupe G opere de maniere continue a droite. On fait operer G a droite

dans chaque espace RpKX) - Xp+1 en posant (xQ, xlf . . . , xp)s = (ΛΓOS, Λ:I5, . . . ,

jfys) pour tout (xo, Xu > ̂ y>) eX^" 1 et tout s e G . Chaque application dptt :

JΫ/>+1 -> X^ commute avec les operations de G et definit, par passage aux quo-

tients une application continue άpj : Xpuι/G -+ Xp/G. On definit un complexe

topologique R(X)/G en prenant pour espace d'indice p Γespace R/λX)/G

= Xp*ιlG et pour operateur ^ : χpLi/G -> X^/G Γhomomorphisme Σ ( ~ D'd^,,.
i - 0

Les projections canoniques Qp : X^ 1 -> XpJflIG constituent un homomorphisme

canonique q* du complexe R{X) sur le complexe R(X)/G.

Soient X et Y deux espaces oύ le groupe G opere continuement a droite

et soit / une application continue de X dans Y qui commute avec les operations

de G. Soit/* Γhomomorphisme de R(X) dans R(Y) defini par/. Chaque

application fp : Z/>+1 -> Y^fl commute avec les operations de G et definit par

passage aux quotients une application continue ίP : Xp^ι/G-> Yp+1/G. Les

applications f/> constituent un homomorphisme f* du complexe R(X)/G dans le

complexe R{Y)/G.

THEOREME 1. Soient X et Y deux espaces topologiques oύ le groupe G opere

continuement a droite et soient f et g deux applications continues de X dans Y

commutant avec les operations de G. Les homomorphismes ft et g* de R(X)/G

dans R(Y)/G sont homologues.

En effet, pour tout entier p > 0, soit kp Γhomomorphisme de Xp+ι dans

YpL'2 defini par kP^ Σ/tyfι ou k/,.y est Γapplication continue definie par
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kp,i(xo, Xi, . . . , # / > ) = (f(xo\

un calcul direct montre que gp —fp - dp+ikp + kp-idp. Comme chaque application

kpj commute avec les operations de G dans Xp+1 et Yp+2> Γhomomorphisme kp

definit un homomorphisme kp : Xp*1/G-> Yp+2/G et g/> - f/> = d^ik/,+ k/,-id/>,

ce qui demontre le theoreme.

Appliquant ce qui precede au cas oύ G est reduit a son element neutre,

on voit que si / est un espace reduit a un point, alors pour tout espace topo-

logique X, Γapplication de X sur I definit un isomorphisme canonique de

HP(R(X), A) sur Hp(R(I), A) pour tout entier p. Comme d'autre part,

Hp(R(I), A) est visiblement canoniquement isomorphe a Hp(I, A), on voit que

pour tout espace topologique X, HP(R{X), A) = (0) pour p # 0 et Ho(R(X), A)

est canoniquement isomorphe a A.λ)

THEOREME 2. Soit X un espace fibrέ principal de groupe G. Les appli-

cations continues de G dans X qui commutent avec les operations de G {cest a

dire de la forme s -> as avec β ε l ) dέfinissent un isomorphisme canonique

de H*(R(G)/G* A) sur H*{R(X)/G, A) et un isomorphisme canonique de

H*(R(X)/G) sur H±(R(G)/Gy A).

On se bornera a indiquer le principe de la demonstration qui utilise un

"complexe topologique double" D forme avec les espaces (Gp x XQ)/G. On

definit des homomorphismes de D dans R(G)/G et dans R(X)/G. On montre

que ces homomorphismes donnent des isomorphismes pour les modules d'homo-

logie. On verifie enfin que Γisomorphisme H*(R(G)/G, A)'-+ H*(R(X)/G, A)

ainsi obtenu est Γhomomorphisme defini par les applications G -> X de la forme

s -> as.

On observera que, si X est un espace fibre principal de groupe G, alors

chaque espace Rp(X) du complexe topologique R(X) est un espace fibre princi-

pal de groupe G. D'autre part R(X) est acyclique d'apres ce qu'on a vu plus

haut.

THEOREME 3. Si X est un espace fibrέ principal de groupe G et C un espace

fibrέ classifiant de groupe G (DO), alors H*(R{X)/G, A) est canoniquement

isomorphe a H*(C, A) et H*(R(X)/G, A) est canoniquement isomorphe a

H*{C, A).

ι) C'est aussi un cas particulier du Theoreme 1 de [2],
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Le' Theoreme est demontre dans [2] pour le cas X = G. Le cas general en

resulte d'apres le Theoreme 2.

Soit XxRiG) le complexe topologique dont Γespace d'indice n est

Xx Rn(G) et ou dn = (/Λ, <2»), /* designant Γapplication identique de X sur X.

Les projections &,j : X x Rn(G) -> R?ι(G) definissent un homomorphisme &:; de

Xx R(G) dans R(G). On definit d'autre part un homomorphisme / ; : de Xx R(G)

dans X (considere comme complexe topologique) en posant fn = 0 pour w # 0 et

/0(# f s) = % pour tout ^ e X et s e G = R0(G). On a un homomorphisme c* de

X dans i?(X) defini par cQ = /A- et c« = 0 pour w ^ 0. Enfin, pour tout a ^ X7 on

designe par av Γhomomorphisme de R{G) dans R(X) defini par Γapplication

5 -> βs de G dans X Le diagramme

(D) ]/* [a,

n'est pas commutatif. Cependant les homomorphismes a,b.•, et c.[:f:- sont homo-

logues. Pour tout entier n > 0, soit kn Γapplication de I x G " " 1 dans XH~2

definie par

Pour tout n, on a άn+\kn-\-kn-idn~ anfn — cnbn. Les homomorphismes du dia-

gramme {D) etant des combinaisons lineaires duplications qui commutent avec

les operations de G, on deduit de (D) le diagramme:

( X x R(G))G -*> R(G)/G

X/G ^ R(X)/G

Comme les applications &« commutent avec les operations de G, on voit que les

homomorphismes a;.f- et c*b* sont homologues. On a done finalement, en

cohomologie, un diagramme commutatif:

H*{(Xx R(G))/G, A) <-*- H*(R(G)/G, A)

(DO |f* ]a*

H*(X/G, A) £- H"(R(X)/G, A)

II est demontre dans [2] que f* est bijectif et que f ^ b * est Γhomomorphisme

caracteristique de Γespace fibre principal X Compte tenu du Theoreme 2. la
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commutativite du diagramme (DO prouve le resultat suivant.

THEOREME 4. Σ homomorphisme caractέristique de Vespace fibre principal X

est compose de Πsomorphisme a*"1 : H*(R(G)/G, A) -> H*(R(X)/G, A) et de

Γhomomorphisme canonique c* : H*(R(X)/G, A) ~* H*(X/G, A).

Soit X un espace fibre principal de groupe G. Pour tout entier n, soit K%

le complexe topologique

qui s'obtient en tronquant le complexe R{X)/G. II existe pour tout n un homo-

morphisme canonique de XIG dans if* defini par Γapplication identique de XIG

sur K". Cet homomorphisme definit pour tout p un homomorphisme canonique

de HP(K%, A) dans HP(X/G, A) dont l'image sera notee Qt On obtient ainsi

dans HP(X/G, A) une filtration:

HP(XIG, A) = Of D Of C - θ£+i = 0 | + 2 = = Qί

ou Qp

a est le sous-module des classes caracteristiques de degre p. Pour tout

p > 0, le sous-module Of est dans le noyau de Γhomomorphisme de H*{X/G, A)

dans H*(X, A) defini par la projection. En effet, l'image par cet homomorphisme

d'une classe appartenant a Qΐ est une classe de cohomologie de l a laquelle

les projections dlto et dux de X2 sur X font correspondre une meme classe de

cohomologie de X2.

II

3. Espaces fibres associes et pre-associes. Soit Y un espace fibre principal

de groupe Γ et de base X- Y/Γ. Pour tout entier n on designe par qn Γappli-

cation de Ynrl sur Yn~ιIΓ. Soit d'autre part G un groupe topologique. Dans

Γensemble Hι(X, G) des classes d'espaces fibres principaux de base X et de

groupe G, on va definir une filtration

Hι(X, G) = Q < O Q I D 0 2

analogue a celle qui a ete definie plus haut pour la cohomologie singuliere a

coefficients constants.

Les applications di,, : Y2/Γ-* Y/Γ et ά2j '• Y*/Γ-» Y2/Γ (ι = 0,1, .7 = 0, 1,2)

verifient les relations
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<ll,θd2,O = dl, 0^2,1

0) di,0d2,2 = di,id2,o

di,ld2,l = dl,ld2,2

Pour tout espace fibre principal de base X = Y/Γ et de groupe G, ces appli-

cations definissent des fibres principaux images reciproques de base Y2/Γ:

Po = Pd l f 0, Pi = P d M .

L'espace fibre P sera appele un espace fibre pre-associέ a Y lorsque Po et Pi

sont isomorphes. Le sous-ensemble Qi de HHX, G) sera Γensemble des classes

de fibres pre-associes k Y.

LEMME 1. Pour quun espace fibrέ principal P de base X soit prέ-associέ a

Yt il faut qu'il soit trivialisέ par la projection qo : Y -> X.

En effet, si P est preassocie k Y, Ptfo<ii,o et Pqodi.i sont deux espaces fibres

isomorphes de base Yz. Soit b un point de Y et soit / Γapplication continue

de Y dans Y2 definie par f(y) = (b, y). L'espace fibre P<?o = Pqodi,of est iso-

morphe a l'espace fibre PqQd\,ιf qui est trivial puisque Γapplication A.i/est

constante.

Considerons maintenant les espaces fibres images reciproques de Pi et Po

par les applications ά2j : Y
3/Γ-* Y2/Γ:

, Pofi = Pod2.1, Po,2 = Pod2)2

Les relations (1) montrent qu'il existe des isomorphismes canoniques

0,1 > XΊ>,0> -^1,0 > JΓ0,2, Γ\,\ > XΊL.2.

Supposons que P soit pre-associe a F. Tout isomorphisme h de Po sur

Pi definit un isomorphisme hj de P0,y sur Pi,y (y = 0, 1, 2). Ainsi /z definit un

diagramme:

Ό fo r> h* p 2̂ p
-tθ, 1 > JΓQ, 0 > Jri, 0 > XO, 2

(H) \/u Λ2/
7

\ /
Pl,l ~^> Pl,2

On dira que l'espace fibre P est associέ a F lorsque Γisomorphisme h peut etre

choisi de telle sorte que ce diagramme soit commutatif. L'ensemble QzCHHX, G)
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sera Γensemble des classes de fibres associes & Y. Cette terminologie se

trouvera justifiee dans le paragraphe suivant.

4. Facteurs des espaces fibres associes et pre-associes. Les notations

restant celles du paragraphe precedent, soit F(Y, G) Γensemble des facteurs

sur Y k valeurs dans G, c'est & dire Γensemble des applications continues k de

Y x Γ dans G telles que

k(y, s)k(ys, t)=k(y, st)

quels que soient y e Yy s, t e Γ. Tout facteur k definit un espace fibre principal

de base X et de groupe G: c'est le quotient de Y x G par Γ, les operations de

Γ dans Y x G etant definies par (y, a)s = (ys, ak(y, s)) quels que soient v ^ Y,

s e Γ e t « £ G . En associant & tout facteur k^F(Y,G) la classe ίkl de cet

espace fibre, on definit une application canonique de F(Y> G) dans H1{X, G).

L'image de cette application est Γensemble des classes de fibres trivialises par

la projection q0 : Y -* X, autrement dit c'est le "noyau" de Γapplication Hι(X, G)

-+ H\Y9 G) definie par qQ. Pour que deux facteurs k et k'tΞF(Y,G) aient

meme image dans Hι(X> G), il faut et il suffit qu'ils soient equivalents en ce

sens qu'il existe une application continue r : Y -* G telle que

r(y)k'(yy s) = k(yy s)r(ys)

quels que soient y^Y et s^ Γ.

TH^OREME 5. Soit k un facteur sur Y a valeurs dans G. Pour que les

espaces fibrέs de classe ίkl soient prέ-associέs a Y, il faut et il suffit quil existe

une application continue g de Y2 dans G telle que

(PA) g(y,yf)k(yf, s) = k(y9 s)g(ys$y's)

quels que soient y, yf e Y et s ε Γ.

Soit en effet P un espace fibre de classe ίkl. II existe une application

continue r de Y dans P compatible avec les projections sur X telle que Ays)

= r(y)k(yt s) pour tout ^ G F et tout s e Γ . Soit n U*=0, 1) Γapplication

continue de Y2 dans Γespace fibre P, = i>di,, definie par

n(y, y ) = (Qι(y, y'), rdi,i(y, y')).

Les applications n sont compatibles avec les projections sur Y2/Γ et verifient
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les relations:

n(ys, y's) = n(y, y1) kiy, y', s)

oύ ki(y, y\ s) = k(di,i(yy v'), 5) quels que soient ^ / e Y e t s e Γ . Soit h un

isomorphisme de Po sur Pi. L'application g de Y2 dans G definie par

h<n(y, y')) = n(y, y')g(y, y')

est continue et verifie la relation

g(y9y')ko(y,y', s)=kΛy,y', s)g(ys,y' $)

c'est a dire (PA). Reciproquement, on voit facilement que si g est une appli-

cation continue de Y2 dans G qui verifie la condition (PA) alors il existe un

isomorphisme ft : Po-* Pi (et un seul) tel que h(n(y, / ) ) -n{yt yf)g(y, / )

quels que soient y, / e Y.

TH^OREME 6. Soit k un facteur sur Y a valeurs dans G. Pour que les

espaces fibrέs de classe Lkl soient associέs a Y, il faut et il suffit quil existe une

application continue g : Y2 -* G telle que

(PA) g(y,y')k{y\ s)=k{y, s)g(ysJy
ts)

(A) g(y,y')giy\y")=g{y,y")

quels que soient y, y\ yff e Y et s e Γ.

Soit en effet P un espace fibre de classe [_kl et r une application continue

de Y dans P telle que riys) = r(y) k(y, s) pour tout y&Y et tout s^Γ. Posons

comme plus haut n(y, yf) = (qΛy, y'), rdUi(y, y1)) et ki(y, y'9 s) = k(dι,i(y, y1), s)

oύ z = 0, 1. Pour ί = 0, 1 et y = 0, 1, 2 on definit une application continue nj

de y 3 dans Pi,j- Piά2j en posant:

r .y(^y,yo = (^(^ y, yo, r, Afy(^y, yo)

quels que soient y, y\ y". Le diagramme constitue par les applications n,j et

les isomorphismes canoniques POfi~^» Λ,o, -Pi,o—^Po,2, Pi,i—^>Pi,2 est com-

mutatif. Supposons maintenant que P soit preassocie a Y. Soit h un isomor-

phisme de Po sur Pi et soit hj Γisomorphisme de Poj sur Plfj defini par h.

Soit £ Γapplication continue de Y2 dans G definie par la condition hniy, y1)

-rι(y, yf)g(y, y') quels que soient y, y' e y. On a

hjn,i(y, y\ y") = n,y(^, y,
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et par suite

, / ' ) = rU2(yf y\ y")g(y, y")

y, y\ y") = rUt(yt y\ y»)g(y, / ) # ( / , y")

quels que soient y, y', y" Y. Ceci montre que, pour que le diagramme (H)

defini par h soit commutatif, il faut et il suffit que g verifie, en plus de la con-

dition (PA) la condition (A). Le Theoreme en resulte aussitδt.

TH^OREME 7. Soit k un facteur sur Y a valeurs dans G. Pour quil existe

une application continue g de Y2 dans G υέrifiant les conditions (PA) et (A) du

Thέorέme 6, il faut et il suffit que k soit έquiυalent a un homomorphisme continu

de Γ dans G.

En effet, si k est un homomorphisme continu de Γ dans G, Γapplication

constante g de Y2 sur Γelement neutre de G verifie les conditions (PA) et (A).

D'autre part, si g est une application continue de Y2 dans G verifiant ces

conditions, alors si & e F , k est equivalent au facteur k1 defini par kr(y, s)

= g(y> by^iy, s)g(ys, b). Compte tenu de (A), on a k'(y, s) = gib, bV1

g(y, b)~ιk(yy s)g(ys, bs)g(bs, b) = g(b, bVxk(b, s)g(bs, b) = k'ib, s), ce qui

montre que k1 est un homomorphisme de 7' dans G.

Avec les Theoremes 6 et 7, on voit que les espaces fibres de groupe G

associes h Y se deduisent de Y par le procede habituel d'extension du groupe

de structure et sont done des espaces fibres associes & Y au sens ordinaire.

Exemple. Supposons que Y soit le revetement universel d'un espace topo-

logique X connexe localement compact et denombrable & Γinfini, Γ etant le

groupe des automorphismes de Y. Soit 0 —> Δ —> Rn —> G —> 0 une suite

exacte de groupes abeliens dans laquelle J est un sous-groupe discret de Rw.

Puisque Y est simplement connexe, si k est un facteur sur Y a valeurs dans G,

il existe une application continue h de YxΓ dans Rn telle que k{y, s) = ph(yf s)

pour tout y^Yet tout s e Γ. On a h(y, s) -f h(ys, t) - h(y, st) e Δ quels que

soient y^Y et s, t<= Γ. Par consequent, m(yt y\ s) = h(y, s) — h(y\ s.) est un

facteur sur Y2 (considere comme espace fibre principal de groupe Γ) a valeurs

dans RΛ Comme tout espace fibre principal de base Y2/Γ de groupe Rn est

trivial, ce facteur m est equivalent au facteur constant nul. Autrement dit, il

existe une application continue r : Y2-* Rn telle que mX v, y\ s) = r(y, yf)
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~ r(ys, y's) quels que soient ^ y e Y e t s s Γ . Posons g(y9y') = pr(y, / ) . On

a g(y,yf)k(y\ s) = p ( H v , / ) -f h(y', s)) = p(r(ys, yfs) + h(y, s)) =k{y, s)g(ys,y's).

Par consequent tout espace fibrέ principal de groupe G qui est triυialisέ par

Y' -> X est prέ-associέ a Y.

δ. Restriction du groupe de structure pour les espaces fibres pre-associes.

On conserve les notations des paragraphes 3 et 4.

LEMME 2. Soit k un facteur sur Y a valeurs dans G tel que les espaces

fibres de classe Ik] soient prέ-associέs a Y. II existe une application continue g

de Y2 dans G qui vέrifie, en plus de la condition (PA) la condition

(N) g(y, y) -e (element neutre de G)

pour tout

En effet, si gf est une application continue de Y2 dans G verifiant la con-

dition (PA), alors

, s) = k(y, s)gf(ys, y's)g'(y's, yfs)'\

done, en posant g(y, y') = g'(y, yf)g'(y\ y')"1, on obtient une application g qui

veriίie les conditions (PA) et (N).

Dans ce qui suit, on suppose que k est un facteur sur Y a valeurs dans G

et que g est une application verifiant les conditions (PA) et (N). Pour tout

b^Yy on notera G(b) le sous-groupe de G engendre par les elements de la

forme

g(b,y)g(yiy')g(b>y'Γ1

o ύ ^ y e y . Quels que soient b, b1 e Y, on a G(b) = g(b, V)G{b')g(b, b'Γ1.

D*autre part, pour tout seΓ, k(b, s)g(b, bs)~ι est dans le normalisateur de

G(b) dans G. On designe par H(b) le sous-groupe de G engendre par

Gib) et les elements de la forme k(b, s)g(b, bs)'1 avec s&Γ. On a H{b)

=g(bt bf)H(bf)g(by b'Y1 quels que soient b, V<E.Y. L'application s-+k{b, s)g(b9 bsV1

composee avec Γhomomorphisme canonique de H(b) sur H(b)/G(b) donne un

homomorphisme surjectif de /' sur H(b)/G{b).

THEOREME 8. Le groupe de structure des espaces fibrέs prέassociέs a Y

de classe Zk~] peut etre restreint au sous-groupe H(b) de G et ΐespace fibrέ de

groupe H(b) obtenu est encore triυialisέ par ΐapplication Y -* X.
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En effet, le facteur k est equivalent au facteur k' defini par k'(y, s)

= gib, s)kiy, s)gib, ysΓ1 = k(b, s)g(bs, ys)gib, ys)"1 = k(b, s)g(b, bs)~1v, avec

v^Gib), c'est & dire que k est equivalent a un facteur h valeurs dans le sous-

groupe H(b) de G.

6. Espaces fibres pre-associes et formes de connexions. Dans ce para-

graphe, on suppose que Y est un espace fibre principal diffέrentiable de base X

et de groupe G on suppose de plus que G est un groupe de Lie. Soit P un

espace fibre differentiate de base X et de groupe G trivialise par la projection

q : Y -» X et soit r une application differentiable de Y dans P compatible avec

les projections sur X. On designe par k le facteur differentiable sur Y, & valeurs

dans G, tel que r(ys) = riy)kiy, s) quels que soient jye Y et s&Γ. Pour toute

forme de connexion γ sur P,2) la forme ω = γr> image reciproque de γ par r, est

une forme differentielle de degre 1 sur Y, a valeurs dans Γalgebre de Lie g de

G, telle que

(C) k(yt s)ω(dys+yds)-ω(dy)k(y, s) = k(dy, s) + k(y, ds)

quels que soient les vecteurs dy d'origine y&Y et ds d'origine s s Γ . Reci-

proquement, soit ω une forme differentielle de degre 1 sur Y h valeurs dans g

qui verifie la condition (C). Sur Yx G> on considere la forme -η telle que

y(dy, da) = aω(dy)a"1 - daa'1

quels que soient les vecteurs dy d'origine y^ Y et da d'origine a^G. On verifie

facilement qu'il existe sur P une forme γ et une seule telle que -η soit image

reciproque de γ par Γapplication (y, a) -* r(y)a~1 de Yx G sur P. Et cette forme

γ est une forme de connexion sur P. Ainsi, Γapplication γ -* γr est une bijection

de Γensemble des formes de connexion sur P sur Γensemble des formes differ-

entielles sur Y a valeurs dans g qui verifient la condition (C).

La condition (C) est equivalente aux deux conditions:

(C. 1) k{y, s) ω(dy, s) - ω(dy) k{y, s) = k(dy9 s)

2) Pour la notion de forme de connexion, voir par exemple K. Nomizu [6]. On utilise
ici les conventions d'όcriture suivantes. Pour toute application differentiable /, on.dέsigne
par f(dy) le vecteur image d'un vecteur dy par Γapplication "derivee" de /. Si (y, s)
ε 7 x Γ , on designe par (dy, s) le vecteur de la variete Yx V image du vecteur dy de Y
par Γapplication z-*(z, s). De meme (y, ds) est Γimage de ds par Γapplication t->(y,dt).
On pose (dy, ds) = {dy, s)~\-(y, ds). L'image de (dy9 s) (resp. (y,ds)) par Γapplication Yx Γ
-> Y qui est dόfinie par les operations de Γ dans Y se note dys (resp. yds).
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pour tout s&Γ et tout vecteur dy d'origine

(C.2) kiyis)ωiyds)=kiyi ds)

pour tout y<ΞY et tout vecteur ds d'origine s e Γ.

Supposons maintenant que P soit un espace fibre pre-associe a Y. II existe

alors une application diffέrentiable g de Y2 -> G telle que les conditions (PA) et

(N) soient satisfaites. De (PA) on deduit que

g(y, dy')k(y', s)+giy,y')kidy', s) =k(y, s)g(ys, (dy')s)

pour tout s e Γ, y e Y et tout vecteur dy1 d'origine y1 e Y. Pour y = / on obtient

g(y, dy)kiy, s) + kidy, s) = kiy, s)g(ys, idy)s) ce qui signifie que la forme

diffέrentielle ω sur Y dέfinie par ω(dy) =g(y, dy) vέrifie la condition (C.I).

Si le groupe /' est discret, la relation (C.2) est trivialement verifiee. Dans

ce cas, le choix d'une application g : Y2 -* G verifiant les conditions (PA) et

(N) determinera done une forme de connexion sur Γespace fibre principal P.

Les groupes d'holonomie de cette connexion sont lies aux groupes H{b) et G(b)

definis par ^(cf. §5). D'une maniere precise, si r designe Γapplication diffe-

rentiable de Y dans P telle que riys) = r(y)k{b, s), et si γ est la forme de con-

nexion sur P telle que g{y, dy) = γr{dy), alors, pour tout point b^Y le groupe

d'holonomie de γ au point rib) est contenu dans H(b) et le groupe d'holonomie

restreinte de γ au point rib) est contenu dans G(b). Soit en effet c(t) un lacet

differentiable d'origine et d'extremite qib) dans X et soit y{t) le chemin d'origine

b dans Y tel que qp(t) = c(t) ( /6/=[0, 1]). Le chemin ry(t) est un releve-

ment de c(t) dans P ayant pour origine rib). Le relevement de c(t) dans P

ay ant pour origine rib) qui est intέgral pour la forme de connexion γ s'ecrit

iryit))θit) oύ θ est un chemin d'origine e dans G. Si s est Γelement de Γ

defini par yil) =bs> alors ryil) - rib)kiby s) est Γelement du groupe d'holonomie

au point rib) defini par le lacet cit) et k(bt s)θil). On a γ(iryidt))θit)

+ (ry(t))θ(dt)) = O pour tout vecteur dt d'origine t&I, par consequent,

θit)~1irryidt))θ{t) + θit)~1β(dt) = Q. Puisque rr(dy) = g(y, dy), ceci donne

g(y(t), yidt)) = -βidt)θit)~\ D'autre part, d'apres la definition de Gib) (cf.

§5) Γapplication u : I2 -> G definie par

gib, y(t))giyit), yit1)) = u(tt t')g(b, y(tf))

a ses valeurs dans la composante connexe par arcs de Γelement neutre de Gib)



168 J. L. KOSZUL

qui est un sous-groupe de Lie de G ([3]). En derivant la relation precedente

par rapport & tf puis en posant t = tf, on obtient

g(b, y(t))g(y(t), y(dt)) = u(ty dt)g(b, y(t)) + g(b, y(dt))

pour tout vecteur dt d'origine t<=I. II en resulte que u{ttdt) = -f{dt)f(t)~x

oύ f(t)=g(bi y(t))θ(t). Par consequent, /(t)^G(b) pour tout ί £ / et en

particulier / ( I ) = g(b, y(l))θ(l) =g(b, bs)θ(l) eiG(b). On a done k{b, s)θ(l)

= k(b, s)g(b, bs)~1g{b, bs)θ(l)(ΞH(b). Si le lacet c(t) est homotope a 0 dans

X, alors y(l) = b, done s = e et kib, s)θ(\) = 0(1) =/( l ) e G(ft), ce qui demontre

Γassertion.

7. Cas des espaces fibres holomorphes. Soient 7" un groupe de Lie complexe

et Y un espace fibre holomorphe de groupe Γ et de base X. On deίinit comme

au paragraphe 3 les espaces fibres principaux holomorphes de base X associes

et pre-associes a Y*, les isomorphismes intervenant dans la definition etant alors

des isomorphismes holomorphes. Les facteurs etant maintenant des applications

holomorphes de Y dans un groupe de Lie complexe G, les Theoremes 5, 6 ainsi

que le Lemme 2 subsistent en y remplagant le mot "continu" par "holomorphe".

La condition, pour un espace fibre principal de base X d'etre pre-associe a Y

devient tres restrictive dans le cadre holomorphe. Compte tenu du paragraphe

6, on voit par exemple que, si Y est un revetement galoisien de X, tout espace

fibre principal holomorphe prέ-associέ a Y possέde une connexion holomorphe

(C1J).

Dans le cas ou Y = Cn et ou Γ est un sous-groupe discret opέrant par trans-

lations dans Cn, tout espace fibre principal holomorphe P de base X- Y/Γ qui

possέde une connexion holomorphe est prέassociέ a Y. En effet, puisque P est

trivialise par Y -* X il existe une application holomorphe r de Y dans P com-

patible avec les projections sur X. Soit k le facteur holomorphe sur Y defini

par r(y + s) = r{y)k(yy s) pour ^ ε F e t s<=Γ. Soit γ une forme de connexion

holomorphe sur P. Pour tout (y, yf) & Y2 on designe par θ(y, y\ ) Γappli-

cation differentiate de Γintervalle I = [0, 1] dans G telle que le chemin

t -*> r(y + t(y' -y))θ(y, / , t) soit un chemin integral d'origine r(y) pour la

forme de connexion γ. Si ω = γry on a done θ(y, y\ 0) = £ et θ(y,y\dt)

= - ω(y+dt(yf ~y))θ(y, yf

f t) pour tout vecteur dt d'origine t dans 7. Puisque γ

est holomorphe, il en est de meme de la forme ω sur Y et il en resulte que.
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pour chaque valeur de t, Γapplication (yf y1) -* 0(y, y9, t) est une application

holomorphe de Y2 dans G. Quel que soit S<ΞΓ, t - r(y +s+tiy'-y))0(y + s,

y' + s, t) = r{y + t{y'-y))k{y,s)θ(y + syy'-\-s>t) et ί-» r(y+ t(yf -y))0(y,y't t)

sont deux chemins integraux dans P qui se projettent suivant le meme chemin

sur X et qui ont respectivement pour origines r(y + s) = r(y)k(y, s) et τ(y).

Par suite, kiy + tiy'-y), s)θ(y + siy
f + s, t) = θ(y,yf

y t)k(y, s) quels que soient

v, y' e y, s(ΞΓ et ί e / . Pour ί = l, on a done k(yf, s)θ(y + s, y'+ s, 1)

-0{y,y\ l)k(y, s), e'est a dire que Γapplication holomorphe g de Y2 dans G

definie par g{y, y1) =θ(y, y\ I ) " 1 verifie la condition (PA).

Dans le cas oύ n > 1 et oύ X est compact, S. Murakami a demontre

Γexistence d'espaces fibres holomorphes de base X qui possedent des connexions

holomorphes mais ne possedent pas de connexion holomorphe integrable [5].

II en resulte que, pour n > 1, il existe des espaces fibres holomorphes pre-

associes a Y qui ne sont pas associes a Y.
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