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Abstract We determine the width of resonance-free domains in the complex
plane for the semiclassical Schrόdinger operator — h2A H- V(x) when fr->0, in
terms of Lyapunov exponents for the associated classical flow.

0. Introduction

Soit P = P(x,D,h\ D = Γ1hdx, un operateur differentiel sur IR" a coefficients
analytiques qui verifie les hypotheses generates de [5, Sect. 8], permettant de
definir les resonances dans un petit voisinage de zero dans le demi-plan inferieur.
Le but de ce travail est de donner sous des hypotheses convenables une minoratiσn
de — Imz pour toute resonance z quand /z—»0, en terme des proprietes du (lot
classique dans un voisinage de Γensemble des trajectoires captees. L'etude des
resonances crees par un point fixe (voir [9] et Briet et al. [11]) et par une trajectoire
fermee hyperbolique (voir [5]) suggere que Γexistence d'une bande sans resonances
quand /ι-»0 est liee a des proprietes d'hyperbolicite du ίlot classique. Dans ce
travail nous etudions le cas plus general oύ Γensemble des trajectoires captees pour
le ίlot classique est contenu dans une variete invariante, ayant une structure
hyperbolique.

Soit p(x, ξ) le symbole principal de P en tant qu'operateur /z-pseudodifferentiel.
Un cas particulierement interessant est celui oύ P = — h2Δ + V(κ\ p = ξ2 + V(x).
Dans Γappendice de [4], nous avons defini pour ε0 assez petit, Γensemble des
trajectoires captees K = {ρ^p~1(l — cθ 5ε0J); exp(tHp)(ρ) ne tend pas vers Γinfini
quand ί~> + oo ou quand ί-> — oo}. Ici Hp designe le champ hamiltonien associe a
p. Pour |ί|^ε0

 on Pose aussi Kt = Kπp~^(t). Nous allons supposer que K0 est
contenu dans une variete symplectique localement Hp-invarίante par rapport a
laquelle le flot a une structure hyperbolique:

(H) Dans un voisinage ouvert Ω de K dans T*(IRΠ), il existe une sous-variete
fermee symplectique de classe C1, Σ, qui contient K0 et telle que Hp est tangent a Σ
en tout point. De plus on suppose qu'il existe deux sous-fibres vectoriels Λf + et 7V_
de TΣ(T*lRn) de classe C° tels que:

(Ht) TρΣ
σ = N + ̂ ®N_^ρ en tout point ρ de Σ.
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Ici TρΣ
σ designe Γorthogonal de TρΣ pour la forme symplectique.

(H2) N + \KQ et N_\Ko sont invariants par les applications d(exp(tHp)\ pour
ίeR.

(H3) Si on choisit des normes sur N + QQtN^ ρ dependant continument de ρ, il
existe C0 > 1 et T0 >0 tels que: ||<ί(exp(±(- T0)tf)) (v±)|| ̂  Co l | |v± ||, V v ± e JV ± , ρ ,

Le Hot d(exp(ίHp)) est done exponentiellement expansif sur Λ/r

 + |Xo et exponen-
tiellement contractif sur N ,\Ko, pour ί-^ + oo. Comme d(cxp(tHp)) conserve la
forme symplectique, on en deduit que AΓ + ,ρ et N _ ί g sont isotropes et de meme
dimension, et done des sous-espaces lagrangiens de TQΣσ, d'apres (HI), en dualitέ
pour la forme symplectique. Si dimΣ = 2n — 2d, fixons une d-densite de volume Φ 0
sur N + > ρ dependant continument de ρ, et prenons sur iV_ ρ le volume dual tel que
le produit des deux volumes donne le volume symplectique sur TρΣ

σ. Pour ρ e K0,
on peut alors definir:

D±(ρ,ί) = det(d(exp(ίH1,)))U±fB. (0.1)

Alors on a:

D + (ρ,ί)D_(ρ,ί) = l . (0.2)

D'apres (H3), il existe d>0, C>0, tels que:

D+(ρ,t)^C~1exp(dt), pour ρeK 0 ,£^0. (0.3)

Soit d 0elR+ le sup de tous les d>0 verifiant (0.3) pour un C = C(d)>0. On
remarque que d0 ne depend pas du choix de densite sur les fibres de N+ . En fait rf0

est egal a inf ( — /(ρ)), oύ λ(ρ) est Γexposant de Lyapunov ί/-dimensionel quand
ρeK0

ί-> -f oo associe au flot sur N^\KΌ defini par d(exp(tH p))\N _ (voir [7]).
Le resultat principal de ce travail est alors le theoreme suivant:

Theoreme 0.1. Pour tout 0>Q, il existe ί;>0 tel que P rfa pas de resonances dans
[-c, +c]-i[0,(l-δ)d0^/2] pour 0</ι<ε.

Donnons maintenant quelques exemples. On verifiera facilement que le
Theoreme 0.1 donne le resultat optimal dans la situation consίderee dans [4] et
[9,11].

Exemple 1. Comme dans [9] on suppose que K0 est reduit a un point fixe ρ0 de Hp,
tel que la matrice fondamentale Gp, (qui est le linearise de Hp) en ρ0 a au moins une
valeur propre de partie reelle ΦO. Soit alors Σ une variete centre, passant par ρ0,
Hp-invariante (localement), et tangente en ρ0 a la somme des espaces propres de Gp

associes aux valeurs propres imaginaires pures ou nulles (voir [2, appendix C]). On
choisit les fibres N + et J V _ au dessus de Σ, tels que la fibre en ρ0 de N f (7V_ ) soit la
somme des espaces propres associes aux valeurs propres de partie reelle positive
(negative). La constante d0 est alors egale a Re(λι + ... +λd\ oύ / I l 5 ...,λd sont les
valeurs propres de Gp a partie reelle positive.

Exemple 2. On suppose que K0 est une trajectoire fermee y0 de periode minimale
T0 > 0, telle qu'il existe au moins une paire de valeurs propres de Γapplication de
Poincare linearisee Dp de module different de 1. On prend pour Σ une variete
centre de y0 (voir [2, appendix C]). Dans le cas considere dans [4] oύ y0 est
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hyperbolique, Σ est simplement la reunion de la famille a un parametre de
trajectoires fermees yECp~l(έ) qui passe par y0. On prend N + et N_ tels que les
fibres au dessus des points de y0 sont les espaces naturellement associes aux
sommes des espaces propres qui correspondent respectivement aux valeurs
propres de module > 1 et de module < 1 de Dp. La constante d0 est alors egale a
T0

 l logdβjj ... \θd\), oύ Θ 1 ? ...,θd designe les valeurs propres de Dp de module >1.
Le resultat de [4] montre que le Theoreme 0.1 est optimal dans la situation de

[4].

Exemple 3. On suppose que Xnp~1([ —ε0, ε0]) = I'np~1([ —ε0, ε0]), oύ Σ est une
variete C1 r-normalement hyperbolique et symplectique. Cette situation est
discutee en detail dans Fappendice A.I.

Exemple 4. On donne maintenant un exemple oύ Γensemble K n'est pas une
variete. II est clair qu'on peut construire sur le meme modele beaucoup d'autres
exemples avec des ensembles K pathologiques.

On prend p(x, ξ) = ξ2 + V(x) avec x = (x l 5x2,x"),

m,(x)x"2, et m. (x)>0.

Alors il est facile de voir qu'on peut choisir les m7 a Γinfini pour que K0 soit inclus
dans la variete symplectique Σ = {x" = ξ" = 0}.

Le flot de Hp sur Σ est donne par le hamiltonien ς2 + £2 + x^ — S qx2. II est alors
bien connu que Γensemble des trajectoires captees pour le potentiel x3

{ — Sx jX 2

(selle de singe) n'est pas une variete et contient par exemple une infinite d'orbites
periodiques.

Pour demontrer le theoreme, on utilise une methode dependant du temps, en
00

ecrivant la resolvante (P — z)"1 comme ih~l \ e~ίt(p~z}lhdt, pour Imz>0. On
o

montre essentiellement que e ~ltp/h decroit exponentiellement quand ί -» oo, comme
operateur dans les espaces introduits par Helffer et Sjostrand [5], et ceci entraine
que la resolvante existe encore pour z dans une bande dans le demiplan inferieur.
Bien entendu P n'est pas autoadjoint comme operateur dans les espaces de [5],
mais peut etre considere comme un operateur pseudo-differentiel dont le symbole
principal p verifie (avec un choix convenable de fonction fuite):
— Im(/?) (ρ) ~ dist(ρ, Σ)2. Dans une telle situation, les specialistes des equations aux
derivees partielles, ont tendance a utiliser des inegalites du type de Garding ou de
Melin, pour minorer Γoperateur — Im(P). Dans notre cas, Γapproche qui consiste
a majorer la norme de Γoperateur integral de Fourier, e~ltp/h quand ί-^ oo, s'est
revelee plus efficace, et moins dependant d'un choix d'espace raffine. (De plus, les
constantes obtenues par cette methode se relient directement a des invariants du
flot classique du type exposants de Lyapunov.) Techniquement, la demonstration
est basee sur les travaux [5, 8], qui fournissent aussi un cadre pour des arguments
plus classiques du type localisation dans des boules convenables dans Γespace de
phase. On peut dire que Γhypothese (H), qui present une cerίaine diffusion pour les
trajectoires classiques, empdeche la norme L2 de e~ίtp/hu rester concentree pres de
K0 pendant longtemps, et la force a suivre les trajectoires sortantes. Comme les
espaces de [5] ont des normes tres faibles pres de ces trajectoires, on obtient une
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decroissance exponentielle. Plus concretement, dQ apparait comme un taux de
decroissance exponentielle pour une amplitude dans la description de e'~ltp/h

comme operateur integral de Fourier.
Le plan de Γarticle est le suivant: Dans la Sect. 1 on construit une fonction fuite

locale G telle que HpG ~ dist( , Σ)2. Ceci permet de se restreindre a la construction
de e~ltp/h dans un voisinage microlocal de Σ d'epaisseur Chε, avec l/3<ε<l/2.
Dans la Sect. 2 on estime la norme de certains operateurs integraux de Fourier
dans le domaine complexe en fonction de la norme de leurs linearises. Dans la
Sect. 3, on etudie des linearises de e~itp'h. Dans la Sect. 4 on demontre le theoreme
en etablissant une inegalite a priori dans des espace a poids microlocaux a Γaide
des Sects. 2 et 3. On a rassemble dans un appendice certains resultats geometriques.

1. Construction d'une fonction fuite locale

On choisit des normes euclidiennes sur N + ?ρ dependant continument de ρ. On
peut alors trouver (voir Γappendice) une fonction G0 e C2(Ω) s'annulant a Γordre 2
sur Σ, telle que le Hessien transversal de G0 soit donne en tout point de Σ par:

(G 0 ) ; ' (v + +v_)H|v f | |
2 - | !v- | | 2 . (1.1)

Si Φt = d(exp(tHp)), alors pour T>0 assez grand on a:

2 « (1.2)

Si on fixe T > 0 et restreint Ω suffisament autour de K0, on a encore (1.2) pour ρeΣ.
Restreignant encore Ω on obtient:

G 0°φ τ-G 0-dist( ,2;)2 dans Ω. (1.3)

Ici φt = Qxp(tHp). Soit maintenant

G = f G 0°(Ms. (1.4)
o

Alors par un calcul simple, on a: HpG = GQoφτ~θ0. On a done trouve GeC2(Ω),
Ω voisinage de K0, tel que:

G = 0(l)dist( ,Σ)2, HpG-dist( ,Σ)2. (1.5)

Comme K^K0 quand ε0-»0, on montre facilement a partir de (1.5) que K C Σ1,
si ε0>0 est assez petit. En effet, si ρe(ί2\Z1)np~1([ — ε0, β0]) et si par exemple
G(ρ) ̂  0, alors t -> G(exp (tHp) (ρ)) est strictement croissant sur tout intervalle [0, T[,
tel que exp tHp(ρ] e Ω pour 0 rg t < T. On en conclut que exp tHp(ρ) finit par quitter Ω
au bout d'un temps fίni, et done ρφ K, comme K est invariant pour Hp et contenu
dans Ω.

Utilisant les arguments elementaires de [4], appendice, on voit que G peut etre
etendue en une fonction fuite globale (au sens de [5]), C00 en dehors d'un petit
voisinage de Σ et verifiant HpG>0 dans p-1([ — ε0,ε0])\Γ.
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2β Norme des operateurs oscillants dans le domaine complexe

Soit φ(x, y, θ) une phase non degeneree definie pres de (x0, yQ, θ0)e(Cn + n + N telle que
dθφ = 0 en (x0, y0, Θ0). Non degeneree signifie que les differentielles ddθlφ, . . ., ddθNφ
sont lineairement independantes. On suppose aussi que φ engendre un germe de
transformation canonique HA:

(y, dvφ(x, y, 0))->(x, dxφ(x, y, θ)\ dθφ = 0 .

Si

α(x, y, θ, h) - fl0(x, y, θ) + α^x, 3;, θ)h + . . .

est un symbole analytique classique d'ordre 0, on peut considerer, comme dans [8],
Γoperateur osculant:

Au(x, h) = h - (n + ]V)/2 f j eiφ(x- v" θ}lh a(x, y, θ, h)u(y) dydθ . (2.1)

Si on voit d'abord A comme un objet formel, on lui associe son linearise formel

Λ(j>o>*7o):
^(j;0^0)u(x)=Jί^''^-v'θ)α0(xθ53;0^0)φ)^^, (2.2)

oύ φ" designe le hessien de φ en (xθJ yQ, Θ0). φ" est une phase non degeneree, definie
globalement sur (£2n + N

 et la transformation canonique associee est
dHA(y0,η0):(C2n-+<L2n. Formellement, on obtient A(y0, η0) par un passage a la
limite de la maniere suivante: on pose u(y) = ei(y~yo)ηolhu(y)) v(x) = ei(x~Xo}ξolhv(x),
avec x = x0 + hί/2x, y = y0 + h1/2y, Θ = θ0 + hί/2θ. Si Au = v, alors on a:

v(x) = j J ei[ - (x~ xo}ξ« + φ(x> -v' θ} + (v ~ y^]/ha(x, y, θ, h)ύ(y) dydθ .

Ici la phase devient, φ(x0, y0, θ0)-}-hφf'(x, y, θ) + 0(h3/2\ et on a done:

v(x) = eίφ(Xo yo e°yhIIJ(φ''(*^^

Formellement le menbre de droite converge vers:

Si B est un deuxieme operateur osculant:

Bv(z, h) = h-(n + M}/2$l eiψ(z'x w}/hb(z, χ9 w, h) v(x) dxdw , (2.3)

HB(x0, ξ 0 ) = (z0, ζ0), alors on peut ecrire la composition formelle BO A comme
un operateur osculant de phase ιp(z, x, w) + φ(x, y, θ) et d'amplitude fc(z5x,w,/z)
x α(x, y, θ, h), oύ on compte (x, w, θ) comme variables de fibre. II est alors evident

que:

si on definit le compose des linearises de la meme maniere. Pour arriver a une
discussion moins formelle, on se donne maintenant deux fonctions strictement
plurisousharmoniques Φi et Φ2 de classe C2, defίnies dans des voisinages de y0, x0,
telles que (x0, ξ0)εΛφ2, (y0,η0)EΛΦl9 oύ Λφj = {(x,(2/ί}dxΦj)}. On suppose aussi
que HA(ΛΦ1) = AΨ oύ Ψ est st.pl.sh. de classe C2, avec:

Ψ(x) ^ Φ2(x), Ψ(x0) = Φ2(x0) = - Imφ(x0, yθ9 Θ0) + Φ^) . (2.4)
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On sait alors ([8]) que:

oύ v.c. designe la valeur critique par rapport aux variables en indice, et le point
critique (y(x), 0(x)) correspondant est non degenere de signature 0. Pour simplifier
notre discussion, nous ferons aussi Γhypothese suivante qui sera verifiee dans les
Sects. 3 et 4:

il existe une sous variete Σv CAΦί de classe C1, passant par
(2.6)

(3>o» *?o)> telle que si Σ2 = H^ΣJ, on a : Φ2 - Ψ ̂  dist( - , ΠXΣ2)
2 .

Ici Πx designe la projection naturelle sur Γespace des x.
Soient Ω^ et Ω2 deux petits voisinages de x0, j;0 tels que: Ω2ttΠxHA(ΛΦί

nTi;1^). On pose L2

φ(Ω) = {u;e~Φlhu(ΞL2(Ω)}, #φ(£2) = L2(ί2)n{les functions
holomorphes dans Ω}, munis de la norme naturelle. On peut alors definir A comme
operateur de norme 0(1): HΦI(Ω1)-+LΦ2(Ω2) en choisissant grace a (2.5) un bon
contour dans (2.1) c.a.d. un cycle d'integration C°° Γx, qui depend de maniere C°° de
x tel que:

On s'interesse alors a la norme de A comme operateur HΦl(Ωί)-+Lφ2(Ω2). De
maniere generale A est modifie par un exponentiellement petit si Γx est modifie et
d Au est exponentiellement petit dans LΦ2(Ω2). Modifiant Au par 0(/?°°) dans
LΦ2(Ω2) on peut restreindre (en utilisant (2.7)), le contour d'integration Γx a:

\y-y(x)\ + \θ-θ(x)\^hb si b<l/2. (2.8)

Si Ψ", Φ' designent les Hessiens aux points x0, j;0 il est maintenant clair que
v4(x0, η0) est bien defini comme operateur borne:

Hφ,{(<En)^Hψ4<Γ)cHφ,.(<Cn\ en prenant comme contour dans (2.2):

(y(x),B(x))+T(yθtθQ}ΓXQ, oύ (y(x\8(x)) est le point critique de:

On fixe αe]l/3, l/2[. Soit V2 c B(xθ9 ha) un voisinage de x0 et posons
Fi =ΠyH^1(Πx

1V2nAΨ). On veut approcher Au dans F2 par une expression
faisant intervenir le linearise A(y0, η0). Pour simplifier nos formules au maximum,
on supposera sans perte de generalite que ξ0 — η0 = Q, Φ1(y0) = φ2(χ0)=z0. On
prend b dans (2.8) tel que a<b<l/2.

Si on fait les memes substitutions qu'au debut de cette section, on trouve:

ΰ&^SIeWϊk'M + W'-^ca^ (2.9)
f

oύ f est Γimage de Γx par les substitutions. Nous avons alors:

xeV2CB(Q,ha~i/2) et pour (j), θ) e f , on a:

(2.1
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Soient Vl9 V2 les voisinages de 0 dans (C" que I'on obtient par x-+x,y-*y. Pour
alleger les notations, on ecrit (x,y,θ) a la place de (x,y,@) et α0 0 a la place de
a0(x0,y0,θ0). Si

vί(x) = J eiφ"(x'y θ)aQtMdydθ, (2.12)
f

alors:

ht.ί/I), (2.13)

oύ II \\ΦιtV designe la norme dans HΦ.(V).
Pour comparer (2.1 2) avec A(y0, ηQ) on a besoin d'approcher ύ par une fonction

entiere. Soit χeC00^ +β(0,2C^~1/2) egale a 1 pres de Ft +B(Q,Chb~l/2}, telle
que ΰaχ = 0(h]«l(1/2~b]l et telle que 0 ^ χ < Ξ l . Alors dχύ = udχ =
dans Lφv, et on peut trouver weL|v((C") avec norme

telle que Sw = 3χίί. Alors ul = χu — wEHφγ, et on α:

c^-^. (2.14)

et de meme pour v2 — v3.
Avec (2.13), on obtient done:

\\v-A(y0,η0)ul\\φ^y2^Chc\\u\\φ^yl+m^Chb^/2}, (2.16)

oύ c = min(l/2 — b, 3a — 1)>0. (2.14) donne alors:

C Λ b - ι / 2 ) , (2.17)

oύ ||^4(y0, ^o) l i designe la norme dans L(HΦ^ Hφ,2). Revenant dans les coordonnees
de depart et utilisant que Φj—Φ! = 0(h3a) dans Vp on trouve:

\^ (2.18)

Soient x = (x\ x") des coordonnees locales reelles de classe C1, centrees en x0, telles
que ΠXΣ2 devienne x" = 0. On suppose pour se fixer les idees que Ω2ia = Ω2

n{x; x"\<ha}=Ω'2®{x"]\x"\<ha}. Pour oί<ΞΠxΣ2, on pose:

Si dm(ot) = Ch~2{n'~d)ada, oύ C>0 est une constante convenable et da designe la
mesure de Lebesgue dans les coordonnees αe!R2("~d), alors:

J 1K2 dm(α)= 1 dans Ω2 a. (2.19)
Ω'2 + B'(Q.ha]

Si V^ΠJl^Λ^Π;1^,)), alors:

ί lκ 1 , + B,o.c»»)^(α^1+Csί /ι t-β, (2.20)
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et Γintegrale a gauche est une fonction a support dans Ωl + 5(0, Cst ha}. Dans
Γestimation (2.18), on peut remplacer F1; V2, A(y0,η0} par F1<α, F2<α, A(ya,ηΛ\ oύ
(yΛ,ηΛ) est le point avec ΠxHA(ya,ηa) = (x. Elevant cette estimation au carre pour
tout α, et integrant par rapport a α sur Ώ'2 + J3(0, /zα), on trouve a Γaide de (2.19),
(2.20):

sup
(0,CΛ α )

(2.21)

Grace a (2.6), (2.7), on obtient facilement:

M«lll2.n2\o2.^Ce-*-d | |M||J1,n ι + B(0.Ch<,)) (2.22)

pour un d>0. On obtient:

Proposition 2.1. Powr ίowf ueHΦί(Ω), on a:

\\Au\\φ2>Ω2^ί sup ΉU(j^)||+C''OiNIΦl,Ωl+B(o,c,,«>, (2.23)
\(y,?f)eI ιoJ7χ Htti + SiO.CTi")/

p<9t/r C>0, c>0 independants de u et de h.

Comme on le voit facilement a posteriori, cette proposition est valable aussi
sans Γhypothese sur Ω2 a enoncee entre (2.18) et (2.19).

3. Normes des linearises de exp( — itP/h)

Soit GeS 1 ' 1, (espace defini dans [5]), et m(α) une fonction poids comme dans le
meme travail. Localement S1Λ coincide avec CGO(R2"; IR) et m est une fonction C00

reelle strictement positive. Ce sont les seuls aspects qui joueront un role par la
suite. Pour ε assez petit, on a defini dans [5] un espace H(Λε&m), muni de la
norme:

(3.1)

oύ Λ = ΛfrC(C2n est donnee par:

ξ) = εJΪ&(Re(x,ξ)), (3.2)

et Test une certaine transformation de type Fourier-Bros-Iagolnitzer dont on n'a
pas besoin de rappeler la definition ici. De meme pour la fonction H = sHε.

Soit d'autre part:

Uu(x,h} = C0h-"l2$e-(χ-y}2/2h + χ2l4hu(y)dy, xe<C", (3.3)

une transformation de Fourier-Bros-Iagolnitzer standard. Consideree globale-
ment U est unitaire de L2(Rn) dans HΦO((C")5 oύ:

HΦ(Ϊ(CII) = {«:€"-*€; u holomorphe, J \u\2e'2Φo/hL(dx)< 00} .

Ici Φ0 = \x\2/4= sup — Imφ(x,y), oύ φ(x,y) = i((x — y)2 — x2/4}. On a aussi

ΛΦo = Hu(Ήί2n), oύ Hv est la transformation canonique complexe lineaire donnee
par: (y, -dyφ)-+(x,dxφ).
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Dans la suite on identifiera souvent un ensemble /IcR2" avec Hv(A)cAΦo oύ
avec la projection: ΠXH v(A)C<Cn

x de cet ensemble. Alors pour ε assez petit, on a au
dessus de Ω:

Hϋ(Λe&) = Λ 9 o ύ a e6C°°(Ω)et:

. (3.4)

(Ici on identifie G avec G°(Πx°Hυ\R 2.^~l\
II resulte de [5, Sect. 9], que pour ueH(Λε&m), on a:

tΩ^C\\u\\B&tm. (3.5)

Soit Ω2CCΩ un deuxieme voisinage de K0, que Γon identifiera aussi avec
{ot<=Aε£i ReαeΩ2}. On montre alors a Γaide des techniques de [5, 8], que pour
0:gε<£0 avec ε0 assez petit, il existe <50>0 tel que:

l |w| | e&.Ω 2 .m^C(|!ί7ιι | |φ e, f l + β-ό o / Λ | |M | |e &,C β 2.m), (3.6)

oύ de maniere generate, la seminorme | |t/ | | ε^ ^ m est definie comme dans (3.1) en
integrant seulement sur WcA^. Une norme uniformement equivalente, quand
/i~>0 pour H(Aε&m) est done donnee par:

\\u\UcΩ2,m+\\Uu\\^Ω. (3.7)

Si G E C2(R2" R) est egale a G dans CΩ2 alors pour ε > 0 assez petit //t/(ΛεG) = Λφε,
avec Φ ε eC 2

? Φε = Φε dans β\<Q2, et on 0:

FG|2). (3.8)

On pose pour ueH(Λε&m):

Cette norme est equivalente a la norme precέdente mais pas uniformement quand
/ι-»0. On ecrira H(εG,m) = H(εG,m). Dans la suite G sera la fonction construite
dans la Sect. 1 et G sera une fonction auxiliaire qu'on oubliera. Apres conjuguaison
par [/, nous pouvons considerer P comme un operateur pseudodifferentiel
analytique classique d'ordre 0 (formel pour Γinstant), de symbole defini dans un
voisinage de AΦO\Ω et done aussi pres de AΦE\Ω, si 0^ε<ε0, avec ε0 assez petit.

Utilisant le fait que Φ0 est strictement convexe, et que le symbole principal p de
P reste reel sur AΦQ, on voit que Γon peut construire e~

ltp/h formellement sous la
forme:

(3.10)

Ici φ verifie Pequation de Hamilton- Jacobi standard:

(3.11)

et a s'obtient par resolution des equations de transport standard, avec condition
initiale β|ί = 0 = l. Ainsi φ est une fonction holomorphe et a est un symbole
analytique classique d'ordre 0 defini dans un voisinage de: {(ί, x, 77); ίelR, Ξ3(y, ξ)
avec (x, ξ) = Qxp(tHp) (y, η\ (y, η) e K0}. Pour (y0, η0) E K0, on va etudier le linearise
Et(yQ, η0) defini dans la Sect. 2.
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Lemme 3.1. Et(yθ9 ηQ) est unitaire sur HΦϋ(C").

Ici les espaces sont definis avec ft = 1. (II sera clair par le contexte si Hφo designe
Γespace avec h = 1 ou avec h variable). Dans Γenonce on utilise que Φ0 est deja une
forme quadratique. Sinon il faudrait remplacer les deux Φ0 par leurs Hessiens
respectivement en y0 et en x(t) oύ

Demonstration. Soient u = uh,v = vh e HΦQ(Ω] des etats concentres pres de j/0, au sens
que:

\\U\\φ^Ω9 (3.12)

et de meme pour v. (Voir aussi plus loin dans la demonstration.) Ici 1/3 <α< 1/2.
Alors a Γaide d'une realisation standard de Et9 on sait definir Etu9

Etυ £ HφQ(B(x(t), c0))5 pour |ί| <; T0, ε0 > 0. De meme si on choisit une realisation de P
(voir [8]), on obtient (Dt-P)Etu = 0(hCG) \\u\\φo dans HΦo(B(x(ί),ε0)), et Etu est
concentre pres de x(t) et de meme pour Etv. Alors modulo OJTi00) || u \\ Φθ! Ω \\ v \\ Φo Ω, on
trouve:

. (3.13)

Comme P est formellement autoadjoint dans Hφo, et Etu, Etυ sont concentres
pres de x(t), on montre (comme par exemple dans [8]) que (PEtu\Etv) = (Etu\PEtv),
d'oύ: Dt(Etu\Etv) = Q ce qui donne

(Etu\Etv) = (u\v), (3.14)

localement uniformement par rapport a ί.
Soit maintenant Ψ0 une deuxieme forme quadratique st.pl. s.h. telle que

Φ0-Ψ0~ \x\\ Siύe HψQ(<Γ] (avec ft - 1), alors vt = Et(y0, η0)ύε HΨt(<Ctt), oύ Ψt a les
memes proprietes que Ψθ9 et AΨt = d (exp(tHp)) (Λψo). Pour revenir a HΦO(Ω), on fait
les memes substitutions que dans la Sect. 2:

η0)u(x) = h-ne(i(x~yo)ηo + Φo(y^^ (3.15)

Alors,

l | w l l « p v o , c » = l l w | l ' p o , c » 5

oύ la norme a gauche est avec ft variable et la norme a droite avec ft = 1 . Ici on pose :

Ψyo(x) = Φo(yQ) + <rΦM(x-yo)y + ΨQ(x-y), et on a:

Φ0(x)-Ψyo(x)~\x-y0\
2. (3.16)

On en deduit que:

Ecrivons WΌ=W(yQ9η0), Wt=W(x(t), ξ(t}\ vt=Wtvt. Alors ||t; f||yje(t)= ll^ii^, oύ
*ίx(t) = φo(x(0) + <l7Φo(x(ί))5 (x-x(t)y + Ψt(x-x(t)), et on a des relations ana-
logues a (3.16), (3.17) pour Ψx(t), vt9 vt.
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Comme dans la Sect. 2, on voit que:

l |£tW-ϋ t l lφo,B(x( t ),h-) = 0(Λ 3 β - 1 ) | |M| | Φ θ f Ω . (3.18)

Combinant (3.14) avec v = u, (3.17) et son analogue pour vt, vt, avec (3.18), on trouve
dans la limite h-+Q:

li^o^o)β|lφo,c^l|β||Φo,c"^6^0((C"). (3.19)

Comme HΨo((Cn) est dense dans HΦO((C"), on trouve que Et(yQ,ηQ) est isometrique
dans JτΓΦo((C"). Comme d'autre part Et(y0,η0) admet un inverse borne dans
L(HΦo(<f?\ HΦo(<Cn)\ on trouve que Et(y0, η0) est unitaire.

Pour 0<ε<ε0 avec ε0 assez petit, on s'interesse a Faction de Et dans Γespace
Hφί suffisament pres de ΠXK0, ί^O. Comme deja rappele au debut de la Sect. 2, si
A est donne par (2.1) et si Φ t et Φ2

 sont des functions pl.s.h. de classe C2 definies
dans des voisinages de y0 et x0 respectivement avec (x0, ξQ) e ΛΦ2, (y0, η0) e Λφί9 et:

ΛΦ2 = HA(ΛΦί), Φ2(x0) ̂  - Im <p(x0, J^o, 00) + #iO>o) , (3-20)

alors on peut realiser A comme un operateur de norme 0(1)\HΦI(Ω1)-+HΦ2(Ω2),
oύ Ω! et Ωl sont des petits voisinages de y0? x0. Dans le cas precedent, si y0 e ΠXK0,
c>0 petit, ί^>0, alors Et est 0(1) comme operateur borne: HΦc(ΩfQ)-*HφE t(Ωt), oύ
Ω'0 est un petit voisinage de x(ί). Ici Φ£ j ί est donne par:

2/idxΦBtt), Φε,0 = ΦE . (3.21)

On a aussi
Λ Φ ε t = exp(ίH,)(/ίΦε). (3.22)

D'autre part, grace a (1.5) on a Imp(x,(2/ί)dxΦε t)~ — dist(x, ΠXΣ)2 pour ί = 0,
si c>0 est assez petit. Utilisant (3.22) et le fait que p est constant le long des
trajectoires de Hp, on voit que ceci reste vrai pour f >0, ce qui donne:

Φ ε-Φ β > f~dist( ,JIxΓ)2. (3.23)

(Comme nous savons de [8], cette relation empeche Γapparition de caustiques
dans un petit voisinage Ωt de x(ί), et les arguments ci-dessus fonctionnent pour
0 ̂  t < + oo .) Ceci entraine que (2.6) est verifie pour Φ t = Φ2 = Φε, Σ1=Σ2 = Σ.Gn
pourra done appliquer le resultat de la Sect. 2.

On a deja vu que £ί(j;0)-£ί(j;0,^0) est unitaire HΦo(C")->HΦo((C"), et on
s'interesse maintenant a sa norme Hφ>ε>0-*Hφ,ε,χ(t) oύ Φg 0 designe le Hessien de Φε

en yQ, quand (y0,η0)eK0.
Pour chaque X0<ΞΠXK0, on peut trouver un operateur integral de Fourier a

phase quadratique et amplitude constante qui realise un operateur unitaire:

C7(x0) : HΦo(C")->Hφ,(JCo)(CϊΓd)® L2(R^,) , (3.24)

tel que la transformation canonique associee, HXQ envoie T(XQ ξo}Σ sur
ΛΦb®{x" = ξ" = Q}, T(XOt^ sur (C2

x^®[xff = ξf' = Q}9 N + t(Xθtξo} sur R£,,,
N-,(XQ.ξQ) sur R^,. Ici Φ;(x0) est une forme quadratique strictement plurisous-
harmonique. Plus precisement on peut obtenir U(xQ) comme le compose de:

1°: Une transformation de Bargman inverse (globale avec h = \):
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2°: Un operateur metaplectique standard L2(IRπ)-^L2(lRn), tel que la transforma-
tion canonique associee au compose des deux operateurs 1° et 2° envoie: T(Xo ξo}Σ
sur R(

2

x"ι0(x){x" = ξ" = 0}, N + .(Xo,ξo) sur R£,,, tf_>(jeo>?o) sur R£,
3°: Une transformation de Bargman partielle dans les variables xf.
(On realise (7(x0) P

ar un choix de bon contour, si u e Hφl, avec Φ1 — Φ0 ~ x|2, et
on definit ensuite t/(x0)

 sur ^ΦQ P
ar densite.) Si on utilise la phase et le symbole

comme parametres, on peut en plus s'arranger pour que U(x0) varie dans un
ensemble borne, quand x0 varie dans ΠXKQ.

Lemme 3.2. Pour ε > 0 assez petit, N**+ ̂ ρest strictement positif/negatif par rapport a
Tρ(AεG\ pour tout ρeK0. Plus pr easement ±(l/ϊ)σ(u,ΰ)>0 pour tout wφO,
ueN^^, oύ ΰ designe le vecteur complexe conjugue par rapport au sous espace
totalement reel de dimension maximale Tρ(AεG).

Demonstration. Modulo 0(c2), on peut identifier Tρ(ΛεG) avec exp(fεf/G-)(ΓρIFl2").
Etudions d'abord la positivite/negativite de N±,ρ par rapport a
exp(zείfG")(7yR2"). Ceci revient a etudier la positivite/negativite de
Gxp( — iεHGf>)(N^.iρ) par rapport a ΓρR

2n. Un vecteur typique de ces deux espaces
s'ecrit : u = v — iεFG(v) + 0(ε2 \\v\\), ve N^ ρ, oύ FG est la matrice fondamentale de G
definie par G"(t,s) = σ(t,FGs). Modulo O(ε2 \\u\\2), on obtient alors: σ(w,w)
= σ(v — iεFGv9v + iεFGv) = 2εiσ(v,FGΰ) = 2εiG"(v,v), puisque N±tβ sont iso-
tropes. Comme G" est positive/negative sur N ± tβ, on obtient:

ce qui suffit pour justifier notre approximation initiale et demontrer le lemme. Π

Considerons ensuite HXQ(Λφ^x } = LXo. On sait d'une part que I'espace
HXO(T(XQ ^ξo)Σ) = Λφ,)®{x" = ξff = 0} est contenu dans I'espace J-lagrangien Lxo, et
d'autre part que L^nC^ = {0} car <C^ est strictement negatif par rapport a LXo. Si
(0, ξ) G LXQ9 on a : lmσ((y', 0, η'9 0), (0, £)) = - Im/ ^ = 0, pour tout (j;', ^') e yiΦ6, ce
qui entraine que ξ' = Q. Done C"nL_Xo = {0}, et LXo est de la forme Λψ, oύ
φ(x) = Φ/(x0)(x/) + D(x0)(x//). (ψ depend bien sur aussi de x0.) D'apres le Lem-
me 3.2, on sait que <C^> est strictement negatif par rapport a Λ4 et done aussi par
rapport a ΛD(XQ] (dans C2d). D'apres [8], on sait alors que D(xQ) est strictement
plurisousharmonique. De meme, la positivite de (C^>, montre que D(x0)

 est

strictement convexe:

D(x0)(x")-|x//2. (3.25)

Comme dans [8, Chap. 3], on voit ensuite que 17 (x0) est bien defini comme
operateur borne: Hφ,ε,χ -+Hφ^ avec un inverse borne (le tout uniformement par
rapport a x0 e ΠXK0). Modulo un facteur independant de ί et de y0, notre probleme
est alors de majorer la norme de:

0) = U(x0)Et(y0) U(x0) - 1 : H^ -+Hψxo , (3.26)

sachant que cet operateur est unitaire dans #Φb((Cπ~d)®L2-. II est clair que Ft(yQ)
peut s'ecrire sous la forme:

π)d-"ff£^^ (3.27)
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Modulo conjuguaison par les transformations canoniques associees a U(x0) et
U(y0), la phase φ decrit d(Qxp(tHp)): T(yQtηo)Σ->T(x^ξΰ)Σ et la phase (Atx"-y")θ"
decrit la partie trans versale: d(exp(tH p)): T(VQ^ηo]Σ

σ^T(x^ξo}Σ
σ. Dans les co-

ordonnees (x",ξ") cette derniere transformation devient (Atx
f',ξf')^(xff,tAtξ

f'}, et
comme le flot est expansif sur N + et contractif sur AΓ_. , on obtient:

\\At\\^CQe~ r/c°, f ;> 0, pour un C0 independant de y0 . (3.28)

D'apres la definition de dQ, on a aussi:

\dciAt\^C(d)e~dt

9 f ̂ 0, pour tout de]0,d0[ (3.29)

Si 7 est unitaire dans #φ'(:co)(<Cw~d), alors F®/^, est unitaire a la fois dans
HΦ>(XQ]®L2 et dans #ψo. II suffit alors de majorer la norme de:

sachant que cet operateur est unitaire de Hφ>(y^®L2-*Hφ'(Xo)®L2. Avec un choix
convenable de V, on peut se ramener au cas oύ φ ( t , x f , y ' , θ r ) = (x' — yf)θ', et on
trouve alors le nouvel operateur que Γon notera encore Ft(y0):

',Atx"). (3.30)

L'unίtarite dans //Φ6®L2, entraine que:

(3.31)

pour 0<d<d0. La variable x' est maintenant devenue un parametre muet et peut
etre oubliee dans les calculs. Par une formule de la moyenne convenable, on
montre que:

|M(X")| ̂  C \\u\\ D(yo) e
D(^ <*">, \/u e HD(Yo}(<Cd) . (3.32)

Pour t ̂  ί0 > 0, on a D(x(t)) (x") ~D(y0) (Atx") ^ Q ! |x'Ί 2, et done (en negligeant x') :

I! p Λ, \ | | 2 —\n\2(\1j(A γ"\\2 p-2D(x0)(x")τ (JΎ"\\\r t\yQ)\\D(x(t)) — \at\ } \u\Λtx )\ e Lj\ax )

<C2 Π I 2 l l ί ^ l l 2 f«-2(β(x(ί))(^")-β(>Ό)UίX"))Γ/'// γ '^<r (Ί,7 | 2 I N . I I 2 /o o o \
= ̂  αίl \\u\\D(y0))V J^(UX )^^ \Ut\ \\U\\D(yo) . (J.JJ)

Utilisant aussi (3.31), nous avons montre:

Proposition 3.3. // existe £0>Q ΐel que pour 0<ε<£0, ί/ε]0, d0[:

!|£ f(>Ό)ilL(Φ^o,Φ^( t))^αε,d)^Λ/2, ί^O, pour tout y0eΠxKQ. (3.34)

II est facile de montrer que || jEt(y0)|| varie continument avec t et (y0, η0) E Σ, ce
qui entraine que (3.34) est encore valable quand (y0, η0)eΣ est dans un voisinage de
K0 dependant de ί. Combinant ceci avec la Proposition 2.1, on obtient:

Proposition 3A Soit ε fixe assez petit. Alors pour tout d e ]0, d0[, il existe C(d) >0et
pour toutt>0, il existe un voisinage Ώ ί ? d de ΠXK0, qui deer oil quand t augmente, tels
que pour tout WcΩt^d, on a:

\\E<u\\^w^(C(d}e-dt'2 + C(t,d}hc}M^ (3.35)

Id W-t =
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4. Fin de la demonstration

Soit G la meme fonction qu'avant. On peut alors trouver un voisinage ouvert Ω
CC T*R" de K0 avec les proprietes suivantes:

\7G\~HpG^Qdίu\s Ω. (4.1)

#pG + |p|>Odans CΩ. (4.2)

Si on a identifie Ω avec un ouvert de (C" comme dans la Sect. 2, alors pour ε
assez petit, on a:

^0 sur Ω. (4.3)

p\Λφ ΦO sur δΩ. (4.4)

Soient Ω2CCΩ1 CCΩ deux autres ouverts, tels que (4.4) soit valable sur Aά(Ω\Ω2)
pour ε assez petit, et choisissons une realisation de P a contour singulier de norme
0(1): HΦί(Ω)-+HΦε(Ωι) pour 0^ε^ε l 5 εγ assez petit. L'etape principale sera de
montrer (pour tout £>0 fixe, suffisament petit):

Proposition 4.1. Pour tout dε]0, d0[, // existe C>0 ίe/ gι/e:

Nllβ^CίA-MKP-^wL. + llwL^), (4.5)

pour ion/ tίe#φr(£2), ze [- 1/C, l/C]-i[0,d/ι/2].

(Ici et dans la suite, les normes sont celles de Hφί, si rien d'autre n'est indique.)

Demonstration. Dans la suite on restreint z a [ — ε0/2, ε0/2] — i[0, d/z/2] pour un ε0

assez petit. Soit K Γensemble des trajectoires captees dans p~1([_~ε0)εo]\ K = Γ+

nΓ_, oύ Γ± est Γensemble des points ρ 6 p ~ :([ — ε0, ε0]) tels que Q\p(tHp) (ρ) ne tend
pas vers Γoo quand — ί tend vers ± oo. (Voir Γappendice de [4].) Pour c0 > 0 et /? > 0
assez petits, on sait alors que (p — z)\AΦε est elliptique au dessus de Ω\Ω2,
uniformement par rapport a z.

Soit x0eAd(Ω2), ^0 = (2//)^Φ0(x0). On va estimer la norme de u sur un
voisinage de x0, en distinguant differents cas:

1) |p(x0j ίo)l = εo ou HpG(x0, ξ 0 ) > 0. Alors (p ~ z)\ΛΦc est elliptique en x0, et on
obtient:

\ \ u \ \ v £ C ( \ \ ( P - z ) u \ \ Ω l + h2\\u\\Ω), (4.6)

oύ V est un voisinage de x0.
2) \p(x0, ξ0)\ ^ ε0 et HpG(x0, ξ 0 ) = 0. Soit alors T(x0, ξ0) e [0, + oo] le plus grand

des TΞ>0 tels que //pG(exp(-s#p)(x0,ί0)HO pour O^s^Γ On ne peut avoir
T(x0, ξ 0 ) = + oo, que si (x0, ς0) e Γ+ .

2a) T(x0, ξ0)= +00. Soit 0<T<+oo. Pour O^ί^T; on peut alors definir
EtίZu(x) = eltz/hEtu(x), dans un voisinage VQ de x0, et on obtient:

(4.7)

oύ K_ f est un petit voisinage de /7;cexp( — ίHp)(x0, ς0). On montre aussi que:

i ! w l l Ω . (4.8)
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T
On pose Rτv = ih~l j Et zvdt. Alors, dans F0, on a:

o
T

RT(P-z)u = u~ET zu + ih~l J (hDtEt Zu + Et z(P-z)u)dl. (4.9)
o

Combinant (4.7)-(4.9) et la definition de Rτ, on obtient:

ce qui donne:

Ici FO est un petit voisinage de x0 et F_Γ un petit voisinage de
ΠxQxp( — THp)(x0, ξQ), que Γon pourra prendre arbitrairement petit, quitte a
choisir F0 assez petit.

2b) T(x0, ξ0)< + oo. On obtient alors (4.ll) avec T= T(x0, ξ0), mais on veut
dans ce cas estimer | |M | | F _ T . On peut alors supposer que T(x0, £0) = 0. Alors pour
Γ>0 petit, on a: \ \ E T t Z u \ \ φ f ι T t V Q ^ \ \ u \ \ Φ t f t Ω 9 oύ ΦεT est donne par (3.21). On a
Φε tT(x) ^ Φε(x). Montrons que cette inegalite est stricte pour x = x0, et supposons
par Γabsurde que Φε Γ(x0) = Φε(x0) Alors Φε t(x0) — Φg(x0), O^ί^T^ et done
(2/ί)dxΦt>t(x0) = (2/ί)dxΦε(x0) = ξ0. Alors d'apres (3.22) on «:

exp(-tHp)(x0,ξ0)eΛΦε, O^ί^T,

et done PΦε= VΦQ le long de cette trajectoire. Ceci est impossible car VΦ£~ FΦ0

), n'est pas identiquement nul en exp( — ίHp)(x0, £0) pour

Si F0 est assez petit, on obtient done:

\\Eτ,ju\\Φc.v0 = 0(hm) \\Eτ^u\\Φc,τ,v0 = 0(hx) \\u\\φeιίl.

Comme (4.10) est encore valable, on obtient:

\\u\\Vo£C(h-l\\(P-z)u\\0 + h2\\u\\0). (4.12)

Par un argument de recouvrement, on obtient:

Lemme 4.2. Pour tout voisinage W de K dans p~l([ — ε0, e0]), il existe C> 0 tel que:

1 | |(P-z)M | |Ω l+ \\u\\w + h2\\u\\Ω), (4.13)

pour tout u e HΩε(Ω), ze[ — c0/2, ε0/2] — f [0, dh/2]. Si V est un voisinage de Γ+ dans
Ad(Ω2), il existe C>0 tel que:

l\\(P-z)u\\Ωl+h2\\u\\Ω}, (4.14)

pour les memes u, z.

II s'agit maintenant de se debarrasser du deuxieme terme du membre de gauche
de (4.13) et c'est ici que Γon doit utiliser la Proposition 3.4. ϊl nous faut d'abord un
lemme geometrique:

Lemme 4.3. On se place dans p-1([~c0,ε0J). Pour tout t>0, on peut trouver un
voisinage arbitrairement petit W de K, et un ε = ε(W)>Q, tels que: (exp( — tHp)(W)
+ B(0,e))\W soit disjoint de Γ+ +J5(0,c) dans p~ί([-ε0,R0]).
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Demonstration. Soit W un voisinage ouvert arbitrairement petit de K. Soit G une
fonction fuite telle que HpG^O, avec inegalite stricte pour |G|^1. Alors K
C{|G|<1}. Soit υ = χ(x,ξ)Hp, oύ O^χeQf, χ = l dans un grand voisinage de K.
Aiors GΓ = Goexp(7I;), est une nouvelle function fuite avec les memes proprietes
que G. De plus si T>0 est assez grand, on α:

{Gτ^l}nΓ+cW. (4.15)

On pose W=W'n{Gt< 1}. Alors exp(-ίHp)(W)C {Gτ< l-2<5), pour unδ>0. Si
ε>0est assez petit, et ρe(e\p(-tHp)(W) + B(Q,ε))\W, on a GΓ(ρ)<l-<5 et done
aussi ρφ W . D'apres (4.15), on peut alors minorer la distance de ρ a (Gτ^ l}πΓ4

par une constante >0, et comme GΓ(ρ)<l — (5, on peut faire de meme pour la
distance deρa{G τ ^l }nΓ + . Avec un nouvel ε>0 suffisamment petit, on obtient
alors la conclusion du lemme. Π

On applique maintenant la Proposition 3.4. Soit d'e]d,<i0[ et ί>0, tel que
C(d')e~(dΊ2 + lmz)tlh^ 1/3, pour Imz^ -d/2. On choisit ensuite eθ > 0 suffisamment
petit pour qu'il existe W, voisinage de K dans P~I(\_~£Q^Ό]\ tel que (3.35) soit
valable. Quitte a diminuer W, on peut aussi supposer que la conclusion du
Lemme 4.3 s'applique. Comme avant, on restreint Rez a [ — ε0/2, ε0/2]. Combinant
(4.10), avec K0 remplace par W et t = T, avec (3.35), on trouve pour h assez petit:

\\u\\w^Ch-1\\(P-z)u\\Ωί + Ch2\\u\\Ω + ̂  (4.16)

oύ W.t = -
D'autre part

et le dernier terme se majore ici par C(||(P — z)w| |Ω l + h2 \\ u\\Ω, comme on est dans la
region elliptique. On obtient alors de (4.16) avec une nouvelle constante:

Comme [(l/F_ί + J5(0, ha))\W~]np~l([ — ε0, ε0]) est disjoint d'un voisinage de Γ+, on
peut appliquer (4.14), pour majorer le dernier terme de (4.17) et on obtient:

\\(P-z)u\\Ωl + h2\\u\\Ω}. (4.18)

La substitution dans (4.13) donne la Proposition 4.1. Π

Pour terminer la demonstration du Theoreme, on retourne a la situation avant
la transformation de F.B.I. P designe Γoperateur initial, et Q son image par la
transformation de F.B.I., U. Dans (3.7) et (3.9), on pourra remplacer Ω par Ω l t Soit
u G H(ΛεG, r 2), (P — z)u = v avec z comme dans la Proposition 4.1. Par ellipticite, on
montre d'abord a Γaide des arguments de [5], que:

D'autre part, en realisant Q par des contours singuliers comme avant dans cette
section, on a:

(Q -z)Uu=Uv + r, dans Ω , , (4.20)
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°U: \\r\\φκ0lZCh3\\U\\H(Λ.a^. (4.21)

Appliquant la Proposition 4.1, on trouve:

l i^l lφ t , Ω 2 ^c(/ϊ-Ml^ll^ t G Λ) + ̂ 2 ! lwll^ ε G,p 2)). (4.22)
Sommant (4.19) et (4.22), on trouve a 1'aide de (3.9):

NlHu.σ,>2)^c(rM|t^ (4.23)
Pour h assez petit le dernier terme de (4.23) s'absorbe, et on a alors une inegalite a
priori qui montre que z ne peut pas etre une resonance. Ceci achieve la
demonstration du Theoreme 0.1. Π

Appendice

A.I. Varietes invariantes hyperboliques

On rappelle la definition et quelques proprietes des varietes invariantes hyperboli-
ques etudiees par exemple dans [6, 9].

On demontre ensuite quelques resultats sur la structure symplectique de ces
varietes dans le cas d'un ίlot hamiltonien.

Soit peC°°(T*R") un hamiltonien et F* le flot exp(£#p), que Γon supposera
complet pour simplifier la discussion. Si AeGLJlR) on pose m(A)
= inf||JC | | = 1(| |^4x||) et on note \\A\\ la norme de A.

On choisit ensuite des normes sur Γρ(Γ*IR") qui dependent continument de ρ
pour ρ dans un borne assez grand de T*IRΛ (La definition sera independante du
choix des normes.)

Definition A.I. Soil Σ une sous variete compacte de T*(R") de classe C1 et invarίante
par le flot Ff. On ait que Σ est r-normalement hyperbolique pour r^l, si on a les
proprietes suivantes:

i) Γ^T^R") se decompose en somme directe de trois sous-fibres C° : TI(T*RfI)
= TΣ@N^ Θ / V _ , oύ TΣ, N + , N_, sont invariants par dF*.

ii) on pose pour ρ e Z : V^ = dFf\T^9 Nt

+l,tΰ = dFt\N + l_tβ. Alors 3α>0, T>0
tels que:

mfw(JV'+ J^ sup | |F/| |
βeΣ '* ρeΣ

sup | |ΛΓ f_ J ̂  inf m(K% Vί^ T.
ρeΣ QeΣ

On voit done que si Σ est r-normalement hyperbolique, dFl est exponentiellement
expansif sur JV + , exponentiellement contractif sur Λ f _ 5 dilate plus N+ que TΣ, et
contracte plus N _ que TΣ.

Si Σ est r-normalement hyperbolique, il existe d'apres les resultats de [6] des
varietes Cr Fl invariantes Σ± tangentes sur Σ a TΣ®N ± et fibrees au dessus de Σ
par des varietes C Γ_ ρ pour ρeΣ, tangentes en ρ a N ±ρ. Γ± ρ sont caracterisees
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localement pres de Σ par:

Vρ / eΓ + > ρ avec dist(ρ, ρ')^ε on a:

On a une caracterisation analogue pour Γ_ ρ.
On montre maintenant que si Σ est une variete symplectique r-normalement

hyperbolique avec r> 1, Σ verifie les hypotheses (H).

Proposition A.2. Soil Σ une variete ίnvariante compact e C1 r-normalement hyper-
bolique pour r>\ et symplectique. Alors: Σ verifie les hypotheses (H).

Demonstration. II suffit de verifier (H.I). Montrons par exemple que VρeΣ, on a:
N + ̂ ρC TρΣ

σ. Soient u E N + 1 ρ, v e TρΣ. On a σ(w, υ) = σ(dρF ~~ lu, dρF ~ f u), oύ σ designe
la forme symplectique. Comme Σ est symplectique, on voit que m(Fρ~

ί)~ J ̂  || Fρ~ r | |,
Vρ e Σ, pour un choix convenable de normes. En utilisant aussi la definition A.I ii),
on voit que σ(dρF~tu,dρF'tv)^0 quand ί-> + oo, ce qui demontre la
proposition. Π

On veut maintenant caracteriser les points de Σ oύ Σ est symplectique, si Σ est
une variete invariante compacte r-normalement hyperbolique avec r > 1 . On
commence par rappeler quelques notions de dynamique topologique. (Voir [1].)
On note encore Ft le flot induit sur Σ.

Definition A3. Un point ρeΣ est dίt recurrent si VU voisinage de ρ dans Σ, VT> 0,
3t>TtelqueFtρeU.

Un point ρeΣ est ait non errant si \/U voisinage de ρ dans Σ, VT>0, 3t> T tel

Si ρ E Σ, on note Ω(ρ) T ensemble des points d' accumulation de ΐorbite de ρ par Fl.

Les points fixes et les orbites fermees sont des points recurrents, et tout point
recurrent est non errant. La dynamique de F* restreint a Γensemble des points non
errants contient en fait toute 1'information interessante sur la dynamique de F* sur
Σ. Enfin il est interessant de noter que la propriete de r-normale hyperbolicite peut
etre caracterisee en considerant uniquement Γadherence de Γensemble des points
recurrents (voir Theoreme 2.17 de [6].)

Notons 5 — {ρeΣ\TQΣ est symplectique}. S est evidemment un ouvert Ft

invariant. On a la proposition suivante:

Proposition A.4.
i) si S = Σ, tous les points sont non errants.

ii) si Ω(ρ)nSφ0, ρeS.
On suppose maintenant que dimN + =άimN _ .
iii) si tous les points de Σ sont non errants, S est un ouvert dense de Σ.
iv) si ρ est un point recurrent, ρ appartient a S.

Demonstration. Si Σ est symplectique, F* conserve la forme volume ω = (σ)", oύ σ
designe aussi la forme symplectique sur Σ. II est alors bien connu que tous les
points de Σ sont non errants (voir [10]).

ii) est immediat et laisse au lecteur.
Montrons maintenant iv): on va supposer tout d'abord que ρ e Σ appartient a

une orbite fermee y. Le cas oύ ρ est un point fixe se traite de la meme faςon. On
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considere Γapplication de Poincare linearisee associee a y pour le flot F* dans
T*R". Si μ l 5 .. ,μ2n-2 sont 'es valeurs propres de cette application rangees par
ordre de module croissant et si ί0 est la periode de y, les valeurs propres de dρF

to

sont 1, I,μ1; .. ,μ 2n-2 et on a: N _ ρ (respectivement TρΣ, N + ,ρ)est Γespace propre
generalise associe a (μ !,..., μk) (respectivement (μk + 1, . . . ,μ p _ l 5 1), (μp, ...5μ2«-2))
La condition de r-normale hyperbolicite s'ecrit, en remplacant eventuellement ί0

par mί0 pour raeN:

et on a: |μp|>l, \μk\<ί.
Ceci entraine que TQΣ est σ-orthogonal a J V _ j ρ 0 J V + > ρ comme dim]V+ ρ

= dimiV_ ρ, done TρZ est symplectique. Soit maintenant ρeΣ un point recurrent.
Soit U(ε) un voisinage de taille ε de ρ dans Σ et T0>1, tel que FΓ°(ρ)e C/(ε). Si
ρf = Fτ°(ρ), dρF

τ° envoie N ^ίρ@TρΣ@N + > ρ sur les fibres correspondants en ρ', et
les fibres en ρ' sont proches des fibres en ρ dans la topologie grassmanienne car
ρ'el/(e).

C'est un exercice facile sur les formes normales dans un espace symplectique de
verifier qu'il existe une application symplectique Rε = Id + 0(ε), qui envoie N + 1 _ t Q ,
et TQ,Σ sur N + / _ ρ et TρΣ, qui sont alors des sommes d'espaces propres pour
RεdρF

τ°=Tε, et si T0 est assez grand, ε assez petit, on α:

avec l < r < r .

et m(Tε\N + tΰ)> 1, | | T β | Λ Γ _ f f i | | < 1 .

On en deduit comme dans le cas de la trajectoire fermee que TρΣ est symplectique.
Montrons maintenant iii). Si ρ e Σ est un point non errant, dans tout voisinage

de ρ, il part une trajectoire de Hp qui y revient apres un temps arbitrairement long.
L'argument utilise plus haut montre que le point de depart de cette trajectoire
appartient a S, ce qui montre que S est dense dans Σ. Π

Pour finir on donne des exemples de varietes invariantes compactes
r-normalement hyperboliques et symplectiques.

Proposition A.5. Soient 0<εl<ε0 peίits. Soit p0 e C^T^IR") un hamίltonien tel que
Γ ensemble des trajectories captees K0 υerifie: K0npQ 1([ — ε0,ε0]) = Σ0
nPί 1([~~εo? εo])? °u ΣO est une varίέte C1 r-normalement hyperbolique pour r > 1 et
symplectique. Alors si p = p0-\-δp avec δp assez petit dans C°°(T*]R") et si Ω est un
petit voisinage de X0npo H[ — εo> εo])? f ensemble des trajectories captees K associe a
p verifie: Knp"1([ — ε1,ε1])nί2 = Σ'np~1([ — ε1,ε1])nί2, ou Σ est une variete C1

r-normalement hyperbolique et symplectique.

Demonstration. II suffit d'appliquer le Theoreme 4.1 de [6]. Π

Exemple A.6. On considere:

Po(x,ξ)= Σ
n-d n-d+ l^j^n

p0 provient modulo des changements lineaires de coordonnees de ξ2 + V(x\
symbole principal de Γoperateur de Schrodinger semi-classique P=—h2A
+ V(x) avec

V= Σ μjxj- Σ μ j x j , et μ^λJ/4.
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Si x = (x l 9 . . . ,x π _ d ), x" = (x π _ d + 1 , . . . ,x n ), alors pour
n{x" = <!;" = 0} est une variete r-normalement hyperbolique avec r>l . D'apres la
Proposition A.5 on obtient d'autres exemples en perturbant un peu p0.

A.I I. Construction d'une fonction fuite

On se place sous les hypotheses (H) et on veut montrer Γexistence d'une fonction
GO de classe C2, s'annulant a Γordre 2 sur Σ, telle le hessien transversal de G0 en
tout point Q de Σ soit donne par:

ι ρ . (A.2)

II suffit de construire G0 localement pres d'un point ρ0 de Σ. Soient g l 5 . . ., g2d des
fonctions de classe C1 a differentielles independantes en ρ0 telles que Σ est donnee
pres de ρ0 par les equations g1 = . . . = g2d = 0. Pour simplifies on va supposer que Σ
est une sous-variete de 1RΛ On veut alors trouver une fonction G0 de classe C2 telle
que:

G0(x) - SΓfl* jMgiMg/x) + o(d(x, Σ)2) ,

oύ les atij sont des fonctions de classe C° determinees par (A.2). On va construire
GO en regularisant a i f j et gt .

On commence par montrer un lemme:

Lemme A.6. II existe une fonction c(x), C00 hors de Σ telle que Vc — 0(\],

V2c - 0(c ~ ̂  et c - d( - , Σ} pres de ρ0.

Demonstration. Soit F un voisinage de Σ. On prend ε > 0 assez petit et un ensemble
de points xί5 i e N, tel que les boules β(xί? εdfa, Σ)) sont disjointes et pour tout x e F
il existe f tel que B(x9εd(x9Σ))nB(xi9εd(xi9Σ)) n'est pas vide. Alors les
jB(xί5 4εd(xf, I

1)) forment un recouvrement localement fini. Soit χeQ?(#(0, 1)) une
fonction troncature avec χ = 1 sur 5(0, 1/2). On pose alors

f(x)=Σd(xi)
2χ((x-xί)βεd(xi)).

ieN

II est facile de verifier que c(x)^(/(x))1/2 possede les proprietes du lemme. Π

On pose maintenant a*(x)=$χ(y)a(x — c(x)y)dy,g*(x)=$χ(y)g(x — c
oύ /eCo°(R2n) est une fonction radiale telle que,

fχOΦfr = ι . (A.3)
Ici a est un des aitj et g un des gjt On a la proposition suivante:

Proposition A.7. On a quand d( , Z)^0:
(i) α-α* = o

(ii) P,α* = 0(1/4^* = 0(1),
(lii)

Demonstration. On va montrer uniquement la proposition pour 0*, le cas de g* se
traitant de la meme faςon.

(i): On a α(x)-α*(x)= f χO;)(α(x)-α(x-c(x)3;))d3; = o(l).
(ii): Par changement de variables on α: α*(x) = c " Jχ((x — y)/c)a(y)dy. On
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obtient que dia*(x} = AQ+ £ Ap avec: A^ = c~n-

. Par un nouveau changement de
variables, on a: A0 = c~l $(diχ(y))a(x~cy)dy = o(i/c}, grace a (A.3), et

j = (dic/c)lfi(y)a(x — cy)dy = o(\/c\ car \f(y)dy = 0. On a done demontre (ii).
(iii): Un calcul facile donne:

dkA0=-c-n~2(dkc) Σ lfitj{(x-y)/c)a(y)dy

avec ft j = yj{dfj'χ) + diχ. Par le meme argument que plus haul on obtient que:
A0 = o(\/c2l car Sft,jty)dy= f δ2

kχ(y)dy = J 5;χ(y)^ = 0. De meme on a:

On a encore d^ =o(l/c2), car f dJΊOOdj^ ί(^ δj /ι+/1)dy = 0. Π

On pose alors G 0= ΣΣa*j8*8* Grace ^ W on a G0- ΣΣaijSigj = o(c2). II
reste a montrer que G0 est C2. Grace a (ii), on voit que FXG0 = 0(c] et grace a (iii)
que F2G0 a une limite quand c-»0. Π
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