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Abstract. We determine the width of resonance-free domains in the complex
plane for the semiclassical Schrodinger operator —h*4+ V(x) when h—0, in
terms of Lyapunov exponents for the associated classical flow.

0. Introduction

Soit P=P(x,D,h), D=i"'hd,, un opérateur différentiel sur R” a coefficients
analytiques qui vérific les hypotheses générales de [5, Sect. 8], permettant de
définir les résonances dans un petit voisinage de zéro dans le demi-plan inférieur.
Le but de ce travail est de donner sous des hypothéses convenables une minoration
de —Imz pour toute résonance z quand h—0, en terme des propriétés du flot
classique dans un voisinage de 'ensemble des trajectoires captées. L’étude des
résonances crées par un point fixe (voir [9] et Briet et al. [11]) et par une trajectoire
fermée hyperbolique (voir [ 5]) suggére que 'existence d’une bande sans résonances
quand h—0 est liée a des propri¢tés d’hyperbolicite du flot classique. Dans ce
travail nous étudions le cas plus général ot 'ensemble des trajectoires captées pour
le flot classique est contenu dans une varieté invariante, ayant une structure
hyperbolique.

Soit p(x, &) le symbole principal de P en tant qu’opérateur h-pseudodifférentiel.
Un cas particuliérement intéressant est celui ou P= —h?4+V(x), p=E*+ V().
Dans 'appendice de [4], nous avons défini pour g, assez petit, 'ensemble des
trajectoires captées K={pep™ ([ —¢o, £0]); exp(tH,)(0) ne tend pas vers Iinfini
quand t— + oo ou quand t— — oo }. Ici H, désigne le champ hamiltonien associ¢ a
p. Pour |t]<¢, on pose aussi K,=Knp~ (). Nous allons supposer que K, est
contenu dans une vari¢té symplectique localement H -invariante par rapport a
laquelle le flot a une structure hyperbolique:

(H) Dans un voisinage ouvert Q de K dans T*(IR"), il existe une sous-variété
fermée symplectique de classe C', X, qui contient K, et telle que H , est tangent a X
en tout point. De plus on suppose qu’il existe deux sous-fibrés vectoriels N, et N _
de T,(T*R") de classe C° tels que:

(H,) T,2°=N, ,®N_ , en tout point ¢ de X.
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Ici T,27 désigne I'orthogonal de T,2' pour la forme symplectique.

(Hy) N.lg, et N_|g, sont invariants par les applications d(exp(tH ), pour
teR.

(H;) Sion choisit des normessur N, ,et N_ , dépendant continument de g, il
existe Co>1et Ty>O0tels que: [d(exp(£(—T)H,) (vo)| SCo v, VvieN,
0eK,.

Le flot d(exp(tH ,)) est donc exponentiellement expansif sur N [, et exponen-
tiellement contractif sur N_|y , pour t— +co. Comme d(exp(tH,)) conserve la
forme symplectique, on en déduit que N, , et N_ , sont isotropes ¢t de méme
dimension, et donc des sous-espaces lagrangiens de 7,27, d’apres (H1), en dualité
pour la forme symplectique. Si dim 2 = 2n— 2d, fixons une d-densité de volume +0
sur N, , dépendant continument de g, et prenons sur N _ , le volume dual tel que
le produit des deux volumes donne le volume symplectique sur 7,27, Pour g € K,
on peut alors définir:

D (g, t)=det(d(exp(tH )y, - (0.1)
Alors on a:
D.(¢.0)D_(o,t)=1. 0.2)
Draprés (H3), il existe d >0, C >0, tels que:
D, (0,)=C 'exp(dt), pour geK,t=0. 0.3)

Soit dyelR, le sup de tous les d>0 vérifiant (0.3) pour un C=C(d)>0. On

remarque que d, ne dépend pas du choix de densité sur les fibres de N, . En fait d,

est ¢gal a ir}(f (— A(0)), ou A(g) est 'exposant de Lyapunov d-dimensionel quand
QERQ

t— -+ o0 associ¢ au flot sur N _|g défini par d(exp(tH )y _ (voir [7]).
Le résultat principal de ce travail est alors le théoréme suivant:

Théoréme 0.1. Pour tout 6>0, il existe ¢>0 tel que P n’a pas de résonances dans
[—e¢ +e]—i[0,(1—0)doh/2] pour 0<h<e.

Donnons maintenant quelques exemples. On vérifiera facilement que le
Théoréme 0.1 donne le résultat optimal dans la situation considérée dans [4] et
[9, 11].

Exemple 1. Comme dans [9] on suppose que K est réduit a un point fixe ¢, de H,
tel que la matrice fondamentale G, (qui est le linéarisé de H ) en g, a au moins une
valeur propre de partie réelle #0. Soit alors 2 une vari¢té centre, passant par g,
H -invariante (localement), et tangente en ¢, a la somme des espaces propres de G,
associés aux valeurs propres imaginaires pures ou nulles (voir [ 2, appendix C]). On
choisit les fibrés N, et N_ au dessus de 2, tels que la fibre en g, de N , (N _) soit la
somme des espaces propres assocics aux valeurs propres de partie réelle positive
(négative). La constante d,, est alors égale a Re(1, + ...+ 4,), ou 4, ..., 4, sont les
valeurs propres de G, a partie réelle positive.

Exemple 2. On suppose que K, est une trajectoire fermée 7, de période minimale
T, >0, telle qu’il existe au moins une paire de valeurs propres de 'application de
Poincar¢ linéarisée D, de module different de 1. On prend pour 2 une varicté
centre de y, (voir [2, appendix C]). Dans le cas considéré¢ dans [4] ou 7y, est
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hyperbolique, X est simplement la réunion de la famille a un paramétre de
trajectoires fermées y,Cp~ '(¢) qui passe par y,. On prend N, et N _ tels que les
fibres au dessus des points de y, sont les espaces naturellement associés aux
sommes des espaces propres qui correspondent respectivement aux valeurs
propres de module >1 et de module <1 de D,. La constante d, est alors égale a
Ty "log(10,] ...10,)), ou 0, ..., 0, désigne les valeurs propres de D, de module > 1.
Le résultat de [4] montre que le Théoréme 0.1 est optimal dans la situation de

[4].

Exemple 3. On suppose que Knp M —¢q,601)=2np~ ([ —¢0,£0]), o0 X est une
variété C' r-normalement hyperbolique et symplectique. Cette situation est
discutée en détail dans appendice A.1.

Exemple 4. On donne maintenant un exemple ou I'ensemble K n’est pas une
variété. Il est clair qu'on peut construire sur le méme modele beaucoup d’autres
exemples avec des ensembles K pathologiques.

On prend p(x, &)= E?+ V(x) avec x=(xy, X5, x"),

Vix)=x;=3x;x3— Y mx)x}*, et myfx)>0.
15jSn-2
Alors il est facile de voir quon peut choisir les m; a I'infini pour que K, soit inclus
dans la variété symplectique ¥ = {x"=&"=0}.

Le flot de H, sur X est donné par le hamiltonien ¢3 + &3+ x7 — 3x; x3. Il est alors
bien connu que 'ensemble des trajectoires captées pour le potentiel x7 —3x,x3
(selle de singe) n’est pas une variété et contient par exemple une infinité d’orbites
périodiques.

Pour démontrer le théoréme, on utilise une méthode dépendant du temps, en

[2e)

1

écrivant la résolvante (P—z)™' comme ih™' [ e "® =24t pour Imz>0. On

0
montre essentiellement que e~ "P/" décroit exponentiellement quand ¢t — oo, comme
opérateur dans les espaces introduits par Helffer et Sjostrand [5], et ceci entraine
que la résolvante existe encore pour z dans une bande dans le demiplan inférieur.
Bien entendu P n’est pas autoadjoint comme opérateur dans les espaces de [5],
mais peut Etre considéré comme un opérateur pseudo-differentiel dont le symbole
principal p vérifie (avec un choix convenable de fonction fuite):
—Im(p)(g) ~dist(g, ¥)* Dans une telle situation, les specialistes des équations aux
dérivées partielles, ont tendance a utiliser des inégalités du type de Garding ou de
Melin, pour minorer 'opérateur — Im(P). Dans notre cas, 'approche qui consiste
a majorer la norme de 'opérateur intégral de Fourier, e~ """ quand t— o0, s’est
revelée plus efficace, et moins dépendant d’un choix d’espace raffiné. (De plus, les
constantes obtenues par cette méthode se relient directement a des invariants du
flot classique du type exposants de Lyapunov.) Techniquement, la démonstration
est basée sur les travaux [ 5, 8], qui fournissent aussi un cadre pour des arguments
plus classiques du type localisation dans des boules convenables dans I'espace de
phase. On peut dire que I'hypothése (H), qui prescrit une certaine diffusion pour les
trajectoires classiques, empdeche la norme L* de e~ /"y rester concentrée prés de
K, pendant longtemps, et la force a suivre les trajectoires sortantes. Comme les
espaces de [5] ont des normes trés faibles pres de ces trajectoires, on obtient une
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décroissance exponentielle. Plus concrétement, d, apparait comme un taux de
décroissance exponentielle pour une amplitude dans la description de e """
comme opérateur intégral de Fourier.

Le plan de larticle est le suivant: Dans la Sect. 1 on construit une fonction fuite
locale G telle que H,G ~dist( -, X)*. Ceci permet de se restreindre 4 la construction
de e " dans un voisinage microlocal de X d’épaisseur Ch*, avec 1/3<e<1/2.
Dans la Sect. 2 on estime la norme de certains opérateurs intégraux de Foarier
dans le domaine complexe en fonction de la norme de leurs lin¢arisés. Dans la
Sect. 3, on étudie des linéarisés de e ~ /. Dans la Sect. 4 on démontre le théoréme
en établissant unc inégalité a priori dans des espace a poids microlocaux a 'aide
des Sects. 2 et 3. On a rassemblé dans un appendice certains résultats geométriques.

1. Construction d’une fonction fuite locale

On choisit des normes euclidicnnes sur N, , dépendant continument de ¢. On
peut alors trouver (voir I'appendice) une fonction G, e C?(Q) sannulant a 'ordre 2
sur 2, telle que le Hessien transversal de G, soit donné en tout point de X par:

(Golpvs +v )=y, 2 —[v_[*. (1.1)

Si @, =d(exp(tH,)), alors pour T>0 assez grand on a:
(Gho @, —Gp),(N=C Hv|* ve T,2%, 0K, (1.2)

Sionfixe T'>0 ct restreint Q suffisament autour de K, on a encore (1.2) pour g€ 2.
Restreignant encore Q on obtient:

Goopr—Gy~dist(-,2)* dans Q. (1.3)

Ici @, =exp(tH,). Soit maintenant
T
G=1{Gyoopds. (1.4)
0

Alors par un calcul simple, on a: H,G =G, ° ¢ — G,. On a donc trouvé G € C*(Q),
Q voisinage de K, tel que:

G=0(1)dist(-, %)%, H,G~dist(-, 2)2. (1.5)

Comme K - K, quand ¢,—0, on montre facilement a partir de (1.5) que K C X,
st £,>0 est assez petit. En effet, si o e(2\X)np~ ([ —¢o, &01) €t si par exemple
G(g) =0, alors t—G(exp(tH ,) () est strictement croissant sur tout intervalle [0, T[,
tel que exptH (o) € Q pour 0=t < T.On cn conclut que exptH (o) finit par quitter Q
au bout d’un temps fini, et donc ¢ ¢ K, comme K est invariant pour H, et contenu
dans Q.

Utilisant les arguments ¢lémentaires de [4], appendice, on voit que G peut étre
étendue en une fonction fuite globale (au sens de [5]), C* en dehors d’un petit
voisinage de X et vérifiant H,G>0 dans p~ ([ —&o, o))\ 2.
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2. Norme des operateurs oscillants dans le domaine complexe

Soit ¢(x, y, §) une phase non dégénérée définie prés de (xo, yo, 0) € C* " N telle que
dy@ =0en (xo, Yo, 0y). Non dégénerée signifie que les différentielles ddy, ¢, ..., d 0, ¢
sont linéairement indépendantes. On suppose aussi que ¢ engendre un germe de
transformation canonique H ,:

(5 0,0(x, , 0) = (x, 0,p(x, y,0)), Cop=0.
Si
a(x,y,0,h)~ay(x,y, ) +a,(x, y,0h+ ...

est un symbole analytique classique d’ordre 0, on peut considerer, comme dans [ 8],
Popérateur oscillant:

Au(x,h)y=h~"N2 ([ eieter-0hg(x v 0, hyu(y)dydo . (2.1
Si on voit d’abord A comme un objet formel, on lui associe son linéaris¢ formel
A(yo,10):

A(yo, no)(x) = [[ e %5 Dag(x,, yo, 0o)u(y)dydo (2.2)
ou ¢" désigne le hessien de ¢ en (x,, o, 05). @" est une phase non dégénérée, définie
globalement sur @C*"*" et la transformation canonique associée est
dH 4(yo, 1) : €*"—>C*". Formellement, on obtient A(yy,1o) par un passage a la
limite de la maniére suivante: on pose u(y)= e’ YOMMG(F), v(x)= e T ¥IORH(K),
avec x=xo+h'?%, y=y,+h'?§, 0=0,+h'?0. Si Au=v, alors on a:

B(X) = [[eilxxoafototan Ot b=yamlhg(x v 0 hyi(5)dydd .
Ici la phase devient, @(x, Vo, 0o) + he" (%, 7, 0)+ O(h*'?), et on a donc:
B(R) = @000 {1 @7 CE3D ORI i (x, v, )+ O ) (P dFdT
Formellement le menbre de droite converge vers:
eiPex0uv0n 00l () V().
Si B est un deuxieme opérateur oscillant:
Bo(z,hy=h~ "M [felvlzxwikp(z oy hyo(x)dxdw, (2.3)

Hy(x0,&0)=(20, (o), alors on peut écrire la composition formelle B- 4 comme
un opérateur oscillant de phase y(z, x, w)+ @(x, y,0) et d’amplitude b(z, x, w, h)
x a(x, y, 0, h), ou on compte (x, w, §) comme variables de fibre. Il est alors évident
que:

(B °© A) (yO, rIO) = B(xOJ g()) © A(y07 170) )

si on définit le composé des linéarisés de la méme maniére. Pour arriver a une
discussion moins formelle, on se donne maintenant deux fonctions strictement
plurisousharmoniques @, et @, de classe C2, définies dans des voisinages de y,, x,,
telles que (x, &o) € Ag,, (Vos10) € Agp,» OU Ag ={(x,(2/i)0,P;)}. On suppose aussi
que H,(Ay,)= Ay ot ¥ est st.plsh. de classe C?, avec:

P(x) S Py(x), P(xp)=Py(xp)= —Imep (x4, yo. 0o) + P, (Vo) - (2.4)
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On sait alors ([8]) que:
Y(x)=v.C, o —Imo(x, y,0) + D (), (2.5

ou v.c. désigne la valeur critique par rapport aux variables en indice, et le point
critique (y(x), 0(x)) correspondant est non dégénéré de signature 0. Pour simplifier
notre discussion, nous ferons aussi I'hypothése suivante qui sera vérifiée dans les
Sects. 3 et 4:

il existe une sous vari¢té X, C A, de classe C*, passant par
1 Dy

2.6
(Vo- o), telle que si X, =H 4(2,), on a: &, — ¥ ~dist(-, 1 .X,)*. (26)

Ici I, designe la projection naturelle sur I'espace des x.

Soient Q, et ©, deux petits voisinages de x,, y, tels que: Q, CCIT H (44,
NIIZ'Q,). On pose Ly(Q)={u;e”*"ue LX(Q)}, Hy(Q)=LyH2)n{les fonctions
holomorphes dans 2}, munis de la norme naturelle. On peut alors définir 4 comme
opérateur de norme O(1): Hy, (2,)— L3 (©,) en choisissant grice a (2.5) un bon
contour dans (2.1) c.a.d. un cycle d’intégration C* I',, qui dépend de maniére C* de
x tel que:

O el = —¥Y(x)—Imp(x,y,0)+ P, (y)~ =y — y()I* 10— 0(x)*.  (2.7)

On s’intéresse alors a la norme de A comme opérateur Hg, (2,)— L3, (©2,). De
manicre générale A est modifi¢ par un exponentiellement petit si I', est modifié et
d Au est exponentiellement petit dans L (2,). Modifiant Au par O(h*) dans
L3 (2,) on peut restreindre (en utilisant (2.7)), le contour d’intégration I, a:

y—y(x)|+10—0(x)|<h" si b<1/2. (2.8)

Si ¥", @] désignent les Hessiens aux points x,, y, il est maintenant clair que
A(xg,4o) est bien défini comme opérateur borné:

Hgy(C") > H , (C")C Hgy(C"), en prenant comme contour dans (2.2):
((x), O(x)) + Ty, 00/ 2o OU (F(X), 0(x)) est le point critique de:
3, 0)— —Im@"(%, 3, 0) + @5(3)
On fixe ae]1/3,1/2[. Soit V,CB(xq,h" un voisinage de x, et posons
Vi=II,H (Il 'V,nAy). On veut approcher Au dans V, par une expression
faisant intervenir le linéaris¢ A(y,, n,). Pour simplifier nos formules au maximum,
on supposera sans perte de généralite que Co=1,=0, @,(yy)=P,(x,)=0. On
prend b dans (2.8) tel que a<b<1/2.
Si on fait les mémes substitutions quau début de cette section, on trouve:

B(R) = [ [ (e OO0 Cag(xg, yo, o)+ O(h)i(7)didB, (2.9)
r

ol I est I'image de I, par les substitutions. Nous avons alors:
£eV,CB(0,h1/?) et pour (§,0)e T, on a:
7 =) +10 -0 = Ch =12,
—p"(0)—1Im@" (%, 7,0) + ®{())~ — (1§ = FR)I* + [T - 0> +0(h> 1) (2.11)

(2.10)
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Soient ¥,, ¥, les voisinages de 0 dans €" que 'on obtient par x— £, y— j. Pour
alléger les notations, on écrit (x,y,0) a la place de (%, J,0) et a, , a la place de
aO(XO’ Yos 00) Si

vy(x)= [ € Dag Gii(y)dydo (2.12)
I
alors:
15—y lloy 7, S CH* ™ il gy v, + 0. - 172 (2.13)

ou || [lg, p désigne la norme dans Hy (V).
Pour comparer (2.12) avec A(y,, 11,) on a besoin d’approcher i par une fonction

entiére. Soit ye C*(V, + B(0,2Ch"~'1?) égale a 1 prés de ¥, + B(0, Ch*~'/?), telle
que *y=0(h"127) et telle que 0<y<1. Alors dyi=iudy=0(Mh">""|ii|)
dans L3, et on peut trouver we L3, (C") avec norme
0(171/2ﬁ”m‘m/{ﬂﬁB(o,zChb*”2))5
telle que dw= 0yii. Alors u, =yli—we Hygy, et on a:
fug gy =1+ O(h'>~") 18l @y. 7, + 0. 2000~ 172) - (2.14)
ld—uillop v, + 80,12 S CR2 " il g 7, o0, 20n- 172 - (2.15)

Siv,= (e aqg ou;dydd, vy=A(yo, no)uy, on a:
T
vy “Uzﬂm’z’,f/z§c}1”2_b‘lﬁ\lwa'.vl+3<o,2Cbe-1/2),
et de méme pour v, —v;.
Avec (2.13), on obtient donc:

15— Ao 10)hs 5,52 = CH Nl 5.7, + 500, 20 12 (2.16)
ou ¢c=min(1/2—b,3a—1)>0. (2.14) donne alors:
1]l gy, 7, (1A (Yo, 10) | + Che) 8l @17, + B0, 2000 - 172) 5 (2.17)

ou [|A(ye, o)l désigne la norme dans L(H g, Hg,). Revenant dans les coordonnées
de départ et utilisant que ®;— &7 =0(h*") dans V, on trouve:

”Allnmz,vzé(HA(yo: o)l + Ch°) lullg, v, +5eo.cne- 1/2) . (2.18)

Soient x =(x’, x") des coordonnées locales réelles de classe C', centrées en x,, telles
que /1,2, devienne x”"=0. On suppose pour se fixer les idées que @, ,=Q,
N{x;|x"|<h*} =Q,®{x";|x"|<h®}. Pour 2 €I X,, on pose:

V= {x;|x" —a|<h|x"|<h‘}.

Si dm(e)=Ch~*""dy, ot C>0 est une constante convenable et da désigne la
mesure de Lebesgue dans les coordonnées « e R?™ % alors:

1y, dm(x)=1 dans Q, ,. (2.19)
Q4+ B'(0.he) '

Si Vi ,=IH; (4,0 '(V; ), alors:
Ty, o po.cnmydm(2) =1+ Cst-hP74, (2.20)

ae 25+ B0, h4)
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et I'intégrale a gauche est une fonction a support dans Q, + B(0, Cst - h%). Dans
I'estimation (2.18), on peut remplacer Vi, Vs, A(yo,Mo) PAr Vi g V.o AVe 1), OU
(v, 11,) est le point avec T H 4(y,,n,)=o. Elevant cette estimation au carré pour
tout a, et intégrant par rapport a o sur €, + B(0, k%), on trouve a l'aide de (2.19),
(2.20):

1Au]3, 0, .= ( sup [A(y, Ml + Chc) A+ CR"™) [ullg,. 0, + o, chor -
(v meS1n 21 + B0, Che) 220)

Gréce a (2.6), (2.7), on obtient facilement:
”A“Héz,gz\gz,ué Ce " H”Hél,r)ﬁmo‘cw’)a (2.22)
pour un d>0. On obtient:

Proposition 2.1. Pour tout ue Hy, (Q), on a:

1Aullg,, 0, = ( sup ) 1AW I +C™) [l o, 0, +p0,ch» (2:23)

(ysmeZinIlL Y21+ B(0,Che)
pour C>0, ¢>0 indépendants de u et de h.

Comme on le voit facilement a posteriori, cette proposition est valable aussi
sans 'hypothése sur £, , énoncée entre (2.18) et (2.19).

3. Normes des linéarisés de exp(—itP/h)

Soit Ge S'!, (espace défini dans [5]), et m(x) une fonction poids comme dans le
méme travail. Localement S*-! coincide avec C*(IR?"; R) et m est une fonction C*
réelle strictement positive. Ce sont les seuls aspects qui joueront un role par la
suite. Pour ¢ assez petit, on a défini dans [5] un espace H(A,q m), muni de la
norme:
lull . m= § |Tule, ) m(e)? e =2 oy, (3.1)
A

ou A=Ay CC*" est donnée par:

Im(x, &) =eHg(Re(x, 9)), (3.2)

et T est une certaine transformation de type Fourier-Bros-lagolnitzer dont on n’a
pas besoin de rappeler la définition ici. De méme pour la fonction H=¢H,.
Soit d’autre part:

Uu(x, h)=Coh "2 [~ G 2hex2dhy () gy - xe ", (3.3)

une transformation de Fourier-Bros-lagolnitzer standard. Considérée globale-
ment U est unitaire de L*(R") dans H,, (C"), ou:

H, (€ ={u:C"->C; u holomorphe, ||u>e ™ >*" L(dx)< 0} .

Ici @y=|x[*/4=sup —Imo(x,y), ou @(x,y)=i((x—y)*—x?/4). On a aussi
yeR?

Ag,=Hy(R?"), oit Hy est la transformation canonique complexe linéaire donnée
par: (y7 - ayqo)—)(xa axqo)
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Dans la suite on identifiera souvent un ensemble 4 CIR*" avec H(A)C Ag, 00
avec la projection: IT,H(A4) CC% de cet ensemble. Alors pour ¢ assez petit, on a au
dessus de Q:

Hy(A5) =45, ot &,eC™Q)et:
&, — Dy, =eG+0(2|VEG). (3.4)

(Ici on identifie G avec G o (IT, o Hy|gan) 1)
11 résulte de [5, Sect. 9], que pour ue H(A,g,m), on a:

1Uullg,0=Clullig,m- (3.5)

Soit 2, CCQ un deuxieéme voisinage de K,, que l'on identifiera aussi avec
{aed,q5; ReaeQ,}. On montre alors a 'aide des techniques de [5, 8], que pour
0<e<eg, avec g, assez petit, il existe d,>0 tel que:

lule6.0,m= CU U, 0+ "6 copm) (3.6)

ou de manicre générale, la seminorme |ull, y ,, est définie comme dans (3.1) en
intégrant seulement sur WC 4,5 Une norme uniformément équivalente, quand
h—0 pour H(A,s m) est donc donnée par:

lullo6,conm+ Ut o (3.7)

SiGe CAR"; R)est égale a G dans CQ, alors pour ¢ >0 assez petit H(A4,q) = A,
avec @,e C?, &, =, dans Q\Q,, ct on a:

@,—Po=:G+0(c*VG|?). (3.8)
On pose pour ue H(A,5, m):

”uHsG,m: k,ui‘sG.CQZ,)11+ HUqu?c‘Q‘ (39)

Cette norme est équivalente a la norme précédente mais pas uniformément quand
h—0. On écrira H(¢G, m)=H(eG,m). Dans la suite G sera la fonction construite
dans la Sect. 1 et G sera une fonction auxiliaire qu’on oubliera. Aprés conjuguaison
par U, nous pouvons considerer P comme un opérateur pseudodifférentiel
analytique classique d’ordre O (formel pour I'instant), de symbole défini dans un
voisinage de Ag, |, et donc aussi prés de Ag |o, si 0=e<e,, avec &, assez petit.

Utilisant le fait que &, est strictement convexe, et que le symbole principal p de
P reste réel sur A, on voit que I'on peut construire e """ formellement sous la
forme:

Eu(x, hy=Q2rh) " [{ " @t-xn=v0ha, x, n, hyu(y, h)dydy . (3.10)
Ici ¢ vérifie 'équation de Hamilton-Jacobi standard:
0p+p(x,0.0)=0,0,-g=x", (3.11)

et a s’obtient par résolution des équations de transport standard, avec condition
initiale a,-,=1. Ainsi ¢ est une fonction holomorphe et a est un symbole
analytique classique d’ordre 0 défini dans un voisinage de: {(t,x,#);teR, 3(y, &)
avec (x, &)=exp(tH ) (y, 1), (v.n) € K, }. Pour (yo.7,) € K, on va étudier le linéarisé
E(yg,1o) défini dans la Sect. 2.
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Lemme 3.1. E(y,,#,) est unitaire sur Hg (C").

Ici les espaces sont définis avec h=1. (Il sera clair par le contexte si Hy,, désigne
I'espace avec h=1 ou avec h variable). Dans I'énonce on utilise que @, est déja une
forme quadratique. Sinon il faudrait remplacer les deux @, par leurs Hessiens
respectivement en y, ¢t en x(f) ou

(x(2). £(6) =exp(tH ) (yo, o) -

Démonstration. Soient u=u,, v="1v, € Hq () des etats concentrés pres de yo, au sens
que:
“””zpo, Q\B(yo, ha) = O(h™) HuH(Do,Q > (3.12)

et de méme pour v. (Voir aussi plus loin dans la démonstration.) Ici 1/3<a<1/2.
Alors a laide d'une réalisation standard de E, on sait définir Eu,
Eve Hg (B(x(1), &), pour [t] £ Ty, £ > 0. De m&me si on choisit une réalisation de P
(voir [8]), on obtient (D,— P)Eu=0(h*) |lule, dans Hg (B(x(1),&0)), et Eu est
concentré prés de x(t) et de méme pour E,v. Alors modulo O(h”) [[uf g, ollvlle,. 0. OB
trouve:

th(EtulEtU)d>0,B(x(t),so): “(PE,M|E,U)+(Etu|PEtU) . (313)

Comme P est formellement autoadjoint dans Hg, , et E.u, E;v sont concentrés
pres de x(t), on montre (comme par exemple dans [8]) que (PE,u|Ev)=(Eu|PE),
d’ou: D(E,ulE,v)=0 ce qui donne

(EulEp)=(ulv), (3.14)

localement uniformément par rapport a t.

Soit maintenant ¥, une deuxiéme forme quadratique st.pls.h. telle que
Oy —Vo~|x|2.Sitie Hy (C") (avec h=1), alors §,= E(yo, o) il € Hy (C"), 00 ¥, a les
mémes propriétés que ¥y, et Ay, =d (exp(tH,))(A,,). Pour revenir a Hy, (), on fait
les mémes substitutions que dans la Sect. 2:

u(x, h)= W (o, o) il(x) = h~ "l yomot @obvalhy(%) x = x, +h'?%.  (3.15)
Alors,
”uH‘{’VU = “a”‘l’o,(t" 5
ou lanorme a gauche est avec h variable et la norme a droite avec = 1. Ici on pose:
leo(x) =Do(yo) + <V Py(o), (x—yo)> + Polx—y), et on a:

Po(x) =, (x) ~ |x =yl (3.16)

On en deéduit que:

”u”(DO,Q\B(yo,ha) =0(h™) WH‘PO,@,

el @0, By, hy = ]l g, en - O™) [l -

Ecrivons Wy =W (yo. o), Wi=W(x(t), &(1)), v,= W5, Alors [[v,lly_, =[5/, ou
¥ = Po(x(1)) + FD(x(1)), (x—x(t)>+ ¥ (x—x(1)), et on a des relations ana-
logues a (3.16), (3.17) pour ¥, v,, D,

(3.17)
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Comme dans la Sect. 2, on voit que:
Ewt =0l o0, Bxwy, ney = o>~ ullog.q- (3.18)

Combinant (3.14) avec v=u, (3.17) et son analogue pour v,, #,, avec (3.18), on trouve
dans la limite h—0:

IEY0s 1) i @y, cn = [ ]| @y, n 11 € Hy (C") . (3.19)

Comme Hy (C") est dense dans Hg, (€"), on trouve que E(y,1,) est isométrique
dans Hg (€"). Comme d’autre part E(yo,7,) admet un inverse borné dans
L(Hg (C"), Hg (T"), on trouve que E,(yy,1,) est unitaire.

Pour 0 <e< g, avec g, assez petit, on s’'intéresse a I'action de E, dans I'espace
H, suffisament prés de IT,K, t 2 0. Comme déja rappelé au debut de la Sect. 2, si
A est donné par (2.1) et si @, et @, sont des fonctions pl.s.h. de classe C? définies
dans des voisinages de y, et x, respectivement avec (xo, &) € Ag,, (Yo, M0) € Ao, €L:

Ag, =HA(A(D1)a D,(x0) = —Im@(xg, yo, o) + P, (¥o), (3.20)

alors on peut réaliser A comme un opérateur de norme O(1): Hy, (Q2,)— H,, (2,),
ou 2, et Q, sont des petits voisinages de y,, x,. Dans le cas précédent, si y, € I1, K,
¢>0 petit, t 20, alors E, est O(1) comme opérateur borné: Hg (Qp)—Hg, (€2), ou
Qf est un petit voisinage de x(t). Ici @, , est donné par:

0P, ,=Imp(x,2/i0, D, ), P, (=,. (3.21)

On a aussi
Ao, ,=cxp(tH))(4q,). (3.22)

D’autre part, grice a (1.5) on a Imp(x, (2/i)0,®, ,) ~ —dist(x, I1,.2)* pour ¢ =0,
si £>0 est assez petit. Utilisant (3.22) et le fait que p est constant le long des
trajectoires de H,, on voit que ceci reste vrai pour >0, ce qui donne:

®,— &, ~dist(-,1,5). (3.23)

(Comme nous savons de [8], cette relation empéche 'apparition de caustiques
dans un petit voisinage 2, de x(t), et les arguments ci-dessus fonctionnent pour
0<t< + 0.) Ceci entraine que (2.6) est vérifie pour ¢, =@, =9, 2, =2,=2.On
pourra donc appliquer le resultat de la Sect. 2.

On a déja vu que E(yo)=E(yo, 7o) est unitaire Hg, (C")—Hg (C), et on
s'intéresse maintenant a sa norme Hg,y  —>Hg,  oU @, désigne le Hessien de &,
en yo, quand (yo. 7o) € K.

Pour chaque x, €Il K, on peut trouver un opérateur intégral de Fourier a
phase quadratique et amplitude constante qui réalise un opérateur unitaire:

U(xo): Ho (€)= Hyp (o (Chm Y@ L*(RE ), (3.24)

tel que la transformation canonique associ¢e, H,, envoie T, .2 sur
Agy®{x"=E"=0}, T 2" sur CX79Q(x"=8"=0}, Ny (0. sur RL
N_ (x.20 sSur RE. Ici @'(x,) est une forme quadratique strictement plunsous—
harmonique. Plus précisement on peut obtenir U(x,) comme le composé de:

17: Une transformation de Bargman inverse (globale avec h=1):

H, (€C)— L*(RY).
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2°: Un opérateur métaplectique standard L*(R")— L*(R"), tel que la transforma-
tion canonique associée au compos¢ des deux opérateurs 1° et 2° envoie: T, ;2
sur RY . @{x"=&"=0}, N, 1.z SUr RE, N_ o o) sur R,

3°: Une transformation de Bargman partielle dans les variables x'.

(On réalise U(x,) par un choix de bon contour, siue Hy, , avec @, — @~ |x|?, et
on définit ensuite U(x,) sur Hg, par densité.) Si on utilise la phase et le symbole
comme parametres, on peut en plus s’arranger pour que U(x,) varie dans un
ensemble borné¢, quand x, varie dans IT K.

Lemme 3.2. Pour ¢>0 assez petit, N&  est strictement positif /négatif par rapport a
T(ASG) pour tout 9€K,. Plus preczsement +(1/i)a(u, i) >0 pour tout u=0,
ue NG, ou ii désigne le vecteur complexe conjugué par rapport au sous espace
totalement réel de dimension maximale Ty A,).

Démonstration. Modulo O(¢?), on peut identifier T(A4,4) avec exp(ieH ;) (T,R?").
Etudions dabord la positivité/négativitt de N% , par rapport a
exp(ieH G”)(TQIRZ"). Ceci revient a ¢tudier la  positivité/négativitée  de
exp(—ieHg) (NS ) par rapport a T,R*". Un vecteur typique de ces deux espaces
sécrit: u=v—icF 4(v) +0(c? |v), ve NJr .o OU F; est la matrice fondamentale de G
définie par G"(t,s)=0(t, Fgs). Modulo O(e?|ul|?), on obtient alors: o(u, i)
=0(v—ieFgv, 0+icFg0)=2eio(v, F 0) =26iG"(v,0), puisque N, , sont iso-
tropes. Comme G” est positive/négative sur N, ,, on obtient:

-—ti_ la(ua 1’7)28 “uHZ/CO’uEGXP(_iSHG”) (Na‘:t,g)a
ce qui suffit pour justifier notre approximation initiale ¢t démontrer le lemme. [

Considérons ensuite H, (44, )=L,. On sait dunc part que l'espace
HxO(ﬁxO‘@Z):A%@{x —g’”—O} est contenu dans I’espace I- lagranglen L, et
d’autre part que L, nC{. = {0} car C{. est strictement négatif par rapport a L, . Si
(0, f)eLm, on a: Ima((y’, 0,7',0), (0, /f)): —Imy'- &'=0, pour tout (y',n') € Ay, ce
qui entraine que ¢'=0. Donc CinL, ={0}, et L, est de la forme A, ou
Y(x)=P'(x0) (x")+ D(x0) (x"). (p depend bien slir aussi de x,.) D’apres le Lem-
me 3.2, on sait que (E‘é, est strictement négatif par rapport a 4, et donc aussi par
rapport a Ap,,, (dans C*%). D’aprés [8], on sait alors que D(x,) est strictement
plurisousharmonique. De méme, la positivit¢ de C%., montre que D(x,) est
strictement convexe:

D(x) (x")~[x"?. (3.25)

Comme dans [8, Chap. 3], on voit ensuite que U(x,) est bien défini comme
operateur borné: Hy, —H, avec un inverse borné (le tout uniformément par
rapporta xq €11, K,). Modulo un facteur indépendant de ¢ et de y,, notre probléme
est alors de majorer la norme de:

F(yg)=U(x)Eyo)U(xo) ":H,, —H,_ ., (3.26)

sachant que cet opérateur est unitaire dans Hq, (C"~ )@ L. Il est clair que F(y,)
peut s’écrire sous la forme:

F(yo)u(x)=(2m)'™" [ et G000 gy dydl) (3.27)
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Modulo conjuguaison par les transformations canoniques associ¢es a U(x,) et
U(yo), la phase ¢ décrit d(exp(tH )): Ty 02 = Tixg.c> €t la phase (4,x"—y")0"
décrit la partie transversale: d(exp(tH,)): Ti 32" = Tix,,c2". Dans les co-
ordonnées (x”, &") cette derniére transformcmon devient (A4,x", ") —(x","4,£"), e
comme le flot est expansif sur N, et contractif sur N __, on obtient:

[Al|SCye " t =0, pour un C, indépendant de y,,. (3.28)
D’apres la définition de d), on a aussi:

|det A, < C(d)e™*, t =0, pour tout deJ0,d,[ . (3.29)

Si V est unitaire dans He ., (€'~ 9), alors V®I,.. est unitairc a la fois dans
Hy (. y®L? et dans H,, . 11 suffit alors de majorer la norme de:

(V®1x’) © Fz()’o) : Hq;,yu—_)Hw.x(t) ’

sachant que cet opérateur est unitaire de Hg,(,,,® L* = H g (., ® L>. Avec un choix
convenable de V, on peut se ramener au cas ou ¢(t, x',),0)=(x"—y"0', et on
trouve alors le nouvel opérateur que 'on notera encore F,(y,):

Fyo)u(x)=au(x', A,x"). (3.30)
L’unitarité dans Hg,® L%, entraine que:
la|=IdetA "2 =C(d)"?e” "2, 120, (3.31)

pour 0<d<d,. La variable x’ est maintenant devenue un parameétre muet et peut
étre oubliéc dans les calculs. Par une formule de la moyenne convenable, on
montre que:

[u(x") = Cllull €Y, Yue H i, (C). (3.32)
Pourt=1t,>0,0naD(x(1))(x")—D(yo) (4,x") = Cy '|x"|, et donc (en négligeant x):
FE vl By =1a,l J lu(A,x")[? e = 2P (dx")

S CPla,? [ull By [ e~ 2PHOED RO (A S C'layf? [ul By, - (333)
Ultilisant aussi (3.31), nous avons montré:
Proposition 3.3. I/ existe ¢,>0 tel que pour 0<e<e,, de0,d,[:
LE(yo)liLwy o0 v = Clesd)e S >0, pour tout y,ell K,. (3.34)

Il est facile de montrer que | E(y,)[ varie continument avec t et (yg, 7o) € 2, ce
qui entraine que (3.34) est encore valable quand (y,, .)€ est dans un voisinage de
K, dependant de . Combinant ceci avec la Proposition 2.1, on obtient:

Proposition 3.4. Soit ¢ fixé assez petit. Alors pour tout d € ]0,d,[, il existe C(d)>0 et
pour tout t >0, il existe un voisinage Q, ,de I1 K, qui décroit quand t augmente, tels
que pour tout W C£2, 4, on a:

HEru“<bL,W §(C(d)e_dﬂ2 +C(t, d)h) HUH@E,(W,manHB(OJM +e h ]?“i'\qsg,g . (3.35)

Iei W_,=II exp(—tH,) (Il "WnAg,).
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4. Fin de la démonstration

Soit G la méme fonction qu’avant. On peut alors trouver un voisinage ouvert Q
CCT*R" de K, avec les propriétés suivantes:

VG|~H,Gz0 dans Q. 4.1)
H,G+|p|>0 dans CQ. 4.2)

Si on a identifié Q avec un ouvert de €' comme dans la Sect. 2, alors pour ¢
assez petit, on a:

Impl,, =0 sur Q. (4.3)
Plag, *0 sur 0Q. 4.4)

Soient 2, CCQ, CCQ deux autres ouverts, tels que (4.4) soit valable sur Ad(Q\Q,)
pour ¢ assez petit, et choisissons une réalisation de P a contour singulier de norme
O(1): He (Q)—>Hy (Q,) pour 0<e=<g¢,, ¢, assez petit. L’étape principale sera de
montrer (pour tout ¢>0 fixé, suffisament petit):

Proposition 4.1. Pour tout de]0,d,[, il existe C>0 tel que:
lullg, SCh™ " [(P—2)ulg, +lulag,), (4.5)
pour tout u€ Hq (), ze [ —1/C,1/C]—i[0,dh/2].
(Ici et dans la suite, les normes sont celles de Hy, , si rien d’autre n’est indiqué.)

Démonstration. Dans la suite on restreint z & [ —¢&,/2, &o/2]—i[0, dh/2] pour un ¢,
assez petit. Soit K I'ensemble des trajectoires captées dans p~ ([ — ¢, &0]), K=T,
nI_,ou T, estl'ensemble des points g € p~ ([ —&,, &0]) tels que exp(tH ) (¢) ne tend
pasvers’co quand —1 tend vers + co. (Voir 'appendice de [4].) Poure,>0eth >0
assez petits, on sait alors que (p—z)|4g, est elliptique au dessus de Q\Q,,
uniformément par rapport a z.

Soit x,€ Ad(R,), &=(2/i)0,Py(x,). On va estimer la norme de u sur un
voisinage de x,, en distinguant différents cas:

1) |p(x0, Co)l Z &9 0u H,G(x, {p)>0. Alors (p—z)| 4, est clliptique en x, et on
obtient:

lully CO(P—2)ulg, +h*|lullo), (4.6)

ou V est un voisinage de x.

2) |p(xg, Coll Seget H,G(xg, ) =0.Soitalors T(x,, o) € [0, + oo le plus grand
des T=0 tels que H,G(exp(—sH ) (xq,<))=0 pour 0=s<T On nc peut avoir
T(x0. &o)= =+ o0, que si (o, o) €T

2a) T(xg, &)=+ 0. Soit 0<T< +o0. Pour 0=t =T, on peut alors définir
E, ,u(x)=e""Eu(x), dans un voisinage ¥, de x,, et on obtient:

VE, cully, < C(T) |ully_, (4.7)
ou V_, est un petit voisinage de IT exp(—1tH ,)(x,, ¢o). On montre aussi que:

IhD.E, u+E, (P—=2)ully,=0h")|julq. (4.8)
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r
On pose Rpv=ih""' | E, ,vdt. Alors, dans V,, on a:
0
r
Ry(P—2)u=u—~Eq u+ih ' [ (hDE, u+E, (P—z)u)dt. 4.9)
0

Combinant (4.7)-(4.9) et la définition de R, on obtient:

fu—Eq ully,= C(T)h_l [(P—2)ulo, +Or(h™) [lullq, (4.10)
ce qui donne:

fully, = C(T)(h™ (P —z)ul o, + llully . +h*[ulg). (4.11)

Ici V, est un petit voisinage de x, et V_; un petit voisinage de
I exp(—TH,)(xo,&o), que 'on pourra prendre arbitrairement petit, quitte a
choisir V,, assez petit.

2b) T(x, &)< + 0. On obtient alors (4.11) avec T'=T(x,, &), mais on veut
dans ce cas estimer [[uf,, . On peut alors supposer que T(x, £,)=0. Alors pour
T>0 petit, on a: [|Er ulg, . v,<lullg, 0 ou @, 5 est donné par (3.21). On a
D, (x)=P,(x). Montrons que cette inégalité est stricte pour x =X, et supposons
par labsurde que @, (xo)=P,x,). Alors @, (xo)=P(x,), 0=t<T, et donc
(2/1)0,. D, [(xq)=(2/1)0,.P(xo)=E,. Alors d’apres (3.22) on a:

exp(—tH,)(xp, ¢o)€Ag,, O=t=T,

et donc V@, =V d, le long de cette trajectoire. Ceci est impossible car Vd,—Vd,,
=:G+0(*|VG)?), nest pas identiquement nul en exp(—tH,)(xq,&o) pour
0T 0O

Si V, est assez petit, on obtient donc:
”Er,zulqu“ Vo= O(h™) ”Er.zu“qx;mvn =0(h™) HUHcpc,sr
Comme (4.10) est encore valable, on obtient:
lully, < Ch™ (P —z)ullo+h*|ullo). (4.12)
Par un argument de recouvrement, on obtient:
Lemme 4.2. Pour tout voisinage W de K dans p~ ([ — &, ¢, ), il existe C>0 tel que:
lullo, < C(h™ M [(P=2)ullg, + llullw+h*|[ul ), (4.13)

pour tout ue Hy, (), ze [ —e0/2,60/2]—i[0,dh/2]. Si V est un voisinage de I'. dans
Ad(Q,), il existe C>0 tel que:

HUHQZ\Vé Ch™! ”(P"Z)UNQ, +h? lullo), (4.14)
pour les mémes u, z.

Il1s’agit maintenant de se débarrasser du deuxieme terme du membre de gauche
de (4.13) et C’est ici que I'on doit utiliser la Proposition 3.4. Tl nous faut d’abord un
lemme géométrique:

Lemme 4.3. On se place dans p ([ — ¢, &0]). Pour tout 1>0, on peut trouver un
voisinage arbitrairement petit W de K, et un e =e(W)>0, tels que: (exp(—tH ) (W)
+ B(0, )\ W soit disjoint de I', + B(0,¢) dans p~ ([ — &g, £ ]).
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Démonstration. Soit W’ un voisinage ouvert arbitrairement petit de K. Soit G une
fonction fuite telle que H,G=0, avec inégalité¢ stricte pour |G|=1. Alors K
C{lG]<1}. Soit v=y(x,&)H,, ou 0=y Cg, y=1 dans un grand voisinage de K.
Alors Gr= G -exp(T), est une nouvelle fonction fuite avec les mémes propriétés
que G. De plus si T>0 est assez grand, on a:

(Gp< 1Al CW'. (4.15)

On pose W=W'n{G,<1}. Alors exp(—tH ) (W)C {Gy<1-24, pour un §>0. Si
£>0 est assez petit, et g e(exp(—tH ) (W)+ B(0,£))\W, on a G;(¢) <1~ et donc
aussi o ¢ W'. D’aprés (4.15), on peut alors minorer la distance de g a {G, < 1}n[,
par une constante >0, et comme G4(9)<1—9, on peut faire de méme pour la
distance de o a {G;=1}nI",. Avec un nouvel ¢>0 suffisamment petit, on obtient
alors la conclusion du lemme. []

On applique maintenant la Proposition 3.4. Soit d' € ]d, d,[ et 1 >0, tel que
C(d)e “2+math<1/3 pour Imz= —d/2. On choisit ensuite &, >0 suffisamment
petit pour qu’il existe W, voisinage de K dans p~ ([ —&g, &), tel que (3.35) soit
valable. Quitte & diminuer W, on peut aussi supposer que la conclusion du
Lemme 4.3 s’applique. Comme avant, on restreint Reza [ —e¢,/2, ¢y/2]. Combinant
(4.10), avec V,, remplacé par W et t =T, avec (3.35), on trouve pour h assez petit:

lully < Ch™HI(P—z)ul o, + Ch* [ullo+(1/2) [ully , + po.ne» (4.16)
o W_,=I exp(—tH,) (I, 'Wndyg,).
D’autre part
ulty ., + o,y = lully + ullw 4 B heywynp~ 110 00D
Flullow v Bohpwyp- 1 ([~ so.e00 >

et le dernier terme se majore ici par C(I[(P—z)ull o, + h*|u o, comme on est dans la

région elliptique. On obtient alors de (4.16) avec une nouvelle constante:
lulw=C(h~ ! \\(P*Z)”Hle +h? fullo+ Hqu“1([—50‘80]):’\(W,t+B(0‘h“)\W))' (4.17)

Comme [(W_,+ B0, *))\W]np [ —e&o. &) est disjoint d’un voisinage de I, , on
peut appliquer (4.14), pour majorer le dernier terme de (4.17) et on obtient:

lully =C(h™ " [(P—2)ulg, +h*ulg). (4.18)
La substitution dans (4.13) donne la Proposition 4.1. []

Pour terminer la démonstration du Théoréme, on retourne a la situation avant
la transformation de F.B.1. P désigne 'opérateur initial, et Q son image par la
transformation de F.B.L., U. Dans (3.7) et (3.9), on pourra remplacer Q par Q,. Soit
ue H(A,g,7%),(P—z)u=v avec z comme dans la Proposition 4.1. Par ellipticité, on
montre d’abord a l'aide des arguments de [5], que:

“u“H(ACg,CQZJ-Z) =C(] UHH(AEG. Tha h? I UNH(AEGJZ)) . (4.19)

Drautre part, en réalisant Q par des contours singuliers comme avant dans cctte
section, on a:
(Q—2)Uu=Uv+r, dans 2, (4.20)
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ou:

I, 0, S Ch [l giap.mm - (4.21)
Appliquant la Proposition 4.1, on trouve:
U], 0, Ch™ vl aa,e, 1y 02 1l a5 - (4.22)
Sommant (4.19) et (4.22), on trouve a l'aide de (3.9):
Il g, S COT 0 a0+ 12 Nt iag,2) - (4.23)

Pour h assez petit le dernier terme de (4.23) s’absorbe, et on a alors une inégalité a
priori qui montre que z ne peut pas €tre une résonance. Ceci achéve la
démonstration du Théoréme 0.1. []

Appendice

A.1. Variétés invariantes hyperboliques

On rappelle la définition et quelques propriétés des variétés invariantes hyperboli-
ques étudiées par exemple dans [6, 9].

On démontre ensuite quelques résultats sur la structure symplectique de ces
variétés dans le cas d’un flot hamiltonien.

Soit pe C*(T*IR") un hamiltonien et F le flot exp(tH,), que I'on supposera
complet pour simplifier la discussion. Si A4eGL,(R) on pose m(4)
=inf,, = ,(/[4x]) et on note ||4| la norme de 4.

On choisit ensuite des normes sur T,(T*R") qui dépendent continument de ¢
pour ¢ dans un born¢ assez grand de T*RR". (La définition sera indépendante du
choix des normes.)

Définition A.1. Soit X une sous variété compacte de T*(IR") de clusse C! et invariante
par le flot F'. On dit que X est r-normalement hyperbolique pour r =1, si on a les
propriétés suivantes:

i) T,(T*R") se décompose en somme directe de trois sous-fibrés C°: Ty(T*IR")
=T2ZOAN,®N_,ou TX, N, N_, sont invariants par dF".

ii) on pose pour €2V, =dF'|T,)2, N',,_ ,=dF|N,,_ ,. Alors 3a>0, T>0
tels que:

infm(N', ,)=e”, Vt
0¥ ’

1%

T,
sup INU | Se ™ ¥i=T,
ey

infm(N', )z sup [[V;II", Vi =T,

el ’ =

sup [N© | < infm(V,), V= T.

0el ’ 2

On voit donc que si 2 est r-normalement hyperbolique, dF* est exponentiellement
expansif sur N, exponentiellement contractif sur N _, dilate plus N . que TX, et
contracte plus N _ que TZ.

Si 2 est r-normalement hyperbolique, il existe d’aprés les résultats de [6] des
variétés C" F' invariantes X . tangentes sur 2 a TX@® N, et fibrées au dessus de X
par des vari¢tés C" I, pour g€ 2, tangentes en g a N, I', , sont caractérisées
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localement preés de X par:
Vo'el, , avec dist(g,0')<¢ on a:
dist(F~(¢'), F (@) < Ce™ ™ *@*dist(¢’, 0), V¢ =0.

On a une caractérisation analogue pour I_ ,.
On montre maintenant que si X est une variété symplectique r-normalement
hyperbolique avec r>1, X vérifie les hypothéses (H).

Proposition A.2. Soit X une variété invariante compacte C* r-normalement hyper-
bolique pour r>1 et symplectique. Alors: X vérifie les hypothéses (H).

Démonstration. 11 suffit de vérifier (H.1). Montrons par exemple que Vg€ X, on a:
N, ,CT,2°. Soientue N, ,veT,X. Onao(u,v)=0(d,F 'u,d,F 'v), ol o désigne
la forme symplectique. Comme X est symplectique, on voit que m(V,™) ™' = |V, ",
Vo € X, pour un choix convenable de normes. En utilisant aussi la définition A.1 ii),
on voit que o(d,F 'u,d,F"'v)»0 quand t—+4co, ce qui démontre la
proposition. []

On veut maintenant caractériser les points de X ou X est symplectique, si 2 est
une variété invariante compacte r-normalement hyperbolique avec r>1. On
commence par rappeler quelques notions de dynamique topologique. (Voir [1].)
On note encore F* le flot induit sur X,

Définition A.3. Un point g € X est dit récurrent si VU voisinage de ¢ dans 2, YT >0,
3t>T tel que F'pe U.

Un point g € X est dit non errant si YU voisinage de ¢ dans X, VT >0, 3t> T tel
que F(U)NU £0.

Sige X, on note Q(g) lensemble des points & accumulation de Porbite de ¢ par F'.

Les points fixes et les orbites fermées sont des points récurrents, et tout point
récurrent est non errant. La dynamique de F* restreint a 'ensemble des points non
errants contient en fait toute 'information intéressante sur la dynamique de F’ sur
2. Enfin il est intéressant de noter que la propriété de r-normale hyperbolicité peut
8tre caractérisée en considérant uniquement 'adhérence de 'ensemble des points
récurrents (voir Theoréme 2.17 de [6].)

Notons S={geZ|T,X est symplectique}. S est ¢videmment un ouvert F*
invariant. On a la proposition suivante:

Proposition A.4.
1) si S=2, tous les points sont non errants.
ii) si Q@)nS+0, o€eS.
On suppose maintenant que dimN , =dim N _.
1i1) si tous les points de X sont non errants, S est un ouvert dense de X.
1v) si g est un point récurrent, ¢ appartient a S.

Démonstration. Si X est symplectique, F' conserve la forme volume w = (0)", ou ¢
désigne aussi la forme symplectique sur 2. Il est alors bien connu que tous les
points de 2 sont non errants (voir [10]).

i) est immédiat et laissé au lecteur.

Montrons maintenant iv): on va supposer tout d’abord que ¢ € X appartient a
une orbite fermée y. Le cas ou g est un point fixe se traite de la méme fagon. On
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considére I'application de Poincaré linéarisée associée a y pour le flot F* dans
T*R" Si uy, ..., 1i,,_, sont les valeurs propres de cette application rangées par
ordre de module croissant et si ¢, est la période de 7, les valeurs propres de d F*°
sont 1,1, py, ..., iy, €tona: N _ , (respectivement T,2, N . ) est I'espace propre
généralisé associ€ a (uy, ..., w,) (respectivement (L 1 15 -y fp— 15 1)y (s -5 oy —5))-
La condition de r-normale hyperbolicité s’écrit, en remplacant éventuellement ¢,
par mt, pour meNN:

Lup| g(suP{lﬂp— 113 1})’.’ I.ukl §(mf{|#k + 1l> 1}}r’ (A1)

et on a: |u,|>1, |l <1.

Ceci entraine que T,2 est o-orthogonal a N_ ,®N, , comme dimN, ,
=dimN _ ,, donc T,2 est symplectique. Soit maintenant ¢ € X un point récurrent.
Soit U(e) un voisinage de taille ¢ de ¢ dans X et T,> 1, tel que F°(g)e U(s). Si
o'=F"(g),d,F™ envoie N_ ,®T,X®N . , sur les fibrés correspondants en ¢, et
les fibrés en ¢’ sont proches des fibrés en ¢ dans la topologie grassmanienne car
o' eUl(e).

C’est un exercice facile sur les formes normales dans un espace symplectique de
vérifier qu’il existe une application symplectique R, =1d +o(¢), qui envoie N, ,_ .
et T,2 sur N, ,_ , et T,Z, qui sont alors des sommes d’espaces propres pour
Rd,F™ =T, et si T, est assez grand, ¢ assez petit, on a:

m(TIN, )Z|TITZ|", avec 1<r'<r.
ITIN_ JSm(TIT,EY, et m(TIN, )>1,ITIN_ | <1.

On en déduit comme dans le cas de la trajectoire fermée que T,2 est symplectique.

Montrons maintenant iii). Si g € 2 est un point non errant, dans tout voisinage
de g, il part une trajectoire de H, qui y revient apres un temps arbitrairement long.
L’argument utilis¢ plus haut montre que le point de départ de cette trajectoire
appartient a S, ce qui montre que S est dense dans 2. [

Pour finir on donne des exemples de variétés invariantes compactes
r-normalement hyperboliques et symplectiques.

Proposition A.5. Soient 0 <g, <g, petits. Soit p, € C*(T*IR") un hamiltonien tel que
Pensemble des trajectoires captées K, vérifie: Konpg '([—&pé0]) =2,
Apo ([ — &0, €0)), 0t X, est une variété C* r-normalement hyperbolique pour r>1 et
symplectique. Alors si p=p,+ 0p avec Op assez petit dans C*(T*R") et si Q est un
petit voisinage de K ,~pg ([ — €0, £ ]), lensemble des trajectoires captées K associé a
p vérifie: Knp '([—e, e, )nQ=2np Y[ —e,,6,])nQ, ou X est une variété C*
r-normalement hyperbolique et symplectique.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Theoreme 4.1 de [6]. [

Exemple A.6. On considére:
po(, &)= ¥ AFHED2H Y A& —xP)2.

1<jsn—d n—d+1=<j<n
Do provient modulo des changements linéaires de coordonnées de &2+ V(x),
symbole principal de lopérateur de Schrodinger semi-classique P= —h*4
+ V(x) avec
V=Y puxi— 3 wxy, et p=23/4.

1<j<n—d n—d+1=<j<n
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Si Xx=(X1, o0 Xp—g) X' =(Xy_gs15--X,), alors pour 0<e; <e, 2=pg ([£1,¢,])
N{x"=¢" =0} est une variété r-normalement hyperbolique avec r > 1. D’apres la
Proposition A.5 on obtient d’autres exemples en perturbant un peu p,,.

A.Il. Construction d’'une fonction fuite

On se place sous les hypothéses (H) et on veut montrer ’existence d’une fonction
G, de classe C?, s’annulant a 'ordre 2 sur X, telle le hessien transversal de G, en
tout point ¢ de 2 soit donné par:

Govi+v)=lviP=llv_{%vieNy ,. (A2)

11 suffit de construire G, localement prés d’un point g, de 2. Soient g, ..., g,, des
fonctions de classe C' a différentielles indépendantes en g, telles que X est donnée
presde g, par les équations g, =... =g,,=0. Pour simplifier, on va supposer que ~
est une sous-varieté de R". On veut alors trouver une fonction G, de classe C? telle
que:

Golx) =224, {(x)g(x)g,(x)+o(d(x, X)),
ou les g; ; sont des fonctions de classe C° déterminées par (A.2). On va construire

G, en régularisant a; ; et g;.
On commence par montrer un lemme:

Lemme A.6. Il existe une fonction c(x), C* hors de X telle que Ve=0(1),
Vie=0(c™ ') et c~d(-,2) prés de g,.

Démonstration. Soit V un voisinage de ~. On prend &> 0 assez petit et un ensemble
de points x;, i e N, tel que les boules B(x;, ed(x;, 2)) sont disjointes et pour tout xe V
il existe i tel que B(x,ed(x,2)nB(x,ed(x;2)) nest pas vide. Alors les
B(x;, 4¢ed(x;, 2)) forment un recouvrement localement fini. Soit y € CZ(B(0, 1)) une
fonction troncature avec y =1 sur B(0, 1/2). On pose alors

fx)= .ZN () ((x — x;)/8ed(x;)) .
Il est facile de vérifier que ¢(x)=(f(x))'/? posséde les propriétés du lemme. []

On pose maintenant a*(x)= | y(y)a(x—c(x)y)dy, g*(x)= | z(y)g(x —c(x)y)dy,
ou ye CF(R?") est une fonction radiale telle que,

frx)dx=1. (A.3)
Ici a est un des q; ; et g un des g;. On a la proposition suivante:

Proposition A.7. On a quand d(-,X)—0:
(i) a—a*=o(1),g—g*=0(c),
(i) V.a*=o(l/c),V,g*=0(1),
(iii) V2a*=o0(1/c?),V2g*=0(1/c).

Démonstration. On va montrer uniquement la proposition pour a*, le cas de g* se
traitant de la méme facon.

(i): On a a(x)—a*(x)= | z(y)(a(x) — a(x —c(x) y))dy =o(1).
(ii): Par changement de variables on a: a*(x)=c "{z((x—y)/c)a(y)dy. On
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obtient que Ja*(x)=A,+ ) A; avec: Ao=c""" (@) (x—y)/c)aly)dy,

1<jsn
Aj=c7"" 10,0 [ fi((x—y)c) a(y)dy, fi= y, .7+ 7. Par un nouveau changement de
variables, on a: Ag=c ' [(0x(y)a(x—cy)dy=o(l/c), grice a (A3), et

A;=(0,c/c) | fily)alx —cy)dy=o(1/c), car | f(y)dy=0. On a donc démontré (ii).
(iii): Un calcul facile donne:

dedo=—c """ *(0x0) Z [ fi (x—=y)/c)aly)dy

—¢ 7" (0y0) § (0) (x—y)/e)ay)dy +c ™" 2 [(0F wa((x—y)/c)a(y)dy ,

avec f; = yJ 7%+ 0;x. Par le méme argument que plus haut on obtient que:
Ag=o0(1/c?), car | f;, dy= [0 x()dy = [ dx( )dy 0. De méme on a:

QA =c "L fillx—)/e)a(y)dy —c ™" 2(0i0) (,0) | f1((x — y)/c)a(y)dy
¢ H0,0) (0x0) Z f(yj@,-fl+f1)(x—Y)/C)a(y)dy

+c T2 [ o fil (x y)/C)a(y)dy
On a encore 0, A, =o(1/c?), car [0, /y(y)dy = [(y;0,f, + f)dy=0. [

On pose alors G, =) Y af;g¥g¥. Grace a (i) on a Go— Y ) a; ig:g;=o0(c?). 1l
reste 4 montrer que G, est C2. Grace a (ii), on voit que V.G, = 0(c) et grace a (iii)
que V2G, a une limite quand ¢—0. []
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