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Abstract. The existence theory for the nonlinear Boltzmann equation is discussed for
an infinite region in the spatially homogeneous case. We show that the solution is given by a
nonlinear contraction semigroup. It is found that the H-theorem holds and that the system
approaches equilibrium.

1. Einleitung

Diese Arbeit beruht im wesentlichen auf zwei Sitzen. Der erste ist ein
Existenzsatz fiir die Losung der Boltzmanngleichung fiir Wahrscheinlich-
keitsmafle von Povzner [1]. Der zweite, der den Namen ,,Fortpflanzung
des Chaos* trigt, beschreibt den Zusammenhang zwischen der Losung
der Boltzmanngleichung und gewissen LoOsungen der zugehorigen
Mastergleichungen. Griinbaum [2] hat diesen Satz unter den Annahmen
der Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Boltzmanngleichung fiir
Anfangsverteilungen, welche Wahrscheinlichkeitsmafle mit endlicher
Energiedichte sind, und der differenzierbaren Abhidngigkeit der Losung
von der Anfangsbedingung bewiesen. Wir haben dhnliche Voraussetzun-
gen gefunden, die sich in unserem Fall verifizieren lassen und die einen
modifizierten Beweis des Theorems erlauben.

Die Zeitevolution der Mastergleichung respektiert die gewohnliche
Ordnungsrelation (Lemma 2) auf der Menge der Verteilungsfunktionen.
Die Losung der Boltzmanngleichung 146t sich wegen der ,,Fortpflanzung
des Chaos“ durch gewisse Losungen der zugeordneten Mastergleichun-
gen approximieren, so dall diese Ordnungsrelation auch von der nach
Povzner [1] konstruierten Zeitevolution U der Boltzmanngleichung
respektiert wird. Diese Eigenschaft und die Erhaltungssitze fiir Masse
und Energie haben zur Folge, dal} die Zeitevolution U beziiglich der
Masse-(bzw. Energie-)Halbnorm kontrahierend ist. SchlieBlich ist U
eine nichtlineare Kontraktionshalbgruppe [3]. Dieses Resultat erlaubt es,
zu beweisen, daf} die Entropie als Funktion der Zeit monoton wachsend
ist und daB die Verteilungsfunktion U, f fiir jede Anfangsverteilung f
mit endlicher Masse- und Energiedichte im Limes t—o0 gegen eine
stationdre Verteilung konvergiert. Unter geeigneten Voraussetzungen
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iiber den differentiellen Wirkungsquerschnitt (Bemerkungen zu Satz 7)
ist die Maxwellverteilung die einzige stationidre Losung der Boltzmann-
gleichung.

2. Existenzsatz von Povzner

Zuerst wollen wir an einige Eigenschaften des Sto3operators erinnern
und die Annahmen iiber den differentiellen Wirkungsquerschnitt for-
mulicren. Sei f,(v) (te RT,ve R?) die Verteilungsfunktion fiir die Ge-
schwindigkeiten zur Zeit t. Der StoBoperator B hat die Form:

(‘Bf)(lh)z [ !U1"Uzll(v1avz>e)(f(51)f(52)_f(v1)f(vz))d2ed302- (1)

SZ X R3
Es bezeichnet I den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir Zweier-
sto3e, welche durch die involutive Abbildung
T:Z=R*xR>xS*>Z, (v),0,,e)—>(D,,0,,8),

~ Uy + 0y [v; — v, Uy + 0, vy — vyl

o, 5 5 e, Dp=—5t - 5

il

o= 170 falls v,#+v, und é=e falls v, =v,

vy — 1,
(S* = 2-dimensionale Einheitssphiire) beschrieben werden; dabei sind
(vy,0,) (bzw. (B,, U,)) die Geschwindigkeiten der Teilchen vor (bzw. nach)
dem StoB, e (bzw. é) die Richtung der Relativbewegung nach (bzw. vor)
dem StoB. IT: Z— Z, (v,,v,, e)—(v,,v,, —€) sei die Vertauschung der
beiden stoflenden Teilchen. Es gilt:

TIH=IT. (2)

Zur Abkiirzung schreiben wir z=(v,,v,,e). I soll die folgenden Sym-
metrien besitzen:

KTz)=I1(I1z)=1(z) fiiralle zeZ. (3)

Ferner treffen wir iiber I die Annahmen:
Die Abbildung z+I(z) sei universell mef3bar . 4
[ vy, vy, e)d*e<c(1 4o, —v,|7Y) fiiralle v,v,eR*.  (5)

S2
Die Abbildung R® — L}(S?), (v,, v,) > |v; — v, I(vy, vy, ) sei stetig.  (6)
Die Bedingung (6) wird nur fiir den Beweis des Satzes 2 (,,Fort-

pflanzung des Chaos®) verwendet. Wir definieren die Menge S der
Anfangsverteilungen: S={fel'(R%:/=0, 6,(f) <oo}. Dabei ist
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6,(f)= T v? | f (v)] d*v die Energie-Halbnorm. 6,(f) = f [v] | f(v)| d*v. Die
Boltzmanngleichung lautet im rdumlich homogenen Fall:

fi=Bf,. (7)
Der StoBloperator B erfiillt wegen (1), (3), (5) die Ungleichung:
1Bf i =l fli+26N ] f)=@lfI} )) fiir alle f€S.(8)

B ist wohldefiniert als Abbildung von S in L'(R?). Sei t,, die Translation
(t, f)(w)=f(v—w) fir felL'(R®. Der StoBoperator vertauscht (1),
(2), (3) zufolge mit 7,

1,Bf =Bt,f firalle weR® alle feS. (9)

Die Symmetrien (3) von I implizieren die folgenden Eigenschaften:
[(Bf) () o(v) d*v,
= - ?li.ﬂvl — 0y I(vy, 05, €) (@(F) + (D) — @(v)) — 9(v3))
(S (@) f(B,) = f(vy) f(v,) d*edv, d*v,
= ( vy =0, 1(vy, vy, ) f(vy) f(02) (D)) — @(v,)) d’e d301 d3“2 .

(10) gilt fiir jede stetige, beschriinkte Funktion ¢ € C*(R3).

M?*(R?) sei der Banachraum der beschriinkten Radon-Mafe iiber R*
mit der Norm ||u|, = {d|u| (v) R?) der topologische Vektorraum der
stetigen Funktionen iiber R® mit kompaktem Tréager [4]. Wir deflmeren

S={ueM'(R*:u20,0,(n) < o0} mit oz(u)—_f O RAME flvldiul(v
Der StoBoperator B wird als Abbildung von S in M*(R?) definiert:

(Bu, pr= _HU1 — 05} IV, 05, €) (@(F)) — @(vy)) d*e du(v,) du(v,)
fiir alle e K(R?).
B erfiillt die Ungleichung:

(10)

(11)

1Bulls < el +201(w) | ull ) £ c2] ]} + [ ull 1o (w) fiir alle pesS. (12)
und es gilt:

By =5 [ v, — v, 1(vy,05,0)(@(F)) + (T 5) — p(v,) — @lv,))d? edulv, )dp(v,)
firalle e CY(R?). (13)

Man ordnet jeder Aquivalenzklasse lokal Lebesgue-integrierbarer
Funktionen f ein beziiglich dem Lebesguemall absolut stetiges
Mal f zu: 1: L (R*)>M(R?), fif mit [= [-(LebesguemaB); d. h.
fro)= [f ) @(v) v fiir alle ¢ € K(R®). Es ist || /||, = | f | fiir alle
fe L'(R?); analoge Relationen gelten fiir die Halbnormen (6,,0,),
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(6,,0,). Die Definitionen der StoBoperatoren B und B in (1) und (11)
sind miteinander vertraglich:

1(Bf)=Bf fiiralle feS. (14)

Satz 1 (Povzner [1]). a) Fiir jedes ue S existiert eine einparametrige
Schar {i;},.g+ von Radon-Mafien y, €S mit den Eigenschaften:

Hﬂz”1:H#”u oy (u) S 0y()  fiir alle teR™, (15)

t
e @) =, 0> + [(Bup, @y dt’ firalle ¢eK(R?), teR*. (16)
0

b) Die Abbildung t+—y, ist in der vaguen Topologie von M*(R?) stetig;
d. h., die Abbildung t—{u,, @) ist fiir jedes ¢ € K(R>) stetig.
£
c) Falls wir pe S und o () = f [v]* d|ul(v) < 00 voraussetzen, so ist die

Schar {},cg+ durch (16) eindeutig bestimmt; ferner gilt: o,(u)= 0,(1)
fiir alle t e R* und die Abbildung t+a,(u,) ist lokal beschréinkt in R™.

d) Erfillt die Anfangsverteilung pe S, o,(1) <oo und ist p beziiglich
dem Lebesguemaf} absolut stetig, so ist auch p, fiir alle te R* beziiglich
dem Lebesguemaf} absolut stetig.

Es bezeichne y,(le R™) die Funktion y,: R* - R™ mit

1, falls re(0,1]

W=V s s
p
L(vy, 05, 0)=1(vy, 0,,€) y(lv, —v,)) fur alle (v,,v,,e)e Z. B sei der zu I,
gehorende StoBoperator. Dieser hat wieder die Eigenschaft (13). Wir
erhalten fiir die fiinf Stovarianten 6,

0,(v) = pr,(v), i=1,2,3(pr;(v)=i-te Komponente von ve R?),

,(v)=1, Os(v)=0v: (17)
(B'u,0,>=0 fir k=1,...,5 undalle peS.
Gewisse Losungen der Boltzmanngleichung (16) lassen sich durch Losun-
gen modifizierter Boltzmanngleichungen (mit beschrinkten StoB-

operatoren B') approximieren. Diese Tatsache wird durch das folgende
Lemma beschrieben:

Lemma 1 (Povzner). a) Es existiert fiir jedes le R* und jedes pue S
genau eine Schar von Radon-Mapen it € S mit den Eigenschaften:

lels=luls,  o(w)=0x(w) fiiralle teR",

t
G, 0> =<, @) + [<B'i, ) dt’ fiir alle peK(R®) und alle te R* .
0
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b) Es gibt eine Folge positiver Zahlen |, mit '}Lngo [, = oo und Jgg (@)

=, @) fiir alle o e K(R?); dabei ist {ii,},.g+ die in Satz I konstruierte
Schar.

3. Mastergleichung und Boltzmanngleichung

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen den Losungen der
Mastergleichung und der Boltzmanngleichung her. Jedem Stofoperator
B' ordnen wir eine Folge von linearen StoBoperatoren A zu. A wird auf
der Menge M*(R*") der beschridnkten Radon-Mafe iiber R*" definiert:

1
<A£¢ v, UJ> = —n— gﬁ.‘l Ivrz - U/}I Il(vaa Uﬁa €) (w(ﬁrxﬁ) - IP(Q)) dZe dV@) (18)

firalle ve M'(R®") undalle weK(R>") (bzw. C®(R3").

In dieser Formel ist 3,,=(vy,...,0,, ..., ¥, ..., 1,), 0 <f, das Resultat
eines ZweierstoBes (v,, vg)—(8,,Tp) mit e=e, ;= éz:gil. Die Master-
gleichung lautet fiir WahrscheinlichkeitsmaBe v auf R®":

vo=Abv,. (19)

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus der Beschrianktheit der
Operatoren A} und aus der Masseerhaltung:

Lemma 2. Das Anfangswertproblem v, = ALv,, v, =v besitzt fiir jedes
Wahrscheinlichkeitsmaf3 ve M*(R3") genau eine Losung {v.},.g+: ferner
ist v,=0, |v |, =|v|, fiirallete R".

Fiir Radon-MaBe auf R*" gilt v, < v, genau, wenn (v, p> <{v,, )
fiir alle e K*(R3") erfiillt ist.

Der Operator A, 1Bt den Unterraum der (beziiglich der Permuta-
tionsgruppe S,) symmetrischen Malle invariant; daher ist mit der An-
fangsverteilung v auch v, fiir alle te R* symmetrisch. Wir formulieren
nun den Satz, den wir in der Einleitung , Fortpflanzung des Chaos®
genannt haben.

Satz 2 (Griinbaum [2]). Gegeben seien ueS und @4, ..., ¢, € C*(R).
Es bezeichne vV (Index | als Parameter weggelassen) die Losung der
Mastergleichung (19) mit der Anfangsbedingung V™" =u@u® - Q@ u
(n-faches Tensorprodukt). Dann gilt :

}Lrg(vﬁ"’,g01®q02®~~®gom®1®~~®1>= 11 <, > fiir alle teR™,
k=1

falls y, die (gemdfl Lemma 1a eindeutig bestimmte) Lisung der Boliz-
manngleichung i, = B' u, mit der Anfangsbedingung u, = p bezeichnet.
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Lemma 2 impliziert: Die Zeitevolution U!"=exp(tA4’) respektiert
die gewohnliche Ordnungsrelation auf dem Raum der Wahrscheinlich-
keitsmaBe iiber R3". Satz 2 gestattet es, diese Figenschaft auf die zu B
gehorende Zeitevolution U' zu iibertragen. Griinbaum hat den Satz 2
unter den beiden folgenden Annahmen bewiesen:

1) Das Anfangswertproblem der Boltzmanngleichung hat fiir alle
pe S eine eindeutig bestimmte Losung p, € S,te R™.

2) Die Losung u, hingt ,differenzierbar® [2] von der Anfangs-
bedingung u ab.

In unserem Fall ist B' ein beschriinkter (nichtlinearer) Operator; 1) ist
eine Folge der Masse- und Energieerhaltung. Es ist uns nicht gelungen,
die von Griinbaum [2] angegebene Glattheitseigenschaft 2) zu beweisen,
hingegen eine leicht modifizierte Eigenschaft (Satz 8). Da Satz 2 fiir uns
ein wesentliches Hilfsmittel ist, geben wir im Anhang [ an, wie der Beweis
in unserem Spezialfall vervollstindigt werden kann.

4. Kontraktionshalbgruppe

Wir werden zeigen, dall die Losung der Boltzmanngleichung (7) durch
eine nichtlineare Kontraktionshalbgruppe gegeben ist. Zuerst zichen
wir einige Folgerungen aus den Sdtzen 1 und 2. Es bezeichne U, die in
Satz 1 fiir die Anfangsbedingung peS konstruierte LOsung u, der
Gleichung (16).

Lemma 3. Die Ordnungsrelation < (u, <p, genau, wenn {{i;, Q)
<y, @) fiir alle e K*(R?) gilt) auf S ist mit der Zeitevolution U
vertrdglich; d.h. aus p,pu €S und 0=, S, folgt 0=SUip, U U,
fiir alle te R™.

Beweis. Ul'"v{" sei die Losung der Gleichung v, = 4! v, mit der An-
fangsbedingung v = 4, @ 1, ® -+~ @ p;, i = 1, 2 (n-faches Tensorprodukt).
Lemma 2 impliziert: 0 < UM"o(” < U4 fiir alle te R™. Satz 2 ergibt
fiir die Losung U! i, der Boltzmanngleichung ji, = B' i, mit der Anfangs-
bedingung w; (i=1,2):0< Ul u, < Ulp, fir alle te R*. Mit Hilfe von
Lemma 1b folgt die behauptete Aussage.

Lemmad. a) U ist beziiglich der M'-Norm kontrahierend; d.h.
(U = Uity S |lpy — 5| fiir alle te R und alle g, py € S.

b) Uist ein Fluf auf S: Uy= 15, U U,=U,, fiiralles,te R™.

c) Falls pe S beziiglich dem Lebesguemaf3 absolut stetig ist, so auch
U,p fiirallete R™.
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Beweis. a) M'(R® ist ein Riesz-Raum [4]; daher existiert
2y =inf(py, py) (bzw. A, = sup(py, p,)) in MY(R?). Es gelten die Rela-
tionen:

(1) |y — pol = sup(uy, py) — infpy, pp) =2, — 44,

() OSA S =4 Su+u,, i=12

Lemma 3 und (i1) ergeben: 0 U A, S U, U A,, i=1,2. Damit
und mit (1) erhalten wir:

1U s = U o}y = [ d sup (U; iy, U pg) = [ inf (U, iy, U i)
< [dU, 2, — [dU A, ;
(1) und die Masseerhaltung (15) implizieren:

.MUI'IZ - .‘dUr’ll = jd;b - jdil = .fdlm —l| = “,Ul —ﬂzul :
1 -1
b) Gegeben sei ue S; wir definieren g, (v) = (1 + ~n—vz) und p, =g, 1.

Es ist a,(u,) = [g,(0)[v]* du(v)<no,(u)<oo. Aus der Eindeutigkeit
(Satz 1c¢) der Losung der Boltzmanngleichung (16) fiir die Anfangs-
bedingung u,e S mit g,(y,) <o folgt: U, U, u, = U, u, fir alle ne N
und alle s, R*. Nun gilt:

HUs+tlu - Us Ul.““l é “Us+uu - Us+r:unH1 + ”Us Ut Up — Us Ur.”“l

2
Lemma 4a ergibt schlieBlich: | U, u— U Ugpl, 2|p— |, < 7 o, (1)
firallene Nundalles,te R™.

c) Wir setzen nun voraus, dafl pe S beziiglich dem Lebesguemal
absolut stetig ist. Die Definition u, =g, - 1 und Satz 1d zeigen, daB3 auch
u, und U, u, beziiglich dem Lebesguemal} absolut stetig sind. Der Defini-
tion von u, zufolge ist 0 <, < fiir alle ne N; Lemma 3 impliziert
0 U, < U, ufiir alle ne N. Es folgt ([5], Chapitre V, § 5.5, Corollaire 1
du théoreme 2): su}g U, 1, ist beziiglich dem Lebesguemal} absolut stetig.

Es bleibt zu beweisen: sup U, u, = U, 1. Dies ist eine Folge der Eigen-
neN

schaften:

HO=Up, S0 u, U u fir m<n.

2) lim Ui, = Uppty < lim [, —pify =0,

Lemma 5. a) Die Energiedichte bleibt (unter der Zeitevolution) erhal-
ten: oy(U,u) = a,(p) fiir alle pe S und alle te R™.

b) U ist auch beziiglich der Energiehalbnorm o, kontrahierend:
o (Ui pty — Ui i) £ 050y — ) fiir alle iy, uy €S, fiir alle te R™.

Beweis. a) Aus (15) folgt: o,(U,p) £ 0,(u), und es bleibt a,(U, p)
= 0,(u) zu beweisen. p, =g, - u sei wie in Lemma 4b gewihlt. Lemma 3
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und Satz 1c¢ implizieren: o,(U, u) = 0,(U, u,) = 0,(1,) fir alle ne N. Das
Theorem von Lebesgue iiber dominante Konvergenz ergibt: lim o,(u,)
= g,(p); daraus erhalten wir die gewlinschte Ungleichung: o, (U, u) = o, (1)

b) wird mit Hilfe von a) und Lemma 3 bewiesen. Die Methode ist dem
Beweis des Lemmas 4a analog.

Wir definieren: S,={ueS:a,(w<a} und o(uy, 1) = |y — o,
(S,, 0) ist ein vollstindiger metrischer Raum. Es bezeichne §(S,) die
Menge aller Abbildungen von S, in sich.

Satz 3. Die nach Povzner in Satz | konstruierte Zeitevolution U der
Boltzmanngleichung definiert eine Halbgruppe U* der Klasse (C,S) [3]
auf S, (kurz: Kontraktionshalbgruppe) :

U“:R">%(S,), t—U'=Uls,,
Ubu=u und UtUfu= U, fiiralle s,te R* . (Halbgruppe)  (20)

“H} |Ufu—ul,=0 fiiralle peS,. (Stetigkeit) (21)
[Uf g — Ul s ||y < |y — sy fiir alle py,u,€8,, firalle te R
(22)
( Kontraktion)
Differenzierbarkeit: Die Abbildung R* —(M(R®), | |,). t—~Ufu 23)

ist fiir jedes pe D, stetig differenzierbar; D, ist dicht in S,,.

Die infinitesimale Erzeugende B, der Kontraktionshalbgruppe U
wird definiert durch:

D,={peS,:die Abbildung R* —»(M" (R, | |,), t—Uu ist
1
stetig differenzierbar}, B,u= ]i?O] " (Ufu—w) fir ueD,.
t

Zusatz. a) Die infinitesimale Erzeugende B, der Kontraktionshalb-
gruppe U® ist auf S, definiert und ist gleich der Restriktion von B auf S,,:
D,=S,, B,=Bjs,. (24

b) U ist eine Kontraktionshalbgruppe auf S. Die Eigenschaften (20),
(21), (22) gelten auf S; die infinitesimale Erzeugende von U (auf S) ist B:

d

}EU[‘LLIBUI/J firalle ueS wundalle reR™. (25)
¢) Masse und Energie bleiben unter U erhalten:

[Uply=ully firalle peS, firalle teR", (26)

o,(Up)=0,(n) fiiralle peS, firalle teR™. 27



Zur Bolizmanngleichung 311
d) U ist stetig und kontrahierend beziiglich der Energiehalbnorm:

{iir(r)l (U pu—pw=0 firalle peS, (28)

o, (U py — U, ) L o5(py — py) fiiralle py, u, €8, fiiralle te RY.  (29)

Beweis (Satz 3 und Zusatz). U 146t S, invariant. Die Relationen (20),
(22), (26), (27), (29) sind eine Folge der Lemmata 4 und 5. Es geniigt, zu
beweisen, dafl die folgenden vier Abbildungen fiir jedes p e S stetig sind:

(20 R*>(M'(R). [ ). t=Up,
(B) R*>(M'(R%),0)),  t—Up,
() R*>M'(R, | [,), t—BUpn,
(6) R*>(M'(R%),0,),  t—Up.

Denn aus (o) folgt (21); (y) und (16) implizieren:
t t
U@y =@y + [(BU, gy dt' ={p, @) + <§BU«#dt’,<P>
0 0
firalle ¢@eK(R?);

t

d.h. Up=p+ [BU,pudt' im Sinn der | ||;-Norm. Dieser Eigenschaft
0

und (y) zufolge ist die Abbildung R* —(M'(R%), | ||,)

), t—U,u stetig

d
differenzierbar, und wir erhalten: N Upu=BUu fir alle peS und

fir alle te R* (bzw. gt— Up=B,Ulp fiir alle peS,, fiir alle te R*).
Bemerkung. Die Abbildung R™—R, t—<{BU,u,¢)> ist fiir jedes
¢ € K(R?) Lebesgue-meBbar [1].
Beweis von (o), (), (7). (6):
(oc) Sei t=t;=20; es folgt aus (12), (16): KUu, @) —<U, p1, o)l

< §|<BU woyldt' <clt—t, !lei sup QU ul + || U ]y 02 (U, ) fiir
alle pe S und alle g e K(R?), falls wir H(p[] = sup lo(v)| definieren. Nun

gilt auch |pul|; =sup{[Ku ¢)|:pe K(R?) H(pH 5 1}: wir erhalten auf
Grund der Masse- und Energieerhaltung:

(U= U, pfy Scle—o, Qult + [u] oa(w).
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(B) Aus der Definition von 3, folgt: |p,| < |vy| + [v,| fur alle vy, v, € R3;
(5) ergibt fiir eine von ¢ abhdngige Konstante ¢, (0(v) = |v)):

oy =2l 1(04,02, 0 (0(8) 00— 0(0) 00 )) el < -] 2403 +13)
fiir alle ¢ € K(R®) und alle v,, v, € R®. Daraus folgt:
KBu, 90> < ¢y ||| (|u|? + | o2 (w) fiir alle p e K(RY), fiir alle peS.
Wir schlieBen dhnlich wie in («) und erhalten:
o (Up— U, wy=sup{KU,p— U, 00> : o e K(R?), [ o < 1}
< cile=nl (i + el o (w) .

(y) Fir alle ¢ € K(R®) und alle ue S gilt: KBU,p, ) —<{BU, u, )|
= lf‘“] — 0, I(vy,0;, ) (@(F)) — @(vy)) d*e dU,pu(vy) AU, — Uy, ) (Uz)l
+{flor = va] I(vy, 05, €) (@(B,) — @(vy)) d®e d(Uypu— U, 1) (vy) AU, u(vy)] .
(5) impliziert die folgenden Ungleichungen:

KBU,p, 0> —<BU, i, @>| < ||| [(1+ v, — v, d|U, ul (v,) d| Uy st — Uy, pal(v3)
+efof f(1+1vy = v,) AU p— Uy, il (v)) d1U, il (0,)
cllo| [Up= U, (U pl+ 10, 1y + 01 (U ) + 01 (U, )
+CH(PH o (U — UH/J)(H Ut/"“l + “Uluu'tll)

Wir erhalten mit der Masse- und Energieerhaltung und einer von c,
und o,(u) abhdngigen Konstante ¢:

“BUr#’—BUrlﬂﬂl éE(HUz/‘_ Un)“”l""o'l(Ur/‘_ U, W)
(0) Die folgende Ungleichung ergibt sich wieder aus (5):
”|v1 — 0y I(vy, vy, €) (@(7,) 05(8,) — @(vy) Os5(v,)) dze|

,U”1

g—H(pH (V403 + 203 +vi+03) fiiralle @eK(R?).

Damit kénnen wir {Bu, 05> abschitzen:

|<BN,(005>|§C”§DH(“M| 1
firalle pe{veS:o(v)< oo} .

o, (W4 05 (w7 + || u|  04(w) fiir alle peK(R?),

Satz 1 (a und c) impliziert:

(U= Uy i) = sup {KU = Uy, i 90501 - 0 € K(RY), o] < 1}
§C|t"[1|(“/1H10'2(/1)+02(N)2+ H ”1 I,S}épﬂ o (Up ) falls ¢,t,€[0, T]

und pe{veS:a(v)<ow}.
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Die Abbildung
R* - (MY(R?), 0,), 1+ U,p istalso furalle ue{veS:ao,(v)<oo} (i)

stetig.
-1

{ \

Gegeben sei pe S; wir definieren g,(v) = (1 + - vz> und p, =g, U
Die Folge {u,},.y hat die Eigenschaften:

a(u)<oc firalle neN, limao,(u,—w=0. (i1)

Aus Lemma 5b folgt:
o (U — )L 20,0 — ) + 0 (Uyp, — ) furalle neN. (i)
Die gewiinschte Aussage (0) ergibt sich aus den Relationen (i), (ii) und (iii).
Damit ist der Satz 3 (bzw. sein Zusatz) vollstindig bewiesen.
Die Zeitevolution U besitzt die beiden folgenden, fiir Kontraktions-
halbgruppen der Klasse (C, S)' charakteristischen Eigenschaften:

Satz 4. a) Sei re R™; dann erfiillt der Stofoperator B (11) fir alle
Uy, 1y €S die Ungleichung:

“("“‘ B) iy —(r—B) Nz“ = ;]/41 - /12”1 .
d
b) Das Anfangswertproblem = By, o= har fir jedes pueS

genau eine stetig differenzierbare Lésung p,, u, € S, némlich y,= U, u, te R ™.

Beweis. Die Aussage a) ist eine Folge eines allgemeinen Satzes iiber
Kontraktionshalbgruppen ([3], Theorem 2.3) und der Relation (24).
b) beruht auf dem folgenden Lemma:

Lemma 6 (Dorroh [3]). Sei [a, b] ein Intervall in R, f eine in {a, b]
stetig differenzierbare Funktion von [a,b] in den Banachraum (E,| |).
Man definiere g auf [a, b] durch g(t)= || f(t)|. Dann ist g auf [a, b] nicht
zunehmend, genau dann, wenn fiir jedes r€ R* und alle t € [a, b]

rf(t)— %f(t){ zr| f(0)

gilt.
Beweis von b): p,(t), u,(t) seien zwei stetig differenzierbare Losungen

d .
des Anfangswertproblems " w(t)y=Bu(t), p(0)=u, peS; wir setzen:

d
SO =p()— py(t). Fir teR* und reR* gilt dann: rf(t)———de(t)
=(r— B) u;(t) — (r — B) u,(t). Die Eigenschaft a) impliziert:

rf(t)— —%f(t)” >r|f(0), firalle teR* undalle reR";
1
Lemma 6 ergibt: || f(t)||, =0 fiir alle te R™.
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Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Spezialisierung der obigen
Resultate abschlieffen. Dazu definieren wir die Zeitevolution U auf
S={fel'(RY):f20,6,(f)< oo} durch U f=U, [ fiir alle te R*. Der
zu U gehorende StoBoperator B wurde in (1) definiert. Die ganze in
diesem Abschnitt entwickelte Theorie (Satz 3, Zusatz und Satz 4) iiber-
trigt sich auf die Halbgruppe U und ihre infinitesimale Erzeugende B.
Der Grund dafiir besteht darin, daB die kanonische Injektion 1: L'(R?)
—M'(R?), frf alle betrachteten Relationen erhdlt: 1 ist linear, zu-
nehmend beziiglich < und erhilt die Halbnormen | |,,0,,0,.0,:
ferner bildet U jedes beziiglich dem Lebesguemall absolut stetige Mal3
weS in ein ebensolches Mal ab. Als Beispiel fithren wir den folgenden
Satz an:

Satz 5. a) Das Anfangswertproblem _;l? f.=Bf,, fo=/ hat fiir jedes

f €S genau eine stetig differenzierbare Losung f,e S, te R*.
. b) Die Lisung f, wird durch eine nichtlineare Kontraktionshalbgruppe
U auf S gegeben: f,=U,f fir feSundteR".

Bemerkungen. Die Halbgruppe U liBt die Maxwellverteilung in-
variant: Aus w(v)=a, exp(—a,v* + (b, v)) mit a,,a, >0,be R? folgt:

Uw=w firalle teR". (30)
U vertauscht mit den Translationen t,,, we R3:

1, U f=Unt,f firalle feS,teR*,weR>. (31)

*
Die In}puls(—dichte) 751(]')5 [ pr,(v) f(v)d3v, g=1,2, 3, Dbleibt
unter U erhalten: (U, f)=m,(f) fiir alle feS§, fir alle re R*. (32)
(pr,(v) = a-te Komponente von ve R>.)

5. Das H-Theorem

Wir beginnen mit einigen Definitionen: Qz{feL‘(R3):f§O,
[ flli=1,6,(f) < 0} es bezeichne w, die Maxwellverteilung, welche den
Bedingungen [a ||, = /], m,(w))=n,(f) (x=1,2,3), 6,(w,)=6,(f)
geniigt. Unter der Entropie(-dichte) H der Verteilungsfunktion fe S
verstehen wir: H(f)= — [f(v)logf(v)d®v, falls die Funktion flogf
Lebesgue-integrierbar ist, und wir setzen im umgekehrten Fall
H(f)= — 0.

Lemma 7 (Gibbs). Fiir jedes feS gilt die Alternative: H(f) <H(w)
oder f=w.
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Satz 6 (H-Theorem). Die Entropie ist als Funktion der Zeit nicht ab-
nehmend und nach oben beschrénkt. Falls [ eine Anfangsverteilung f e Q
mit H(f)> — oo ist, so gilt: H(f)< H(U,f)< H(w,) fiir allete R*.

Definition. A={fe S: Es gibt zwei Maxwellverteilungen Wy, W5, SO
daB w,(v) £ f(v) £ w,(v) fiir fast alle ve R? gilt}; dabei bezieht sich , fast
alle™ auf das Lebesguemal.

Der Eigenschaft (30) zufolge liBt die Zeitevolution U die Menge 4
invariant:

Fiir jedes fed gibt es zwei (von [ abhidngige) Maxwellver-

teilungen, so dal w, < U, f < w, fiir alle te R* gilt. (33)

Das H-Theorem laBt sich auf das folgende Lemma zuriickfiithren, das
wir im Anhang 2 beweisen werden:

Lemma 8. Die Funktion R* - R, t—H(U, f) ist fiir alle fe A stetig
N d - ~
differenzierbar; es gilt:—ddTH(U,f)z -~ {—E U, f(v) (log U, f (v)+ 1) d*v.
Definition. G:4-R., f=G(f)=4[lv,— v, I(vy, 0y, ) - (f(D)f(F,)
g foy) log LOVIBD 2y gy

fvy) flvy)
Korollar. a) Fiir alle feA und alle teR* gilt: 0<G(U,f)
d .
= —d—t H(U,f).

b) H(N) S H(O,f)= H(f)+ [G(T, f)de < Hiw)) fir alle [< 4, fir
allete R™. 0

c) Es gibt eine Folge positiver Zahlen t, mit den Eigenschaften:

lim t,=% und lim G(U, f)=0.

n— o n—o0

Beweis des Korollars. a) Boltzmanns Beweis des H -Theorems beruht
auf der Entropieproduktion: (Sei f'e 4, wir setzen f,=U, f)

d A d
iy BN = = [ [ (logf,(v) + 1) d*v (34)
d
== [ [ logf(v) d*v (35)
= — [ Bf,(v) logf,(v) d*v (36)

=G(U, )=0. (37)
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Der erste Schritt (34) wird durch das Lemma 8 gerechtfertigt; der zweite
(35) folgt aus der Differenzierbarkeit der Abbildung ¢+ U, f und der
Masseerhaltung | U, f |, = | /] . (36) ergibt sich aus Satz 5; (37) aus der
Gl (10), welche auch fiir beschriankte Lebesgue-mef3bare Funktionen ¢

gilt. G(U, f)=0 erhalten wir aus der Ungleichung: (x—y) log—— =0

fir alle x, y>0.
Die Relationen b), ¢) folgen unmittelbar aus a) und Lemma 7.

Beweis des H-Theorems. a) Wir betrachten zuerst Anfangsvertei-
lungen aus der Menge 4, = { €S : f ist nach unten durch eine Maxwell-
verteilung und nach oben durch eine konstante Funktion beschridnkt}.
Sei fe A, vorgegeben: f 148t sich durch eine Folge {f,},.y C4 derart
approximieren, dafl die Beziechungen w < f,<f fiir alle ne N und
lim f.=f (punktweise fast iiberall beziiglich des Lebesguemales) gelten.

Daraus ergibt sich die Abschidtzung: f,|logf,|<(d, +d,0s)- f fiir alle
ne N und gewisse, von n unabhingige, positive Zahlen d,,d,. Aus
diesen Eigenschaften konnen wir die folgenden Relationen ableiten:

r}}frolc W= £l =0, 31“30 o (f)=0l(f), (33)
lim H(f)=H(f). (39)

(38) impliziert lim w, (v)=w(v) fiir alle ve R?, und die Folge {®}, },cn

ist nach oben und unten je durch eine Maxwellverteilung beschrinkt;
wir erhalten:

lim H(w,,)= H(w,) . (40)

n—

Sei t>0 vorgegeben; da U, beziiglich der I!-Norm kontrahierend ist,
gibt es eine Folge {n,} C N, derart, daf

11m(f], fu) @) =(U,f)(v) fiir fast alle veR® gilt. (41)

Infolge der Relationen (39), (40) und des Korollars b) (Lemma 8) erhalten
wir (mit den Abkiirzungen f, = S fi= Uf,lk,a)k_cuf"k)

H(w,)—H(f)= lim (H(@y) — H(f)= lim inf (H (@) — H(f). (42)
Das Lemma von Fatou ergibt:

lim inf (H (@) — H ()

> jhmmf({kt(v) log L) _ S0 +1)(Z)k(v)d3v. 43)

k>0 \ (V) @ (v) @ (v)
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Dabei haben wir die Gleichungen
[ fi(v) log@,(v) d*v = [@,(v) logdd(v) d*v, keN
verwendet. Die Eigenschaften (41), (42) und (43) zeigen, daf3
s ) 3 it 't it
(U'f log Gf _Uf +1)w = 11m (f" log‘Tfk— —'—{’-‘— +1)d>k

w; oy w, Wy O @y

und somit auch U, f log U, f Lebesgue-integrierbar ist. Ebenfalls (41), (42),
(43) zufolge gilt: )

H(w,)—H(f)zH(w,)—H(U,f). (44)

b) Sei feQ,H(f)> —o0. V,f bezeichne die Gauftransformierte

von f:(V,f) (v)z(2ns)“5jexp(— w;zsw)i)f(w)d3w,s>0. EsistV,fe4,

fiir alle s >0 und o,(V, f) =35+ 0,(f). Da V eine lineare Kontraktions-
halbgruppe auf L!(R?) ist ([6],S.236), konnen wir fe Q durch V,fe 4,
approximieren; wir erhalten:

lim [V,f = f,=0 und limo(V,/)=a,(f). (38)

Jensens Ungleichung und Fatous Lemma ergeben ferner ([7],S. 355):

im H(V, f)=H(f). (399

Mit den zu a) analogen Schritten gelangen wir schlieBlich zur Un-
gleichung: 3
H(w,)—H(f)z H(w,) - H(U, f), (44)

welche fiir alle teR" und alle feQ mit H(f)> — oo giiltig ist; dabei
ist U, f log U, f fiir alle te R* Lebesgue- -integrierbar.

6. Einstellung des Gleichgewichtszustandes

Die Existenz des Grenzwertes lim U, f beruht unter anderem auf den
t—> o0

beiden folgenden Lemmata:

Lemma 9 (Morgenstern [8]). Sei {f,},ev eine Folge nichtnegativer
L'(R?)-Elemente, derart, daf fiir alle ne N und gewisse reelle Zahlen
¢, >0, ¢;>0, ¢ die Relationen || .|, = ¢y, 6,(f,) = ¢, H(f,) = c; gelten.
Dann enthlt { f,},.n eine Teilfolge { f,, }ren. welche schwach gegen ein Ele-
ment fe L'(R3) konvergiert.
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Lemma 10. Sei f€S: Jerner sei eine Folge positiver Zahlen t, mit
lim 1, = o0 gegeben. Wenn U, f schwach gegen g € L'(R?) konvergiert, so

n—x

konvergiert U, f auch in der L' (R®)-Norm gegen g.

Der Beweis des Lemmas 10 befindet sich im Anhang 3. Er beruht auf
den Eigenschaften (2;), (31) der Zeitevolution U. Wir zeigen nun, dal
der Grenzwert lim U, f fiir Anfangsverteilungen f aus der Menge 4

t—>x

existiert und eine stationdre Verteilung ist.

Lemma 11. Fiir jedes f e A existiert genau ein g € A mit den folgenden
Eigenschaften

lim |0, f —g =0, lim6,(T,f~g)=0, (45)
lali =1/l m@=mn(f). a=123: 6&(9=6(f). (46)

Bg=0 und Ug=g fiiralle teR". (47)

Beweis. Sei fe A4; aus dem Korollar zu Lemma 8, der Masse- und
Energiehaltung und Lemma 9 folgt, dal eseine Folge {,},,cy mit lim ¢, = o0

gibt, derart, da3 lim G(anf)zO gilt und {6’,nf},,eN schwach gegen ein

Element g € L'(R%) konvergiert. Lemma 10 impliziert:
lim 0,1 ~ gl =0. )

(U, g+ ist nach oben durch eine Maxwellverteilung beschréinkt. Fiir
eine Teilfolge {t,},cn C {t,}.en konvergiert U; f punktweise fast liberall
gegen ¢g; wir erhalten:

lim &2(05,.f—g) =0 und limn(U; f)=7n,(9), a=1,273. (49)
Die Eigenschaften (46) sind eine Folge der Relationen (48), (49) und der
Masse-, Impuls- und Energieerhaltung.

Wir fiihren einige Abkiirzungen ein: I':4— L' (R®* x R* x §?), f T f,

D D
()00, 00 £ 10— () o log T P
di(z)=dA(v,) diy(vy, @) =d v, dv, d*e; o(z)=|v, —v,y| I(vy, 0,,e). Es
gilt: G(f) = [(I'f)(2) e(z) di(z). Weil {U, f},.g+ nach oben und unten je
durch eine Maxwellverteilung beschrinkt ist, gibt es positive Zahlen
by, b, mit:

ZE(UlsUZae)a

(LU f) (v, 05, @) £ by (1+ 02 + v3) exp(— b, (v} + 03))

50
fiir fast alle v;,v,eR>. ©0)
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Aus der Definition der Folgen {r,,},,eN,{fn}nEN und aus (5), (48), (50)
erhalten wir:

Glg)=[(I'g) (2) e(2) d2z) = lim [(I"T}, f) (2) 0(2) d2)
= lim G(Uj, f)=0.

n—oc

(51)

Die Teilmengen M, C R® x R® x S?, k =1, 2,3 seien wie folgt definiert:
M, ={zeR*xR*x S?:(I'g)(z2)=0},
M,={zeR*xR*x S*:(I'g)(2)>0,0(z) =0},
M;={zeR*xR*x S?:(I'g)(2)>0,0(z) >0} .

Wir bezeichnen den Schnitt von M, ldngs v, mit M, (v,):

M,(v,)={(v,,e)e R* x S? 1 (v,,v,,6)e M}, k=1,2,3.

Die Mengen M, k=1,2,3 sind A-meBbar, und {M,},-; , 3 ist eine
Partition von R® x R x §%. Die Eigenschaft (51) impliziert A(M;)=0;
M;(v,) ist daher fiir A -fast alle v, € R® 1,-integrierbar, und es gilt:

J5(M5(v,))=0 fiir £,-fast alle v, e R>. (52)

Die Definition der Mengen M,,k=1,2,3 ((v,, v,, ¢) € M, ist dquivalent
zu g(0,) g(¥,) = g(v,) g(v,)) und die obige Eigenschaft (52) ergeben fiir den
StoBoperator B:

3
(E‘/) ()= Z f o(vy, vy, €) (9(T,) g(0,) — g(v,) g(v,)) d25(v,,€) =0

k=1 Mi(v1)

fiir A,-fast alle v, € R*; d.h. Bg=0 und wegen Satz 5: U,g =g fiir alle
te R™. Damit sind die Eigenschaften (46), (47) bewiesen. Es sei eine Folge
{$,}ney CRT mit lim s,= o0 vorgegeben. Es gibt eine Teilfolge {s.},cn

C{S,},ey mit 5,21, fiir alle ne N. Die Relationen (20), (22) und (47)
impliZieren:A | U, f = alls = “ Ug,o1, U f = Uy 9]0 = “ U,f—g|, und
analog: 6,(U,; f — g) = 6,(U;, [ —g} fiir alle ne N. Daraus und aus (43),
(49) folgt: lim |U, f—g| ;=0 und lim 6,(U,, f—¢)=0. Weil g un-

abhingig von der gewihlten Folge {s,}.cy ist, haben wir somit (45)
bewiesen.

Satz 7 (Einstellung des stationdiren Zustandes). Fiir jede Anfangs-
verteilung f e (mit endlicher Masse- und Energiedichte) existiert der
Grenzwert lim U, f =g. Die Verteilung ¢ ist stationdr und hat dieselben

1=
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Werte fiir Masse-, Impuls- und Energiedichte wie die Anfangsverteilung f:
lim [T f =gl =0, limé,(T, f ~9)=0. (53)

gl =

(@) =m(f), k=1,2,3; d6,(9)=06,(f), (54)
Bg=0, Ug=g firalle teR". (55)

Korollar. Falls wir voraussetzen, daf die Maxwellverteilung die einzige
stationdire Lisung der Boltzmanngleichung in Q ist, so konvergiert U, f im
Limes t—co (beziiglich der Halbnormen | |,6,) gegen die Maxwell-
verteilung w;. w; ist dadurch charakterisiert, daf sie dieselben Werte fiir
Masse-, Impuls- und Energiedichte wie die Anfangsverteilung feQ hat.

Bemerkungen. a) Im vorangehenden Korollar geniigt es voraus-
zusetzen, dal fiir alle f'e 4N Q mit der Eigenschaft Bf =0 folgt:

f = Maxwellverteilung.
Jede der beiden folgenden Bedingungen b), ¢) ist ebenfalls hinreichend

dafiir, daB3 die Maxwellverteilung die einzige stationdre Verteilung der
Boltzmanngleichung in @ ist:

b) Der differentielle Wirkungsquerschnitt I erfiillt die Ungleichung:
I(v,,v,,e)>0 fiir A-fast alle (v, v,,e)e R? x R® x S%. Beispiel: Der diff.
Wirkungsquerschnitt fiir ,harte Kugeln®.

¢) Der diff. Wirkungsquerschnitt I hidngt nur von der Relativ-
geschwindigkeit |v; —v,| und dem Streuwinkel $= X (v, —v,, 0, —7,)
(9 €[0,n]) der zusammenstoBenden Teilchen ab, d.h. I(vy,v,,e)
= I(lv1 v,1, 3), und fiir ein §, € [0, 7] und ein & > 0 gilt: I(lv1 —0,,3)>0
fiir alle v;, v, € R® und alle € (9, — &, 3, + )N [0, n].

Beweis des Satzes 7. Sei feQ vorgegeben; f liBt sich durch eine
Folge { f,},eny C 4 approximieren:

lim [[f = f,[; =0, lim 6,(f - f,)=0

Wir definieren: g, = lim U, f, fiir jedes n e N. Lemma 11 ergibt: U,g, =g,
t— oo

fiir alle te R und alle ne N. Die Kontraktionseigenschaft von U und
Lemma 11 implizieren:

906201 = im |0, fys— O ful | fu— ¢ fir alle m, ne N und

analog: 6,(g,,— 9,) < 6,(f,,— f,) fur alle m,ne N. Somit ist {g,},.y €ine
Cauchyfolge; wir definieren: g= ]im g, Aus den Ungleichungen

1G.f =g < |US - O f + 0.5, - gl + 19 = gl = 1/ = £l
+|lg—gulls + | U, f,— g.||; fiir alle ne N, fiir alle te R* und Lemma 11
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erhalten wir:
lim |U,f —g|,=0 undanalog: lim 6,(U,f~¢)=0. (56)
t— e t—

Die Abschiitzungen || 0,9 ~ gl < U,g = U9, 1 + g, — 9l =29 — 0.
fiir alle ne N, fiir alle t € R™ zeigen, daB g stationdr ist:

Ug=g firalle teR*; derSatz5impliziert: Bg=0.
Die Relation (56) und die Masse- und Energieerhaltung ergeben:
lalli=1111.  Glo=6(1).
Ferner impliziert die Ungleichung
(0 = m(@ <3| 0.f =gl +36,(0f — 9):
Tck g) nk(f) k:11273

Anhang 1: Erginzungen zum Beweis des Satzes 2

A 1.1. Einleitung

In Satz 2 ist [ ein Parameter, den wir in diesem Anhang weglassen:
AL — A, B'> B. A, und B sind beschrinkte Operatoren: 4, #(M*(R>"),
M*(R®"); B ist quadratisch, also stetig differenzierbar als Abbildung von
M*YR?3) in sich. Die Ableitung von B wird mit DB bezeichnet:
DB(u) e L(M*(R?), M'(R?)); es gelten die Ungleichungen:

|Bully <clul|3, |1Bu—Buy | <2¢|u—p, |, firalle u, uye MY(R?), (57)
IDB(w)]| = 2¢|ull;,
|DB(w) — DB(w)| £ 2¢|p—m |, furalle p e MY(R?).

(Wir verwenden im Anhang 1 fiir alle neu eingefiihrten Normen dasselbe
Symbol Norm von £ (M*(R?), M'(R?)); einzige Aus-
nahme: Norm des Banachraumes C(Q): || ||,)-

Wir definieren einige topologische Rdume:

Q={ueM' (R} :uz20,|u|,=lLow=sd, Q=) Q,.

a>0

1 n
Q”—{y~ - Z bl,...,vn)eR“} C Q (5,=DiracmaB in ve R?),

x

(58)

Q=Q"nQ,.

Qi sei die Abkiirzung fiir eine dieser Mengen. In M'(R?) wird eine
zweite lokalkonvexe Topologie (w*-Topologie) durch die Familie
{Po}vecr(ry der Halbnormen p, (1) = [(u, ¢ | definiert; auf Q) betrachten
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wir die induzierte Topologie. Mit dieser Topologie ist Q" abgeschlossen
in Q und Q, kompakt. Sei &, die Gruppe der Permutationen von n Ele-
menten; Q" ist homdomorph R**"/S,. C*(Q) sei die Menge der reell-
wertigen, stetigen, beschrinkten Funktionen auf Q). Mit der Norm
[l = 51!12}3) |f (] ist C*(QM) = C(Q™) ein Banachraum.

neQ

Sei P, ,:C(2,)~C(Q) die Restriktion von C(Q,) auf C(QY. Die
Familie {C(€})},.x approximiert den Banachraum C(Q,) im Sinn von
Trotter [9]:

|P,,]<1 und lim [P fll.=1]f| firalle fecC(RQ,).

%"(R’) bezeichne die Menge der stetigen Abbildungen von M*(R?) in
R der Form p—{u, o) fiir @ € C*(R®). F heiBt ein Polynom mit reellen
Koeffizienten beziiglich #*(R?), falls F die Form F(u)=g({u, @,>, ...
... {, @) hat, wobei g ein Polynom in k Unbestimmien mit reellen
Koeffizienten ist und ¢, ..., ¢, € C*(R?). F ist (beziiglich der w*-Topo-
logie sowie beziiglich der Norm-Topologie von M'(R?)) eine stetige
Abbildung von MY(R® in R; F ist differenzierbar als Abbildung
(M'(R%,|| I[;)=R. Die Restriktion von F auf Q, nennen wir Polynom
auf Q,. Da Q, kompakt ist und 4°(R%) die Punkte von Q, separiert, ist
die Menge Q(£,) der Polynome auf Q, dicht in C(Q,) (Satz von Weier-
stra3-Stone).

Sei U'=exptA, die zum StoBoperator 4, gehdrende Zeitevolution.
U" ist eine lineare Kontraktionshalbgruppe auf M'(R3") bzw. auf
M'(R*"/&,). Wir definieren einen StoBBoperator auf C*(€, ):

1
(G VO = Y [, = 0] 10y, 03, ) (f (&, )~ f () de.

a<p

Dabei haben wir von der Isomorphie C*(Q") =~ C*R3"/S,) Gebrauch
gemacht. Aus der Definition des differentiellen Wirkungsquerschnitts
I =1, [insbesondere (4), (5), (6)] folgt, daB G, , ein beschrénkter, linearer
Operator auf C*(Q(,) ist, der C*(€,) invariant liBt. G, erzeugt die
Halbgruppe T"=exptG,,, t=0. T" ist dual zu U": (U'v, [
=, T f) fiir alle teR*, ve MY(R?"/S,), feCYR3"/S,). T*" ist
eine lineare Kontraktionshalbgruppe auf C(€27) [2].

U sei die zum StoBoperator B gehorende Zeitevolution auf Q. Die
[-parametrige Halbgruppe U 146t Q, invariant. Wir definieren:

T CO Q)= C Q) mit (T) () = o(Up) fiir peCh(Qy,). neQy, .

T* ist eine lineare Kontraktionshalbgruppe auf C(Q,) [2]. Ihre infinitesi-
male Erzeugende bezeichnen wir mit G,.

Der Beweis des Satzes 2 beruht im wesentlichen auf den folgenden
Eigenschaften der infinitesimalen Erzeugenden G, und G, ,:
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Es gibt eine in C(Q,) dichte Menge C,, derart, da3
1) der AbschluB der Restriktion von G, auf C, gleich G, ist,
2) lim |G, ,P, ,®—P, ,G,®|,=0fir alle pC,.

Das heifit: Die infinitesimale Erzeugende G, , konvergiert auf der
Menge C, im Sinn von Trotter gegen die infinitesimale Erzeugende G,.
Wir werden die Eigenschaft 2) in A 1.3 beweisen.

A 1.2. Differenzierbare Abhdngigkeit der Losung der Boltzmanngleichung
von der Anfangsbedingung

Sei F ein Polynom auf Q,, d.h. F(w=) a, (... ;" mit

[Le€B (R, a=1,....k:f.(W= < @, ¢, € C*(R3). Die Ableitung von F
ist durch

k
DF(= ) F(w [, mit F(u= Z’ma ST ()

a=1
gegeben, und es gilt: DF(u) € 6°(R?) fiir alle ue Q,.

Satz 8. a) (TYF) (W) — (T F) (uy) = DU, (py) (1 — py), DE(U, py))
+ R, (i, ), dabei geniigt das Restglied R, n,) fir alle te R* und alle
f py € Q, der Abschétzung: |R(u, puy)| <3(F) = 1|7 expder) (9(F)
ist eine von F abhdngige Zahl, ¢ héingt von B ab).

b) {x,}.ey S€i eine Folge von Radon-Mafen iiber R*, welche den fol-
genden Bedingungen geniige: lim (x,, @Y ={x, ) fiir alle e C"(R%);

[x,ll1 £ by, 0y(x,) < b, fiir alle n eN Dann gilt auch: hm (DU X, ¢
={DU,(w) x, @) fiir alle ¢ € C*(R?).

Beweis. a) Wir erhalten durch Spezialisierung aus den Sitzen 10.4.5,
10.7.3 und 10.8.2 in [10] und unter Verwendung der Ungleichungen (57),
(58) die beiden folgenden Aussagen:

Fiir jedes r,€ R* und jedes ye K ={{e M'(R?):|[{|; <2} hat
die Gleichung x = Bx genau eine Losung x(i,t,, y) im Intervall (59)

. 1 . .
[to—r.to+7] (mlt r< Fc—)mn der Anfangsbedingung x(z,, 4, )=y.

1
Es bezeichne J(t,) das offene Intervall (to TS to+ Té——)
¢

Die Abbildung J(t,) x K—M(R?), (t,y)>x(t,ty,y) ist (unab-
hidngig von r,€ R") stetig differenzierbar, und V(t,y) = D x(t,t,,y) (60)
ist die Losung der Differentialgleichung V= DB(x(t, ty, ) V

(- = Zusammensetzung von Funktionen) in J(t,) mit der Anfangs-
bedingung V(t,, y)=id.
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Infolge der Masseerhaltung 148t sich aus (59) die folgende Eigenschaft
ableiten:

Das Anfangsproblem g, = By, o=y mit y=0 und |y[; <2
hat auf R genau eine Losung; fiir welche wir U,y schreiben;es gilt:  (61)
[Uylly=|y|,und U,y20firallereR".

Wir erhalten aus (58), (60), (61) den Satz:

|DB(U, )| < 2c fiir alle te R™ und alle 420 mit [uf, <2: die
Gleichung V= DB(U, )~ V hat auf R™ genau eine Losung V{1, w),
welche der Bedingung V(0, u) = id geniigt. Fiir jedes te R™ ist die (62)
Abbildung y— U,y im Punkt y=p >0 mit ||u|,; =1 stetig differen-
zierbar; es gilt DU(u) =V (t, p).

(62) impliziert: |DU ()| <1+ [2¢|DU,(w) dt’ fir alle re R, fir
0

alle =0 mit ||u]|; <2. Daraus erhalten wir:

sup{|| DU, ()] : pe MH(R®), u2 0, ||p], = 13 63)
<exp(2ct) fiiralle teR*.
In analoger Weise ergibt sich aus (57), (61) (bzw. mit (58)):
U0 = Ul | = 1]y exp(2c1)
furalle reR* und pu u,=0 mit = =1;
B iy lul = 1lpals o4

IDB(U, ) = DB(U, )| = 2¢ ||t — s || exp(2¢1)
firalle reR" undalle pu,20 mit |uf,=pl;=1.
Esgilt furalle p©>=0 mit |ju|,=1:|DBUw|=2¢c. (65
Aus den Eigenschaften (62), (63), (64), (65) folgt:
|DU(w)—DU(uy)]| = [ (DB(Uy ) DU, (1) = DB(Uy ty)> D Uy (uy)) || dt’
0

= g(zc' = p]lsexp(ded)+2¢ | DU, (1) — DUy (wy)]]) dt”

Diese Ungleichung und Lemma 10.5.1.3 in [ 10] implizieren:

DU —DU(uy)| £2||u—py | exp(dct) fiiralle teR”

und alle w0y 20 mit  [uf, =l =1. (60

Sei F ein Polynom auf Q,:

k k
DF(wy= Y F,uf, und DF,(= Y F,yp) f; (Definition von F,,F, ) .
a=1 =1
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Im folgenden sei p, 1, € M'(R?) mit g, uy =0 und ||pl|, = |||, = 1. Der
Mittelwertsatz ergibt:

(TE )00 =(TPF) ) = F(Up) = F(Upty) = DIF- UD(a) (= )+ Relps o)
mit
IR )l = = w5 sup [IDIF-U)(@) = DIF-U ()]

dabei ist [u,, 1] das Segment, welches y; mit y verbindet. Mit der Ketten-
regel (62) und der Definition von F, erhalten wir:

D(F- U,)( Z F(U w<{DU(x.,> firalle xeM!(R?.

Daraus ergibt sich, falls wir

k k
DF(u,)= Z Fu,) [, e 4*(R% mit Z F,(1t,) @, € C*(R?)
a=1 %=1
identifizieren:
D(F < Uy) (uy) (= y)

= (DU, (py) (n— py) ZF U ity) @,0 =<DU(uy) (= 1), DF (U ) .

Wir schétzen den Term || D(F - U,) (w) — D(F - U,) (v)|| fiir g, v e M*(R?) mit
pov=0und |uf, =y, =1 ab:

|D(F - U,) (@) — D(F - U)) ()]

k

IIA

sup [E(U ) £,(DU (1) &) = E,(Up) f,(DU, ) )

=1 [l =1

k

IIA

Sup, IF(U ) (DU &) = £,(DU,(v) O)
a=1 1=

k
+ ) sup [(FUp) = F(Uy) £(DU(v) )]

2=1 lElhi=1

lIA

k
2 IEU Wl o] [DUGw = DU
x=1

k
+ Y IEU 0 = FU) o, [ DU

a=1

1A

k
L Casloal lu=vlyexpten + e fu—vliexpéen fo.}).
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Dabei haben wir (63), (66), die Definitionen g, = sup {|F,(1)| : ue M " (R?),
k
luli=1} o= Y 3ol sup{|Fp(wl:pe M (R, ||ul,=1} und die
p=1

folgende Ungleichung, welche man durch eine kleine Zwischenrechnung
erhalt, verwendet:
(F,= U) () — (F,> U 0)| S ¢, = v] exp(2er) fiiralle reR*
und
H veM+(R3) mit [uf, =[], =1.

Wir definieren y(F) = z (24, @,| + ¢, @,|]) und erhalten die Unglei-

chung: |R, (u, ul )< 9( F) Hu t]|; exp(4ct) fir alle te R und alle
i,y € M (R®) mit “/‘H1 = ”#1”1 =1

Bemerkungen zum Beweis von b):

Falls V(t, ) die Losung der Differentialgleichung V=DB(Utu)o |4
mit der Anfangsbedingung V (0, u) = id ist, geniigt x, = V (¢, u) x, xe M*(R?)
der Differentialgleichung x,= DB(U,u) x, mit der Anfangsbedingung
Xo = x und umgekehrt. Der Relation (62) zufolge geniigt es, die folgende
Eigenschaft zu beweisen:

Gegeben sei eine Folge {x,},.y C M!(R?) von MaBen mit den Eigen-
schaften: nlLrI; (X 9> =<{x, ) fir alle @eC"R’ und |x,|,<b,,

0,(x,) £ b, fiir alle ne N. Es gibt eine Folge {n},.y CN, derart, da3 die

Losungen der Gleichungen x, (t)=x, + | DB(U, p) x,,(t')dt’ schwach
0

gegen die Losung der Gleichung x(t)=x+ §DB(U w) x(t") dt" konver-
gieren; d. h. khm (x,, (1), @) = x(0), @) fiur alle te R" und alle ¢ € C*(R).

Der Beweis dieser Aussage beruht auf der Tatsache, dall die Menge
{xe M'(R®): | x|, £by,05(x) < b,} schwach folgenkompakt ist. Er ver-
lauft dhnlich wie der Beweis der schwachen Stetigkeit des ,,Boltzmann-
flusses” in der Arbeit von Griinbaum [2], Appendix 1.

A 1.3. Approximation von G, durch G, ,

Bemerkung. Gegeben sei eine Abbildung f: S* - M"(R?) mit den fol-
genden Eigenschaften:

1) Die Abbildung S?—>R, er>{f(e),p)> sei fiir jedes ¢e C’(R?)
meBbar.

2) Kf(e), @yl <gle)|lol fiir ein ge L'(S?) und fiir alle ¢ e C*(R?).

Dann wird durch {A(f), @) = [{f(e), ) d*e ein beschrinktes Mal}
A(f) auf R® definiert, das wir mit w* — [ f (e) d*e bezeichnen.
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1
Lemma 12. Sei F ein Polynom auf Q,, u: — Z 0y, € &,. Es gilt mit
der Notation von Satz 8:

1
(G TEF) ()= — Zﬂ § 1o, = vgl (v, v, )

ADU() (8, + 05, —0,, —9d,,), DF(U,p)yd®e fiir alle teR" .

1 n
Beweis. Sei u= - > 8, und ¢ e C°(R®); wir erhalten:
x=1

1
{Bu, ¢y = ?[ [vy = s [(vy, 0,5, ) (@(B)) + @(F,) — @(vy) — (1))

d*edu(vy) du(v,)
- X Tl =0l 10, 13.0)(00) + 0(2)
—o(v,) — vy d’e
_ 757 a;} [ 10, — 041 1(0,.05,€) B, + 05, — 8, — 3, 0> d%e,

d. h.
— Y W= [l = 0yl 1(0,,05,) (85, + 35, =3, =5, ) d%e .

a<p
Sei F ein Polynom auf Q, und pe Q,; aus Satz 8 folgt:

TTF=TCF (TR U = () (W)
S S

U, — 1
= (DU —E=E DF(Uw) + — R Uy )

und
. TSH ’1"[0F — 7’;[1F
(G, T F) () = lim === (4 = DU(4) (B, DF(Uy10)
Dabei haben wir lim ﬂf‘g-i—“— =By und DU,(1) e Z(M'(R®), M*(R?))

verwendet. Es bleibt zu beweisen:

{DULp) Zﬂw* Jo = v I(v,, v5, €) (55, + 07, —0,,—0,,) d*e, @)
= Z “Uaz_ v[}l I(Dw v[}se) <D[/;(/L) (5£a +5f‘g —5%'—51;5), (70> dze

a<p

1 n
firalle teR" und u=— Y 6,,€Q.
a=1
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Es geniigt, den charakteristischen Term (DU (p) w* — [|v; — v,] I(vy,0,,e)
-8;,d*e, p) zu betrachten. Dabei sind v,, v, Parameter mit v} + v} <a.
Die Abbildung S? — R, ¢—7,(e) ist meBbar und es gilt: &1(e) < a fiir alle
ee S?. Wir approximieren #,(-) durch einfache, meBbare Funktionen
w,(), derart, daf3 lim w,(e)=T7,(e) sowie (w,(e))* < 2a fiir alle ee S? gilt.

Ebenso approximieren wir g(-) = |v; — v,] I(v,, v, -) durch einfache, meB3-
bare Funktionen g,(-), welche den Bedingungen 0 <, (e) <ol(e) fiir alle
neN und lim o.(e)=0p(e) fiir alle eeS*? geniigen. Wir setzen:
fn(e) - Qn(e wy(e)? ne N Und f(e) - O(é’)
folgt:

lim (f,(e). o) ={[(e).p) fiiralle eeS* geC'(RY).,  (67)

| fu(0]l  Zole) fiiralle eeS?, insbesondere f,eLl'(S*; M'(R%). (68)

#1e- Aus diesen Definitionen

o, (f,(e))<2ag(e) furalle eeS? neN. (69)

Die Relationen (68) und (69) implizieren:
[ fule)d?e|l, < fole)d*e fiiralle neN. (70)
o ([ f.(e)d*e)<2afo(e)d*e fiiralle neN. (71)

Aus (67) und (68) erhalten wir:
lim [{fle) @y d2e=[{f(e), ) d>e={w* — [ fle)d*e, p)
fiir alle ¢e C*(R?).
Wegen (68) und [ f,(e), p> d*e={{ f,(e) d*e, ) ergibt sich:
11m (fleydPe. @) ={wr— [ fle)d?e. @) fiiralle ¢eC(R?). (72
Die Eigenschaften (70), (71), (72) (bzw. (67), (68), (69)) und Satz 8b ergeben:
lim (DU (W[ fule)d®e, 9> =<{DU,(w) w* — [ f(e) d*e, )
firalle teR* undalle ¢eC’R?),
lim (DU () f.(e). ¢p =<{DU(p) f(e). @

(73)

bzw.

Daraus folgt:
Jl_)ng [<DU(p) fole). @y d*e=[KDU(u) f (e).pyd*e fiir alle peC"(R?).(74)
SchlieBlich implizieren die Relationen (73), (74):
(DU w* = [ [(e)d*e. @) = lim (DU ()| f,(e) d*e. o)
= lim (DU fule) d*e. > = lim [<DU ) o). @) d*e
= [(DUW) f(e).p> d*e furalle ¢eC"(R).
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Mit der Definition von [ ist somit:
(DU w* = [lo, — vy] [0y, 05, €) 6 d*e, @)
= .“Ul — 0, I(vy, U5, ) {DU,(1) 6;,, @) d*e.

Es bezeichne Q(Q2,) die Menge der Polynome auf Q,.
Sei C,=(r—G,) ' Q(,) mit r>0; die Menge C, ist fiir jedes r >0
dicht in C(Q,).

Satz 9. Es gilt lim |Gy nP,,@—P, ,G,®|,=0 fiir alle ®eC,, falls
F>4c ist.

Beweis. Seien r>4c und @ e C, vorgegeben. Es gibt ein Polynom F

s

aufl Q, mit ®=(r—G,) 'F= [ exp(—rt) T*F dt. Indem wir diese Dar-
0

stellung von @ benutzen, gelangen wir zur Abschitzung:

HGa n an P nGa(pHn

“ Ga nPa n exp(—rl‘) ’TraFdr"" ( PG eXp(“"l’) ,Ty“F d[”

O a,n a R
§ sup (exp( —F [) ”Ga nPa n THF Pa uG T"F“n)
teR™*
| exp(—(r—ry) 0)dt’;
o

wir werden zeigen, dall der Term vor dem Integral (der obigen Zeile) im
Limes n—oo gegen 0 konvergiert (Wahl von ry:4c<r,<r). Sei

n 1 n
p=-— > &, € wir definieren g, = — Y & mit £=(vy,....0,, ...
o= noE
[i»- " n)
(Ca "Pa nTaF} (‘Ll)
1 ;
= B'[ 0, — vl 1(v,, v, €) (T F) () — (T F) (W) d*e
1
= 7’1‘ Z j] b[}lI r'E) Lﬂ7 )
1< f

1
<DU,(;1) ;(5{.«+ Oiy = 0u,—0,,), DF(U,,u)> d*e

] A
o 2 0= 0l (0, 05, @) Rl 1) d2e
2<p

Den ersten Term auf der rechten Seite der Gleichung kdnnen wir wegen
Lemma 12 mit (P, ,G, T F) (1) identifizieren. Aus Satz 8 und der Defini-
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tion des differentiellen Wirkungsquerschnitts I erhalten wir folgende
Abschitzung:

Sl.lp (exp(— rq t) “Ga,nPa,n TtaF_ Pa,nGa TtaFHn)
teR*

1
< Sl;p (exp(—rlt) »—; Y § e = vl 1(v,, vy, €) Ry, ) c12e>
teR* a<p
F
< y(3) sup (exp(—(r1—4c) 1) Y o, —vgl I (v,, vg,e)
n teR* x<f
0, + 05, = s, — 0,11 dze)
c
_S_ R}
n

dabei hingt die Konstante ¢ von a, F und I ab.

Bemerkung. Der Abschlufl der Restriktion von G, auf C, (r > 4c) ist
gleich G,. Aus dieser Eigenschaft und aus Satz 9 folgt Satz 2 mit den
Methoden von Griinbaum [2].

Anhang 2: Beweis des Lemmas 8

fed sei fest gewidhlt. Wir setzen zur Abkiirzung: f,=U,f,
s doA . . : . .
fi= m U, f. Wir weisen zuerst nach, daf3 es ein ¢ € L' (R*) mit der Eigen-

schaft
S+ = £(v)

S

<o(v) fiir fastalle veR3 gibt. (75)
Der Definition von f zufolge existiert eine Maxwellverteilung w mit
f Zw; wir erhalten aus Satz 5:
| fonl = 1B (wy)]
< oy =0, (v, v,,e)((B) () + w(v))w(v,))d* v, d* e = (vy) (76)
fiir fast alle v, eR® undalle teR™.

Die Abbildung R* — L'(R?), 1 f, ist stetig differenzierbar; also ist
R* x R*>R, (t,v) f,(v) Lebesgue-meBbar.

Die Funktion I x R®*—-R, (1, v)f,(v) ist unter Beriicksichti-
gung von (76) (fiir jedes kompakte Intervall ICR™) Lebesgue- (77)
integrierbar.
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Die Eigenschaften (76), (77) implizieren:
fs+: (V)= fi(v)

N

1
f ft + as(U) dOC

0

(f freasda 0

= o(v)

fiir fast alle ve R3.

Nun fiithren wir folgende Hilfsgroen ein:

h(n=- [ f©logfv)dv,

lof=n

g=— [ ) (ogfiv)+ D) dv.

[ol<n
Es geniigt, die folgenden Relationen zu beweisen:
a) lim h(t)=H(f,) firalletre R*.

b) h, ist differenzierbar; es gilt /(1) = g,(¢) fiir alle te R™.
c) g, ist stetig.
d) g, konvergiert lokal gleichmdBig in R* gegen die Funktion:

R* >R, t—— [ fi(v) (logf,(v) + 1) d*v.

Beweis der Eigenschaften a), b), c), d):

a) Der Definition von f zufolge existieren positive Zahlen b, b,
mit |logf,(v)] <b, + b, v? fiir alle te R* und fast alle ve R®. Masse- und
Energicerhaltung ergeben:

lim

n—oC

[ fiv) logf,(v) d*v| =0.

lolzn

b) Es sei eine Folge {s,},.y CR" mit lijrgo.s,,zO vorgegeben. Satz 5

zufolge ist die Abbildung R* — L'(R3),t+f, stetig differenzierbar; es
existiert also eine Teilfolge {3,},.y mit den Eigenschaften:

lim f,,; ()= f,(v) furfastalle veR?

und

lim Ni( fiis(0)— fi(v))= f(v) fir fastalle veR®. (78)

—® S,
Der Mittelwertsatz ergibt:

logfi. () —logfi(v) = (f,: () = filw) u (t5,0), (79)

wobei u(t, s, v) eine Zahl im Intervall ist, welches die beiden Zahlen
f(v) und f,, (v) bilden.
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Es gibt eine von s und t unabhidngige Konstante ¢, mit
e, s,v) fio, (0 Ze, firfastalle |o|<n (80)

lim (u”'(t,3,,0) f,+5 (1) =1 firfastalle veR’. (81)

und

Wir erhalten aus (75), (78), (79), (80), (81) durch Anwendung des Satzes
von Lebesgue tiber dominante Konvergenz:

fm [ fras (0 (logf,s (0= logfi) do= [ f@dc. (82

M=% <n Sm lejsn
Der Limes ist unabhidngig von der gewihlten Folge {s,},.~. Analog gilt:
. 1 .
lim | 5 ee0) = fi(v) log fi(v) dv="[ f(v)logf(v)d®v. (83)
> jol=n lvlsn
Die Eigenschaften (82) und (83) implizieren b).
¢) Es gilt:
| fiss(0) = f()| £ 2w(v) fiir fast alle veR? (84)

und :
WD) S S, o) firfastalle l=n.(89)

Dabei wurden (76) und die Definition von u(r, s, v) verwendet.
Sei {s,} ..y cine gegen Null konvergente Folge; es gibt eine Teilfolge
{8,}en» derart, daBl die folgenden Relationen gelten:

lim (u~ (£, 5, v) f;+§m(v))= (j;(v))“f,(v) fur fast alle |v|<n, (86)

m-=> o

lim f,, ()= f(v) firfastalle veR°. (87)
Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue und mit (84), (85), (86), (87) erhalten wir:

lim [ fr +sm(l’) (Iogft +§m(v) - lngt(U)) dPv=0.

T ol 2n

Analog gilt:

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt, daf3
R* >R, t— | f(v)logf,(v)dv
[ef<n

stetig ist. Ferner ist die Abbildung
R" >R, t— [ fiv)d®v

[ol=n

wegen Satz 5 stetig. Damit ist ¢) bewiesen.
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d) folgt aus (77) und der Eigenschaft: [logf,(v)| < b, + b,v* fiir fast
alle ve R,

Anhang 3: Beweis des Lemmas 10

Die GauBtransformation V, wird auf L'(R® durch (V,f)(v)

2

= [N(v—w) f(w)d*w mit N_s.(v)—z‘(Zns)";exp(— %:) definiert. Die

Gruppe der Translationen auf L' (R?) bezeichnen wir wie in Abschnitt 2
mit {7,,},,crs Es gilt ([6], S.236):

[Vef = f1i=JINW) (7y 5 /) @) = [ (0)) dPwl dPe

Die Eigenschaften (22), (31) und die obige Formel ergeben fir fe S:
H ViU f = Urf“l = ,le(W) Htl swlUif = Urf“l d*w

=[N;(w) | U, Tyswf — Uffd*ws N 1o f = f L dPw
firalle s,teR™.
Wir erhalten die Abschidtzung

sup [|[V,U f = U f |, <2(N;w) | f|, @w fiiralle seR".
teR* *

Das Lemma von Lebesgue-Fatou impliziert:
limgup(sup [V, 0,/ = 0.1 1) S IN:09limgup e,/ = | d*w=0. (88

V(s > 0) transformiert eine schwach konvergente Folge { f,},.xCS
von Funktionen mit den Eigenschaften | f,||, = | f1[|1.6,(f,)=6,(f1)
fiir alle n e N in eine beziiglich der Z' (R?)-Norm konvergente Folge
{ stn}neN ([8]9 S 552)

Sei feS: {Ur,,f}nsN konvergiere schwach gegen ge L'(R®). Aus der
Ungleichung

10, =gl <1G, = V.0, 0|+ V0, f = Vgl + [ Vg =l
und den Relationen (88), (89) folgt: lim | U, f — g, =0.

(89)
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