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Abstract. A new method of constructing analytic continuations of matrixelements of
fieldoperators is presented for the example of the fourpoint-functions whose boundary
values generate a double commutator. Writing the Wightman-functions as matrixelements
of the translationoperator we get an integral representation of these functions over
absolutely integrable complex-valued measures which depend analytically on the vari-
ables of the Wightman-functions. By controlling the growth-properties of the analytic con-
tinuation of these measures we end up with an integral representation of the analytic con-
tinuation of these four Wightman-functions into an .# *-invariant domain of holomorphy
which connects the original four tubes.

I. Einleitung

Die urspriinglichen Absichten der Wightman-Formulierung einer
Feldtheorie ([13], p. 72, [20]) lieBen sich bisher nicht vollstindig ver-
wirklichen. Dennoch bleibt das Problem der analytischen Fortsetzung
von Erwartungswerten von Feldoperatoren interessant. In einem direk-
teren Zusammenhang mit meBbaren GréBen als die Wightman-Funk-
tionen stehen Streumatrixelemente, die sich als Fouriertransformierte
von vollstindig retardierten Kommutatoren schreiben lassen [10]. So ist
heute das Problem der analytischen Fortsetzung von Erwartungswerten
von Feldoperatoren vor allem im Zusammenhang mit dem Beweis der
Analytizitdtseigenschaften von Streumatrixelementen aktuell, und zwar
auch in der Theorie der lokalisierten Observablen ([1-3, 7, 9]).

Am Beispiel der vier Vierpunkt-Wightman-Funktionen, deren Rand-
werte gerade den doppelten Kommutator von vier skalaren Wightman-
Feldern erzeugen, demonstrieren wir eine neue Methode zur analytischen
Fortsetzung von Vakuumerwartungswerten von Feldoperatoren.

Im Prinzip besteht diese Methode aus folgenden Schritten:

1. Wir schreiben die Wightman-Funktionen als Matrixelemente des
Translationsoperators T(x)= U(x, 1) zwischen geeigneten Zustinden
((a, A)—> U(a, A) sei die unitire Darstellung der orthochronen eigent-
lichen Lorentzgruppe #1, die gemif den Wightman-Axiomen im Hil-
bertraum § der Zustdnde unserer Theorie existiert).
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2. Aus 1. folgt leicht eine Darstellung der Wightman-Funktionen als
Integrale iiber absolutintegrierbare komplexwertige Mafle. Diese MaBe
héngen analytisch von den Variablen der Wightman-Funktionen ab und
sind in einem viel groBeren Gebiet als diese analytisch.

3. Die Lokalitit der Theorie impliziert die Existenz einer gemein-
samen analytischen Fortsetzung der in 2. eingefithrten Ma@e.

4. Der entscheidende Schritt dieser Methode besteht nun darin, aus
der Kenntnis des Wachstums dieser MaBe in den Tuben das Wachstum
der gemeinsamen analytischen Fortsetzung dieser MaB3e in ihrem Holo-
morphiegebiet zu erschlieBen.

5. Die Kenntnis der Wachstumseigenschaften der analytischen Fort-
setzung der Mafle erlaubt, eine gemeinsame analytische Fortsetzung der
Wightman-Funktionen als Integral iiber die gemeinsame analytische
Fortsetzung der Maf3e anzugeben. Das so erhaltene Holomorphiegebiet
der Wightman-Funktionen wird durch die Wachstumseigenschaften der
MaBe bestimmt.

Unmittelbar ist keineswegs klar, ob auf diese Weise eine echte Er-
weiterung des urspriinglichen Holomorphiegebietes resultiert. Das ex-
plizit durchgefiihrte Beispiel der Vierpunkt-Funktionen jedoch zeigt, dal
die obige Methode eine nichttriviale Erweiterung des urspriinglichen
Holomorphiegebietes (die vier Tuben) liefern kann.

Dariiber hinaus bestehen folgende Hoffnungen:

a) Diese Methode sollte auf alle hoheren n-Punkt-Funktionen iiber-
tragbar sein.

Die Schritte 1., 2. und 3. lassen sich ohne weitere Schwierigkeiten
durchfiihren. Bisher erscheinen die Komplikationen im 4. und 5. Schritt,
die insbesondere in der groBeren Anzahl der Variablen bestehen, iiber-
windbar.

b) Die bisherigen Untersuchungen des Holomorphiegebictes der
n-Punkt-Funktionen benutzten die aus der #]-Invarianz dieser Funk-
tionen folgende Darstellung durch Funktionen der Invarianten beziiglich

Z.(C). Die Gesamtzahl
_(n+1 + n
=\ 2 4

dieser Invarianten ist fiir n=35 gleich der Anzahl der Vektorvariablen
(¢;. ..., {,) und fiir n > S gréBer als die Anzahl der Vektorvariablen. AuBler
durch die groBere Anzahl der Variablen fiir n > 5 wird die Untersuchung
des Holomorphiegebietes in den Invarianten dadurch erschwert, da3 die
Invarianten nicht unabhéngig voneinander sind. Diese beiden Nachteile
konnen mit der oben angedeuteten Methode vermieden werden. Damit
eroffnet sich eine Moglichkeit, Fortschritte im Sinne der urspriinglichen
Absichten der Wightman-Theorie zu erzielen.
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c) Bei den niedrigen n-Punkt-Funktionen besteht eine Symmetrie
im Analytizitdtsverhalten im Orts- und Impulsraum. Daher scheint diese
Methode eine neue Mdglichkeit zur Untersuchung von Streumatrix-
elementen zu erdffnen. Im Hinblick auf solche Untersuchungen wurde
das explizit durchgefiihrte Beispiel gewihlt.

Bei der Durchfiihrung dieser Methode fiir die Vierpunkt-Funktionen
wollen wir die Postulate der Theorie eines skalaren Wightman-Feldes
([13,17]) zugrundelegen, halten es aber fiir sehr wahrscheinlich, daf3
weite Teile der Argumentation auch in einer Theorie lokalisierter Obser-
vablen richtig bleiben.

In der Bezeichnungsweise von [13] untersuchen wir die vier Vier-
punkt-Wightmanfunktionen, deren Randwerte gerade den doppelten
Kommutator

(QOa [A;(x1), A2(x2)] [A3(x3), As(x4)] Qo)
=Wy 234(%1, X2, X35 Xq) — Wy 134(X2, Xy, X3, X4) (L1)

— Wy 54301, X2, X4 X3) + Wy 143(X2, X4, X4, X3)

erzeugen (2, bezeichne hier den Vakuumzustand im Hilbertraum $)
unserer Theorie, 4;(x) seien vier skalare Wightman-Felder). Indem wir
die W-Funktionen als Matrixelemente des Translationsoperators zwi-
schen geeigneten Zustinden aus $ aufschreiben, gelingt es leicht, eine
einfache Integraldarstellung der W-Funktionen iiber Funktionen an-
zugeben, die in einem viel groBeren Gebiet als die W-Funktionen ana-
Iytisch sind (Abschnitt II). Die Lokalitdt impliziert die Existenz einer
gemeinsamen analytischen Fortsetzung dieser Integralkerne, deren
Wachstum in den vier Tuben bekannt ist (Abschnitt IV). Im III. Abschnitt
stellen wir Mittel zur Kontrolle des Wachstums dieser gemeinsamen
analytischen Fortsetzung in ihrem gesamten Holomorphiegebiet bereit.
Damit kann schlieBlich im Abschnitt IV eine gemeinsame analytische
Fortsetzung der vier W-Funktionen als Integral iiber die analytische
Fortsetzung der Integralkerne konstruiert werden. Ohne explizit die
%1 -Invarianz der Theorie auszunutzen, erhalten wir so ein .#! -invarian-
tes Holomorphiegebiet ©, welches die vier Tuben enthélt und eine ein-
deutige analytische Fortsetzung der vier W-Funktionen nach Q.

I1. Eine Integraldarstellung fiir Wightman-Funktionen

Zunichst geben wir ein paar einleitende Anmerkungen iiber die ana-
lytische Fortsetzung des Translationsoperators. Nach dem SNAG-
Theorem [6] 148t sich jede unitére stetige Darstellung der Translations-
gruppe x— T(x) als ein Operator-Stieltjes-Integral iiber ein eindeutig
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durch T(x) bestimmtes SpektralmaB d E(p) auf R* schreiben:
T(x)= [ &'*P dE(p)
P=°p',p% p°)
p'=[q"dE(@, p=0,1,23

wird als Energie-Impuls-Operator interpretiert. Die Spektrumsbedin-
gung gilt genau dann, wenn das SpektralmaBl dE(p) seinen Triger im
abgeschlossenen Vorwirts-Lichtkegel V™ hat. Ist nun f eine beziiglich
dE(p) meBbare und integrierbare Funktion, so definiert das Operator-
Stieltjes-Integral | f(q) d E(q) einen beschrinkten Operator f(P) auf $ mit
der Eigenschaft

(@,/(P)¥) =if(q)d (2, E(q) ¥)

fiir alle &, P € H.

Wir nennen eine auf einen Bereich B CC" definierte Funktion A4(z)
mit Werten, die Operatoren im Hilbertraum $ sind, analytisch, wenn fiir
alle @ € § die Matrixelemente (P, A(z) P) analytische Funktionen auf B
sind. Sei y eine stetige beschrdnkte Funktion, so ist y insbesondere be-
ziiglich dE(p) meBbar und integrierbar; dies gilt auch fiir /®? y(q) fiir
ze T T =R*+iV ™. Folglich ist

T,(2):= [ ¢9x(q) dE(q) (IL1)
V+

fiir alle ze 7 * ein wohldefinierter beschrinkter Operator auf §. Uber
die z-Abhidngigkeit dieses Operators gibt der folgende Satz néhere
Auskunft:

Satz I1.1. Ist x — T(x) eine stetige unitire Darstellung der Translations-
gruppe des Minkowskiraumes, so ist der fiir stetige, beschrdnkte Funk-
tionen x durch (IL.1) definierte Operator Tx(z) eindeutig durch T(x) be-
stimmt und hat folgende Eigenschaften:

0 T (2) ist stetig in z e T,

2 T(z) ist analytisch in ze T+,

@) 1T, = sup le'®2 x(@)|, ze T 7,

@ T, (21 + 22) =T (21) T(Zz) = T(Z1) T, 2(22), z;€ r7_+,

(5) UA) T(@) Ut = T(Az), Ae Lt, ze T

Dabei wurde T1 (2) = T(z) gesetzt, und A— U(A) ist die stetige unitire
Darstellung der orthochronen eigentlichen Lorentzgruppe £1, die ge-
mifB den Wightman-Axiomen in § existiert.

Beweis. Dieser Satz ist nur eine geringfiigige Verallgemeinerung des
Satzes 4 von [18], der die entsprechenden Aussagen fiir y(q) =1 macht.
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Zur weiteren Vorbereitung und zur Einfihrung unserer Bezeich-
nungen erinnern wir an einige Ergebnisse iiber Wightman-Funk-
tionen [13].

Ay (x)) Ax(x5) Qo = P (%1, X, — X1): S (R®) = H
ist eine temperierte Distribution mit Werten im Hilbertraum $ der Zu-
stinde. Die Fouriertransformierte @, ,(p, q) hat ihren Tragerin p,qe TrdE,
so daB @,,(x, &) Randwert im & einer in (z, {) € 7," analytischen vektor-
wertigen Funktion @,,(z, {) ist. Aus der Translationsinvarianz folgt fiir
z2,2,{eT "
T(z) @1,(2, )= P1,(z' +2,0) (I12)

und weiterhin, daB3 die Distribution

(P12(x, 1), @123, f)): S (R®)-C

fiir f € #(R*) nur von y — x abhéngt. Die Positivitit des Skalarproduktes
in § besagt dann gerade, daB (®,,(x,f), ®1,(3,f)) = W(f, y — x, f) in der
Differenzvariablen eine temperierte Distribution vom positiven Typ ist.
Folglich ist W(f, &, f) Fouriertransformierte eines polynomialbeschrank-
ten positiven MaBles mit Triger in TrdE ([21], Satz von Bochner).
Daraus folgt mit Lemma 1 von [5]:

- 1\M 1\™
e olscier (i) 1+ ) w3)
4 z

mit nichtnegativen ganzen Zahlen N, M, m. d, bezeichnet den euklidischen
Abstand des Punktes (e 7 * von C*\J 7, also

1
dy= W(Imé"— Iml); ¢=(%Y).

Die zum Matrixelement
(R0, A1 (1) A2(x3) A3(x3) Aalxs) 2o)
gehorige W-Funktion besitzt daher die Darstellung
W, 534(21, 23, 23, 24) = (PF2(— 23, 2 — 73), P34(z3, 24— 23)) . (114)
Infolge der Translationsinvarianz haben wir

Wy 53421, 22 23, 24) = Wi 34(25 — 24, 23 — 25, 24 — 23)
=W, ,34(21 —2,+2,2,23—2,+ 2,2, — 2, + 2)

17*
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fiir beliebige ze 7 ¥, z;—z;_, € 7 *, j=2,3, 4, also nach (IL4) und (IL.2):

Wi 534(21, 22,23, 24) = (‘pfz(— 2,21 —Z,), P34(23— 2, + 2,24 — 23))

N T (1149
= (‘1512(— 2,2y —Z,), T(23 — 2,) P34(2, 24 — 23)) .

Entsprechendes gilt fir 9,,5,, W,;,,; und W,,,;. Damit sind die
W-Funktionen als Matrixelemente des Translationsoperators zwischen
geeigneten Zustinden dargestellt, die analytische Funktionen ihrer Va-
riablen sind.

Die Lokalitit der Theorie kann durch die Zustinde @;,, folgender-
mafen ausgedriickt werden.

Fiir (x, — x3)* <0 gilt in &’

D34(x3, X4 — X3) = Py 3(X4, X3 — X4) .
Daraus folgt fiir beliebige ze 7 *, &2 <0
T(= 38 934z, ) =T (3 &) Paslz, — ). (IL5)
Es erweist sich fiir unsere Zwecke als vorteilhaft, folgende Koordinaten
einzufiihren:
l=z3-2z, (=24—23, (=3(3+24—2—2,),
lr=z3—2,={—3(( +{5).

Die in diesen Variablen geschriebenen W-Funktionen W, ,3,, W,134,
Wi 243, W43 bezeichnen wir mit M, , M,,, M, ,, M, ,, d. h. ausfiihrlich:

M, 11,8 (5, 2) =(¢ik2 -z, —51% T(C— %((1 +C3)) D4(z, C3))
=W,334(C1, {— 5 (6 +3) ),

My (4, 68 2) = (Dh(= 2, = 1), T = 3 (6 — §3)) Baslz, — )
= W1243(€1,C" %(Q “Cs), —Cs),

M,y (040G D) =(95,(— 2,00, T+ 3 (L +83) Bas(z, — &) (16)
=Wya3(— {0, (+ 3G+ 8) —8),

My (6,60 )= (%, (— 5 0), T+ (6 — 05) P34(2. 03)
=Wy134(— (0 {4+ 3 —83),65).

Die “Wightman-Funktionen” M;, sind analytisch in ({,(,{3)e Q)
) —1 — 1)
{6 (o Sl 5D (-1 e}

J
7 bt
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und ze 7 *. Die Gebiete Q;, sind die den vier Permutationen (1234),
(2134), (1243) und (2143) zugeordneten Vorwirtstuben. Fiir j=j oder
k =+ k" haben Q;;, und Q;,. keine Punkte gemeinsam. Die Lokalitdt und
die #1-Invarianz der W-Funktionen garantieren die Existenz einer ein-
deutigen ., (C)-invarianten gemeinsamen analytischen Fortsetzung die-

ser vier Funktionen in die Vereinigung U €, der erweiterten “Tuben”
Jk=1,2

—1)J _ 1}
((—l)f“cl,c+ ( 21) &+ ( 21)

§k={(C1’C’C3) C3,(_1)k+1c3)€e9~3’}

([13], p. 150).
Aus (IL.6) und (I1.3) gewinnen wir leicht Schranken fiir das Wachstum

der Funktionen M. Es ist z. B.
My (01,6 L D S 1B52(= 2 = DI B34 G T — 3+ ) (

<P D@ pFC) v ITC— 2+ -

Dabei sind ¢§(z), P,(z) und p§((s), v1({5) gemaB (IL.3) definiert. Diese
Abschitzung kann mit anderen Konstanten C; und nichtnegativen gan-
zen Zahlen N;, M;, m; auf dig tibrigen Funktionen M, libertragen werden.
Da wir bei den folgenden Uberlegungen zunichst nicht explizit auf die
“z-Abhingigkeit” der Zustinde ®;, eingehen, schreiben wir abkiirzend,
z. B.

11.7)

@5,4((3)=P34(z, {3) mit beliebigem ze T+ .

Die mit den Zustdnden @;,(z, {) gemaB (I1.6) gebildeten Matrixelemente
M, hiingen nicht mehr von z ab.

Durch
A->M;1(4, 8,855 4)
=(P(— 01, E(A) T — (L +85) D34(C5) (IL8)
=(@%(— L) Tal = 14 +03) D34(05))
mit

Ty2)=[=PdEp),
4
gemiB Satz 1.1 fiir Borelmengen 4 C R* wird ein beschriinktes komplex-

wertiges MaB mit Tréger in V¥ erklart. Ist AnV ™ beschrinkt, so ist
nach Satz 1.1 T,(z) eine ganze analytische Funktion und daher

Mll((l, {, C3; A)
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in ({;,{,{;) €T+ xC*x I * analytisch (Satz von Hartogs, [11], p. 28).
Infolge E(VF) =1 giltin Q,,

M (6,0 805)= idMu(Cn {,(35p).

Fiir die iibrigen M, gelten analoge Aussagen, insbesondere also in Q;;

My (01,8, L) = | dM(L1, a5 p) (IL9)
V"'

mit MaBen dM;({;,{, {5; p), die in
(=L G (=D 1) e T x T x

analytisch sind.
Sei ¢ eine stetige Funktion, deren Tréger in einer Kugel

i (p/)? < 8’2} (I1.10)

j=0

Ke’ = {(p()’ pla p29 p3)l ||P||2 =

liegt und die [ @(p) d*p =1 erfiillt.
Dann hat die Funktion ¢,(p) := ¢(q — p) ihren Tréger in
plip—ql<e}c@ +V)nlg -V,
qd:=q+¢e, q':=q—¢, ¢g:= (1/58',9).

Nach Satz II.1 und dem Satz von Hartogs ([12], p. 28) ist das Kon-
volutionsprodukt

M, (4, ¢, C3;(Pq) = j(Pq(P) dM;;(¢1,¢, L35 p3)
=(@5(—=0). T, ((— 3 (L +(3) P34(02)

fiir feste g eine in ({;,{,{3)€J " xC*x 7 analytische Funktion mit
Tr,My1 (81, 6 (50 C —e+ VT =V,7, die nach (IL7) durch

M1 (1 6 a3 @) SBFE) D1(2) wFC) 91 (o) 1 T, (€= 3 + L))

abgeschétzt wird.
Sei ({1, (3) € Qyy, also y=Im({ — 7 ({; +{3))e V", dann gilt

1T, (€ = 3 (C1 + L)) S suploy(p)l e @) = ] e @
Vi

(IL11)

da Tro,C(q" + VHn(g — V). Ist hingegen nur
(€, 00)eT " xC*x T
so kénnen wir mit derselben Begriindung folgendermafBlen abschitzen:
1T, = 3 G+ L) S Ky, e l@Imen 2l
K, = sup |e"“P p,(p)] -
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Diese Uberlegungen lassen sich auf die {ibrigen M;, tbertragen; wir
erhalten somit

lek(Cla [ (Pq)| = 12’,*(2) P(2) V’,*(Q) yi(l3)- 4

—1)i+? — 1)+t
ol exp -~ (¢ 1m [t + 57— 1+ i) in
A= (IL12)
K, €Xp (% Y |(q',1mcj)1> in (—1)/M T xCHx (=)L
j=1,3

Fir yeV* ist | e”@d*q=16me*>(y, y)~2, d.h. nach (11.12), daB

£

J 1M1 & Las @)l dq fiir (84, 8, £3) € Qe existiert und folglich

ML 8l dba= [ (§ o (p) d*q) dM; (L4, L, (55 p)

VT

= i dM; (84, 6 a5 p) = MLy, 6, C5) -
vVt

Diese Ergebnisse fassen wir zu einem Satz zusammen:

Satz I1.2. Die Wightman-Funktionen My, j, k=1, 2 besitzen Integral-
darstellungen

Mjk((la ()= ijk(Cla g, C3§‘Pq) d4q
mit Funktionen M;((;,(, {5; @,), die in
((_ 1)j+1C17 Ca (_ 1)k+1C3)eg-+ X(D4 X g-+

analytisch sind und nicht stdarker wachsen als

N

T @', Im¢;)l
M (81,0.055 0l S Ko 07 () w] () @ wills) e =42 .

Dabei ist ¢ _eine beliebige Funktion mit der Eigenschaft (11.10) und
Tro,C(q@"+ VT )n(g = V™) und

K ,,= suple'“Po(g —p)|
14

1 \M;
PO =GIC OP (1 N 7) :
4

1\
m@=@+@).
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II1I. Wachstumseigenschaften analytischer Funktionen

Es bezeichne 7,* die Vorwirtstube in n-Vierervektoren. Sind f * bzw.
f7in 7,7 bzw. 7, = — 7, analytische Funktionen, deren Randwerte
als Distributionen existieren und auf einem Gebiet G CIR* als Distribu-
tionen iibereinstimmen, so liefert die Anwendung des “Edge of the
Wedge”-Theorems ([17], p. 74, 94) eine gemeinsame analytische Fort-
setzung f von f* und f~ nach 7,5 UZ,” UG. Dabei ist G eine offene Um-
gebung im C*” von G. Da Z,'uZ,” UG im allgemeinen kein Holo-
morphiegebiet ist, taucht sogleich die Frage nach der Holomorphiehiille
H (T, ‘uG) von 7,707, ~UG auf Bei der Anwendung dieser
Situation auf Feldtheonen kennt man meistens die Wachstumseigen-
schaften der Funktion f in ,"UZ, UG und ist aus verschiedenen
Griinden (Beweis von Dispersionsrelationen, Berechnung von Holo-
morphiehiillen) auch an einer Kenntnis des Wachstums der analytischen
Fortsetzung F von f nach #(7," U7,  UG) interessiert. Eine Antwort
auf dieses Problem ist fiir spezielle Situationen bekannt:

In [15] ist ein Theorem von Bros bewiesen, welches besagt: Ist f in
T+ uT " U4 analytisch und gilt dort |f(2) <C ezl o> 0, so gilt fiir
die analytische Fortsetzung F in #(7 07 ~U%): |F(z)| < Cerlmzl,
Dabei ist # von recht spezieller Gestalt [15].

Eine zweite Aussage dieser Art haben wir in [7].

Lemma A2.1. Ist T, die n-Punkt-Vorwirtstube des zweidimen-
sionalen komplexen Minkowskiraumes und ist F eine in der erweiterten
Tube T} analytische Funktion, die in T, U T, UI, (I, = T,nIR*'")

a Z [ImzQ|

Fy,....z)|<Ce =, z=(z,z)eC

erfiillt, so gilt in T;,:

3 2 max{|Imzf|, |Imz} |}

|F(zgy ..., z)| S Ce 31

In der oben angegebenen allgemeinen Form ist das Problem der
Kontrolle des Wachstums in der Holomorphiehiille von Z,* U 7, UG
bisher nicht geldst. Eine Losung desselben wiirde betrichtliche Fort-
schritte in der Erweiterung des Holomorphiegebietes der n-Punkt-
Funktionen und insbesondere der Streuamplitude bringen.

Mit Hilfe solcher Aussagen kénnten auch leicht Schranken fiir das
Wachstum der gemeinsamen analytischen Fortsetzung der M;, von
Satz IL.2 angegeben werden. Doch der Fall der M, ist spezieller, kann
er doch, wie sich zeigen wird, auf die Kontrolle des Wachstums der
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analytischen Fortsetzung ,modifizierter Zwei-Punkt-Funktionen zu-
riickgefithrt werden, und das gelingt am einfachsten mit Hilfe der Jost-
Lehmann-Dyson-Darstellung [19], konnte aber auch mit Hilfe von
Theorem II aus [15] und einem Theorem von Bros bewiesen werden.

Fiir seine klirenden Worte iiber diese Problematik und die Kon-
sequenzen der Kontrolle der Wachstumseigenschaften exponentiell
beschrinkter analytischer Funktionen bei Edge-of-the-Wedge-Proble-
men mochte ich Prof. Glaser herzlich danken.

Dieser Abschnitt soll Hilfsmittel zur Kontrolle des Wachstums der
analytischen Fortsetzung der M;({y, {, {5, ¢,), deren Existenz im vierten
Abschnitt nachgewiesen wird, bereitstellen. Dazu dient

Satz IIL.1. Ist eine Funktion F in der erweiterten Tube ' analytisch
und in 70T ~ VS durch

F1 Coe® (1 + 2l 1+ )

beschrinkt (ke V'* fest; n,m nichtnegative ganze Zahlen und d,= eukli-
discher Abstand des Punktes z vom Rand von I * LT ~U.#), dann gilt
fir alle ze T

M
|F(Z)| < Clemaxﬂ(k,lmz)l,[(k,lmz)l—kz(lmz)z]l/z) (1 + “Z“)N (1 + i)
= d,

mit ganzen Zahlen N=N(n,m =0, M =M(n,m)20 und einer Kon-
stanten C, = C,, die unabhingig von k € V*tist.

Beweis. Setze
G,(z):=e*®DF () fiir zeJ*

und F, : = F| *; dann gilt fiir die in 7 * bzw. J ~ analytischen Funk-
tionen G, bzw. G_

1 m
Go@ISColt 4y 1+ [ \ze 7.

Nach dem Laplace-Transform1erten Satz (z.B. [19]) ist daher G, bzw G _
Laplace-Transformlerte einer temperierten Distribution G, bzw. G _
mit Triger in ¥* bzw. V-, und die Randwerte

g+(x):= il_l};l) Gi(xtiy)
yev+

in #'(R*) von G,(z) sind gerade die Fouriertransformierten dieser
Distributionen G .
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Daraus ergibt sich: F, (z) und F_(z) sind Laplace-Transformierte von
temperierten Distributionen F, und F_, ndmlich von

Fi(p):=Gu(xk+p),
die ihren Triger in —k+ 7T und k— ¥ haben. Der Triger

(—k+VH)Uk+77)
von . . . (I1IL.1)
H(p):=F,(p)—F_(p)

ist regulér im Sinne von Schwartz [21]. Demnach ist die Aufspaltung
von H(p) in die Differenz zweier temperierter Distributionen mit Tréger
in —k+ V7 bzw. k— V7 auf verschiedene Weisen moglich; die Nicht-
eindeutigkeit besteht in einer temperierten Distribution § mit Tréger in

D(k):=(—k+VF)n(k-VT),
d. h. gilt auch
H(p)=F,(p)—Fy(p), TrFC —k+ V™, TrF,Ck—V7
so ist

Fi(p)=F.(p)+§(p)
und (I1L.2)

E,(p=F.(p+d(p

mit einem § e &' (R*) und Trg C D(k).

Nach Voraussetzung ist F(z) in .# = {x e R*| x?> <0} holomorph,
folglich F,_(x)=F_(x) fir x?><0, d.h. die Fouriertransformierte
H(x)e &'(R* von H(p) verschwindet als Distribution fiir x? <0. Damit
erfullt H(p) die Voraussetzungen fiir eine Jost-Lehmann-Dyson-Dar-
stellung zum Koinzidenzgebiet

R =RN—k+VFH)uk—VT),
und es resultiert die Darstellung

Hip)= [ d*qax*e(p°—q°) 8((p—a)* —»*) (g, »*).
N (Ri)
Dabei ist h(g, %2) eine temperierte Distribution, die ihren Triger in der
Menge A" (#,) der Parameter (g, %) € IR® hat, die ein fiir %, zulissiges
Hyperboloid definieren [19]. Die Ordnung der temperierten Distri-
bution h(q, »*) ist durch die Ordnung der Distributionen G, d. h. durch
nund m bestimmt und damit unabhingig von k € V' *. Nun ist fiir unseren



Uber das Holomorphiegebiet der Vierpunkt-Funktion 243
Fall A" (#,) = D(k) xIR*, daher
Hp= | d*qf(p—a.9) (IIL3)

D(k)

mit einer Distribution
fp,9)= g e &(p°) 8(p* — %) h(g, %*),

deren Tréager in der Menge {(p,q)|p* =0, ge D(k)} enthalten ist und
deren partielle Fouriertransformierte f(x, q) beziiglich p fiir x> <0 ver-
schwindet.

Diese Trigereigenschaften von f(p, q) und f(x, q) gestatten eine Jost-
Lehmann-Dyson-Darstellung von f(x, q) im x-Raum zum Koinzidenz-
gebiet £ :

fx, @)= [ d*ude®e(x°—u® 6((x—u)?—o?) pu,o?;q) (I1L4)

i)
(y = getrennt stetiges bilineares Funktional auf #(R],)x Z(R]) mit
Try C N (F) x D(K)).

_ Bis auf eine temperierte Distribution mit Tréger in p=0 kann
f(p, q) eindeutig in

fo.a=fipa— -9, TrficC{(p.9)IpeVE qeD(k)}

aufgespalten werden. Deren Laplace-Transformierte f, sind dann in
(z,)e T * xC* analytische Funktionen mit bekanntem Wachstum
(Laplace-Transformierten-Satz; Satz von Paley-Wiener-Schwartz):

n 1 my , 3
e 1= Calt b (14 o] (1P sup (1ee9)
z qeD(k)
Die Ordnung der Distribution y(u, 62; q) in (IIL4) bestimmt eine
untere Schranke fiir n €N so, daBB durch

f(z,0):= [ d*qe'@d i d*udo? v(u, 6?;
=0 ng) q 5 ”L) »( 9) (I1LS)
[z—w?*=e*1 ' [z—w?+ 031" [0 +063]17", 65>0

eine im direkten Produkt der Jost-Lehmann-Dyson-Hiille von
I 07~ us und dem €4 d. h. in I’ x €* analytische Funktion erklart
wird. Infolge der Nichteindeutigkeit der Aufspaltung f=f, —f_ is
zundchst nur

fG)-fi@0= Y a2, @)eT*xC*

PISN<w
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mit ganzen Funktionen a,({), die Laplace-Transformierte’ von Distri-

butionen d,(g) mit Tréger D(k) sind [19]. Eine einfache Redefinition von

f (z,{), die aber die Wachstumseigenschaften nicht dndert, macht f (z,0

zur gemeinsamen analytischen Fortsetzung von f+ (z,¢) nach 7' xC*.
Der Aufspaltung von f in f, entspricht die Aufspaltung

Hp=H.p)-H-0):= | d*qfs(p—q.9— | d*qf-(p—q.9)
D(k) D(k)

von H in H + it TrH +CFk+ V. Die gemeinsame analytische Fort-
setzung der Laplace-Transformierten

H.@)=[d*pe " H.(p)=f:(22)
von H, erhalten wir daher in

H(z)= f(z,2)
= [ d*qe@? 2L [ d*ude® pu,0?;q) [(z—u)* —¢?]"! (IIL6)

D(k) T y(5)

fz—w?+03]"[6*+03]7".

Aus dieser Darstellung folgt: Es gibt natiirliche Zahlen N;, M, und eine
Konstante C,, so daB gilt:

|H(z) < C,(1+ llzll)”l<1 + di> 1 sup {le'®2)} (I1L7)
z peD(k)

fiir alle ze .

Nach (IIL1) und (IIL2) unterscheidet sich die analytische Fort-
setzung H von H, und H_ von der gegebenen Funktion F(z) hochstens
um die Laplace-Transformierte einer Distribution §(p) mit Trager in D(k):

F()=H@+ [d*p&®?4(p).
Aus der Ungleichung (II1.7) und
If d*p €@ g(p)| < C,(1+ |1z sup {|e'»?]}
peD(k)

folgt die Behauptung, denn es ist
sup {—(n. p)} = max{|(n. b}, [(r, ky> —n*k*112} .
pe

Die Aussage von Satz II1.1 kann unter einem etwas anderen Gesichts-
punkt folgendermaBen formuliert werden; diese Form entspricht dann
der fiir die Anwendung auf Feld-Theorien typischen Situation und liegt
auch unserer Anwendung zugrunde.
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Satz II1.1'. Es seien F,(x) und F,(x) temperierte Distributionen, die
fiir x* <0 als Distributionen iibereinstimmen. Die Triger ihrer Fourier-
transformierten Fy (p) bzw. F,(p) seien in —k+ V™ bzw. k— V™ enthalten
(ke V?* fest). Dann sind F,(x) und F,(x) verschiedene Randwerte einer in
der erweiterten Tube T analytischen Funktion F(z), die nicht stirker
wdchst als

d

z

M
|ﬁ(Z)| < CO . gmax{i(k, Im2)], [(k, Imz)z—kz(lmz)llllz}(l + ”Z”)N(l + L) .

Die ganzen Zahlen N,M =0 sind durch die Ordnung der Distribution
F, (p)— F,(p) bestimmt.

Zum Beweis kann man wie oben direkt die Jost-Lehmann-Dyson-
Darstellung anwenden, oder man benutzt den Laplace-Transformierten-
Satz und das Edge-of-the-Wedge Theorem [17], um diesen Satz auf den
obigen zuriickzufiihren.

IV. Gemeinsame analytische Fortsetzung von Wightman-Funktionen,
die einen doppelten Kommutator erzeugen

Zunachst wird die Existenz einer gemeinsamen analytischen Fort-
setzung M({y, {, {5; ¢,) der in Abschnitt II eingefiihrten Funktionen
M;, (84, C, {55 9,) nach 7 x C* x 7 bewiesen. Mit Hilfe der Ergebnisse
von Abschnitt ITT kann das Wachstum dieser Funktionenin 7’ x C* x 7
kontrolliert werden (Satz IV.1). Damit ist es mdoglich, eine analytische
Fortsetzung M({y, {, {3) der M;;({,, {5), die zwei Kommutatoren er-
zeugen, als Integral iiber M((,,(,{5;¢,) anzugeben (Satz IV.2). Ab-
schlieBend diskutieren wir das auf diese Weise gewonnene Holomorphie-
gebiet der Funktion M({y, {, ¢3).

Satz IV.1. Die in Satz 112 eingefiihrten Funktionen M;((;,(,{5; ®,)
besitzen fiir jedes feste ¢ mit der Eigenschaft (11.10) und jedes q € R* eine
eindeutige gemeinsame analytische Fortsetzung M((;,{,(3;¢,) nach
T’ xC*x T Es gilt

Tqu(Cp {,8s; Q%)C V_E+ =—¢+ VT
IM(C4,8, a5 (Pq)| <P(2) KCywqw*(Cl) (L) 2@, 1mC;,Im{s)

x> nmsms) =% Y, max{|(g’,n), [(d,n;)* —q"*n?1*}
i=1,3

J

1 M
vO=CiC O 1+ 4]
¢
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‘mit gewissen ganzen Zahlen N, M =20, 0 < C < o0, die unabhingig von q
sind. ((z) ist so bestimmt, daf}
. . 1 \my+me 1\
sr@ne=(1+ 5|5 (1o =00

fur j,k=1,2 gilt.
Ky o, & q' sind wie in Satz 11.2 erklart.

Beweis. 1. Es bezeichne
M, (& +i0,4, 05509 = V};?}_'OMM(Q +iny, §, (35 0,)

den Randwert in &'(R*), der in ({;,{, {3)€e T+ xC* x 7 * analytischen
Funktion. Die Abschédtzung fiir My, ((;,{, {3; @,) in Satz I1.2 garantiert
die Existenz dieses Randwertes in &’([19], p. 230; [4]) und die Analyti-
zitit von My, (&, +i0,{,(3;9,) in ({,{3)eC*x T ™.

Entsprechend sei

M, (& —i0,{, (55 (Pq)3= VJ;KI_}OMH(Q —ing, ¢, (55 (Pq)~

Mit Hilfe von GIl. (IL.5) liefert die Lokalitdt der Theorie, daB3 in &'(#)
gilt (((,{5)eC* x T * fest):

M11(€1 +107 {7 C37 (pq)=M21(§1 - 109 C, 53: (pq) .

Das “Edge of the Wedge”-Theorem ([17], p. 74ff)) erlaubt, fiir feste
(¢, ¢3)e€* x 7 * auf die Existenz einer gemeinsamen analytischen Fort-
setzung M;({y,(, {35 9,) in {; nach {{€7 "UT ~U.F zu schlieBen, die
dann nach dem Satz von Hartogs sogar in ({;,{,{3)e(T LT ~UF)
x C*x 7 * analytisch ist und folglich nach dem Theorem von Glaser
und Streater ([13], p. 92; [16]) nach 7 x €C* x J * analytisch fortgesetzt
werden kann.

In {,eT VT UL (({)eC*x T ist das Wachstum von M,
durch Satz I1.2 bestimmt:

3 I l@,mgy)
IM; (1,8, (550l = K ,,0(2) P*C)wi(C3)e =12
wo
. 1\
70 =CICOM 1+ 7

C*=max{C},C3}, N*=max{N}N§}, M*=max{M} M3}
unabhingig von ¢ und g sind.

Daraus folgt nach Satz (IIL.1) fiir {, e 77, ({,{3)eC*x T+

IMy(C1, £ L35 0l S(2) Ky, 11 (C5) €2 1m0

() eFme @ ImEL (@ ImE ) —a 2(m 212 (Iv.1)
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mit
* 1 M= 9
P =G L (14 ) 5 MF = MA, N e
{1
und C* = C*(C*, N*, M*) sind unabhingig von ¢ und ¢ nach Satz II1.1
bestimmt.
In gleicher Weise erhalten wir eine analytische Fortsetzung

MZ(CD C; C3a (pq)

von M;, und M,, nach 7' x C* x J ~ mit

IM2 (L1, 8 (35 09l < Ki p, D(2) 9 (L5) €2 101

. w*(CI) ermax{|(@’,Im&y)|, [(¢",Im{1)2 —g"2(Im{y)2]1V/2) (IV.2)

2. Die Ungleichungen (IV.1) und (IV.2) zeigen: M, und M, besitzen

Randwerte
Ml(Cl;Ca C3+IO;(pq)’ MZ(CI) C7 C3_lo; (pq)

in &%'(R*), und diese Randwerte sind analytische Funktionen in
¢, 0eT xC

H(Cla C; 63) = Ml(Cl; Cy 63 + iOa (pq) - MZ(CI’ Ca 53 - lO, ¢q)

ist also in ' x C* analytisch. Sei ¢3 <0 und ¢, € 7 *, dann ist

H(Cl? C’ 63) = MII(CI’ C’ 53 + iO; (pq) - M12(C17 C? C3 - lO; (pq) =0 >

infolge der Lokalitdt nach Gl. (ILS); folglich ist H({;, {, &5)=0 in
(¢, ) e T x C* fiir £2<0. Wie oben erhalten wir schlieBlich eine ge-
meinsame analytische Fortsetzung von M; und M, und damit von
M; (84,8, 835 0,), j,k=1,2 nach 7' x C* x 7'. Wie beim Nachweis der
Ungleichung (IV.1) folgt aus (IV.1) und (IV.2) die Abschidtzung

IM(Cla ca C3; (Pq)l é Kqu,qu(z) lp*(gl) w(C:«}) ex(q'.lm§1,1m§3)

1 M
fiir M. Dabei ist p({) = |, OIN (1 + —d—> aus p,; und p, ebenso kon-
¢

struiert wie p* aus p§ und 3.

3. Die Trigereigenschaften von M((, {, {5; ¢,) beziiglich g sind nach
dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen dieselben wie die der
M; (8154, L35 0,)-

Nach diesen Vorbereitungen ist es einfach, eine analytische Fort-
setzung der Wightman-Funktionen M;, durch ein Integral iiber die oben
eingefiihrte Funktion M((,, {, {5; ¢,) anzugeben. Wir wollen, wie es die
bisherige Konstruktion nahelegt, diese analytische Fortsetzung durch

M, (C1, 0, 0a) = [ M1, 8, Css 0, d*g (Iv.3)
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erkliaren. Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB3 durch (IV.3) eine in
einem noch zu bestimmenden Bereich @2 analytische Funktion definiert
wird, ist, daB3 das Integral in (IV.3) fiir jede kompakte Teilmenge k C Q
(absolut) gleichmiBig konvergiert. Eine hinreichende Bedingung fiir diese
Konvergenz gewinnen wir aus den Wachstumseigenschaften nach Satz
IV.1. Danach ist nimlich fiir (e T+

IM(1 8 G35 0l < loll P(2) p* (1) w(ly) e @ remen - (IV.4)
mit
lol =suple@), Tre,Cl@"+V )N -V"),
14
ql=q+8, q//=q_£, '1_]=Im§}‘

Der Identititssatz fiir holomorphe Funktionen liefert:

(p—>M((19 5} C?n (P)

ist linear in @ € 2(R*):= {f:R*>C|f stetig, Tr. f kompakt}. Die Un-
gleichung (IV.4) zeigt: ‘

Ist kCT'x T " x T eine kompakte Teilmenge, so haben wir in
o—->M(,, 0, (35 0), ({1, ¢3) ek eine gleichgradig beschrinkte Familie
stetiger Linearformen auf €2 (IR*), also Radonsche MaBe

M, (L35 0) = f () dMgl,q,gs(P)

(IV.5)
My, 8, Cs; §0q) = (Mg,g,gs *)(q) .

Setzen wir nun

Ao, M1513) = — (P, 1) + x(D> M1, 113)
= - (p’ ’1) + % Z maX{I(P, 11j)|a [(p, '1,')2 —Pz’hz]%}

j=1,3
A, ny,m3) = sup {A,(n, 11, m3)}
peV*

Itpll=1

(IV.6)

und
Q:={((,(,{3)e T x T " x T'|AIm{, Im{;, Im{3) <0}, (IV.7)

dann folgt aus (IV .4) fir kompakte Teilmengen k C Q die absolute gleich-
méBige Konvergenz von | M((;,(,(5;¢,)d*q aufk, denn fiir (,,{,{3)ek ist

FIME, GG el d*a < llol D@ w*C) w(ly) [ em@mirdmmigig

—.e-l-_l7I
=0l D@ v*C) (e 2P | e gtp
V+
e2en ¢ eZ(Sx'Ik)lpi!" e C4
<Nl p@v*C) vCa) w5 < ol Pl ——— "+ < o0
lell P w*(C)w(Es) 2 )T el ®(2) 74
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mit einer Konstanten C,, die der Oberfliche der Einheitssphire S* im
IR* proportional ist, und g, wy, A4, e2©™ sind die Maxima der ent-
sprechenden Funktionen auf k. Also ist das Radon-MaB dM,, , ., (p) fiir
(1, ¢, ¢3) € Q iiber V¥ integrierbar, und M, M, (;, {, {5) ist in Q analytisch.
Die obige Abschitzung von M,,({;, {,{ 3) =M, 0 (a5 ) d*qkann
verbessert werden (private Mitteilung von Prof. Borchers): Setze

= {(Slgnm yny, ;=0
J ﬁj ’ ’1]2 < 0
mit
~ 2 74— _p?
f;[(n,m)* —n*ni] —n;n+,m,)1;
Es ist 1 stetig bei n7 =0 und #;€ V", i} = —n?. Fiir 7 <0 sei
PL=DP— 0N —X0H;
mit
oy [(1, m)* —ni n*1=;, p) (0, ) — (1, p)
oz [(n,m)* —nin*1= (@, p) (0, n) — (n;, p) *

der zu n und n; senkrechte Ante11 von p.
Wegen ne V* ist p? =p* —oy(p,n) —az(p, ;) <O fiir pe V™, und es
gilt
@, m)* = p*n} =, 7)* — pini <. )"
fir n} <0. Folglich ist

Ap(M, 11, M3) = — (p, &) (IV.8)
mit
E=¢ N1, n3) = n— 5 +1n3).
In (IV.8) steht das Gleichheitszeichen nur dann, wenn 57 >0 fiir j=1
und j = 3. Fordern wir nun e V¥, so ist

jelp(n,m.rls)d‘tpé j’e—(p-é)d4p_ ]2 <o,
v+ v+

[52

cﬂl auch die Forderung £ € V' * garantiert, da8 das MaBl dM, , ., (p) iiber
V* integrierbar und damit M,,({;, {, {5) analytisch ist.
Wenn £e V7, soist

A, 11,13) = sup (- @, 9} =—d.<0

peV* nS3

also ({;,(, {5) e @, aber die Umkehrung gilt nicht: Es gibt Punkte mit
A, 11, n3) <Ound & =E(n, 4, n5) ¢ V. Zusammen erhalten wir folgende

18 Commun. math. Phys., Vol. 23



250 E. Briining:

Abschitzung:

IM, (L1, & 8l = ol §(2) w*(Eh) w(Cs)

2(n,¢)
[min {&?, 22}]
Fiir ¥y, *55 € V7 ist A= —dy, also min {¢2, 1%} = &2,
Dieses fiihrt zu dem
Satz IV.2. Wird M((y,{, (5; @,) wie in Satz IV.1 erklart, so definiert

MGy, 8,03)i= [ M6, 8 G5 0,.) d* g

eine eindeutige ¥1-invariante, mindestens in Q analytische Funktion.
MLy, {5, (5) ist unabhdngig von der Wahl der Funktion ¢ mit den Eigen-
schaften (I1.10) und setzt die vier Wightman-Funktionen M, nach Q fort.
Der Bereich Q ist durch (IV.7) erklart. M({,, {, {3) wichst nicht stirker als
folgende Ungleichung zuldft :

(IV.9)

Co(n®)* w*(Cy) w(Cs)
(AT (IV.10)

Beweis. 1. DaB M,({;,{,{3)= [ M({y,(, {55 @,) d*q mindestens in Q
analytisch ist, wurde bereits oben gezeigt.

2. Spater untersuchen wir die Menge Q etwas genauer und zeigen
u.a., daB Q ein Gebiet ist, welches die vier Tuben enthélt. Daher kénnen
wir folgendermallen schlieBen:

Die Sitze (IV.1) und (I1.8) implizieren:

Mq)(Cl’ g, (3)|ij = jM(Cp (055 <Pq)|9jk d4‘1
= ijk(Clﬁ 6Lss 0, d*q =M; (1, (. (3)-

Diese Relation garantiert mit Hilfe des Identitétssatzes fiir holomorphe
Funktionen, daf3 die durch IM (¢, 68550,) d*q erklarte Funktion un-
abhingig von der speziellen Wahl der Funktion ¢ mit den Eigenschaften
(I1.10) ist und in gleicher Weise die #!-Invarianz der Funktion
My, ¢, £3), denn die M, ({y, {, {3) sind #]-invariant.

3. Infolge [@(p)d*p=1und Trop C(—e+ VT )n(e— V7 )ist |¢| pro-
portional zu 3’4(s=(l/§s’, 0)). Nach 2. kénnen wir fiir beliebige aber
feste ({1,¢,{3)eQ @ so wihlen, daB 2(e, ) =2¢'n° =4 gilt. Dann ist
lpll €™ = const - (°)*.

4. Die z-Abhingigkeit der Zustinde ®;(z,{) trigt zum Wert der
Matrixelemente M, nach (IL.6) infolge der Translationsinvarianz nichts
bei. Daher hiingt auch die analytische Fortsetzung M der M;, nicht von
zeJ * ab. Wir kénnen also fiir die Abschitzung des Wachstums von
Mz,e T ™ beliebig aber fest wihlen, so daB §(z) = {(z,) = const. Mit 3.
folgt aus (IV.9) die Ungleichung (IV.10).

IM(Cy, G Ga) =

(IV.11)
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Der Beweis ist erst vollstindig, wenn Q als Gebiet erkannt worden
ist, welches die vier Tuben Q;, enthilt. Das wird im folgenden Satz
nachgeholt:

Satz IV.3. Sei Q:={((,,{,(3)eT ' x T " x 7’| A(Im{,Im{,,Im{;) <0}
mit der durch (IV.6) erkldrten Funktion A. Dann gilt :

(@) Q enthilt die Tuben Q;, und ist echt grifier als die Vereinigung
dieser Tuben.

(b) Q ist ein Gebiet.

(c) Qist Z1-invariant.

(d) Q ist ein Holomorphiegebiet.

Beweis. (a) Sei z. B. ({1,{,{3)€ @2y, d. b ({1, {~ 31 +83). {5) e 75,
folglich {€ 7 * und

AdmE, Imly, Im{3) = —dim- 3¢, +2,)) <05

wenn d, wieder den euklidischen Abstand des Punktes ye V* von
R*\V'* bezeichnet; also ({;, ¢, {5) € Q. Bei den iibrigen “Tuben” Q;, geht
der Nachweis entsprechend, und damit gilt:

U QcQ.
jk=1,2
Q enthilt Punkte, die nichtin ) €, liegen. Z. B. ist
Jk=1,2
IXT X I=(T'ARYx T x (T nRHYCQ\ |J 24,

jk=1,2
denn
A(ImCa O: O) =- dlm( <0 >

fiir reelle ¢;. Ebenso leicht ist es zu zeigen, dal das Holomorphiegebiet
Q,:={((,0)eT' x T+ x T |a(Im{,;, Im{, Im{;) <0}
O((7’]1, n, 713):= "70+ Iﬂl + ) Zl3max{l’7}9|’ 'HJI}
J=1,

echt in Q enthalten ist.

(b) Wir zeigen, dall Q wegzusammenhingend ist. Nach (a) ist ins-
besondere die zusammenhédngende Menge .# x 7 * x .# in Q enthalten.
Nun gibt es stetige Wege ({;(2), {, {3(1)), 0=<t <1, die einen beliebigen
Punktaus 7' x 7 * x 7' mit Punkten (£, {, &3) aus £ x 7 * x . derart
in 7' xJ % xJ' verbinden, dal

A(lm{, Im{y (1), Im {5 (6) = A(Im, Im , (¢), Im (1)
<2(Im{, Im{y, Im¢y),

gilt fiir 0S¢ <t =1, d. h. ist ({;,{, {3) € 2, so verliuft dieser Weg in Q.
Dieses folgt aus der Tatsache, daB jeder Punkt { € 7" durch einen
stetigen Weg {(¢) in ' mit Punkten &, € # so verbunden werden kann,

18*
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daB (n(t) = Im{(2))
max {|(p, n(®))], [(p, n(®))* — p*(n(®))*1*}
<1 —tymax {|(p, nl, [(p, n)* — p*n*1*}

gilt.

(c) Qist L]-invariant:

Zu zeigen bleibt nur, daB die Tube

Q1= {((1, (. {5) e € *|A(Im{, Im{;, Tm {5) < 0}
Z1-invariant ist. Sei ({;,{, {3)€ @2, und A€ &1 ; dann ist
)*(ImAC’ ImACb ImACS) = sup - {A’A_lp(Im C’ Im £17 Im C3)}
peV+ AS3

£ min 33){ ligll} - A0m{, Im{;, Im{5) <0

ged-1(V¥n

also (Aly, AL, AL3) € Q;.

(d) Um zu beweisen, daBl Q ein Holomorphiegebiet ist, schreiben wir

Q=Q,~T' xT*xT), QF( N Q“,)O

peV+ nS3

(B° = offener Kern der Menge B) und beweisen, daB3

le = {(Cla C: C3)|}‘p(1m C) ImCl’ ImC3) < O}
mit
A m,m3)=—@n)+ % Y, max{|(p,n)l, [(p,n)* —p*n;1*}

j=1,3

ein Holomorphiegebiet ist. Nach ([11], p. 40) folgt daraus die Behauptung.

Dazu sei t, t'=0 und t+¢ =1; dann ist

Ap(tn + 10, ey + 13, i3+ 1'03) S A (n, 11, 111 3)
A, Uny, 15 =1A, (0, 1m0, m3) + 1A', 11, 13) 5

d.h. 4, ist eine konvexe Funktion und damit Q, eine konvexe Tube,
mithin ein Holomorphiegebiet ([11], p. 43).

Wir schlieBen mit einigen Bemerkungen:

1. Die Darstellung des Holomorphiegebietes Q in den urspriinglichen
Variablen (z;, z,, z3, 24) € C*'* der Vierpunkt-Wightman-Funktion zeigt
in einfacher Weise die Invarianz von Q unter den Permutationen (1234),
(2134), (1243) und (2143), die den vier Tuben entsprechen, die durch Q
vereinigt werden. Es ist ndmlich

Q={(21,25,23,24)|2,— 21 €T ', 24— 23€ T,

%(23 +z4—2 — Z2) € '9~+5 j'(219 22523, Z4) < 0}
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mit

Mzy, 23, 23, 24) = sup {)'p(zl’ Z3, 23, Z4)}
peS3nV ¥

j’p(zl’ 23,23, 24) = — (0 y3+Ya—V1i—2)
+ 3 max {|(p, y2 — y)l, [(p, y2 = 1)* = p*(v2 = 1)* 1%}
+ 7 max{|(p, yo — y3)l, [0, ya — ¥3)> — P’ (va — y3)* 1%}, y;=1Imz;.

2. Es wurde gezeigt: Die vier W-Funktionen M;, besitzen eine ge-
meinsame ] -invariante analytische Fortsetzung in ein .#] -invariantes
Holomorphiegebiet. Damit liegt genau die entsprechende Situation vor,
die fiir das Analytizitdtsgebiet einer einzigen Wightman-Funktion Anlaf3
zum BHW-Theorem ([13], p. 78) gab. So erhebt sich die Frage, welche
Ergebnisse hier Untersuchungen im Sinne des BHW-Theorems haben
kénnten, bzw. welche zusédtzlichen Aussagen man aus der nach dem
BHW-Theorem bekannten %, (C)-Invarianz der gemeinsamen ana-
lytischen Fortsetzung der W-Funktionen in ein .#, (C)-invariantes Gebiet
gewinnen konnte. Q ist offensichtlich und erwartungsgemaB nicht £, (C)-
invariant.

Fiir die Anregung dieser Untersuchungen und fiir zahlreiche Hinweise und ermutigende
Diskussionen mochte ich Herrn Prof. Dr. H. J. Borchers herzlich danken.
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