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Abstract. In the first part a system of equations for an inductive charged rela-
tivistic fluid with finite conductivity is written in a space time with given metric,
taking into account thermodynamic phenomena. Speeds of propagation of various
types of waves are determined under a restrictive hypothesis concerning the heat
current ¢: that ¢ depends only on the thermodynamical quantities and the gradient
of one function of these quantities.

In the second part it is shown, by a detailed study of the characteristic poly-
nomial and of its irreducible factors, that, when g is negligible, the proposed system
is non-strictly hyperbolic in the sense of J. LEray and Y. OryA and existence and
uniqueness theorems of a certain Gevrey class are verified; the relativistic causality
principle is satisfied under some physically reasonable assumptions on the thermo-
dynamical quantities. The system becomes strictly hyperbolic (existence and unique-
ness theorems obtain in classes of functions with a finite number of derivatives)
when the fluid is both non inductive and of zero electrical conductivity.

In the third part we show briefly, by the methods of the second part, that the
equations of relativistic fluids, with an infinite electrical conductivity is also non-
strictly hyperbolic. The linearized equations (in the neighborhood of constant
values) are strictly hyperbolic.

Introduection

Il est difficile d’écrire les équations des fluides chargés inductifs en
Relativité Générale: le tenseur de Maxwell pour de tels fluides, tel qu’il
nous est fourni par la théorie classique, est en effet non symétrique et ne
peut donc pas étre ajouté tel quel au deuxiéme membre des équations
d’Einstein. De nombreuses tentatives ont été faites pour symétriser ce
tenseur (voir par exemple [1], [2], [3]) et interpréter le terme ainsi
ajouté comme interaction entre I'impulsion énergie matérielle et le
champ électromagnétique: 'addition de tels termes modifie évidemment
les équations du mouvement! et conduit, pour les divers essais qui ont
été faits, & des résultats assez peu satisfaisants: d’une part les équations
obtenues ont un aspect mathématique compliqué, le polynoéme carac-

1 Contrairement & I’opinion parfois énoncée qu’il suffit, pour ne pas les modifier,
de prendre le terme complémentaire & divergence nulle: une telle condition est elle-
méme, ici, une restriction sur les grandeurs & déterminer.
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téristique en un point semble irréductible et il est impossible de 1'étudier
autrement que par des approximations (cf. [2]), d’autre part, dans ces
tentatives de symétrisation, soit I'énergie électromagnétique soit la
force de Lorentz, ne coincident pas dans un repére propre avec les valeurs
admises par la physique classique (relativité restreinte). Les consi-
dérations qui précedent ont conduit LATREMOLIERE [4] et P1cHON [5] &
renoncer & la symétrisation du tenseur de Maxwell et au couplage avec
les équations d’Einstein en prenant pour équations des fluides chargés
inductifs, dans une métrique donnée, la généralisation directe des équa-
tions de ces fluides en relativité restreinte,

V,T*#=0.

La justification physique d’un tel procédé (cf. C. LATREMOLIERE [4]) est
que le champ de gravitation, dans un domaine assez petit, ne dépend
pratiquement pas de la matiére dans ce domaine, mais de toute celle
présente dans les régions éloignées (par exemple dans un laboratoire
terrestre le champ de gravitation ne dépend pratiquement pas des
phénoménes qui s’y déroulent); la justification mathématique en est dans
la possibilité d’une étude mathématique complete des équations obtenues:
G. PrcHON a montré que, si I'on néglige les phénoménes thermodyna-
miques, le polynéme caractéristique se décompose en un produit de
polynémes du 2¢ degré au plus et il a déterminé explicitement les ondes
et vitesses de propagation correspondantes, par ’étude du probléme de
Cauchy analytique.

Nous nous proposons dans la premiére partie de cet article de reprendre
I’étude des équations des fluides chargés inductifs, dans une métrique
donnée (qui peut étre la métrique de Minkovski)

V,T*¢F =0

en tenant compte des phénomeénes thermodynamiques. Nous considérons
d’abord le cas général ol la conductibilité thermique n’est pas nulle: nous
ajoutons alors au tenseur d’impulsion énergie un tenseur d’origine
thermique non symétrisé?: le principe de Taub de conservation de la
matiére impose alors une équation de continuité, qu’on peut interpréter
comme équation de conservation de ’énergie (ou équation de la chaleur).
Nous déterminons explicitement les diverses ondes et vitesses de propa-
gation correspondantes sous une hypothése trés large faite sur le courant
de chaleur ¢, & laquelle nous sommes conduits par I’étude méme des
équations, & savoir qu’il ne dépend que des »grandeurs d’état« et du
gradient d’une fonction de ces grandeurs (que l'on pourrait peut-étre
interpréter comme la température absolue).

B Cf. & ce sujet Pram MaN QUAN [6] ainsi que Y. BrunAT et Pram Man
Quax [7].
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Dans une deuxiéme partie, nous montrons, & l'aide d’une étude
détaillée du déterminant caractéristique et de ses facteurs irréductibles,
que, dans le cas ol la conductibilité thermique est négligeable les équa-
tions que nous avons obtenues pour les fluides chargés inductifs forment
un systéme hyperbolique non strict au sens de LErAY et Onya [8], [9]:
des théorémes d’existence et d’unicité sont valables pour de tels systémes
dans des classes de Gevery (fonctions indéfiniment dérivables dont les
dérivées satisfont & certaines majorations, de telles fonctions peuvent
étre & support compact). Dans le cas étudié I'indice a de Gevrey (o
caractérise la classe de Gevrey, qui est analytique pour « =1, qui est
une classe de Sobolev, fonctions & un nombre fini de dérivées, pour
o = oo) trouvé est « = 2. Les solutions ont un domaine d’influence
déterminé par le coéne fondamental de la métrique sous certaines in-
égalités, physiquement raisonnables, vérifiées par les grandeurs d’état.

Toute I’étude faite dans ces deux parties concerne les fluides de con-
ductivité électrique finie. Les résultats concernant le théoréme d’existence
ne sont pas améliorés si les fluides ne sont pas inductifs (e 4 = 1) ou sila
conductivité s’annulle (¢ = 0): par contre si I'on a simultanement e y = 1
et 0 =0 le systéme devient hyperbolique strict (e¢ = o0): on retrouve
ainsi un résultat de travaux antérieurs [10], [11] mais sans supposer la
constance dans le fluide du rapport y/r.

Dans une bréve troisiéme partie nous montrons comment I’application
des méthodes de la 2°™° partie permet de montrer le caractére hyper-
bolique non strict (« = 3/2) des équations des fluides relativistes de
conductivité électrique infinie (cf. [3], [14]) et conductibilité thermique
nulle, conformément au résultat obtenu par LicuNEROWICZ [14] par
une diagonalisation directe.

I. Equations des fluides chargés inductifs et conducteurs. Ondes et vitesses
de propagation
1. Equations
Nous écrirons ces équations sur une variété différentiable V,(C*),
munie d'une métrique riemanienne hyperbolique normale, & 1 carré
>0 et 3 carrés <0
ds®=g,pda*da?f, o, =0,1,2,3 (1.1)
(qui peut étre la métrique de Minkovski en coordonnées quelconques).
Nous prendrons pour tenseur d’impulsion énergie d’un fluide chargé
inductif le tenseur non symétrisé
Tup = rfttatts— Pgap + Tup— Lultp (1.2)
ol selon le point de vue de Taus [12], repris par Picuon [5] et Licu-
NEROWICZ [11], 7 est la densité matérielle propre, f I'indice du fluide



Etude des Equations des Fluides Chargés 337

oi=2& + —f— est P’enthalpie spécifique, & I’énergie interne spécifique, p
est la pression, u, le vecteur vitesse unitaire (dans la métrique (1.1))
UUy = 1. (1.3)

Les quantités 7, f, p sont les »grandeurs d’état« que nous supposerons
connues en fonction de deux d’entre elles, par exemple f et p, par I'inter-
médiaire d'une »équation d’état« que nous ne préciserons pas. Nous
n’introduirons pas non plus ici I’entropie S, ni la température absolue 7',
pour éviter d’avoir & faire choix d’une équation thermodynamique: nous
verrons qu’on peut écrire un systéme complet d’équations ol elles n’inter-
viennent pas explicitement.

g* est le vecteur courant de chaleur. Nous le prendrons de la forme
généraled:

= =q (gl/" b, D, |, alp’ alf) . (1.4)

g* est une fonction donnée, arbitraire a priori, de ses arguments.
Top st le tenseur de Maxwell et a I’expression donnée par Pham Mau
Quan

1
T“ﬂ=zg°‘ﬂ GlﬂHlﬂ—GgHQﬁ. (15)
Selon le point de vue de PicmoN [5] nous ne le symétriserons pas.
H,5 et Gy sont respectivement les tenseurs antisymétriques champ

électrique-induction magnétique et champ magnétique-induction élec-
trique. Ils définissent deux 2-formes extérieures

H=—;—Haﬁclx“/\dxﬂ, G=%Gaﬁdx“ AdaP .

Ces tenseurs définissent d’autre part les vecteurs champs (respective-
ment inductions) électrique et magnétique e* et h* (respectivement d= et
b*) par les relations*

e* = H*Pug, d*= G*Pu, (1.6)
h* = G**Pug,  b* = H**Pug . (1.7)
Ces vecteurs sont orthogonaux au vecteur vitesse u*
R, = €%y = b*uy = d*u, = 0 .
Les lois de I'induction de Maxwell, que nous adopterons ici:
b* = puh*, d*=cge® (1.8)
3 Une expression particuliére de ce type est donnée par LANDAU-LirsaITZ [15].
3, désigne la dérivié partielle 9/t
¢ Pour avoir une chaleur de Joule >0 avec une conductivité ¢ > 0 j’ai été

amenée & changer le signe dans la définition de e des travaux antérieurs [16], [2], [3]
(c’est-4-dire le signe dans la définition du courant).
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se traduisent par la relation suivante
”Gaﬁz ij-‘}- ﬂ.uV(HNuﬁ—H,,ﬁuu) . (19)
On a posé:
A=1—ep. (1.10)
Les coefficients y et e sont respectivement la perméabilité magnétique
et la permittivité électrique du fluide et ne dépendent que des grandeurs
d’état.
Les tenseurs I,z et G, vérifient les équations de Maxwell

dH=0 (1.11)
VoG = JP, (1.12)

ol J# est le vecteur courant électrique. On prend
JP = yuP 4 gef + [ PP . (1.13)

y est la densité de charge électrique, ¢ la conductivité électrique, f
un coefficient rendant compte de I'effet Hall (cf. [17], [5]): o et § sont des
fonctions données des grandeurs d’état. P# est le vecteur de Poynting

uPy=HoH, uy = Uy, u*e*h’ . (1.13)
J# satisfait la condition de conservation
\' VP =0. (1.14)

Nous prendrons d‘autre part pour équations déterminant I’évolution
du fluide les 5 conditions de conservation:

7, T% = 0 (1.15)
II Valru®) = 0. (1.16)

L‘équation (1.16), que nous appellerons II, proposée par TAUB, ex-
prime la conservation de la matiére.

2. Systeme équivalent bien posé

Les équations de Maxwell (1.11) admettent localement pour solution
générale (¢ désigne une 1-forme quelconque)

H=dgp, cest-a-dire H,z=0,905— 0pp,. 2.1)
Nous remplacerons les équations de Maxwell 1.12 par
B = . 64— 7 7, (8¢) — JP = 0 2.2)
ou G* ’exprime en fonction de H*f par (1.9) et ol
0p=—Va¢" (2.3)

est le premier membre de la condition de normalisation de Lorentz:
dp=0 (2.4)
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de maniére & mettre en évidence, pour les ¢,, un systéme d’équations bien
posé.
Ces équations (2.2) (que nous appellerons IV) s’écrivent:

= 1
By = "M Va s + 207w Va(Vy 02— Vi ) —

v — A uy o (y @ — g ) + AHy1 o (WP up) (2.5)
— AH, 57, (wwy)} + R, + w” (HSug — H,gu*) 0,4 +
+ H3d, (u ) — Jp= 0.
D’autre part, toute solution de (1.15), (1.3), (1.16) vérifie I'équation de
continuité, soit II1:
111 gV TP = u*(ruf — 0,0) + up Vo1 — V,og* =0
avec
ug Vot = —cle] + (1 —epu) P*ulfVgu,|, |2 =—¢te;
(qui, pour ¢ = y = 1, se réduit, si on pose ¢* = —y y*# 05T (cf. [2]), & 1a
formulation quadridimensionnelle de I’équation classique de la chaleur
dans les gaz) et les équations du mouvement, soit I

I VIV T = (rfu*—q*) V,uf — y*f 8,p + i V,7%* =0
V8 = gf —u,uf (projecteur d’espace)
avec (cf. [2], [5])
Va8 = JHHS + AP, VPus + 5 gPH (e, 0y + Wohy dyp)  (2.6)
ol1, d’aprés les hypothéses,

028 =€y 0P + & 0 f (8/ _ o etc)
Opp=piyOrp+ppdaf’ \7 o 0p 7T

(le dernier terme de la force de Lorenz (2.6) provient des phénoménes dits
électrostriction et magnétostriction)?
on posera

1 , ,
5 (€€t + hhopy) = b

1 2.7
5 (eCeses + hohgug) =0’

3. Etude des equations obtenues

Nous avons remplacé les équations satisfaites par les grandeurs
physiques, inconnues du probléme posé, u?, f, p, @,, ¥ par le systéme soit
(&), d’équations I, IT, IIT, IV (cf. paragraphe 2) et V (cf. paragraphe 1).

5 Ajouter des termes en dérivées de ¢ et u au tenseur de Maxwell (cf. [18], [5],
[19]) rendrait impossible, & cause des ordres de dérivation, 1’étude qui va suivre:
il semble d’ailleurs que, physiquement ces termes soient assez mal connus.
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Nous montrerons plus loin (paragraphe 19) que ce systéme (X) est équi-
valent au systéme tensoriel donné physiquement (équations de Maxwell,
équations de conservation (1.15) et (1.16), u* unitaire). Nous allons
d’abord, ici, chercher & quelles conditions ce systéme (X) est un systéme
d’équations aux dérivées partielles bien posé au sens de la physique
mathématique, c’est-a-dire un systéme quasi-linéaire du type de Cauchy-
Kovalevski: pour un tel systéme le probléme de Cauchy analytique a une
solution et une seule si la variété (de dimensions 3) portant les données
initiales n’est pas exceptionnelle (relativement & ces données initiales, cas
non linéaire). Les variétés exceptionnelles sont dites «caractéristiquesy.

Désignons par o7 une quelconque des N inconnues u%, f, p, @,, ¥, par
BV une quelconque des N équations du systéme (X). Le systéme (X) est
quasi-linéaire (cf. LERAY [20]) si on peut trouver des indices m; et n;
tels qu’il s’écrive

EJ = pf (DmE—m—1yK [ymi—ns) oI 4 pJ (DmE—m—1yK) — ()
ot D™ désigne l'ensemble des dérivations partielles d’ordre <m, Dm
celles d’ordre m. L’opérateur hf d’ordre m; — ny, qui peut étre nul, est
appelé la partie principale de I'inconnue »! dans ’équation EY.

On voit aisément que pour que le systéme (X) soit quasilinéaire® il
faut que ¢* ne dépende des dérivées des grandeurs d’état que par l'inter-
médiaire du gradient d’une fonction @ des ces grandeurs, qui peut par
exemple (mais pas nécessairement) étre la température absolue:

q* = q¢*(wh, g*, p, {,0,D), D =D(p,f).

On supposera done g* de cette forme et on prendra @ comme inconnue
a la place par exemple de f. Le systéme (X)) sera alors quasi linéaire pour
le choix suivant des indices de Leray:

m(u”) = m(p) = m(y) =1
Mm(@y) = m(P) = 2
nI)=nIl)=---=n(V)=0.

Les parties principales relativement aux inconnues u?, f, @, g,, v dans
toutes les équations sont alors respectivement d’ordre 1, 1,2, 2, 1.

Le systéme (X) est du type de Cauchy-Kovalevski (généralisé par
LErAY-GARDING) si la partie principale, d’ordre X'gmg — Zyny; = 16, du
déterminant h des h{, défini par (7 est une permutation quelconque des
entiers 1, ... N):

h= X, Signmhl ... kY
n’est pas nulle. C’est-a-dire si le polyndme homogéne de degré 16, P,
n’est pas identiquement nul:
P=det(P]) =0 (3.4)

¢ Et 4 déterminant caractéristique non nul (cf. plus loin).
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ol P{ est le polynéme homogene en &, obtenu en remplagant dans Af la
dérivation 0, par le vecteur covariant &,.

Nous allons vérifier (3.4) en méme temps que nous allons déterminer
les variétés caractéristiques.

4. Variétés caractéristiques

Les vecteurs &, qui annulent en un point  le polynéme P (non = 0,
ce que nous allons vérifier) sont les normales en ce point aux variétés
caractéristiques, ou, fronts d’onde (qui dépendent ici des inconnues o7).

Le polyndme P est un déterminant d’éléments P§. Les parties
principales relatives aux inconnues ¢, étant nulles dans les équations I,
II, IIT et celles relatives & @ nulles dans toutes les équations sauf III, ce
déterminant est du type suivant:

wowt ut wtp D P @y Py Y
0 L0
0 0
I 4, 0 0 0
0 0
II 0 0
P=qn T 4%PE £, 0 00 0 0 4.1)
"""""""""""""""""" I
0 0
v 4, 0 4, 0
0 0
v 0 uty
ou 4, est le déterminant d’ordre 5 d’éléments
W= (rfwt— " £+ AyPYE,P,, «=0,1,2,3 (4.2)
(tenseur mixte sur V,)
ht=r&,, hi=y*P(b—1) (4.3)
(vecteurs respectivement covariants et contrevariants sur V,)
h§ = ryu=é, (4.4)

(scalaire sur V,) et oit 4, est le déterminant d’ordre 4 (ici I'indice inférieur
numérote la ligne et l'indice supérieur la colonne contrairement au
déterminant A,)

-1 s . - 5
h%‘ = (g — Aa?) o5 + Aug(@é®* — gu®) + dafzu®, (4.5)
tenseur mixte sur V,; on a posé:

a = ua‘fa:: g= gaﬁgasﬂ .
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On voit sur 'expression (4.1) que P est == 0:
P = (u§,) (4% &;8,) 4,4, . (4.6)

Les déterminants /A; et A, sont des scalaires que I'on peut calculer
aisément en prenant des axes particuliers (corepére 6° colinéaire & &,,
corepére (! colinéaire respectivement & P, ou & u, pour le calcul de 4, ou
de 4,). On trouve

Ay =A{(rfus— ¢*) &} rCy () (4.7)

ott C, (£) est le polyndme du 2% degré
’ 1 ’ 1 ’
Co(8) =y &8y + e (fry 5 (Rl + sy BI2) Eup+
+ (AP*— q*) uPE, Egryr?

(4.8)

et

Az = (02(5))2 (Os (5))2 (4'9)
o Cy(&) et C4(&) sont les polyndmes caractéristiques classiques des
fluides inductifs (cf. [2], [5]):

Cy (&) = g &i&, (4.10)
C3(8) = (g — Avwtw) &6, . (4.11)

Le polynéme A*#¢, &5 est d’autre part:
Cu(é) = A“ﬁfagﬁ = ‘a%g;,—) £.&p (4.12)

et dépend du choix fait pour les fonction ¢*. En s’inspirant de la théorie
classique de la chaleur de Fourier, et identifiant @ avec la température
absolue 7', Pham Mau Quan a proposé (y conductibilité thermique):

@ =—yy*P 0T . (4.13)
Done
A*BE b= —yy*PEEp. (4.14)

Nous reviendrons paragraphe 5 sur la discussion de ce choix.

5. Ondes-vitesses de propagation

L’annulation de chaque facteur irréductible du polynoéme P, ou &, est
remplacé & nouveau par d,, donne une équation aux dérivées partielles du
premier ordre dont les solutions forment une famille de variétés carac-
téristiques (ou fronts d’ondes) du systéme (X) étudié. Les pentes spatio-
temporelles, dans un repére orthonormé, du plan tangent & une telle
variété en un point, (plan normal au cone) sont les vitesses de propagation
en ce point des fronts d’ondes correspondants: ces vitesses seront
inférieures & la vitesse relativiste limite si les cones C'(&) =0 (out les
C (&) sont les facteurs irréductibles de P) contiennent dans leur intérieur le
cone fondamental de la métrique, Cy (&) = 0.
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Cénes caractéristiques. Pour étudier ces divers cones en un point,
plagons-nous dans un repére propre: g*f&,&p = (£,)2 — 2 (6,)%, u® =1,
w’ = 0. Allors P° = Q car P* et u* sont orthogonaux (et aussi ¢° = 0 sous
I’hypothése (4.13)). Dans ce repére les divers cones s’écrivent de la facon
suivante :

a) Cone gravitationnel ou fondamental

Ca(8) = (§0)* — 2i(€)* = 0. (5.1)
b) Céne électromagnétique
C3(8) = eu(&e)*— 23(£:)*=0. (5.2)
¢) Cone (plan) matériel
Co(§)=uéa=§=0. (5.3)
d) Cone (plan) énergétique
Co(§) = (rfus—q*) &u = (rf —¢°) & — 2i¢*&,= 0. (5.4)
e) Cone énergétique
Cy(§)=APE,83=0. (5.5)
Sous les hypothéses 4.13 et 4.14
Cy(§) =2:(6)*=0. (5.6)

f) Cone acoustique
R Y 1,
C(8) = {1 —r ) ry— 5 Ty lelt— 5 w2 (6o +
+ rpr (AP — ) £,5— 2, (§)* = 0.

Plagons ces divers coénes par rapport au cdne fondamental C,(£).

a) Sieu > 1 (cas physique) le cone C est convexe et C, est intérieur
a C,

b) le plan C est extérieur & C, (si u est temporel)

c) le plan Cj est extérieur & C, si

|l
rf—uq
ol 7r ¢ désigne la projection de q sur I'espace propre orthogonal & u. On a
7 q = ¢ sous I'’hypothése (4.13), qu = 0. (5.8) sera toujours réalisé sous
les conditions physiques usuelles: |g| petit devant rf.

d) Le cone C, est, sous les hypothéses (4.13), (4¢.14) un cylindre de
génératrices paralléles & u de base le cone isotrope de ’espace propre, il
admet donc une seule génératrice réelle, de direction u, et C, n’est pas
intérieur & C,.

e) Le cone acoustique O; est convexe, et le vecteur u = e, lui est
intérieur si le coefficient de (&;)% est >0, ce qui est toujours réalisé
physiquement (rf > ¢°). Cy n’est intérieur & C; que si un certain nombre

(5.7)

<1 (5.8)
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d’inégalités (que I'on pourrait considérer comme caractérisant les fluides
réels, le cas limite correspondant aux fluides incompressibles) sont
vérifiées. Nous discuterons ces inégalités en détail paragraphe 8, quand
le courant de chaleur est nul.

Vitesses de propagation. Des raisonnements classiques ([16], [3], [5])
permettent de déduire des équations précédentes les vitesses de propaga-
tion des ondes correspondantes par rapport au repére propre (ces vitesses
dépendent de la direction de propagation n pour les ondes acoustiques et
énergétiques). Ce sont:

a) Ondes gravitationnelles (ou fondamentales)

v=1.
b) Ondes électromagnétiques
1
0= G =1
¢) Ondes matérielles
v=0.
d) Ondes énergétiques
TR
O =—uq

ol 7 q est la projection sur 1’espace propre (orthogonal & u) de ¢. On a
toujours
(w?rLl.

e) Ondes calorifiques.

L’hypothése (4.14) conduirait & une vitesse de propagation infinie:
cette hypothése semble donc & rejeter.

f) Ondes acoustiques.

Les vitesses de propagation v dans la direction n dépendent du vecteur
de Poynting et du courant de chaleur, étant solutions de I'équation du
second degré:

A ) L
(= ar2) 1y g ol — g g ) 2+
+ rpr 2 (Ap—q) mv—1=0.
Ces vitesses sont inférieures & 1 sous la condition signalée plus haut
(C, intérieur a ).
I1. Cas de la conductibilité thermique nulle

6. Polynéme caractéristique

Dire que la conductibilité thermique est nulle, ¢’est dire que le vecteur
courant de chaleur ¢* est nul. L’équation III est alors du premier degré
dans toutes les grandeurs d‘état.



Etude des Equations des Fluides Chargés 345

Pour écrire le systéme (X) sous la forme 3.1 on peut poser
m(u*) =m(p) =m(f) =m(y)=1
m(p.) = 2 (6.1)
n=0, I=1,...N.

Par un raisonnement analogue & celui du paragraphe précédent on
voit que le déterminant caractéristique P est alors

P =&, 4,4, (6.2)

ol A1 est le déterminant d’ordre 6 obtenu en bordant A4, (cf. paragraphe 4)
par la colonne et la ligne suivantes: (b et b’ sont définis par (2.7))

hg = —y*PEb", «=0,1,2,3 (6.3)

(vecteur contrevariant)

ht = rju*&, (6.4)

By = (r+b') u*é, (6.5)

By = —bux&, (6.6)
(scalaires)

S = AP uP&, (6.7)

(vecteur covariant).
Le méme repére que précédemment permet de calculer le scalaire A

Ay =r*fu*&)* C1(8) (6.8)
ou Cf (&) est le polyndme du second degré
01(8) =r(1—0b) y*P&.&p + f(rp(r + 1) + 1(1 — D)) (u&,)* +

6.9
+1P°‘uﬂ§a§5r;,. ( )

Alors que I'on a toujours

Az = (02 (‘f))z (03(5))2 . (6.10)

7. Cas de G. Pichon
Dans le cas ol I'équation d’état est telle que p =r(1 + &) =rf—p
ne dépend que de p (et non de f); on a:
of=fri+r=0 (7.1)

op=1frp—1. (7.2)
Done
fri+irmp=rep.
On retrouve si b = b’ = 0 (c’est-a-dire & et u constants) les résultats de

Picuon [5].
24 Commun. math, Phys., Vol. 3
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8. Fronts d’ondes et vitesses de propagation
Comparons les résultats obtenus avec ceux de la partie I: on voit que
le cone énergétique est confondu avec le cone (plan) matériel, le cone
calorifique disparait, le cdne électromagnétique O, est inchangé. Le cone
acoustique C, devient le céne Cj qui, dans un repére propre a pour
équation:

01 (&) = flrp(r + ') + (1 — b)) (£p)% + 1)
+ A, PiEE—r(1—b) Zy(£)2=0

cOne convexe réel si
AEf(r;,(r—f—b’)—[—r}(l——b))>O, r(l—0b)>0 (8.2)

ce qui sera toujours réalisé physiquement (r >0, f >0, 7, > 0,7;>0,b
et b’ trés petits).

Le cone O1(£) =0 ne coupe alors pas le plan & =0 (c’est-a-dire le
plan u*&, = 0).

Etudions la position de Cf (&) = 0 par rapport au céne fondamental
O3 (&) = 0. Les cones C] et C, ne se coupent pas si

[A—r(1—0b)| = |Ar, P . (8.3)
C, est alors intérieur & (] si
A=r1—0b), (8.4)
extérieur dans le cas contraire.

Si Vinégalité (8.3) n’est pas vérifiée, C; et C, se coupent suivant deux
droites.

I’équation d’état du fluide relativiste devrait donc étre telle que (8.3)
et (8.4) soient vérifies. Si b = b’ = 0 (8.3) s’écrit, en supposant ey = 1,
opetr,>0

(e — 1) +rte; = L g+ 1) |P) (8.5)
qui entraine alors
op—14+7r10;=0. (8.6)

Les inégalités (8.3) et (8.4) se réduisent & (8.6) en I'absence d’induc-

tions (¢ = u = 1): dans ce cas on prend I’égalité

o —1+rgj=0
comme définition de I'incompressibilité du fluide (cf. [11]) et on suppose
que tout fluide réel (non inductif) vérifie (8.6), donc que le cone fonda-
mental est bien intérieur au cone acoustique.

Dans le cas inductif il faudrait, pour rester en accord avec les principes
relativistes, prendre une définition de I'incompressibilité telle que tout
fluide réel vérifie (8.3), (8.4); sous les conditions physiques pratiquement
toujours vérifiées (cf. (8.2)), ces deux inégalités se réduisent & la suivante:

4= r(1—0b)+ Ary|P|.
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Si les fonctions oT (u, f, p, @3, y) vérifient cette inégalité le cone Oy
admet comme les autres cénes C;, U, dans son intérieur.

9. Caractére hyperbolique non strict du systéme

Définition et critére d’hyperbolicité non stricte: le systéme quasi linéaire

R (Dma—nmi=1 y & pma=nsy I 4 pJ (DmE—m =1y ) =0 9.1)

est hyperbolique non strict au sens de Leray-Ohya’ pour des fonctions

WE(C>) si (condition suffisante) en faisant D"&-%—1 4 & = DMme—w =1k

J,K=1,..., N dans les coefficients de (9.1) les propriétés suivantes

sont vérifiées:

1) Le polyndme caractéristique P est un produit de polyndémes
hyperboliques stricts®

P=P(§)...P,(&). (9.2)

2) Les cones P, (€) = 0 contiennent tous dans leur intérieur un méme

cone, celui-ci détermine alors le »domaine d’influence« de la solution.

3) Supl; = Supmyg — infn, (9.3)
X J

(Z; = degré du polynéme P;).

Les conditions 1), 2), 3) sont réalisées pour le systéme (X), et des
fonctions WX vérifiant les inégalités énoncées au paragraphe précédent:
le polynéme P (&) est évidemment produit de polyndémes hyperboliques
(de degrés 1 ou 2), et les cones C; (&) = 0 contiennent tous dans leur
intérieur le cone fondamental C\,.

(9.3) est vérifié puisque Supl; = 2, Supmg — infny; = 2.

Probléme de Cauchy. Les données de Cauchy, sur une variété initiale
S sont:

Dre=1y K — pme—1WE gur 8 (9.4)
olt les WE sont des fonctions données dans un voisinage de 8. Si § a pour
équation locale 2% = 0 (9.4) est équivalent & se donner (on pose D, = 9/0x°)

(D5 a0, (9.5)
c’est-a-dire ici
{w* 1, p, @1, 0, Pa V}x": 0"

Remarque: pour le systéme (X) considéré ici on a pu choisir ny = 0,

les données de Cauchy ne sont donc pas soumises & des contraintes®.

7 Pour la définition des systémes diagonaux hyperboliques non stricts, et la
démonstration des théorémes d’existence et d’unicité correspondants, cf. LERAY et
Onya [9]. Pour la diagonalisation des systémes quasi-linéaires et des critéres
suffisants d’hyperbolicité non stricte cf. Brumar [21].

8 Un polyndme P;(§) de degré I; est hyperbolique strict si le cone I';(P;(£) = 0)
a un intérieur non vide I'; tel que toute droite passant par un point de I'; coupe I';
en [; points réels distincts (cf. Leray [20]).

® Tl n’en est pas ainsi pour le systéme tensoriel primitif comme on le verra
paragraphe 12,
24+
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Pour des données de Cauchy sur S telles qu’il existe des WX cor-
respondant vérifiant les conditions d’hyperbolicité non stricte énoncées
ci-dessus (c’est-a-dire telles que dans un voisinage des valeurs prises par
ces données les inégalités du paragraphe 8 soient vérifiées), et appartenant

3 une classe de Gevrey 10 d’indice « = Wm:T , le systéme (X) a une solution,

unique, dans cette classe de Gevrey. Cette solution admet un domaine
d’influence déterminé par le cone C,, c’est-a-dire que sa valeur en un
point # ne dépend que des données de Cauchy dans le «passé», (au sens
relativiste de ce mot, déterminé par le céne C,) de ce point, sous les
inégalités du paragraphe 8.

Calcul de Uindice de Gevrey. L’indice de Gevrey «, = 1, caractérise
la généralité de la classe de Gevrey envisagée: la classe de Gevrey
¥ (8) & laquelle doivent appartenir les données de Cauchy (9.5) est
Iensemble des fonctions définies sur S, & valeurs complexes, indéfiniment
dérivables si a < co telles que:

1 -
Sup e (D7 8) <

ot D° désigne ici une dérivée partielle quelconque de f sur S (c’est-a-dire
par rapport aux variables «spatialesy a?), |o| ordre de cette dérivée,
(D°f, S) la norme L, usuelle:

D1, 8) = [ 1o datdt sl

Si « = oo on appelle y5(S) Pensemble des fonctions de carré som-
mable sur S.

On voit qu’une classe de Gevrey d’indice « est incluse dans toutes les
classes d’indice plus grand. On montre que pour « = 1 la classe de Gevrey
est une classe de fonctions analytiques et que, par contre, pour « > 1 ce
sont des classes de fonctions non quasi analytiques: une fonction &
support compact n’est plus nécessairement nulle.

Physiquement la différence essentielle semble étre d’abord entre
c=1et o >1, > 1 permettant I'existence d’'un domaine d’influence
donc I'étude de la propagation des phénoménes et caractérisant pour
nous ’hyperbolique non strict, puis entre o < 0o et & = oo, & = oo per-
mettant I'existence d’'un nombre fini seulement de dérivées, donc de
discontinuités de celles-ci (chocs) et caractérisant ’hyperbolique strict.

Une premiére étude simple va nous donner une borne inférieure
m
m—1
plus complexe, nous permettra d’améliorer cette valeur, sans arriver
toutefois & o = co. Cette étude est cependant utile, non seulement pour

o« = > 1 de Iindice de Gevrey. L’étude du paragraphe suivant,

10 Fonctions indéfiniment dérivables dont les dérivées satisfont & certaines
majorations cof. LERAY et OrYA [8], [9].
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élargir la classe des fonctions pour lesquelles le théoréme d’existence est
valable, mais aussi pour obtenir les propriétés d’hyperbolicité stricte (ou
non) de systémes partiels que l'on peut avoir & considérer dans des
problémes particuliers.

Eecrivons le polynéme P (6.2) de maniére & y faire apparaitre le plus
petit nombre m possible de polynémes hyperboliques, pour que l'indice o
(done la classe de Gevrey) soit aussi grand que possible. On peut écrire

P =r2f(u&,)> C1(§) (Co(£))* (C5(8))* - (9.6)
D’aprés P’étude du paragraphe 6, (9.6) peut s’écrire:
P=PP,P,P, Py

P, = e,

P, =u=¢,

Py = (u*§,) C1(8)

Py = Cy(§) O3(§) u&,
Py = C,(&) C3(8) u&,

ou, sous les mémes conditions que précédemment les polyndémes P; sont
hyperboliques et les cones I'; correspondants admettent tous dans leur
intérieur le cone C,. On obtient donc ainsi I'existence et 1'unicité (ainsi
que la causalité relativiste) dans une classe de Gevrey d’indice o = 5/4.

10. Simplification
Nous avons montré dans [21] que quand tous les mineurs pJ du déter-
minant d’éléments P{ contiennent en facteur un méme polynéme f(£)
(qui est nécessairement produit de facteurs irréductibles de P) on peut
obtenir une forme diagonale simplifiée pour le systéme.

Si le polyndme

N P
PE) =k

est produit de m’ facteurs hyperboliques stricts, le systéme aux dérivées
partielles a une solution et une seule dans une classe de Gevrey d’indice

r m/
o =

Etudions cette simplification quand ¢ et x4 sont constants ainsi que
o et que f (coefficient de Hall) est nul.
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Le déterminant P = A s’écrit (cf. paragraphe 6)

w wt wr uw p f @ @ @ @ Y

I,
I
1, 41 4,= (0)
I,
I
A=P= III
Ive
Iv: A, 4,
I
Ivs
V du,o dll,l d11,2 d11,3 0 O dgl d}l d?l d?l d}}

S OO0 OO0 O o o<

=]

On désigne par d4 et d% des éléments de A appartenant respective-
ment & A7 et & 4, (cf. leurs valeurs paragraphes 6 et 4).

On pose

a=u*&,.
On a (cf. V — (1.14) et (1.13))
dl=u*é, =a
dy,o=y&+ O'dll o h=0dj

ott dyy , et di§ sont respectivement des polynémes du prem1er et du 2°me
ordre en &. Les mineurs DE et Dﬁ des éléments d4 et dﬁ dans 4 sont

D4 = di} (DA)mAz = a(DB)A’A
Dg =di} (Dg)dadl = “(Da)A,Al s

ot (D) 4 et (Dg) 4, désignent respectivement les mineurs de d4 et d% dans
A1 et dans 4,.
D’autre part
Dii = 4,4,
D1, A — Dll —

Pour calculer les mineurs de A; et 4, nous nous placerons dans des
axes particuliers et utiliserons les propriétés tensorielles de ces mineurs
pour les écrire dans des axes quelconques.

Mineurs de A;. Les mineurs des éléments df (¢, =0, 1, 2, 3) de 4
forment un tenseur mixte (D) 4.

Les mineurs de d% et d4 («=0,1,2,3; 4 =4,5) sont respective-
ment un vecteur covariant (D4),; et un vecteur contravariant (D%) ;.

Les mineurs (D4) 4 (4, B = 4, 5) sont des scalaires.
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Prenons un repeére tel que
E=1; &=0, i=1,2.3
P =1; P,=0, «=0,2,3

c’est-a-dire un corepére ol §° et O étant fixés, 0% et 0% sont quelconques.
11 suffira donc de calculer dans ces axes D3 (4 = 0, 1, . . . 5) pour trouver
I’expression tensorielle D%.

On trouve pour D% (4, B = 4, 5):
D} = (a)* {arfry(a + Ay*P Pp&s) + ry*P £,&p}
(@)*7?f(a + Ay*P Pgé,)

Dt —

D} =

D} = (a)®

Di = (a)* rfrjla+ Ay*P PpEl) .

Puis pour D (o, f =0, 1,2, 3) et D%, D4 (4 = 4,5)

DB=¢,D'F 4 P,D"B+ 68D (10.1)

ol
DB =_—42 (a)3 71‘3&, D//ﬁ — —72(0)4 ff':,;]. ylﬂgl
Df = (a)t r2f y*F &,

et

D= —(a)trfrjy*PE,
D} = (a)* {—12&,(a + AyrP Pg&,) + arfrid P}
Di = (a)* {—ra&, —rfr,AP,}.
On voit sur les expressions obtenues que tous les mineurs (D4) o
A, B=0,...5 contiennent en facteur (a).

Remarque. On déduit de la mise en facteur précédente que les
équations des fluides chargés inductifs, ot 'on considére le champ électro-
magnétique et la charge comme connus forment un systéme hyper-
bolique strict puisque A7 est le déterminant caractéristique de ce systéme
et que

(i)a = a’Cl &

est un polynéme hyperbolique strict.

Calcul des mineurs de A,. On prend maintenant des axes tels que
Ug=1, u; =0 (¢=1,2,3) et £ =1, £, =0 (x=0,2,3). On trouve
ainsi, aprés étre revenu en repére quelconque, en posant g = g*#£,&;

(DR, = (g — 20%) {e ug?o% + Ag (g — agPt &) u, +
+ Aa(guf —agPré) &, .

Tous ces mineurs contiennent en facteur g — Aa?.
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Remarque. Les équations de I’électromagnétisme dans des fluides en
mouvement donné, que la charge soit donnée ou non, ne sont pas hyper-
boliques strictes puisque le facteur g, qui est au carré dans Ay, n’apparait
pas dans les mineurs de 4.

11 résulte des résultats précédents, que, dans le déterminant A, les

mineurs D4 et D% contiennent tous en facteur (a)* (g — Aa?).

Autres mineurs de A. Les mineurs restant & calculer sont ceux de 4,
D45, ceux de A,, D, 7 et les mineurs de la derniére colonne de 4, Dy, 4
et D¥,.

On voit immédiatement que les mineurs relatifs aux éléments de 4,
sont nuls (puisque 4 = di}A; 4, quelque soit A;)

D48 =0.

Les mineurs des éléments de A, sont le produit par dil =ra de
combinaisons linéaires de produits d’un mineur de 4; par un mineur de
A,, dont les coefficients sont les éléments de A;: on voit en effet, par des
considérations simples (liées & A, = 0) que tout terme d’un tel mineur
D, 5 contient nécessairement un élément de A; et un seul, et que le co-
facteur (mineur) d’un tel élément dans D,z est produit d’un mineur de
A7 par un mineur de 4, et dfi = ra.

Développons un mineur Dy, 4(4 = 0, . . . 5) par rapport & sa derniére
ligne; les cofacteurs (mineurs) des éléments de cette ligne dans Dy, 4
sont encore des produits d’un mineur de 4; par un mineur de 4, et un
élément de A, pour les éléments d%,, tandis que pour dy,, 4 ce sont

(DB)p,, = (DR)a; 4, -
Enfin:
D% = Aidi‘l (D%)A2 .

11 résulte de toute cette étude que les mineurs de tous les éléments de
A contiennent en facteur (a)3 (g — Aa?). Tous contiennent (a)? (g — Aa?)
sauf Dy, 4.

Cas inductif ¢ p > 1. Il résulte du paragraphe précédent que tous les
mineurs de A contiennent en facteur a®(g — Aa?). Le polyndéme carac-
téristique simplifié P (&) est donc produit de deux polyndémes hyper-
boliques

u*€,01(8) Cy(§) et wu*€,.04(8) Cs(8) .
L’existence et I'unicité sont done assurées dans une classe de Gevrey
d’indice o = 2.
11. Cas non inductif ey =1

On voit aisément que pour ey =1 (1= 0) le déterminant carac-
téristique devient:

4 =(a) G, (&) (9)* (11.1)
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ot C; (&) = 0 est le cone classique de ’hydrodynamique relativiste. On
vérifie d’autre part sans peine que tous les mineurs de A, contiennent en
facteur (g)° donc tous les mineurs de A contiennent en facteur (a)* ()
sauf Dy, 4 qui s’écrit (les éléments de A; étant nuls)

Dy, 4= du,a(Di)A;Az: dy,o = yéa+oHL &, (11.2)
et ne contient en facteur que (a)® (9)® si la conductivité ¢ =+ 0.

Le résultat sur le systéme général n’est donc pas amélioré, on a
toujours hyperbolicité non stricte avec a = 2.

Cas de la conductivité nulle. Si ¢ = 0 (avec toujours A = 0), on vérifie
que, compte tenu de (11.2) et (10.1), Dy, 4 contient aussi en facteur
(a)*g®, le systéme est hyperbolique strict.

Remarque. Nous avons démontré ce dernier résultat sans I’hypo-

thése faite dans les travaux antérieurs de la constance dans le fluide du
rapport yp/ril.

12. Conditions initiales — Vérification des équations tensorielles

Les équations données par la physique étaient en fait (1.12), (1.14),

(1.15) et (1.16). Elles imposent aux données de Cauchy de vérifier les con-
ditions initiales (on prend 2° = 0 pour équation locale de S)

V.G =J° pour 2°=0 (12.1)

whug=1 pour z°=0. (12.2)

Supposons d’autre part que ces données de Cauchy vérifient la condi-

tion de normalisation initiale
dp=—V,p*=0 pour 2°=0. (12.3)
Montrons que, pour des données de Cauchy vérifiant (12.1), (12.2) et

(12.3) la solution trouvée du systéme (X) vérifie les équations tensorielles
de départ.

En effet : toute solution de I vérifie une équation de la forme (@ est un
polyndme des uX et de leurs dérivées premiéres)

EPug = u* 0, (wPug) + (1 — ubug) @ = 0.
La condition initiale (12.2) entraine done, pour la solution considérée
wbug=1,
D’autre part, d’aprés 'identité
Vs(VaG*f) =0,
toute solution des équations IV et V du systéme (X) vérifie
g#e75(0,0 ) = 0 (12.4)

11 Nous n’avons pas introduit ’entropie § mais les mouvements correspondants
au cas étudié ici (ex =1, 0 =0, ¢*=0) sont nécessairement adiabatiques
(u%0yS = 0) d’apreés II et 11T (cf. [5]).
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qui est une équation hyperbolique stricte, du 2™° ordre, linéaire, pour
0 @. On déduit de la condition initiale (12.1)

0,0p =0 pour 2°=0 (12.5)
done, de (12.1), (12.2), (12.4) pour la solution considérée
dp=0.

On a donc montré que la solution trouvée de (X)) vérifie effectivement
les équations tensorielles donndes.

I11. Cas de la conductivité €lectrique infinie
(conductibilité thermique nulle)

13. Equations

Nous nous placerons encore dans une métrique d’espace temps donnée,
pour simplifier I’exposé: le tenseur de Maxwell étant ici symétrique il n’y
aurait aucune difficulté a coupler les équations d’Einstein avec les
équations des fluides chargés. Ces équations sont (cf. [3], [14])

VT =0 (mouvement det continuité) (13.1)
Ve(ru*) =0 (Conservation de la matiére) (13.2)

Vo (h*uf — uPh*) = 0 (Maxwell) (13.3)
ou
T%F = rfuruf — pg*f + 7

ot le tenseur de Maxwell 7## s’exprime en fonction du champ magnétique
h* par

Tup = B wgttg— 5 B2 gup — hubp, AP =~ h*hy = 0
compte tenu de I’équation thermodynamique (cf. [12], [5], [11])
TdS =rdf—dp.
L’équation de continuité us</, T*# 8’éerit:
I U%0,8 = 0
on trouve, en utilisant I’équation
Val* = — I [1r1 (18, f — T2,8)

déduite de (13.1) et (13.2) par produit contracté (compte tenu de h*u, =0
et u*u, = 1) que le systeme & résoudre est équivalent a:

1T (rf4 wh|?) w7 uf— p b7, WP —2p (u"‘uﬁ —% g"‘ﬂ) AV
— (y*Pr+ wlhPrir-turwf 4+ ph WP 1) 0, f + T (p*f— uh*1P f~1r=1) 0,8 = 0
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(équations du mouvement)

111 Valru®) =0

IV 257, uf —u*7, bf + (P usrjr——ufh*f~1)0,f + TuPh*f~1r-19,8 =0
(équations de Maxwell compte tenu de (11.4)).

Ce systéme I, IT, III, IV de 10 équations aux 10 inconnues A%, u%, f, S
est un systéme quasi linéaire du premier ordre: on pose m;, = 1, n; = 0.

14. Polynéme caractéristique
Le polynéme caractéristique P est le déterminant A suivant:

5 0 0 0 —a 0 0 0 o &
0O b 0 —a 0 0 ¢ 4t
0 0 b 0 0 0 —a 0 ¢ &
O 0 0 b 0 0 0 —a ¢ a
Ja 0 0 0 | N
P=4=10 2 0 o 1 e @
0 0 ¢ 0 L P
0 0 0 ia | L
r& tE & & O 0 0 0 rja 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a

oll on a posé
a=u",, b="hn"§,
A=rf+ ulh?
¢ = arph* —bf~tu*, d*=w*bf~1r 1T
e = (r— plhPrir-1) auf — puf-1bhf —rg*f &,
dP = T (—aub— pur-2{-100 + g*# &)
et A est le déterminant d’éléments
A =—pbdl—rpu (auﬁ—%gyﬁg) he .
Par des combinaisons simples de lignes et de colonnes on raméne le
déterminant A au suivant
0 ¢
0 o
0 ¢
0 ¢
pere
& L
| K2
0 i Lo

ré& r& ré& r}a

S OO O OO >~vO
S O O O O o O

<
vy
<
<
Y
A
<
Urp
©
=
o
I3
<
ury
°
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ou A’ est le déterminant de

2
a=a+ i,
et
- Aa

¢ =" ———c*.
On trouve en développant:
A = Ara?(Aa®— ub?)? {(fr;—r) a* +
+ (r + phPrir-t) a* — p 12 g E 8}

Le polynéme caractéristique P = /4 est donc formé par produit des
opérateurs hyperboliques suivants:

1) u*&, correspondant aux ondes matérielles (plan)

2) u*€y £ (WAY)Y2h*E, correspondant aux ondes d’Alfven (plans)

3) (fr)—r) (W&t + {(r + plhl2r}r=) (u*£,)2 — uf-L (=€)} g 6,
(correspondant aux ondes hydrodynamiques, opérateur du 4¢ ordre
hyperbolique si'? frir=1>1 (cf. [3], [11])). Le produit de ces opérateurs
n’est pas hyperbolique strict (indépendamment du fait que les ondes
d’Alfven apparaissent doubles) les plans des ondes d’Alfven se coupant
et étant tangents au céne hydrodynamique. Par contre le produit des
opérateurs (1) et (3) est encore hyperbolique. P est donc la partie
principale du produit de p = 6 opérateurs.

On a ici l, = 5 donc (notations du paragraphe 9)

supm; —infn;, =1 <1,,

d’ol1 le théoréme d’existence et d’unicité dans une classe de Gevrey avec

_8
o=5-

Simplification: on voit aisément que tous les mineurs du déterminant
4 contiennent en facteur a(1a? — ub?). Le systéme peut donc se mettre
sous forme d’un systéme diagonal dont la partie principale est celle du
produit de 3 opérateurs hyperboliques. L’inégalité est vérifiée encore
pour I,_,, (I,—,, = 5), d’ou le théoréme d’existence et d’unicité dans la
classe de Gevrey obtenue par LICHNEROWICZ

3
& = 9
Remarque. Considérons les équations linéarisées du systéme con-
sidéré au voisinage de valeurs constantes des u*, k%, f. Ces équations sont
des équations homogénes & coefficients constants, pour lesquelles on
peut prendre ¢ = co. Elles forment un systéme hyperbolique strict.

12 Sauf dans le cas exceptionnel u|hf*fr; = r(rf + u|h|?) (cf. [3] p. 361).
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