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Abstract. In the first part a system of equations for an inductive charged rela-
tivistic fluid with finite conductivity is written in a space time with given metric,
taking into account thermodynamic phenomena. Speeds of propagation of various
types of waves are determined under a restrictive hypothesis concerning the heat
current q: that q depends only on the thermodynamical quantities and the gradient
of one function of these quantities.

In the second part it is shown, by a detailed study of the characteristic poly-
nomial and of its irreducible factors, that, when q is negligible, the proposed system
is non-strictly hyperbolic in the sense of J. LERAY and Y. OHYA and existence and
uniqueness theorems of a certain Gevrey class are verified the relativistic causality
principle is satisfied under some physically reasonable assumptions on the thermo-
dynamical quantities. The system becomes strictly hyperbolic (existence and unique-
ness theorems obtain in classes of functions with a finite number of derivatives)
when the fluid is both non inductive and of zero electrical conductivity.

In the third part we show briefly, by the methods of the second part, that the
equations of relativistic fluids, with an infinite electrical conductivity is also non-
strictly hyperbolic. The linearized equations (in the neighborhood of constant
values) are strictly hyperbolic.

Introduction

II est difficile d'ecrire les equations des fluides charges inductifs en
Relativite Generale: le tenseur de Maxwell pour de tels fluides, tel qu'il
nous est fourni par la theorie classique, est en effet non symetrique et ne
peut done pas etre ajoute tel quel au deuxieme membre des equations
dΈinstein. De nombreuses tentatives ont ete faites pour symetriser ce
tenseur (voir par exemple [1], [2], [3]) et interpreter le terme ainsi
ajoute comme interaction entre Γimpulsion energie materielle et le
champ electromagnetique: Γaddition de tels termes modifie evidemment
les equations du mouvement1 et conduit, pour les divers essais qui ont
ete faits, a des resultats assez peu satisfaisants: d'une part les equations
obtenues ont un aspect mathematique complique, le polynόme carac-

1 Contrairement a Γopinion parfois enoncee qu'il suffit, pour ne pas les modifier,
de prendre le terme complementaire a divergence nulle: une telle condition est elle-
meme, ίci, une restriction sur les grandeurs a determiner.
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teristique en un point semble irreductible et il est impossible de Γetudier
autrement que par des approximations (ef. [2]), d'autre part, dans ces
tentatives de symetrisation, soit Γenergie electromagnetique soit la
force de Lorentz, ne coincident pas dans un repere propre avec les valeurs
admises par la physique classique (relativite restreinte). Les consi-
derations qui precedent ont conduit LATREMOLIERE [4] et PICHON [5] a
renoncer a la symetrisation du tenseur de Maxwell et au couplage avec
les equations dΈinstein en prenant pour equations des fluides charges
inductifs, dans une metrique donnee, la generalisation directe des equa-
tions de ces fluides en relativite restreinte,

La justification physique d'un tel procede (cf. C. LATBEMOLIEKE [4]) est
que le champ de gravitation, dans un domaine assez petit, ne depend
pratiquement pas de la matiere dans ce domaine, mais de toute celle
presente dans les regions eloignees (par exemple dans un laboratoire
terrestre le champ de gravitation ne depend pratiquement pas des
phenomenes qui s'y deroulent) la justification mathematique en est dans
la possibilite d'une etude mathematique complete des equations obtenues :
G. PICHON a montre que, si Γon neglige les phenomenes thermodyna-
miques, le polynόme caracteristique se decompose en un produit de
polynόmes du 2e degre au plus et il a determine explicitement les ondes
et vitesses de propagation correspondantes, par Γetude du probleme de
Cauchy analytique.

Nous nous proposons dans la premiere partie de cet article de reprendre
Γetude des equations des fluides charges inductifs, dans une metrique
donnee (qui peut etre la metrique de Minkovski)

en tenant compte des phenomenes thermodynamiques. Nous considerons
d'abord le cas general oύ la conductibilite thermique n'est pas nulle : nous
ajoutons alors au tenseur d'impulsion energie un tenseur d'origine
thermique non symetrise2: le principe de Taub de conservation de la
matiere impose alors une equation de continuite, qu'on peut interpreter
comme equation de conservation de Γenergie (ou equation de la chaleur).
Nous determinons explicitement les diverses ondes et vitesses de propa-
gation correspondantes sous une hypothese tres large f aite sur le courant
de chaleur g, a laquelle nous sommes conduits par Γetude meme des
equations, a savoir qu'il ne depend que des » grandeurs d'etat« et du
gradient d'une fonction de ces grandeurs (que Γon pourrait peut-etre
interpreter comme la temperature absolue).

2 Cf. a ce sujet PHAM MAN QTJAN [6] ainsi que Y. BBUHAT et PHAM MAN
QUAN [Ί].
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Dans une deuxieme partie, nous montrons, a Γaide d'une etude
detaillee du determinant caracteristique et de ses facteurs irreductibles,
que, dans le cas oύ la conductibilite thermique est negligeable les equa-
tions que nous avons obtenues pour les fluides charges inductifs forment
un systeme hyperbolique non strict au sens de LEBAY et OHYA [8], [9]:
des theoremes d'existence et d'unicite sont valables pour de tels systemes
dans des classes de Gevery (fonctions indefmiment derivables dont les
derivees satisfont a certaines majorations, de telles fonctions peuvent
etre a support compact). Dans le cas etudie Γindice α de Gevrey (α
caracterise la classe de Gevrey, qui est analytique pour α = 1, qui est
une classe de Sobolev, fonctions a un nombre fini de derivees, pour
α = oo) trouve est α = 2. Les solutions ont un domaine <Γinfluence
determine par le cone fondamental de la metrique sous certaines in-
egalites, physiquement raisonnables, verifiees par les grandeurs d'etat.

Toute Γetude faite dans ces deux parties concerne les fluides de con-
ductivite electrique finie. Les resultats concernant le theoreme d'existence
ne sont pas ameliores si les fluides ne sont pas inductifs (εμ = 1) ou si la
conductivite s'annulle (σ = 0): par contre si Γon a simultanement εμ = 1
et σ = 0 le systeme devient hyperbolique strict (α = oo): on retrouve
ainsi un result at de travaux anterieurs [10], [11] mais sans supposer la
Constance dans le fluide du rapport γ/r.

Dans une breve troisieme partie nous montrons comment Γ application
des methodes de la 26me partie permet de montrer le caractere hyper-
bolique non strict (α = 3/2) des equations des fluides relativistes de
conductivite electrique infinie (cf. [3], [14]) et conductibilite thermique
nulle, conformement au resultat obtenu par LICHNEBOWICZ [14] par
une diagonalisation directe.

I. Equations des fluides charges inductifs et conducteurs. Ondes et vitesses
de propagation

1. Equations

Nous ecrirons ces equations sur une variete diίferentiable F4(C'00),
munie d'une metrique riemanienne hyperbolique normale, a 1 carre
> 0 et 3 carres < 0

ds* = gxβdx«dχP, α, β = 0, 1, 2, 3 (1.1)
(qui peut etre la metrique de Minkovski en coordonnees quelconques).

Nous prendrons pour tenseur d'impulsion energie d'un fluide charge
inductif le tenseur non symetrise

T«β = rfUaUβ — pgxβ + τ^β — q^Uβ (1.2)
oύ, selon le point de vue de TATJB [12], repris par PICHON [5] et LICH-
NEBOWICZ [11], r est la densite materielle propre, / Γindice du fluide
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oύ ί = $ + — est Γenthalpie specifique, $ Γenergie interne specifique, p

est la pression, ux le vecteur vitesse unitaire (dans la metrique (1.1))

u«uΛ=l. (1.3)

Les quantites r, /, p sont les »grandeurs d'etat« que nous supposerons
connues en fonction de deux d'entre elles, par exemple / et p, par Γinter-
mediaire d'une »equation d'etat« que nous ne preciserons pas. Nous
n'introduirons pas non plus ici Γentropie S, ni la temperature absolue T,
pour eviter d'avoir a faire choix d'une equation thermodynamique: nous
verrons qu'on peut ecrire un systeme complet d'equations oύ elles n'inter-
viennent pas explicitement.

q" est le vecteur courant de chaleur. Nous le prendrons de la forme
generale 3:

f = ?&",*?, p , f , d λ p , d λ f ) . (1.4)

q" est une fonction donnee, arbitraire a priori, de ses arguments.
τα/5 est le tenseur de Maxwell et a Γexpression donnee par Pham Mau

Quan

τΛp = ̂ g,β^H,μ-GlHββ. (1.5)

Selon le point de vue de PICHON [5] nous ne le symetriserons pas.
Hxβ et GΛβ sont respectivement les tenseurs antisymetriques champ

eleetrique-induction magnetique et champ magnetique-induetion elec-
trique. Us definissent deux 2-formes exterieures

H - Y H x β dx« f \ d χ P , G = ~ Gχβ dx« Λ dx? .

Ces tenseurs definissent d'autre part les vecteurs champs (respective-
ment inductions) electrique et magnetique 6α et hκ (respectivement d* et
όα) par les relations4

e« = H«βuβί d*=G«Puβ (1.6)

h«=G*«Puβ, b* = H*«Puβ. (1.7)

Ces vecteurs sont orthogonaux au vecteur vitesse ux

hκux = exux = bxu<x = docua = 0 .

Les lois de Γinduction de Maxwell, que nous adopterons ici:

b* = μh*, d* = εe* (1.8)
3 Une expression particuliere de ce type est donnee par LANDAU-LIΓSHITZ [15].

dχ designe la derivie partielle d/d xλ.
4 Pour avoir une chaleur de Joule >0 avec une conductίvite a > 0 j'ai ete

amenee a changer le signe dans la definition de eα des travaux anterieurs [16], [2], [3]
(c'est-a-dire le signe dans la definition du courant).
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se traduisent par la relation suivante

μGΛβ = Hκβ + λuv(Hγκuβ-Hγβuκ) . (1.9)
On a pose:

λ=l — εμ. (1.10)

Les coefficients μ et ε sont respectivement la permeabilite magnetique
et la permittivite electrique du fluide et ne dependent que des grandeurs
d'etat.

Les tenseurs Haβ et Gxβ verifient les equations de Maxwell

dH = 0 (1.11)

\7«0"β = Jβ> (1-12)

oύ JP est le vecteur courant electrique. On prend

J0 = γuβ + σeβ + βpβ . (i.i3)

γ est la densite de charge electrique, a la conductivite electrique, β
un coefficient rendant compte de Γeffet Hall (cf. [17], [5]): σ et β sont des
functions donnees des grandeurs d'etat. P@ est le vecteur de Poynting

μPκ = H**HQΛuσ = μsxλμvu
λe*hv . (1.13)

JP satisfait la condition de conservation

V v^ = 0. (1.14)

Nous prendrons d'autre part pour equations determinant revolution
du fluide les 5 conditions de conservation:

Vα^ = 0 (1.15)

II V«(™α) = 0. (1.16)

L'equation (1.16), que nous appellerons II, proposee par TAUB, ex-
prime la conservation de la matiere.

2. Systeme equivalent bίen pose

Les equations de Maxwell (1.11) admettent localement pour solution
generale (φ designe une 1-forme quelconque)

H = dφ, c'est-a-dire Hxβ = d^φβ — dβψ^ . (2.1)

Nous remplacerons les equations de Maxwell 1.12 par

E^\7ocG^-~g^\7e(δφ)-J^O (2.2)

oil GχP s'exprime en fonction de H*? par (1.9) et oύ

δφ = ~^κφ
x (2.3)

est le premier membre de la condition de normalisation de Lorentz:

δφ = Q (2.4)
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de maniere a mettre en evidence, pour les g?α, un systeme d'equations bien
pose.

Ces equations (2.2) (que nous appellerons IV) s'ecrivent:

Eβ - — gκλ {Vα Vλ ψβ + λu? Uβ Vα (Vy ψλ ~ Vλ <?y) —

jy ~ λυTUλ Vα (Vy ψβ — Vβ ψγ) + λHγλ Vα (u?Uft)

— λ Hγβ

D'autre part, toute solution de (1.15), (1.3), (1.16) verifie Γ equation de
continuite, soit III :

III uβ Vx T^ - u« (rdxf — dxp) + uβ V^ — Pαgα - 0

avec
UβV^ = — σ\e\* + (1 — εμ) PκuPϊ7βux\, |e|2 = -eλeλ

(qui, pour ε = μ = 1, se reduit, si on pose qx = — χ γaβ dβT (cf. [2]), a la
formulation quadridimensionnelle de Γequation classique de la chaleur
dans les gaz) et les equations du mouvement, soit I

I γl (7α T
αλ - (rfu* — q«) VΛvP — γ«β d«p + γβ

λ Fαταλ = 0

γβ, — g£ — uΛyf (projecteur d'espace)

avee (cf. [2], [5])

Fατ^ = J*Hl + λPκ V$u* + y gf"(e?ea dλs + h"hσ dλμ) (2.6)

ou, d'apres les hypotheses,

_
p 9p ' 6

(le dernier terme de la force de Lorenz (2.6) provient des phenomenes dits
electrostriction et magnetostriction) 5

on posera

™(e*eσ£; + Mσμ;) = &

(2.7)

3. Etude des equations obtenues

Nous avons remplace les equations satisfaites par les grandeurs
physiques, inconnues du probleme pose, uα, /, p, φx, γ par le systeme soit
(27), d'equations I, II, III, IV (cf. paragraphe 2) et V (cf. paragraphe 1).

5 Ajouter des termes en derivees de ε et μ au tenseur de Maxwell (cf. [18], [5],
[19]) rendrait impossible, a cause des ordres de derivation, Γetude qui va suivre:
il semble d'ailleurs que, physiquement ces termes soient assez mal connus.
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Nous montrerons plus loin (paragraphe 19) que ce systeme (Σ) est equi-
valent au systeme tensoriel donne physiquement (equations de Maxwell,
equations de conservation (1.15) et (1.16), ux unitaire). Nous allons
d'abord, ici, chercher a queues conditions ce systeme (Σ) est un systeme
d'equations aux derivees partielles bien pose au sens de la physique
mathematique, c'est-a-dire un systeme quasi-lineaire du type de Cauchy -
Kovalevski : pour un tel systeme le probleme de Cauchy analytique a une
solution et une seule si la variete (de dimensions 3) portant les donnees
initiales n'est pas exceptionnelle (relativement a ces donnees initiales, cas
non lineaire). Les varietes exceptionnelles sont dites «caracteristiques».

Designons par v1 une quelconque des N inconnues ux, /, p, φx, γ, par
EJ une quelconque des N equations du systeme (Σ). Le systeme (Σ) est
quasi-lineaire (cf. LEBAY [20]) si on peut trouver des indices πij et nj
tels qu'il s'ecrive

EJ = h^(Dms~nj-1vK

) t)mi~nj) v1 + bJ(Dmκ-n'-lvκ) = 0

oύ Dm designe Γensemble des derivations partielles d'ordre ^ m, ΐ>m

celles d'ordre m. L'operateur A/ d'ordre mI — nj, qui peut etre nul, est
appele la partie principale de Γinconnue v1 dans Γequation EJ.

On voit aisement que pour que le systeme (Σ) soit quasilineaire 6 il
faut que q* ne depende des derivees des grandeurs d'etat que par Γinter-
mediaire du gradient d'une fonction Φ des ces grandeurs, qui peut par
exemple (mais pas necessairement) etre la temperature absolue :

2α - r (uP, gλ», p , f , d λ Φ ) , Φ^Φ (p, /) .

On supposera done qκ de cette forme et on prendra Φ comme inconnue
a la place par exemple de /. Le systeme (Σ) sera alors quasi lineaire pour
le choix suivant des indices de Leray :

m(ux) = m(p) = m(γ) = 1
m ( x ) = m(Φ) = 2

Les parties principales relativement aux inconnues u*, f, Φ, ψκ, γ dans
toutes les equations sont alors respectivement d'ordre 1, 1, 2, 2, 1.

Le systeme (Σ) est du type de Cauchy-Kovalevski (generalise par
LEBAY- GABBING) si la partie principale, d'ordre Σκmκ — ΣjUj — 16, du
determinant h des &/, defini par (π est une permutation quelconque des
entiers 1, . . . N):

h = Σn Sign π Ai(1) ^W

n'est pas nulle. C'est-a-dire si le polynόme homogene de degre 16, P,
n'est pas identiquement nul:

P = det(P/)φO (3.4)

6 Et a determinant caracteristique non nul (cf. plus loin).



Etude des Equations des Fluides Charges 341

oύ P/ est le polynόme homogene en |α obtenu en remplagant dans h^ la
derivation 9α par le vecteur eovariant ξα.

Nous allons verifier (3.4) en meme temps que nous allons determiner
les varietes caracteristiques.

4. Varietes caracteristiques

Les vecteurs ξκ qui annulent en un point x le polynόme P (non Ξ= 0,
ce que nous allons verifier) sont les normales en ce point aux varietes
caracteristiques, ou, fronts d'onde (qui dependent ici des inconnues v1).

Le polynόme P est un determinant d'elements P/. Les parties
principales relatives aux inconnues φα etant nulles dans les equations I,
II, III et celles relatives a Φ nulles dans toutes les equations sauf III, ce

determinant est du type suivant:

u° ul u2 u* p Φ φ0 ψi φz φ3 γ

II

III

IV

V

Λ

A*

0

0

0

0

0

A"? ξaξβ

0

0

0

0

0

0

0 0 0 0

Λ

.

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

UV ξπ

(4.1)

oύ Δl est le determinant d'ordre 5 d' elements

(tenseur mixte sur F4)

α = 0 ) l , 2 , 3 (4.2)

(4.3)

(vecteurs respectivement covariants et contrevariants sur F4)

hi = r'Pu ξ.

(scalaire sur F4) et oύ A2 est le determinant d'ordre 4 (ici Γindice inferieur
numerote la ligne et Γindice superieur la colonne contrairement au
determinant A ̂

hl = ~(9-λa*) δ?

tenseur mixte sur F4 on a pose :

(4.4)

(4.5)
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On voit sur Γexpression (4.1) que P est φ 0:

P =(««£«) (^"fcf,,) 44.- (4-6)

Les determinants A1 et zJ2 sont des scalaires que Γon peut calculer
aisement en prenant des axes particuliers (corepere ΘQ colineaire a £α,
corepere θ1 colineaire respectivement a Pκ ou a uκ pour le calcul de Δl ou
de Δ2). On trouve

A1 = {(rfu--q-)ξκγrCI(ξ) (4.7)

ou CΊ(ί) est le polynόme du 2έme degre

8)

+ UP«-r)^f«^v-ι
et

Δ^(c,(ξ}γ(c,(ξ)γ (4.9)
oύ <72(|) et CΆ(ξ) sont les polynόmes caracteristiques classiques des
fluides inductifs (cf . [2], [5]) :

Cz(ξ) = g^ξλξμ (4.10)

CΆ(ξ) = (g^-λu^)ξλξμ. (4.11)

Le polynόme A^ ̂ ξ^ξβ est d'autre part:

(4.12)

et depend du choix fait pour les fonction gα. En s'inspirant de la theorie
classique de la chaleur de Fourier, et identifiant Φ avec la temperature
absolue T, Pham Mau Quan a propose (χ conductibilite thermique):

ςr = -χγ P3βT. (4.13)

Done

A*βξ*ξβ = -χγ*βξ«ξβ (4.14)
Nous reviendrons paragraphe 5 sur la discussion de ce choix.

5. Ondes -vitesses de propagation

L'annulation de chaque f acteur irreductible du polynόme P, ou ξκ est
remplace a nouveau par dα, donne une equation aux derivees partielles du
premier ordre dont les solutions forment une famille de varietes carac-
teristiques (ou fronts d'ondes) du systeme (Σ) etudie. Les pentes spatio-
temporelles, dans un repere orthonorme, du plan tangent a une telle
variete en un point, (plan normal au cone) sont les vitesses de propagation
en ce point des fronts d'ondes correspondants : ces vitesses seront
inferieures a la vitesse relativiste limite si les cones C(ξ) = 0 (oύ les
C(ξ) sont les facteurs irreductibles de P) contiennent dans leur interieur le
cone fundamental de la metrique, C2(ξ) = 0.
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Cones caracteristiques. Pour etudier ces divers cones en un point,
pla£ons-nous dans un repere propre: g^^ξ^ξβ = (ξ^ — Σ^ξ^, «*° = 1,
u1 = 0. Allors P° = 0 car Pα et u* sont orthogonaux (et aussi g° = 0 sous
Γhypothese (4.13)). Dans ce repere les divers cones s'ecrivent de la facon
suivante :

a) Cone gravitationnel ou f ondamental

Ct(ξ)^(ξe)
Λ-Σt(ξtγ = 0. (5.1)

b) Cone electromagnetique

CΛ(ξ) = eμ(ξ0)'-Σi(ξi)* = 0. (5.2)

c) Cone (plan) materiel

<?„(!) = Mα!α=!o = 0. (5.3)

d) Cone (plan) energetique

C'ϋ(ξ) ^ (rfu'-ςf) ξx = ( r f - t f ) ξ»-Σl(fξl = 0 . (5.4)

e) Cone energetique

Ct(f) = A ι>ξβξβ = o . (5.5)
Sous les hypotheses 4.13 et 4.14

C4(f)^Z'<(f1)« = 0. (5.6)
f ) Cone acoustique

Pla9ons ces divers cones par rapport au cone f ondamental C2(ξ).
a) Si ε μ > I (cas physique) le cone <73 est convexe et (72 est interieur

a(73

b) le plan <70 est exterieur a C2 (si u est temporel)
c) le plan C$ est exterieur a (72 si

oύ π q designe la projection de q sur Γespace propre orthogonal a u. On a
7rq = q sous Γhypothese (4.13), qu = 0. (5.8) sera toujours realise sous
les conditions physiques usuelles: \q\ petit devant rf.

d) Le cone (74 est, sous les hypotheses (4.13), (4.14) un cylindre de
generatrices paralleles a u de base le cone isotrope de Γespace propre, il
admet done une seule generatrice reelle, de direction u, et C2 n'est pas
interieur a (74.

e) Le cone acoustique C^ est convexe, et le vecteur u = e0 lui est
interieur si le coefficient de (£0)

2 est >0, ce qui est toujours realise
physiquement (rf > q°). C2 n'est interieur a Cl que si un certain nombre
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d'inegalites (que Γon pourrait considerer comme caracterisant les fluides
reels, le cas limite correspondant aux fluides incompressibles) sont
verifiees. Nous discuterons ces inegalites en detail paragraphe 8, quand
le courant de chaleur est nul.

Vitesses de propagation. Des raisonnements classiques ([16], [3], [5])
permettent de deduire des equations precedentes les vitesses de propaga-
tion des ondes correspondantes par rapport au repere propre (ces vitesses
dependent de la direction de propagation n pour les ondes acoustiques et
energetiques). Ce sont:

a) Ondes gravitationnelles (ou fondamentales)

v= 1 .

b) Ondes electromagnetiques

V = -7 :τ7T- < 1
(εμ)112 —

c) Ondes materielles

d) Ondes energetiques

^u> ~ rf — u q

oύ πq est la projection sur Γespace propre (orthogonal a u) de q. On a
tou jours

e) Ondes calorifiques.
L'hypothese (4.14) conduirait a une vitesse de propagation infinie:

cette hypothese semble done a rejeter.
f) Ondes acoustiques.
Les vitesses de propagation v dans la direction n dependent du vecteur

de Poynting et du courant de chaleur, etant solutions de Γequation du
second degre:

+ fpf-^λp— q) nv— 1 -0.

Ces vitesses sont inferieures a 1 sous la condition signalee plus haut
(C2 interieur a C-^.

II. Cas de la conductibilite thermique nulle

6. Polynόme caracteristique

Dire que la conductibilite thermique est nulle, c'est dire que le vecteur
courant de chaleur q" est nul. L'equation III est alors du premier degre
dans toutes les grandeurs d'etat.
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Pour ecrire le systeme (Σ) sous la forme 3.1 on peut poser

m(ux) = m(p) = m(f) = m(γ) = 1

m(99α) = 2 (6.1)

Par un raisonnement analogue a celui du paragraphe precedent on
voit que le determinant caracteristique P est alors

P = «-ί«^ίJ> (6.2)

oύ A[ est le determinant d'ordre 6 obtenu en bordant Al (cf . paragraphe 4)
par la colonne et la ligne suivantes: (b et V sont definis par (2.7))

Λg = -/%&', α = 0,1,2,3 (6.3)

(vecteur contrevariant)
hi = r'ίU«ξx (6.4)

A J S = ( r + &')««£« (6.5)

hl = -bu«ξx (6.6)
(scalaires)

Λ5 = λPX^ (6.7)
(vecteur covariant).

Le meme repere que precedemment permet de calculer le scalaire A[

Ji = i*/(««f«)*Cfi(f) (6-8)

oύ G{ (ξ) est le polynόme du second degre

C[(ξ) = r(l-b) γ 'ξ.ξβ + 1(r'p(r + V) + r't(l- δ)) (u ξj* +

+ λP υfξ.ξβ^ . ( ' '
Alors que Γon a tou jours

^a = (0,(|))1 (08 (£))«. (6.10)

7. (7αs de 0. Pichon

Dans le cas oύ Γequation d'etat est telle que ρ = r(l + S) — rf — p
ne depend que de p (et non de /) on a :

ρ/ = / r / + r = 0 (7.1)

ρ; = /r;-l. (7.2)
Done

M + /rr; = rρ;.

On retrouve si b = bf = 0 (c'est-a-dire ε et μ constants) les resultats de
PICHON [5].
24 Commun. math. Phys., Vol. 3
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8. Fronts d'ondes et vitesses de propagation

Comparons les resultats obtenus avec ceux de la partie I: on voit que
le cone energetique est confondu avec le cone (plan) materiel, le cone
calorifique disparaίt, le cone electromagnetique (73 est inchange. Le cone
acoustique C± devient le cone C{ qui, dans un repere propre a pour
equation:

C((ξ) = i(r'v(r + V) + rj(l -ft)) (£0)» +

+ λr P'fίfo- r (1 - b) Σt(ξt)* = 0
cone convexe reel si

A^f(r'p(r + b') + ή(I-b))>0, r(l~b)>0 (8.2)

ce qui sera toujours realise physiquement (r > 0, / > 0, r'p > 0, r'f > 0, b
et b' tres petits).

Le cone C[(ξ) = Q ne coupe alors pas le plan f0 = 0 (c'est-a-dire le
plan uaξa = 0).

Etudions la position de C[ (ξ) — 0 par rapport au cone fondamental
C%(ξ) = 0. Les cones C{ et C2 ne se coupent pas si

\A-r(l-b)\^\λr^P\. (8.3)

C2 est alors interieur a C± si

A^r(l — b ) , (8.4)

exterieur dans le cas contraire.
Si Γinegalite (8.3) n'est pas verifiee, C{ et C2 se coupent suivant deux

droites.
L'equation d'etat du fluide relativiste devrait done etre telle que (8.3)

et (8.4) soient verifiees. Si b == δ' = 0 (8.3) s'ecrit, en supposant εμ ^ 1,
ρ; et r'p > 0

(ρ;_ i) + r-ιρ; ̂  (^y1) (ρ; + ι} |P| (8.5)

qui entraίne alors
ρ -l + r-iρ S O . (8.6)

Les inegalites (8.3) et (8.4) se reduisent a (8.6) en Γabsence d'induc-
tions (ε = μ = 1): dans ce cas on prend Γegalite

ρ;-ι + r-iρί = o
comme definition de Γincompressibilite du fluide (cf. [11]) et on suppose
que tout fluide reel (non inductif) verifie (8.6), done que le cone f onda-
mental est bien interieur au cone acoustique.

Dans le cas inductif il f audrait, pour rester en accord avec les principes
relativistes, prendre une definition de Γincompressibilite telle que tout
fluide reel verifie (8.3), (8.4) sous les conditions physiques pratiquement
toujours verifiees (cf. (8.2)), ces deux inegalites se reduisent a la suivante:
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Si les f onctions vI(ua

) /, p, φλ) γ) verifient cette inegalite le cone C{
admet comme les autres cones Ci9 (72 dans son interieur.

9. Caractere hyperbolique non strict du systeme

Definition et critere d'hyperbolicite non stride: le systeme quasi lineaire
ft f(jrpjr-nj-l Uκ9 jyni-nη ui + tf (jynκ-nj-I u^ == Q (gj)

est hyperbolique non strict au sens de Leray-Ohya7 pour des f onctions
Wx(C°°) si (condition suffisante) en faisant Dmκ-nj~l uκ = Dmκ~nj-1 Wκ,
J, K = 1, . . ., N dans les coefficients de (9.1) les proprietes suivantes
sont verifiees:

1) Le polynόme caracteristique P est un produit de polynόmes
hyperboliques stricts8

P=P1(|)...Pm(|). (9.2)

2) Les cones P$ (£) = 0 contiennent tous dans leur interieur un meme
cone, celui-ci determine alors le »domaine d'influence« de la solution.

3) SupZ. ̂  Supmκ — mίnj (9.3)
K j

(lt = degre du polynόme PJ.
Les conditions 1), 2), 3) sont realisees pour le systeme (Σ), et des

fonctions Wκ verifiant les inegalites enoncees au paragraphs precedent:
le polynόme P ( ξ ) est evidemment produit de polynόmes hyperboliques
(de degres 1 ou 2), et les cones Ci(ξ) ~ 0 contiennent tous dans leur
interieur le cone fundamental (72.

(9.3) est verifie puisque SupZe — 2, Supm^ — inf nj == 2.
Probleme de Cauchy. Les donnees de Cauchy, sur une variete initiale

S sont:
Σ>mχ-ιu

κ = Dmx~lWκ sur S (9.4)

oύ les Wκ sont des fonctions donnees dans un voisinage de 8. Si 8 a pour
equation locale x° = 0 (9.4) est equivalent a se donner (on pose DQ = djdx0)

{DJ"-1««},.. o , (9.5)
c'est-a-dire ici

Remarque: pour le systeme (Σ) considere ici on a pu choisir nj — 0,
les donnees de Cauchy ne sont done pas soumises a des contraintes9.

7 Pour la definition des systemes diagonaux hyperboliques non stricts, et la
demonstration des theoremes d'existence et d'unicite correspondants, cf. LEBAY et
OHYA [9], Pour la diagonalisation des systemes quasi-lineaires et des criteres
suffisants d'hyperbolicite non stricte cf. BBUIIAT [21].

8 Un polynόme Pi(ξ) de degre l{ est hyperbolique strict si le cone Γt(Pi(ξ) — 0)
a un interieur non vide Γf tel que toute droite passant par un point de Γi coupe jΓ$

en l{ points reels distincts (cf. LEBAY [20]).
9 II n'en est pas ainsi pour le systeme tensoriel primitif comme on le verra

paragraphe 12.
24*
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Pour des donnees de Cauchy sur S telles qu'il existe des Wκ cor-
respondant verifiant les conditions d'hyperbolicite non stricte enoncees
ci-dessus (c'est-a-dire telles que dans un voisinage des valeurs prises par
ces donnees les inegalites du paragraphe 8 soient verifiees), et appartenant

a une classe de Gevrey10 d'indice α = ——?-, le systeme (Σ) a une solution,

unique, dans cette classe de Gevrey. Cette solution admet un domaine
d'influence determine par le cone C2, c'est-a-dire que sa valeur en un
point x ne depend que des donnees de Cauchy dans le «passe», (au sens
relativiste de ce mot, determine par le cone C2) de ce point, sous les
inegalites du paragraphe 8.

Calcul de Γindice de Gevrey. L'indice de Gevrey α, ^ 1, caracterise
la generalite de la classe de Gevrey envisagee: la classe de Gevrey
γ^(8) a laquelle doivent appartenir les donnees de Cauchy (9.5) est
Γensemble des fonctions definies sur S, a valeurs complexes, indefiniment
derivables si α < oo telles que:

JL r J-^rf t Γi\

oύ Da designe ici une derivee partielle quelconque de / sur S (c'est-a-dire
par rapport aux variables «spatiales» x1}, \σ\ Γordre de cette derivee,
(Daf, S) la norme L% usuelle :

\s J
Si α = oo on appelle y^oo) (S) Γensemble des fonctions de carre som-

mable sur 8.
On voit qu'une classe de Gevrey d'indice α est incluse dans toutes les

classes d'indice plus grand. On montre que pour α = 1 la classe de Gevrey
est une classe de fonctions analytiques et que, par contre, pour α > 1 ce
sont des classes de fonctions non quasi analytiques: une function a
support compact n'est plus necessairement nulle.

Physiquement la difference essentielle semble etre d'abord entre
α = 1 et α > 1, α > l permettant Γexistence d'un domaine d'influence
done Γ etude de la propagation des phenomenes et caracterisant pour
nous Γhyperbolique non strict, puis entre α < o o e t α = oo, α = o o per-
mettant Γexistence d'un nombre fini seulement de derivees, done de
discontinuites de celles-ci (chocs) et caracterisant Γhyperbolique strict.

Une premiere etude simple va nous donner une borne inferieure

α = m __ 1 > 1 de Γindice de Gevrey. L'etude du paragraphe suivant,

plus complexe, nous permettra d'ameliorer cette valeur, sans arriver
toutefois a α = oo. Cette etude est cependant utile, non seulement pour

10 Fonctions indefiniment derivables dont les derivees satisfont a certaines
majorations cf. LEBAY et OHYA [8], [9],
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elargir la classe des functions pour lesquelles le theoreme d'existence est
valable, mais aussi pour obtenir les proprietes d'hyperbolicite stricte (ou
non) de systemes partiels que Γon peut avoir a considerer dans des
problemes particuliers.

Ecrivons le polynόme P (6.2) de maniere a y faire apparaitre le plus
petit nombre m possible de polynόmes hyperboliques, pour que Γindice α
(done la classe de Gevrey) soit aussi grand que possible. On peut ecrire

P = r*f(u«ξxγ C[(ξ) (C,(ξ)γ (G3(ξ)γ . (9.6)

D'apres Γ etude du paragraphs 6, (9.6) peut s'ecrire:

P=P1P2P3P4P5

oύ

Ps=CΛ(ξ)Ca(ξ)u ξ.

ou, sous les memes conditions que precedemment les polynόmes Pi sont
hyperboliques et les cones Ft correspondants admettent tous dans leur
interieur le cone (72. On obtient done ainsi Γexistence et Γunicite (ainsi
que la causalite relativiste) dans une classe de Gevrey d'indice α = 5/4.

10. Simplification

Nous avons montre dans [21] que quand tous les mineurs p$ du deter-
minant d'elements Pf contiennent en facteur un meme polynόme /(£)
(qui est necessairement produit de facteurs irreductibles de P) on peut
obtenir une forme diagonale simplifiee pour le systeme.

Si le polynόme

est produit de mf facteurs hyperboliques stricts, le systeme aux derivees
partielles a une solution et une seule dans une classe de Gevrey d'indice

α =
m' — 1

Etudions cette simplification quand ε et μ sont constants ainsi que
σ et que β (coefficient de Hall) est nul.
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Le determinant P = A s'ecrit (cf. paragraphe 6)

= P =

/β
/I
Js

J8

II

III

IV°

IV1

IV2

IV3

V

u° u1 u2 uz p f

Δ'ι

Λ3

^αι,0 1̂1,1 1̂1,2 1̂1,3 0 0

0^0 Q Ί 9^2 0^3

^4= (0)

^2

dίi dl

u dfj dfi

r
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

dll

On designe par d^ et d~ des elements de A appartenant respective-
ment a A[ et a A2 (cf. leurs valeurs paragraphes 6 et 4).

On pose
a = ̂ α|α.

On a (cf. V — (1.14) et (1.13))

dn, * = 7 £* + <*d'u,*> dn = σd'ιι

oύ d'n)X et cZίf sont respectivement des polynόmes du premier et du 26me

ordre en |. Les mineurs D^ et D% des elements d ̂  et d^ dans A sont

2 designent respectivement les mineurs de d^ et d~β dansoύ (DA)Δ{
Zl^ et dans J2.

D'autre part

Pour calculer les mineurs de Zl( et A2 nous nous placerons dans des
axes particuliers et utiliserons les proprietes tensorielles de ces mineurs
pour les ecrire dans des axes quelconques.

Mineurs de A{. Les mineurs des elements d% (α, β = 0, 1, 2, 3) de A[
forment un tenseur mixte (Dfy^.

Les mineurs de d% et d£ (α = 0, 1, 2, 3; A •= 4, 5) sont respective-
ment un vecteur co variant (D^}Δ{ et un vecteur contravariant (DAΪA'I

Les mineurs (D^)^ (A, B = 4, 5) sont des scalaires.
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Prenons un repere tel que

f 0 = l ; ^ = 0, ί = l , 2 , 3

P! = I ; P« = 0, α = 0 , 2 , 3

c'est-a-dire un corepere oύ ΘQ et θ1 etant fixes, θ2 et θ3 sont quelconques.
II suffira done de calculer dans ces axes D\ (A = 0, 1, . . . 5) pour trouver
Γexpression tensorielle D%.

On trouve pour D*[ (A, B = 4, 5) :

D| = (α)3 ( a r f r ' p ( a + λ

D\ = (α)*

Dt=(α) 4 r/r ;(α + λy^P^β).

Puis pour D^ (α, /3 = 0, 1, 2, 3) et D^, D^ (^4 - 4, 5)

(10.1)
oύ

λ, D" β = -r»4 fr'^

et

D* = (α)3 {-r2|α(α + A y^P^f,) + αr/rJAP.}

Dl=W*{-raξΛ-rfr'pλPΛ}.

On voit sur les expressions obtenues que tous les mineurs
A, B = 0, . . . 5 contiennent en facteur (α)3.

Remarque. On deduit de la mise en facteur precedente que les
equations des fluides charges inductifs, oύ Γon considere le champ electro -
magnetique et la charge comme connus forment un systeme hyper-
bolique strict puisque A { est le determinant caracteristique de ce systeme
et que

est un polynόme hyperbolique strict.

Calcul des mineurs de A2. On prend maintenant des axes tels que
w0 = 1, Ui = 0 (i= 1, 2, 3) et ξ1=l, ξ α = 0 (α = 0, 2, 3). On trouve
ainsi, apres etre revenu en repere quelconque, en posant g — g*P ξ^ξβ

Tous ces mineurs contiennent en facteur g — λa2.
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Remarque. Les equations de Γelectromagnetisme dans des fluides en
mouvement donne, que la charge soit donnee ou non, ne sont pas hyper-
boliques strictes puisque le facteur g, qui est au carre dans Δ^ n'apparaίt
pas dans les mineur s de A%.

II resulte des resultats precedents, que, dans le determinant Δ, les

mineurs Dj^ et Z>| contiennent tous en facteur (α)4 (g — λα2).
Autres mineurs de A. Les mineurs restant a calculer sont ceux de A3)

DA^, ceux de zJ4, Daβ et les mineurs de la derniere colonne de A,DlljA

et Dft.
On voit immediatement que les mineurs relatifs aux elements de Zl3

sont nuls (puisque Δ = d\\A[A2 quelque soit Zl3)

Les mineurs des elements de Zl4 sont le produit par d\\ — ra de
combinaisons lineaires de produits d'un mineur de A[ par un mineur de
Δ2, dont les coefficients sont les elements de A3: on voit en effet, par des
considerations simples (liees a Zl4^ 0) que tout terme d'un tel mineur
Dκβ contient necessairement un element de A3 et un seul, et que le co-
facteur (mineur) d'un tel element dans Dκβ est produit d'un mineur de
A[ par un mineur de Zl2 et d\\ = ra.

Developpons un mineur DIltA(A = 0, ... 5) par rapport a sa derniere
ligne; les cofacteurs (mineurs) des elements de cette ligne dans DU,A
sont encore des produits d'un mineur de A[ par un mineur de A2 et un

element de Zl3 pour les elements d%lt tandis que pour dlltA ce sont

Enfin:

II resulte de toute cette etude que les mineurs de tous les elements de
Δ contiennent en facteur (α)3 (g — λa2). Tous contiennent (α)4 (g — λa2)
sauf DU,A.

Cas ίnductif εμ > 1 . II resulte du paragraphe precedent que tous les
mineurs de Δ contiennent en facteur aB(g — λa2). Le polynόme carac-
teristique simplifie P ( ξ ) est done produit de deux polynόmes hyper-
boliques

υ?ξMξ)CΛ(ξ) et u ξ.Ct(ξ)Ca(ξ).

L'existence et Γunicite sont done assurees dans une classe de Gevrey
d'indice α = 2.

11. Cas non ίnductif ε μ = 1

On voit aisement que pour εμ = 1 (λ = 0) le determinant carac-
teristique devient :

J = (α)5σ ι(f)(βf)« (11.1)
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oύ Cι(£) = 0 est le cone classique de Γhydrodynamique relativiste. On
verifie d'autre part sans peine que tons les mineurs de Zl2 contiennent en
facteur (g)3 done tous les mineurs de Δ contiennent en facteur (α)4 (g)3

sauf DlltA qui s'ecrit (les elements de Δz etant nuls)

t>n,A = du,x(D^AiA2, < Z u , « = y £« + *#*& (11.2)

et ne contient en facteur que (α)3 (g)3 si la conductivite σ Φ 0.
Le resultat sur le systeme general n'est done pas ameliore, on a

toujours hyperbolicite non stricte avec α = 2.
Cas de la conductivite nulle. Si σ = 0 (avec toujours λ = 0), on verifie

que, compte tenu de (11.2) et (10.1), DlliA contient aussi en facteur
(α)4^3, le systeme est hyperbolique strict.

Remarque. Nous avons demontre ce dernier resultat sans Γhypo-
these faite dans les travaux anterieurs de la Constance dans le fluide du
rapport γ/r11.

12. Conditions initiates — Verification des equations tensorielles

Les equations donnees par la physique etaient en fait (1.12), (1.14),
(1.15) et (1.16). Elles imposent aux donnees de Cauchy de verifier les con-
ditions initiales (on prend #° = 0 pour equation locale de 8)

J7βe«o = jo pour ^o^o (12.i)

ufuβ = 1 pour XQ = 0 . (12.2)

Supposons d'autre part que ces donnees de Cauchy verifient la condi-
tion de normalisation initiale

dφ = — [7α<pα = 0 pour x° = 0 . (12.3)

Montrons que, pour des donnees de Cauchy verifiant (12.1), (12.2) et
(12.3) la solution trouvee du systeme (Σ) verifie les equations tensorielles
de depart.

En effet : toute solution de I verifie une equation de la forme (Φ est un
polynόme des uκ et de leurs derivees premieres)

E?uβ = u« dΛ(uPuβ) + (1 — u?uβ)Φ = 0 .

La condition initiale (12.2) entraίne done, pour la solution consideree

uPuβ = 1 ,

D'autre part, d'apres Γidentite

V^Vα^") = 0 ,

toute solution des equations IV et V du systeme (Σ) verifie

0 (12.4)
11 Nous n'avons pas introduit Γentropie 8 mais les mouvements correspondants

au cas etudie ici (ε μ — 1, σ — 0, q* = 0) sont necessairement adiabatiques
= 0) d'apres II et III (cf. [5]).
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qui est une equation hyperbolique stricte, du 2έme ordre, lineaire, pour
δφ. On deduit de la condition initiale (12.1)

ao δφ = 0 pour XQ = 0 (12.5)

done, de (12.1), (12.2), (12.4) pour la solution eonsideree

δφ = Q.

On a done montre que la solution trouvee de (Σ) verifie effectivement
les equations tensorielles donnees.

III. Cas de la conductivite electrique infinie

(conductibilite thermique nulle)

13. Equations

Nous nous placerons encore dans une metrique d'espace temps donnee,
pour simplifier Γexpose : le tenseur de Maxwell etant ici symetrique il n'y
aurait aucune difficulte a coupler les equations d'Einstein avec les
equations des fluides charges. Ces equations sont (cf. [3], [14])

\7ΛT*P = 0 (mouvement det continuite) (13.1)

Vα(r^α) = 0 (Conservation de la matiere) (13.2)

Vα (h"uP — u?hx) = 0 (Maxwell) (13.3)
oύ

oύ le tenseur de Maxwell τα^ s'exprime en fonction du champ magnetique
h" par

Λuβ-±\h\*gΛβ-hΛhβ, | A | a - - A β A β ^ 0

compte tenu de Γ equation thermodynamique (cf. [12], [5], [11])

TdS = rdf — dp.

L'equation de continuite Uβ^J^T"-^ s'ecrit:

I u«dxS = 0

on trouve, en utilisant Γ equation

deduite de (13.1) et (13.2) par produit contracte (compte tenu de h<xu0ί=ΰ
et H^UX = 1) que le systeme a resoudre est equivalent a:

κ κ

fy*?—
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(equations du mouvement)

III V«(

IV ΛαVcX—^αVα^+ (hPu«ήr~l

(equations de Maxwell compte tenu de (11.4)).
Ce systeme I, II, III, IV de 10 equations aux 10 inconnues Jιx, ux, f, S

est un systeme quasi lineaire du premier ordre: on pose mk = 1, nk — 0.

14. Polynόme caracteristique

Le polynόme caracteristique P est le determinant Δ

P==
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oύ on a pose

μ\h\*

c* = ar'jr

& == r —

et Zl est le determinant d' elements

dκ = u*bf-lr~lT

Par des combinaisons simples de lignes et de colonnes on ramene le
determinant Δ au suivant
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ou Δ ' est le determinant de

et

c'v ~ rκ — — rα
c - c b c .

On trouve en developpant :

Δ = λra?(λa* — μδ2)2 {(fή — r) α4 +

+ (r + μh*r'fr-*) a*- μf-

Le polynόme caracteristique P — Δ est done forme par produit des
operateurs hyperboliques suivants :

1) uα£α correspondant aux ondes materielles (plan)
2) ^α|α ± (μλ-1)1/2^"^ correspondant aux ondes d'Alfven (plans)
3) ί/r/-r)(w«ίβ)4+ {(r + /ι|A|ar;r-1)(tt«fβ)a~^/-i(A«ίβ)»}^fAfμ

(correspondant aux ondes hydrodynamiques, operateur du 4e ordre
hyperbolique si12 frf

fr~l>l (cf. [3], [11])). Le produit de ces operateurs
n'est pas hyperbolique strict (independamment du fait que les ondes
d'Alfven apparaissent doubles) les plans des ondes d'Alfven se coupant
et etant tangents au cone hydrodynamique. Par contre le produit des
operateurs (1) et (3) est encore hyperbolique. P est done la partie
principale du produit de p = 6 operateurs.

On a ici lv = 5 done (notations du paragraphe 9)

supmfc — inf nί = 1 < l^ ,

d'oύ le theoreme d'existence et d'unicite dans une classe de Gevrey avec

6
oc = Ύ.

Simplification: on voit aisement que tous les mineurs du determinant
Δ contiennent en facteur α(λα2 — μbz). Le systeme peut done se mettre
sous forme d'un systeme diagonal dont la partie principale est celle du
produit de 3 operateurs hyperboliques. L'inegalite est verifiee encore
pour lp-3), (^-3,, = 5), d'oύ le theoreme d'existence et d'unicite dans la
classe de Gevrey obtenue par LICHNEROWICZ

3
α = y.

Remarque. Considerons les equations linearisees du systeme con-
sidere au voisinage de valeurs constantes des u*, h", /. Ces equations sont
des equations homogenes a coefficients constants, pour lesquelles on
peut prendre α = oo. Elles forment un systeme hyperbolique strict.

12 Sauf dans le cas exceptionnel μ\h\*frf = r(rf + μ\h\2) (cf. [3] p. 361).
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