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By (1) and the lemma, || Tx.|| <\, (n=1, 2, - - - ), so that [|y]| S\. It
therefore follows from (2) that

3) lim || 7%, — A2 = 0.

Now Tx,—y; hence by (3), Ax,—y. Since A0 and T is continuous,
it follows that Tx,—Ty/\, so that Ty=»\y. Finally, by (2) and (3),
|ly]| =X¥£0, and the theorem is therefore proved.

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY

UN PROBLEME DE LA THEORIE DES NOMBRES
RATTACHE AUX POLYNOMES
DE TSCHEBYCHEFF

ERVIN FELDHEIM
Considérons le polynéme de T'schebycheff particulier
[ + (22 + 4)12]7+1 — [x — (22 4 4)1/2]n+1
2w+ (g2 4 4)1/2 ’
n=—1012---.

1) B.(x) =

Si 'on donne & la variable x la valeur x=2, ce polynéme prend,
comme il est trés facile de le vérifier, des valeurs entiéres, et la suite
de ces nombres entiers posséde des propriétés intéressantes que nous
nous proposons de démontrer dans cette note.

Nous déduirons d’abord quelques relations valables pour les poly-
noémes B,(x); la propriété des nombres mentionnés tout i I’heure que
nous voulons établir s’en résultera facilement. Nous écrivons, pour
simplifier, B, au lieu de B.(x), de sorte que B, désigne toujours un
polyndéme et non pas un nombre; pour x=2 nous introduirons une
nouvelle notation.

La relation principale qui nous servira est bien connue, et se
démontre d’ailleurs facilement en partant de (1). C’est la relation

2) Batm = BuBuw + Bu1Bumo1, mom=0,1,2-.

En tenant compte des valeurs initiales du polynéme B,, calculées au
moyen de (1),

B_1=0, Bo=1, Bl=x, Bz=x2+1,

on déduit de (2) une série de relations utiles. On a d’abord



1938] POLYNOMES DE TSCHEBYCHEFF 837

3 Bay1 = 2By 4+ Bp,

4) Bs, = B, + By
Remplagons dans (2) » par 1, et m par 2n—1; il vient
(3" Byw = xBan—1 + Bau-s,

de sorte que, d’aprés (4),

(5) Byt = By — Bis.

Posons ensuite dans (2), 2 au lieu de #, et 2z au lieu de m. Cela donne
Banyz = (#* + 1)Bay + 4Bgn-1,

d’oil, en tenant compte de (3’), nous tirons

(6) (%% + 2)B2n = Banys + Bans.

Si nous remplagons dans (2), # par n—1 et m par n+1, nous aurons,
d’apres (4),

(BusBuss — Bo) + (BuosBn — Ba_y) = 0.

Etant donné que —Bg = —1, et B;— B> =1, nous en déduisons que
I'on a en général
) B) = BuBuy = (— 1)".

Ecrivons maintenant (4) pour la valeur 2% de I'indice comme
2 2 2 2 2 2
Bun = Ban + Bop = (Ba + Bn-1) + Ban,

ce qui peut encore s'écrire sous la forme

2 2 |2 2 2
(8) B = (Bn - Bn—l) + (Z-Ban—-l) + Ban-1.
De la méme fagon, nous trouvons que

2 2 2 2 2
(9) B4n+2 = (Bn - Bn—-l) + (ZBan—]) + B2n+1-

Les relations (8) et (9) montrent que les polyndmes By, et Bynis Se
décomposent & la somme des carrés de trois polynémes. La relation (7)
permet de démontrer ensuite que au moins deux de ces polynémes
sont consécutifs en ce sens que leur différence, pour x=2, est égale
a3 +1 ou —1. Nous avons, en effet,

A, =B, —Bry—2B.Boy=(—1)" 4+ (x — 2)B.Bu_.

La formule (4) donne, d’autre part, que

2 2 2 2
(10) B4n = (BZn + B2n——l) = (B:n - -B:n—l)2 + (232n-B2n~1)29
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c’est-a-dire, le carré du polynéme By, est la somme des carrés de deux
polyndmes consécutifs dans le sens précisé.

Si nous posons maintenant ¥x=2 dans toutes les formules précé-
dentes, et si nous désignons les nombres ainsi obtenus par les nota-
tions

2 2
Xn = Bn(z), Cn = B2n(2), Ay = ¥n — ¥p—1, bn = 2xnxn--ly Cpn = Xon,

les x, seront les nombres entiers mentionnés au début de cette note,
et les ¢, des nombres de méme nature, de rang pair (c’est-a-dire cor-
respondant & des indices pairs). La relation (4) montre que
2 2 2
Cn = Ay + bn
(Cny @n, by sont des “nombres de Pythagore”).
Les formules (8) et (9) montrent que

2 2 2 2 2 2
Con = Qpn + bn + Xon—1, Cont1 = Qp + bn + Xont1.

Les nombres ¢ de rang pair sont donc décomposables a la somme des
carrés de trois entiers, dont 'un est un nombre de méme nature, mais
de rang impair, et les deux autres sont des entiers consécutifs.

Nous en déduisons un théoréme de la théorie élémentaire des
nombres que nous avons démontré directement dans une note en
cours de publication:*

Tout entier dont le carré se compose des carrés de deux entiers con-
sécutifs, est la somme des carrés de trois entiers dont deux au moins sont
consécultifs.

Si nous posons x =2 dans (3) et (6), nous retrouvons les relations

(3") 2%y = ¥nt1 — ¥n—1,
et
(4,) 6¢n = Cny1 + Cn-1,

établies dans le travail cité, qui définissent les nombres en question,
de méme que tous les triangles rectangles dont les cotés sont mesurés
par deux entiers successifs. On démontre encore, en utilisant la rela-
tion (7), que les nombres ¢, satisfont & la relation

(11) Cr—1Cnt1 — c,.2= 4.

Il est intéressant de chercher la relation entre les polynémes B,(x)
qui correspond & cette formule (11). Ecrivons la relation (7) en rem-

* Ervin Feldheim, Un probléme de la théorie élémentaire des nombres, Bulletin de
la Société Mathématique de France, vol. 66 (1938), pp. 1-7.
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plagant % respectivement par 2z —1, 2%, et 2n41; on en déduit, en
tenant compte de (6), la formule remarquable
(11/) B:n - an~232n+2 = - x2,*

et si 'on y fait x=2, on aura immédiatement la relation (11).
Les nombres ¢, possédent encore la propriété que 2¢,2 —1 est aussi
un carré parfait; plus précisément

2 2 3cn — Cna\?
(12) 26,,, _— 1 = (Cn + .’)an_l) = 'T .

On peut encore trouver la relation correspondante pour les polyndmes
de Tschebycheff B,(x). En effet, ajoutons x2B»,2 /4 aux deux mem-
bres de I’équation (7), écrite sous la forme

2 2
Byn — 1 = Bgp_1Bany1 = ¥BonBon—1 + Ban-1.

<362+1>B2 1 (xB + B >2
4 2n - 2 2n 2n—1

I1 vient alors

(13)
<an+1 + -B2n—-1>2
T 2 )
ou encore
2 2
(13" (# + 4)Bon — 4 = (Bant1 + an-1)2,

ce qui redonne, pour x =2, la relation (12).
Indiquons, pour terminer, que la formule (1) donne, pour x=2, la
valeur
2 _|_ 21/2 2 — 21/2
(1) o= —— B+ 201+ ——— G — 22",

n=20,12,.--,

ce que nous avons obtenu directement dans la note citée comme solu-
tion de la formule de récurrence (4').

BupapEsT, HUNGARY

* On démontre de la méme fagon, que

a1 Banyt — Ben1Banyr = %2,
de sorte que I'on a, en général,
(7’) Bna - Bn—an+2 = (— 1)”+1x’.

Cette derniére relation se démontre d’ailleurs facilement 3 'aide de (3) et (7).



