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CONVEXIFIÉE D'UNE TOPOLOGIE D'ALGÈBRE A - P-NORMÉE 

A. EL KINANI & M. CHAHBOUN 

Abstract: We show that the convexified topology of a locally bounded algebra can be de­
tennined by an expJicit A-semi-norm. We also exhibit relationship between :some properlieis 
of A-p-normed algebras and the associated A-semi-normed algebras obtained by convexific­
ation. 
Keywords: A-p-norme, algèbre A- p-normée, Q-algèbre, algèbre advertiblement complète, co­
nvexifiée d'une topologie. 

1. Introduction 

Dans [1], nous avons étudié les algèbres A-p-normées, 0 < p :::; 1. Ce sont 
exactement les algèbres localement bornées non nécessairement complètes. Pour 
0 < p < l, ces algèbres ne sont pas, en général, localement convexes ([li). 
Par ailleurs, dans un espace vectoriel topologique quelconque (E, r), on peut 
toujours considérer la topologie, notée r, dite convexifiée de T. L'existence et 
des propriétés de T sont étudiées dans [3]. Dans le cas particulier d'un espace 
p-normé, la topologie 7' peut être définie par la jauge, notée li-lie, de l'enveloppe 
convexe de la boule unité. Dans ce travail, nous ne considérons que les algèbres 
A-p-nonnées, 0 < p s 1. Nous commençons par déterminer la convexifiée dans de 
nombreux exemples. Nous passons ensuite à l'étude de la semi-norme l!-He dans une 
algèbre A-p-normée (E, 11-llp), 0 < p:::; 1. Ainsi nous montrons que li-lie est une 

l 

A-semi-norme donnée par llxlle = inf I:7=1 llxill;, où l'inf est pris sur toutes les 
décompositions x = I:~=l Xi, Xi E E. Nous prouvons que (E, li-lie) est une algèbre 
A-normée si, et seulement si, le dual topologique E 1

, de (E, 11-11 11 ), sépare les points 
de E. Si (E, 11-11 11 ) est une Q-algèbre commutative, nous montrons que (E, li-lie) 
est aussi une Q-algèbre. De plus, dans le cas non nécessairement commutatif, nous 

- 1 - l 
établissons que e(x) = lim llxnll; = lim 1Jxn1lpn11 , pour tout x E E. Nous nous 

n n 
intéressons ensuite à des algèbres A-p-normées advertiblement complètes. Dans 

- 1. - 1 
ce cas, on a max{x(x) : XE M(E, 11-11 11)} :::; li:;nllxn!I,; :::; li:;nllxnll;11 :::; e(:r), 
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pour tout x E E, où M(E, Jl-llp) désigne l'espace des caractères non nuls continus 
sur (E, 11-llp). Enfin, dans une algèbre A-p-normée advertiblement complète, nous 
montrons qu'il existe toujours une semi-norme d'algèbre 11-11, plus fine que li-lie et 
telle que (E, 11-11) soit une Q-algèbre 

2. Preliminaires 

Soient E une algèbre complexe et 11-llp, 0 < p ::s; 1, une p-norme (resp. p­
semi-norme) d'espace vectoriel sur E. On dit que 11-llp est une A-p-norme (resp. 
A- p- semi-norme) si, pour tout x E E, il existe M(x) > 0 et N(x) > 0 
telles que llxYllp ::s; M(x) IIYllp et llyxllP ::s; N(x) IIYllp, pour tout y E E. Si 
IJ-llp est une A- p-norme (resp. A- p- semi-norme), on dit que (E, 11-11 ) est 
une algèbre A- p-normée (resp. A- p- semi-normée). Rappelons qu'une algèbre 
est dite p-normée (resp. p-semi-normée) si elle est munie d'une p-norme (resp. 
p-semi-norme) d'espace vectoriel telle que llxyllP ::s; llxllP IIYllp, pour tous x, y E E. 
Signalons que les algèbres p-normées considérées ici ne sont pas nécessairement 
complètes comme c'est le cas dans [7] et [8] . Une algèbre p-normée complète sera 
dite p-Banach. 

Dans [5], S. Warner a introduit la notion "advertibly complete" pour les a. 
l. m. c. et A. Mallios ([41) l'a étendue aux algèbres topologiques quelconques. 
Dans le cas A-p-normé, on a la définition suivante. 

Définition 2.1. Soient (E, 11-llp), 0 < p ::s; 1, une algèbre A-p-normée, unitaire 
et (xn)n une suite dans E. On dit que (xn)n est advertiblement convergente s'il 
existe un élément x dans E tel que les suites (xxn)n et (xnx)n convergent vers 
l'unité e. L'algèbre E est dite advertiblement complète, si toute suite de Cauchy, 
advertiblement convergente, est convergente. 

Remarque 2.2. Si (E, 11-llp), 0 < p ::s; 1, est une algèbre A-p-normée unitaire qui 
est une Q-algèbre (i.e., le groupe G(E) des éléments inversibles de E est ouvert), 
alors (E, 11-llp) est advertiblement complète. La réciproque est en général fausse 
([1 ]). 

Soit (E, 11-llp), 0 < p :5 1, une algèbre A-p-normée. La topologie T définie 
par 11-llp, n'est pas en général localement convexe. Mais il existe, sur E, des topo­
logies localement convexes moins fines que T. Dans [3], C. Lescarret et J. Moreau 
ont défini la convexifiée d'une topologie d'espace vectoriel topologique. Par com­
modité, nous donnons la définition dans le cas p-normé. 

Définition 2.3. Soit (E, 11-llp), 0 < p :5 1, un espace p-normé de topologie T. 

La convexifiée notée r, de r, est la topologie la plus fine parmi les topologies 
localement convexes, qui sont moins fines que T. 

Remarque 2.4. Soit (E, 11-llp), 0 < p ::s; 1, un espace p-normé de topologie T. On 
vérifie facilement que r peut être définie par la jauge, notée li-lie, de l'enveloppe 
convexe de la boule unité de 11-llp. 
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Dans toute la suite, les algèbres seront complexes. Pour tout élément x d'une 
algèbre unitaire, le spectre de x est l'ensemble Spx = { >. E C : ..\e-x fi. G(E)}. Le 
rayon spectral de x est e(x) = sup{l>.I: >. E Spx}. Dans une algèbre A-p-normée 
(E, 11-llp), 0 < p ~ 1, on désigne par 111-lllv la p-norme d'algèbre donnée par 
lllxlllv = sup{llxyl[P: llYllp ~ l}, pour tout x E E. 

3. Exemples 

1) Soit Wp, 0 < p ~ 1, l'algèbre des séries <p(z) = Ln>O anzn définies sur le 
cercle unité telle que Ln>o ianlP < +oo. Soit (an)n~o un~ suite décroissante et 
strictement positive. Pour tout <p E Wp, posons lllf'llp = Ln2:o On lanlp. Il est clair 
que 11-l!P est une p-norme d'espace vectoriel telle que ll'P1Pllv ~ M(cp) 111/JIIP, pour 
<p,1/J E Wp, où M(cp) = Ln>o lanlp. Ainsi, pour le produit ordinaire, l'espace 
(Wp, 11-llp) est une algèbre A-p-normée. L'algèbre (Wp, 11-llv) n'est pas en général 
à produit continu. Pour O < p < 1, cette algèbre n'est pas localement convexe. 
Car sinon, il existerait un voisinage convexe U de l'origine et E > 0 tels que 
{'P E Wp : ll'Pllp ~ E} C U C {if' E Wp : ll'Pllp < 1}. Pour n ~ 1, posons 

t/Jn = ¼ L~=l 'Pk' où 'Pk (z) = c:,.); zk. On a ll'Pk llv E' pour tout k. Donc 
t/Jn E U. Or. 111/Jnlll;' Enl-p : 1 P?Ur n assez grand; ce qui contredit l! fait que 
U C {if' E Wp: lllf'llp < l}. Smt mamtenant 'f' E Wp, <p(z) = Ln2:o anz . On a 

l ~ 

D'où ll'Pllc = Ln>o Ori lanl, vu que 11-11 définie par ll'PII = Ln>o al: lanl est une 
norme moins fine que 11-llp. -
2) Soit E l'algèbre des fonctions complexes f mesurables sur [O, l] et qui sont 
de la forme f = L~i >.iXA., n E N* et (Aih:$ï:$n une partition de (0, l] tels 
que mes(Aï) > 0, pour tout i = 1, ... , n. On munit E de la p-norme d'espace 
vectoriel définie par llfllv = fro,i] IJ(tW dt, 0 < p ~ 1. L'algèbre (E, 11-IIP) est alors 
A-p-normée. Pour O < p < 1, cette algèbre n'est pas localement convexe ([1]). 
Soit maintenant f E E. Considèrons la partition O = to < t1 < . . . < tm = 1 , 
de [D, l], telle que t; - t;-1 ~ m\,,, pour tout 1 ~ j ~ m, où m E N*. Comme 
f I:;,1 fXB;, avec B; = [t;-1, t;l, on a 

m 1 
llfllc ~ sup{IJ(t)I L IIXB; He: t E [O, 1]} ~ -{sup IJ(t)I: t E [O, 1]} . 

. 1 m 1= 

Par passage à la limite en m, on obtient llfllc = O. 
3) Soit (n, m) un espace mesuré. On note par Lp(n) l'espace (des classes d'équiva­
lences) de fonctions complexes m-mesurables telles que fn IJlP dm < oo, 
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0 < p ~ 1. Pour f E Lp(D), posons lllllp = fn IJIP dm. L'espace (Lp(n), ll•llp) 
est un p-Banach. Il n'est pas nécessairement une algèbre pour le produit ponctuel. 
Soit L~(D) ={JE Lp(D): f est bornée}. L'espace (Lp(D), 11-llp) est une algèbre 
A-p-normée. Pour O < p < 1, elle n'est pas, en général, localement convexe ([1]). 
Si n est du type continu, alors li-lie est nulle. En effet, soit (Ai)i$i$n, n E N*, 
une partition de fl telle que mes(Ai) ~ ~ , pour tout i = 1, ... , n. Comme tout 
élément f E L~(n) peut s'écrire J = L~=l fXA, , on a 

n 1 
l!fllc ~ sup{IJ(x)I L mes(Ai): x ED}~-;;, sup{IJ(x)I : x ED}. 

i=l 

Par passage à la limite en n, on obtient l!fllc = 0. Si maintenant n { Xn : n ~ O} 
est un ensemble discret et infini, en écrivant f = Ln;::o fX{xn}, on obtient 

llllle ~ L lllx{xn}II; L IJ(xn)I. 
n?.O n?.0 

De plus, cette dernière expression définit une norme, sur L~(n), moins fine que 

11-llp • Donc llfllc = Ln;::o IJ(xn)I. 
4) Soit E C x Lp(D) muni de la p-norme ll(o:, J)IIP !o:IP + IIJIIP. Pour le 
produit donné par (a, J)(/3,g) = (afJ,ag + /31), l'algèbre (E, 11-llp) est p-Banach 
non localement convexe. En utilisant l'exemple 3, on montre que si n est de type 
continu, alors ll(o:, !)lie = !al. Si n = {xn: n ~ O} est un ensemble discret et 
infini, on a 

ll(a,J)llc =lai+ L lf(xn)I, 
n?.0 

Plus généralement, soit (F, 11-llp), 0 < p ~ 1, un espace p-normé. On munit 

E = C X F de la p-norme suivante Il (a, J)IIP = lalp + lllllp, (a, J) E E. On 
définit sur E, le produit par (a, J)(/3, g) = (afj, ag + [jf). L'algèbre (E, 11-llp) 
est p-normée telle que 

Il (a, !)lie= lai+ llfllc, pour tout (a, J) E E. 

5) Soit E = c(N) l'algèbre des suites complexes nulles à partir d'un certain 
rang. Soit (o:n)n une suite strictement positive et bornée. On munit E de la 
p-norme donnée par l1(x11 )llp = Ln?,l a 11 lxnlp, 0 < P ~ 1. L'algèbre (E, 11-llp) 
est A-p-normée. Pour O < p < l, elle n'est pas localement convexe ([11). Soit ma­
intenant (xn)n?.l E E. En écrivant (xn)n = Ln?.l X(n), où X(n) = (0, ... , Xn, 0, ... ), 
on a 
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1 

Comme la norme 11-11 définie par ll(xn)nll = Ln>l a~ lxnl, pour tout (xn)n2'.1 E -. 
E, est moins fine que 11-llp, on a ll(xn)llc = Ln2'.l a~ lxnl 1 pour tout (xn)n~l E E. 
6) Soit Cb(R) l'algèbre des fonctions continues et bornées sur R. Une façon 
naturelle de construire une A-p-norme sur Cb(R) est de considérer, pour O < 
p S 1 et 1/J E Cb(R) fixés, llfllp = sup {IJ(xW 11/J(x)I : x ER}, J E Cb(R). 
On serait tenter de montrer que cette algèbre n'est pas localement convexe pour 
0 < p < 1. En fait l'expression de 11-IIP ne détruit pas la convexité. En effet, on 
vérifie facilement que 

Ill-lie= sup { 11/J(x)I¼ lf(x)I: x ER}, pour tout JE Cb(R). 

Donc 11-11~ ll-!lp. 

Remarque 3.1. Soit (E, 11-llp) , 0 < p S 1, une algèbre A-p-normée non néces­
sairement unitaire. Alors l'algèbre E1 = CEBE obtenue par adjonction d'une unité 
à E munie de la p-norme !la+ xllp = lalp + llxl!P, pour a E C, x E E, est une 
algèbre A-p-normée telle que llo: + xlle = lai+ llxlle, pour tous a E C et x E E. 

4. Convexifiée d'une topologie d'algèbre A-p-normée 

La convexifiée d'une topologie d'algèbre A-p-normée peut être définie par une 
A-semi-norme dont la forme explicite est donnée par le résultat suivant. 

Proposition4.1. Soient (E,r) unealgèbrelocalement bornée et 11-IIP, 0 < p S 1, 
la semi-norme définissant r. Alors 

1) la convexifi.ée f peut être définie par la semi-norme donnée par llxlle = 
l 

infE~=l llxïll;", où l'inf est pris sur toutes les décompositions x= E~=l Xi, X; E E, 
2) de plus l'algèbre (E, 1\-lle) est A-semi-normée. 

Preuve. Tout d'abord, par la remarque 2.4, li-lie est la jauge de l'enveloppe co­
nvexe de la boule unité de 11-llp. 

1) Soit maintenant x E~=l Xi, Xi E E, une décomposition quelconque de 

x. Alors llxlle S E~=l llxïlle S E7=l llxïll;. D'où llxllc S infE:-1 llxill; • Pour 

x E E, posons llxll = inf E;=l !lx.li; ; c'est une semi-norme d'espace vectoriel 
l. 

telle que llxll S llxll;, pour tout x E E. Comme {x E E : llxll S l} est convexe, 
l 

on a llxll S llxllc, pour tout x E E. D'où llxllc = inf E7=1 llxïllff. 
2) Il reste à montrer que, pour tout x E E, il existe M(x) > 0 tel que 

llxylle S M(x) IIYllc, pour tout y E E. Soient x = E7=l Xi et y = E:1 Yi, 
xi, Yi E E. Pour tout i = 1, ... , n, il existe M(xï) > 0 tel que llxïYillp < 
M(xi) IIYJIIP, pour tout j = 1, ... , m. Donc 

n m m 

ilxYlle S L L llx,yjll; S M(x) L IIYill; S M(x) IIYllc, 
i=l j=l j=l 

où M(x) = E:,, 1 M(xi)~. 
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Remarque 4.2. Si (E, 11-llp), 0 < p $; 1, est une algèbre p-normée, alors (E, 11-IU 
est une algèbre semi-normée. Dans ce cas Il-lie n'est autre que la pseudo-norme 
support introduite dans [6]. 

Si (E, li-lie) est une algèbre A-normée, il est clair que le dual topologique 
E', de (E, l!-!lp), sépare les points de E. La réciproque est également vraie. 

Proposition 4.3. Soit (E, 11-llp), 0 < p $; 1, une algèbre A-p-normée. Si le dual 

topologique E' sépare les points de E, alors (E, li-lie) est une algèbre A-normée. 

Preuve. Montrons que ( E, 11-11 e) est séparé. Soit a =fi. 0. Il existe J E E 1 telle 
que /( a) =fi. O. Par la continuité de f, il existe une constante a > 0 telle que 

IJ(x)I ::S: a llxll;, pour tout x E E. D'où 1/(a)I $; a I:;=1 lla,11;, pour toute 
décomposition a= L~=l a,, a, E E. Donc lf(a)I $; a llallc-

Le résultat suivant concerne la conservation de la propriété Q-algèbre par 
convexification. 

Proposition 4.4. Soit (E, 11-llp), 0 < p $; 1, Wle algèbre A-p-normée commuta­
tive qui est une Q-algèbre. Alors (E, li-lie) est une Q-algèbre A-semi-normée et 
donc {x E E: llxlle = O} C RadE. 

Preuve. Comme (E, 11,llp) est une Q-algèbre, il existe une constante a> 0 telle 
l 

que e(x) $; a llxll; , pour tout x E E. Par ailleurs, pour tout a E E, Spa= 
{x(a) : x E M*(E)}, où M*(E) est l'ensemble des caractères non nuls de E. 
Donc le rayon spectral e est sous-additif. Soit maintenant x = I:~1 xi, Xi E E, 

une décomposition quelconque de x. On a e(x) $; a E~=l !lx.JI;. D'où e(x) $; 
a llxllc- Par conséquent (E, li-lie) est une Q-algèbre. Enfin si xo E E tel que 
Hxolle = O, alors e(xo) = 0 et donc xo E RadE. 

Comme conséquence immédiate, on a ce qui suit. 

Corollaire 4.5. Soit (E, 11-IIP), 0 < p $; 1, une algèbre p-normée commutative 
qui est une Q-algèbre. Si E est semi-simple, alors (E, li-lie) est une Q-a.lgèbre 
normée. 

Dans une algèbre p-normée (E, 11-llp), 0 < p $; 1, on sait que lim llxnll; = 
n 

nlim llxnll? , pour tout x E E ([6]). L'exemple 2 montre que cette dernière égalité 
ne reste plus valable dans une algèbre A-p-normée. Cependant, on a le résultat 
suivant. 

Proposition 4.6. Soit (E, 11-llp), 0 < p $; 1, une algèbre A-p-normée qui est une 
Q-algèbre. Alors 

- l - ,..L 
e(x) = lim llxn!I; = lîm llxn!I "P , pour tout x E E. 

n n P 

Preuve. Quitte à considérer la sous-algèbre pleine engendrée par x E E, on peut 
supposer que E est commutative. Comme (E, 11-IIP) est une Q-algèbre, on a g(x) 
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- l 
$ lim llxnll; par la proposition 4.4. Par ailleurs on a 

n 

- 1 - 1 1 
lim llxnll; $ lim llxnllpnp $ lim lllxnlllpnp, 

n n n 

où lllxlllp = sup{llxyllP : IIYllp 5 1}, pour tout x E E. Enfin, si M*(E) désigne 
l'espace des caractères non nuls de E, alors 

1 

li:;i lllxnlll;p = max{lx(x)J: XE M*(E)} = e(x). 

D'où le résultat. 

Remarque 4.7. Dans une algèbre A-p-normée commutative (E, 11-llp), 0 < p 5 
1, qui est une Q-algèbre, l'application r : x - r(x) = 1~ llxnll; est une 

p-norme d'algèbre. De plus r* est une semi-norme d'algèbre moins fine que 11-llp. 
Dans le cas particulier d'une algèbre p-Banach, l'application r n'est autre que la 
p-semi-nom1e li-lis dite "spectral norm" introduite par W. Zelazko dans [7] et [SJ. 

L'existence d'une algèbre A-p-normée unitaire advertiblement complète telle 
que li.lie = 0 montre que le résultat précédent ne reste plus valide dans le cas 
advertiblement complet. Dans le cas commutatif, on a ce qui suit. 

Corollaire 4.8. Soit (E, 11-llp), 0 < p $ 1, une algèbre A-p-normée unitaire 
commutative et advertiblement complète. Alors 

où M(E, 11-llp) désigne l'espace des caractères non nuls continus de (E, 11-llp). 

Preuve. L'algèbre (E, 111-IIIP) est une Q-algèbre vu que (E, 11-llp) est advertible­

ment complète. Donc li~ lllxnlllt,; = max{lx(x)I: XE M(E, 111-IIIP)} = e(x). 

Remarque 4.9. Dans une une algèbre A-p-normée unitaire advertiblement com­
plète (E, ll•llp), 0 < p 5 1, on a 

- 1 

max{lx(x)I :x E M(E, 11-llp)} $ li:? llxnll; 

- 1 
5 l~ llxnll;J) 5 max{lx(x)I: XE M(E, 111-IIIP)}, 

où M(E, 111-IIIP) désigne l'espace des caractères non nuls continus de (E, lll-111 11 ). 

Si dans la proposition 4.4, l'algèbre (E, 11-llp) est seulement advertiblement 
complète, alors (E, li-lie) n'est pas une Q-algèbre. Elle n'est même pas advertible­
ment complète. En effet; l'algèbre (E, 11-llp) de l'exemple 2 est une A-p-normée 
advertiblement complète telle que 11-IL:: = 0; et par le corollaire 111.7 de [1], l'algèbre 
(E, li-lie) n'est pas advertiblement complète. On peut alors se demander s'il exi­
ste une semi-norme 11-11, sur E, plus fine que ll•lle, et telle que (E, li-ID soit une 
Q-algèbre. Remarquons tout d'abord que l'exemple 2 montre aussi que l'algèbre 
(E, 11-11 0 ) , où 11-llo est donnée par llxll 0 = sup {llxylle: IIYllc 5 1}, n'est pas une 
Q-algèbre. Examinant la situation, on obtient ce qui suit. 
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Proposition 4.10. Soit (E, 11-llp), 0 < p $ 1, une algèbre A-p-normée unitaire, 
non nécessairement commutative, qui est advertiblement complète. Alors il exi­
ste une semi-norme d'algèbre 11-11, plus fine que !!-lie, telle que (E, 11,11) est W1e 
Q-algèbre; et donc {x E E: llxll = O} C RadE. 

Preuve. Soit 111-111 la p-semi-norme d'algèbre associée à 11. IIP. Il est facile de 
vérifier que (E, 111-l[P) est advertiblement complète, et donc une Q-algèbre. D'où 
,g(x)P $ ll!xll!P, pour tout x E E. Pour x E E, posons llxll = lllxlllc = 
infI:: 1 lllxdll;', où l'inf est pris sur toutes les décompositions x = I:;=lxi, 
xi E E. Montrons alors que (E,11,11) est une Q-algèbre. Pour ce faire, prouvons 

d'abord que lim lllxnlllpi; $ [lxl!, pour tout x E E. Soit x = I::1 Xi, Xi E E, 
n-++oo 

une décomposition quelconque de x et n E N•. Alors 

Par un calcul facile, on obtient 

lllxnlllp $ ( 1 $ i $ m L lllxilll; fn (1 + nr. 
D'où lim lllxnlllp* $ 1 $ i $ m '°' l!lxilllp;. Par suite lim lllxnlllp* $ llxn. 

n-++oo ~ n-++oo 

Comme ,g(x)n = ,g(xn) $ !llx!H;, il en résulte que e(x) $ llxll. Donc (E, li-ID 
est une Q-algèbre. La semi-norme 11-11 est plus fine que H-llc puisque 11-ll~ $ 11-IIE 
et 11-IIP $ ll1-IIIP. Enfin montrons que {x E E: llxll = O} C RadE. Soit x E 1!i 
tel que llxll O. Pour tout y E E, l'élément z = yx est tel que llzll = 0. D'où 

l 

lim llznll;P = O. Donc e - z est inversible; et par conséquent x E RadE. 
n->+oo 

Remarque 4.11. 1) La semi-norme 11-11 donnée par la proposition 4.6 est en 
général strictement plus fine que 11-llo. 
2) Le corollaire 4.5. est également vrai dans le cas non nécessairement commutatif. 
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