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MESIMDHENIA E MATEMATIKES NEPERMJET PROBLEMEVE
KLASIKE

BEDRI SHASKA AND TANUSH SHASKA

Kushtuar ish-studentéve tané té té gjitha moshave.

ABsTRACT. NE& kété artikull ne trajtojmé se si mésimdhénia e matematikés né
shkollat 9-vjecare dhe t&€ mesme mund té pérmirésohet né ményré té ndjeshme
kur motivimi i koncepteve dhe ideve béhet népérmjet problemeve klasike dhe
historisé s€ matematikés. Kjo pérmiréson intuitén e studentéve, zgjon kuri-
ozitetin e tyre, shmang mésimin pérmendésh té formulave té panevojshme, dhe
i vendos konceptet né kéndvéshtrimin e duhur historik. Ne ilustrojmé me disa
probleme si diagonalizimi i formave kuadratike, integralet eliptike, dallorin e
polinomeve me gradé té larté, dhe disa ndértime gjeometrike.

ABSTRACT. In this paper we discuss how teaching of mathematics for middle
school and high school students can be improved dramatically when motivation
of concepts and ideas is done through the classical problems and the history
of mathematics. This method improves intuition of students, awakens their
curiosity, avoids memorizing useless formulas, and put concepts in a historical
prospective. To illustrate we show how diagonalizing quadratic forms, elliptic
integrals, discriminants of high degree polynomials, and geometric construc-
tions can be introduced successfully in high school level.

Mathematics Subject Classes 2010: 94B05; 97A30; 97C70; 97D40
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1. HYRJE

Programet mésimore té matematikés gjithmoné kané shkaktuar diskutime jo
vetém mbi pérmbajtjen e tyre, por edhe mbi kéndvéshtrimin pedagogjik, psikol-
logjik, dhe filozofik qé duhet té kené programe té tilla. Diskutime kéto qé kané
ndodhur jo vetém né vendin toné, por né gjithé vendet e tjera. Pikat kryesore
té diskutimit jané té njéjta pothuajse né gjithé vendet e botés dhe pérmblidhen
né pérgjigjen e pyetjes qé vijon: Cili éshté géllimi apo objektivi i programit té
matematikés né arsimin 12-vjecar?

English title: Teaching of mathematics through classical problems.

The first author taught mathematics in middle school and high school in Albania during the
period 1960-1995. In 1996, he was awarded the medal "Mésues i popullit" from the President of
Albania for his services in teaching, the highest award awarded in teaching in Albania.
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Pyetja kjo qé ka pérgjigje té ndryshme té cilat varen kryesisht nga politikat
arsimore té ¢do vendi. Pak a shumé pérgjigjet pérmblidhen si mé poshté:

e TE€ pregatisé nxénés me njé formim té pérgjithshém matematik pér té pér-
balluar me sukses sfidat e jetés. Kétu futet kryesisht grupi i nxénésve pér
té cilét njohurité matematike nuk pérbéjné bazén e profesionit té tyre.

e Té pregatisé nxénés me njé formimin e nevojshém matematik pér studentét
e shkencave dhe inxhinjerive. Kétu futet kryesisht grupi i nxénésve pér té
cilét njohurité matematike do té jené baza e profesionit té tyre.

e T& pregatisé matematikanét e ardhshém apo mésuesit e ardhshém té matem-
atikés.

Zakonisht sisteme té ndryshme arsimore pérpigen qé té realizojné té tre kéto
objektiva, pavarésisht se metodat dhe rruga ndryshon sipas vendeve té ndryshme.
Duhet theksuar se tashmé edhe tek profesionet ku roli i matematikés konsiderohej
minimal si shkencat shogérore, mjekésore,juridike, roli i matematikés né dekadat e
fundit éshté rritur né ményré té konsiderueshme falé rolit té statistikés, "big data",
aplikimeve té matematikés né mjekési, né shkencat biologjike, et].

Nga ana pedagogjike diskutimi kryesor éshté se cila éshté rruga mé e miré pér té
realizuar kéto objektiva? Né kété artikull modest, ne do té pérpigemi té sygjerojmé
disa ide se si té rrisim efektivitetin e mésimdhénies né orén e matematikeés.

Ideja kryesore e kétij artikulli éshté qé mésimdhénia e matematikés duhet té
béhet népérmjet problemeve klasike qé kané zhvilluar matematikén si shkencé dhe
historia e zhvillimit té matematikés duhet té jeté pjesé e mésimdhénies. Kjo i jep
matematikés jeté né klasé dhe e bén té jeté dicka mé shumé se njé grup formulash
té thata. Pér mé tepér kjo motivon konceptet bazé dhe u jep nxénésve njé arsye
mé shumé pérse kéto koncepte jané té rendésishme dhe duhen mésuar.

Né progesin e studimit té literaturés sé kétij artikulli ne zbuluam njé sasi té
konsiderueshme artikujsh té tjeré qé kané méshtetur kété ide. Meé i njohuri dhe
mé i pérkushtuari pas késaj ideje éshté Felix Klein né [20-27]. Filozofia e Klein
ka dominuar pedagogjiné e matematikés né fillimet e shekullit t& XX, megjithése
mund té themi se implementimi i késaj filozofie né masé 1é shumé pér té déshiruar.
Kéto shénime jané organizuar si mé poshté:

Né Kreun 2, ne japim njé pérshkrim té shkurtér té disa problemeve dhe kon-
cepteve ku njé meésues i talentuar mund té zgjerohet mé shumé né program dhe
si pasojé té leré njé mbresé té thellé né formimin matematik té€ nxénésve. Ne nuk
pretendojmé se lista e problemeve gé ne sygjerojmé éshté e ploté, Njé listé e tillé
mund té plotésohet mé tepér duket pasur parasysh eksperiencat individuale té se-
cilit mésues dhe grupin e nxénésve.

Né Kreun 3 ne diskutojmé rolin kritik dhe konstruktiv té historisé sé shkencés
né formimin e studentéve té matematikés. Ky rol duhet té jeté i ingranuar me
programin. Ne duhet té pérpigemi t’u shpjegojmé nxénésve jo vetém teorité qé i
mbijetuan kohés, por edhe pérpjekjet e déshtuara pasi nga kéto déshtime né shu-
micén e rasteve mésohet shumé.

Né Kreun 4 ne pérgéndrohemi tek problemi mé klasik dhe mé themelor i matem-
atikés, ai i zgjidhjes sé ekuacioneve polinomiale. Pjesa kryesore e matematikés
mund té lidhet me kété temé. Pikérisht algjebra, gjeometria, gjeometria algjebrike,
njé pjesé e miré e analizés, kriptografia, teoria e kodeve, etj i kané themelet e tyre
tek polinomet ose zgjidhja e ekuacioneve polinomiale ose si¢ quhen ndryshe ekua-
cione algjebrike. Si mund té trajtohet kjo temé né kontekstin e duhur historik
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duke i mésuar nxénésit jo thjesht formulén e zgjidhjes sé ekuacionit kuadratik, por
edhe diskriminantin, polinomet simetrike, teoriné Galua, format binare, algjebrén
lineare, teoriné e invariantéve, serité e Taylor, varietetet algjebrike, kurbat eliptike
dhe hipereliptike e shumé koncepte té tjera té matematikés bashkékohore?

Né Kreun 5 ne trajtojmé konceptin e diskriminantit nga njé kéndvéshtrim intu-
itiv dhe historik. Eshté ndoshta shembulli mé i miré qé njé koncept kaq intuitiv
éshté kthyer nga programet mésimore ne njé koncept té thaté dhe né njé formulé
qé shumica e nxénésve dhe mésuesve nuk ja kuptojné vlerén. Duhet pranuar se ky
nuk éshté vetém problem i shkollave tona. Shumica e studentéve té matematikés
mésojné pér diskriminantin né algjebrén e larté dhe edhe atéheré thjesht formu-
lat bazé dhe asgjé mé shumé. Cila éshté lidhja e diskriminantit té njé polinomi
dhe determinantit (ose pércaktorit) té njé matrice, kur filluan kéto dy koncepte té
ndaheshin nga njeri-tjetri né historiné e matematikés?

Format binare trajtohen né Kreun 6. Koncepti i formave éshté njé nga konceptet
bazé té matematikés qé ka luajtuar dhe vazhdon té luajé njé rol té réndésishém né
matematiké, por qé ¢uditérisht trajtohet shumé pak né programet e matematikés sé
shkollés sé mesme. Ne trajtojmé vetém format kuadratike megjithése me fare pak
pérpjekje gjithé teoria mund té trajtohet pér gjithé format me gradé n > 2. Edhe
vetém me format kuadratike ne mund té ngremé njé teori té téré dhe té drejtojmé
nxénésin tek koncepte fondamentale t€ matematikés si hapésirat vektoriale, veprimi
i njé grupi mbi njé bashkési, ndryshimi i koordinatave, teoria e invariantéve dhe
puna kolosale e matematikanéve te shekullit t& XIX si Clebsch, Gordan, Bolza,
Hilbert, etj.

Format kuadratike mund té hapin edhe horizonte té tjera si teoriné e reduktimit
(shih Beshaj [6]), bashkésité Julia [19], gjeometriné hiperbolike, etj. Ne zhvillo-
jmé aq teori né Kreun 6 sa té klasifikojmé gjithé prerjet konike dhe sipérfaqget
quadratike. Q€ kjo té realizohet sakté ne duhet té prezantojmé nxénésit me matri-
cat, eigenvlerat dhe eigenvektorét, procesin e diagonalizimit té njé matrice, gjetjen
e bazés ortonormale té eigenhapésirave. Ky éshté njé kurs i ploté i algjebrés lineare
i cili vjen si njé aplikim i njé ushtrimi né dukje elementar atij té klasifikimit té
prerjeve konike. Né té vérteté kjo éshté edhe ana historike se si kéto koncepte jané
zhvilluar. Kush i méson kéto koncepte pa kuptuar motivimin e tyre historik duhet
té ndihet sikur ka paré njé film gé nuk e kuptoi dot kurré.

Né Kreun 7 ne studiojmé ndértimet gjeometrike. Ndértimet gjeometrike jané
probleme klasike gé mund té implementohen me sukses qé né klasat e 5-ta dhe té
6-ta. Nga ndértimet gjeometrike mund té zhvillohet koncepti i fushés dhe shtrir-
jes algjebrike. Ne japim njé pérshkrim té shkurtér té ndértimeve algjebrike dhe
vértetimin e rezultateve kryesore. Ne supozojmé se lexuesi ka njohuri mbi fushat
té krahasueshme me nivelin e [35].

Ja vlen té pérmendet se edhe njé program ideal nuk do té funksiononte né se
efektivi mésimdhénés nuk éshté né gjendje té kuptojé dhe implementojé me sukses
kéto koncepte intuitive. Pikérisht pér kété, formimi i njé plejade matematikanésh
me koncepte té garta éshté mé se i nevojshém.

Ne japim njé sasi té konsiderueshme té literaturés, sidomos té disa botimeve té
fundme né gjuhén Shqipe ku disa nga kéto tema trajtohen né detaje [35-37]. Duke
mos pretenduar se kjo éshté fjala e fundit pér mésimdhénien e matematikés, ne
shpresojmé qé mésuesit e matematikés do ti gjejné kéto ide njé ndihmé né profesion
e tyre té véshtiré.
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2. NJE VESHTRIM I SHKURTER MBI DISA PROBLEME TE VEGANTA NE
PROGRAMIN E MATEMATIKES

Njeréz té ndryshém kané perceptime té ndryshme mbi nivelin a nxénésve tané
sidomos para vitit 1990. Pjesa mé e madhe me té drejté mendojné se nxénésit tané
ishin té pregatitur mjaft miré nga ana matematike. Nga ana tjeter nuk mund té
mos mohohet se programi i matematikés ka pasur dhe vazhdon té keté probleme
té shumta. Ajo cka vihet re nga nxénésit shqiptaré qé shkojné me studime jashté
shtetit éshté se né shumicén e rasteve ata jané té pregatiur né ményré té pranueshme
nga shkollat tona. Ajo ¢faré nuk kuptohet nga shumica e njerézve éshté se nxénésit
shqiptaré kété e kané arritur me njé puné té jashtézakonshme, se avantazhi mé i
madh i tyre karshi studentéve té tjeré ka qené pikérisht disiplina né puné. Duke
i shtuar késaj edhe njohurité e pérfituara nga njé sistem ku shkohej né shkollé
gjashté dité né javé, ku béhej matematiké ¢do dité pér 12 vjet me rradhé, atéheré
nxénési i miré i dalé nga shkollat tona kishte njé avantazh té madh me shumicén e
bashkémoshataréve te vet nga vendet e tjera.

Para shumé vjetésh njé nxénés i vitit té treté té njé prej gjimnazeve té Vlorés,
i béri kété pyetje njérit prej autoréve té kétij artikulli: Profesor, mé kané théné qé
shkolla né Ameriké éshté mé e lehté se né Shqipéri. Eshté e vérteté?

Ka digka me substancé né kété pyetje. Natyrisht ne po shohim pértej faktit qé
nxénés té shkélqyer tanét shkojné né shkolla mesatare né Ameriké apo vende té
tjera. A jané programet e matematikés apo tekstet qé pérdoren mé té thjeshta pér
nxénésin né vendet e tjera? A mund té pérmirésohen programet tona qé mésimdhé-
nia e matematikés té béhet mé eficente? Pérgjigja éshté "po". Pér nxénésin e miré
shkolla éshté mé e lehté né Ameriké, sepse ka programe solide, tekste té shkélgyera
dhe pedagogé qé kuptojné jo vetém subjektin qé japin, por edhe shumé mé tej.

Mé poshté po japim disa shembuj konkreté ku disa koncepte mund té trajtoheshin
mé mira né programin e matematikeés.

Problem 1. Gjeni bashkésiné e pércaktimit té funksionit

f(@) = —

2 —4

Shumica e nxénésve tané té vitit IV, do ta béjné pa véshtirési kété ushtrim,
por problemi géndron diku tjetér. Cfaré éshté bashkésia e pércaktimit? Ne
pérdorim termin pérkufizim dhe jo pércaktim. Ndryshimi midis dy termave né
gjuhén Shqipe éshté i qarté. Atéheré pérse ky konfuzion né matematiké? Ne i kemi
ngjitur njé koncepti fare té qarté matematik njé term tepér konfuz. Né fakt termi
bashkésia e pérkufizimit duhet pérdorur sepse ne pérkufizojmé njé funksion nuk
e pércaktojmé até.

Vazhdojmé me njé shembull nga fizika.

Problem 2. Njé nga konceptet kryesoré né historiné e shkencés eshte koncepti i
shpejtésisé (ose ajo ¢ka né Anglisht quhet velocity). Natyrisht koncepti i sakté i
shpejtésisé jepet vetém népérmjet derivatit.

A e kuptojné nxénésit dhe mésuesit tané ndryshimin midis shpejtésisé dhe
shpejtésisé mesatare (né Anglisht velocity dhe speed). N& fjalét e njé studente
shqgiptare qé studion né Princeton, - "Ndryshimin e kuptova vetém né Princeton".

A kuptohet nga nxénésit dhe mésuesit tané réndésia historike e pérkufizimit té
sakté té shpejtésisé (pra té derivatit té funksionit). Ishte pikérisht nevoja e pérku-
fizimit sakté té shpejtésisé ajo qé detyroi Newtonin sé pari té zhvillonte Kalkulusin
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dhe sé dyti té formulonte tre ligjet bazé te mekanikés té cilat ishin pikénisja e fizikés
dhe e gjithé shkencés moderne.

Shumica e gjuhéve sot kané terma té vecanté pér shpejtésiné dhe shpejtésiné
mesatare, por né tekstet dhe programet tona kéto ndérthuren si pa té keq. Pér
shembull, kur njé mésues i klasés sé treté jep problemin:

Njé udhétar shkoi nga Viora mé Fier pér 5 oré. Distanca Vloré-Fier éshté 35
km. Sa éshté shpejtésia?.

Eshté e qarté se kétu béhet fjalé pér shpejtésiné mesatare dhe jo shpejtésiné
e castit. Madje né té folurén e pérditshme shumica e pérdorin fjalén shpejtési si
shpejtési mesatare. Jané pikérisht kéto pakujdesi qé gjenden kudo né tekstet tona
@€ i bejné gjérat tepér té véshtira pér nxénésit taneé.

2.1. Koncepti i dallorit té polinomeve. Vazhdojmé me njé shembull tjetér nga
matematika e klasés sé 10-té. Dallori i polinomeve éshté njé nga konceptet themelore
té matematikés. Né programet tona trajtohet fare cekét. Supozojmeé se u japin njé
grupi nxénésish dhe studentésh problemin e méposhtém:

Pyetje 1. Jepet polinomi quadratic
f(z) =az® +bx+c
Pérkufizoni dallorin e f(x).

Shumica e nxénésve té shkollave t&€ mesme si dhe gjithé mésuesét e matematikés
do té japin pérgjigjen e menjéhershme

A =b% — 4ac

A éshté kjo pérgjigja e sakté? Shumé prej lexuesve do té thoné se 'po’. Por né se
pyetja éshté té pérkufizohet dallori i polinomit té gradés sé treté

f(z) = ax® 4+ ba® + cx + d,

atéheré shumica dérrmuese e nxénésve dhe mésuesve nuk do té jené né gjendje
té japin njé pérgjigje té sakté. Kjo pérforcohet edhe mé shumé né se pyesim pér
dallorin e njé polinomi té gradés n > 4. Pra ¢’éshté dallori? A e kuptojné nxénésit
dhe mésuesit tané konceptin e dallorit?

Né se né algjebrén e larté jepet problemi gé vijon:

Problem 3. Jepet njé polinom p(z) i gradés n > 2
p(z) = apa™ +...a12 + ag.
Pérkufizoni dallorin e kétij polinomi.

A éshté gati nxénési té pérgjithsojé konceptin e dallorit té polinomit kuadratik
tek njé polinom e gradés n > 27

Natyrisht, gjéja mé e lehté nga ana pedagogjike éshté té flasésh pér zgjidhjen
e ekuacionit kuadratik kur A < 0. FEshté pikérisht kétu qé né ményré fare té
vazhdueshme mund té prezantohen numrat kompleksé dhe jo vetém té prezantohen,
por té shpenzohet kohé e mjaftueshme me bashkésiné e numrave kompleksé.
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2.2. Njé shembull nga trigonometria, rrethi njési. Nxénésit tané kané béré
trigonometri, né programin para 1990, pér gjithé vitin ITI-té té shkollés sé mesme.
Kjo siguronte njé bazé solide pér gjithé studentét e miré. Né fakt né shumicén
e programeve té matematikés né vendet peréndimore trigonometria béhet vetém
njé simestér ose ndérthuret né simestra té ndryshém, por asnjéheré nuk zé kohén
ekuivalente me dy simestra. Funksionet trigonometrike jané:

f(z) =sinz, f(x)=cosz,

Né rrethin njési ato paraqiten si né figuré.

Y
/1
1
2
s o tan o
: T
-1 _1 cos « 1
2
\ _1 /
2
—1
. 2tan §
sino = ——5—,
1+ tan® 5

f(z) =tanz,

f(z) = cotz,

Njé problem disi interesant nga klasa e
9-té éshté té shprehésh gjithé funksionet
trigonometrike si funksione racionale té
tan §. Njé kérkesé e tillé i duket disi e
¢uditshme njé nxénési té vitit té I11-té.

Problem 4. Shprehni funksionet sina
dhe cos o né varési té€ funksionit tan 5.

Shumica e nxénésve jané né gjendje ta
béjné kété ushtrim dhe té vértetojné for-
mulat e méposhtme:

1 — tan?

COSOt == ——mm—
1+ tan?

R ol

Historia né programet tona mbyllet kétu, por kjo duhet té ishte vetém fillimi i njé
dashurie té bukur midis nxénésit dhe trajetoreve algjebrike.

Ne do té shohim mé poshté se si njé ushtrim kaq i thjeshté mund té pérdoret
pér té prezantuar nxénésit me ide dhe koncepte té thella matematike si ai i pikave

racionale né trajektoret algjebrike.

Ndoshta njé problem fare i natyrshém gé mund té béhej me lehtési né trigonometri
ishte koncepti i rrenjéve té njésisé. Pér shembull, sa nga nxénésit apo mésuesét tané
mund ti pérgjigjen sakté pyetje sé méposhtme.

Pyetje 2. Gjeni gjithé rrénjét e ekuacionit

=1

Koncepti i rrénjéve té njésisé me shumé lehtési na ¢on tek numrat kompleksé,
shumézimi i numrave kompleksé, grupi i rrethit njési, dhe grupet cikliké.

2.3. Integrimi i funksioneve racionalé. Le té supozojmé se audiencés soné i

shtrojmé pyetjen:

Pyetje 3. Jepet funksioni racional

f()

_ p(@)

(z)’

ku p(x),q(z) jané polinome me koeficienté realé. Pérshkruani njé ményré pér té

llogaritur integralin

[ @
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Ndoshta pyetja e mésipérme mund té thjeshtohet né njé pyetje mé konkrete,

Shembull 1. Njehsoni [ 2””3jrfl;r4dx

A éshté né gjendje maturanti yné té€ mbaroj njé ushtrim té tillé? Pér mé tepér
éshté njé nga klasat mé elementare té funksioneve. Pér njé trajtim té késaj teme
lexuesi mund té lexojé [37, Kap. 6].

Mé poshté po japin njé zgjidhje té kétij ushtrimi pér té kuptuar qé trajtimi éshté
fare elementar. Meqénése x3 + 4 = x(2? +4) dhe nuk mund té faktorizohet mé tej
mbi numrat realé, atéheré ne mund té shkruajmeé

20> —x+4 A Bzx+C

w3 +dr * 2244
Duke shumézuar t& dy anét me z(z? + 4), kemi
20 —x+4=A(x* +4) + (Br + O)r = (A+ B)2® + Cx + 44

Duke barazuar koeficentét prané fuqgive té njéjta té z, kemi A = 1, B = 1, dhe
C = —1 dhe prej kétej

22% —x + 4 1 z-1
i P [ (S S
/ P tdr /<x+z2—|—4> *

Né ményré gé té integrojmé termin e dyté, e ndajmeé até né dy pjesé:

z—1 T 1
L de= | - g | ——
/x2+4 v /x2+4 v /x2+4

Béjmé zévendésimin u = z2 + 4 né integralin e paré té késaj pjese, késhtu qé
du = 2x dz dhe pérfundimisht kemi

/236 —:c+4 / dx—i—/ / 1 e
3 + 4z 2+4 x?+4
1
ln\x|+ In(z? +4) — 2tanfl(:n/2)+K

A mund té pérgjithsohet kjo tekniké tek gjithé integralet e funksioneve racionalé?
Cila éshté teorema nga ana teorike qé kjo metodé té funksionojé pér gjithé funk-
sionet racionalé?

Pér gudi kjo metodé elementare nuk éshté trajtuar né programet tona megjithése
bazohet né njé fakt né dukje elementar, por shumé themelor nga ana teorike.

Lemma 1. Cdo polinom me koeficenta realé faktorizohet si prodhim faktorésh lin-
earé ose kuadratiké.

Arsyeja qé kjo lemé éshté e vérteté éshté sepse fusha e numrave realé éshté
invariant nén konjugimin kompleks. Pra njé tjetér rezultat goxha i pafajshém né
dukje por me rendési té madhe teorike.

2.4. Elipsi dhe rrethi. Le té konsiderojmé disa ide nga gjeometria. Jepet ekua-
cioni i nje elipsi
2?2

—+ﬁ_1
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Pyetje 4. A mund té gjeni formula pér sipér-
faqgen dhe perimetrin e kétij elipsi?

Nxénésit e miré padyshim & mund ta
zgjidhnin njé ushtrim té tillé. Duke e zgjidhur
kété ekuacion né lidhje me gy, ne marrim

Y2 22 a2 — 22

T b2 a? a?

b
y=x—+va2— 22
a

Meqé elipsi éshté simetrik né lidhje me té dy
boshtet koordinative, sipérfagja totale A éshté

katérfishi i sipérfages sé kuadrantit té paré.
Pjesa e elipsit né kuadrantin e paré jepet nga funksioni

b
(1) y=-Va2—22 0<z<a
a

dhe késhtu

1 )
fA:/ —va? — 2%dx
4 0 @

Pér té gjetur kété integral béjmeé zévendésimin

T =asint|

Atéheré dax = acost dt. Pér té ndryshuar kufijté e integrimit, shohim se kur x = 0,
sint = 0, pra t = 0 ndérsa kur = a, sint = 1, pra t = w/2. Gjithashtu

Va2 — 22 = \/aQ—aQSin2t:Va200s2t:a|cost| =acost

meqé 0 <t < /2. Prej nga,

A:4é/ \/a2—x2dx:4é/
a Jo a

T
0

/2
acost-acost dt

/2 /2 1
= 4ab/ cos’t dt = 4ab/ 5 (14 cos2t) dt
0 0

1 /2 s
= 2ab [t + = sin 2t :2ab(7+070):7rab.
2 o 2
Vértetuam késhtu se sipérfagja e elipsit me gjysméboshte a dhe b éshté
A = mab

Né vecanti kur marrim a = b = r, kemi vértetuar formulén se sipérfagja e rrethit
me rreze 7 éshté 7r2.

Né nivelin e shkollave tona ku lloj integrali éshté e mundur qé té béhet. Ajo
cka éshté e vecanta éshté se na orienton né dy probleme interesante. Sé pari,
pérgjithésimi i zévendésimit té€ mésipérm na ¢on tek zévendésimet trigonometrike

dhe prej andej tek formulat e integrimit pér
/\/ag—mgdx, /\/a2+x2dm, /\/wz—anx

Sé dyti, gjetja e perimetrit té elipsit na ¢on drejt njé léndine plot me lule, até té
integraleve eliptike.
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Gjatésia e grafikut té njé funksioni y = f(z), a <z <b jepet nga formula

L= / " @F de

shihni [37, Kapitulli 9]. N& rastin toné, f(z) jepet ne Eq. (1). Derivati i tij éshté
b 1 b x
f) = o e (~22) =~

2a a2 — 2 a a? — 12

Pra perimetri i elipsit éshté

a B2 22 a [q2 _ o242
P=4| \/1+— 5—Fdv=4 —
_/0 +a2 2 _2 % /0 a2 _ 12
a2—b?

kue= - Duke béré zévendésimin

H 2
P:4a/ V1—e2sin“t dt
0

Ky quhet njé integrali i ploté eliptik i llojit té dyté. Prej tij marrin emrin
trajektoret eliptike qé jané nga objektet mjaft popullore té matematikés. Integralet
eliptike ishin edhe pikénisja e punés sé Abelit dhe Jacobit qé vazhdoi mé pas me
Riemann.

Eshté pér té ardhur keq qé né programet e shkollave té€ mesme integralet elip-
tike nuk trajtohen fare. Ato jané té véshtira pér tu zgjidhur, por njé pjesé e
konsiderueshme e matematikés moderne nisi pikérisht nga integrale té tilla si pér
shembull funksionet theta [5], integralet hypereliptike dhe supereliptike, trajektoret
hipereliptike dhe supereliptike [7], etj.

MEé poshté po japim njé tjetér problem né dukje shumé afér problemit té mésipérm,
por gé na ¢on né njé fushé tjetér té matematikés.

lexuesi té vértetojé se

Pyetje 5. A mundet qe ky elips té transformohet né njé rreth me njé ndryshim
koordinatash té planit? A ndryshojné sipérfaqja dhe perimetri gjaté kétij trans-
formimi?

Zgjidhja e kétij problemi éshté njé mundési pér té prezantuar nxénésit me trans-
formimet lineare dhe matricat ortogonale. Ne flasim pak pér to né vijim.

2.5. Prerjet konike. Kjo ideja e transformimeve na ¢on edhe mé thellé. Naturisht
né se ne transformojmé planin né njé sistem tjetér koordinativ, pér shembull origjina
shkon tek pika (2, 3), atéheré ekuacioni i elipsit béhet

x —2)? —3)2
-2 -3
a b2
Ekuacion gé ndryshe shkruhet
b2z? + a’y? — 20%x — 64’y = a’b® — 4b% — 9a?
Ne e dimé qge ky éshté ekuacioni i njé elipsi, edhe pse kjo nuk éshté plotésisht e
lehté té verifikohet.

A mund ta pérgjithsojmé kété rast né njé teori mé té pérgjithshme. Pér shembull,
jepet ekuacioni i pérgjithshém i gradés sé dyté

ar® +bry+cy’ +dx+ fy+s=0

=1
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Pyetje 6. Pér ¢'vlera té koeficentéve a,b,c,d, f,s grafiku i mésipérm €éshté njé
rreth, elipse?

Por ndoshta edhe mé themelore éshté pyetja
Pyetje 7. Jepet ekuacioni i gradés sé dyté
(2) az? +bry 4+ cy® +dz +ey =\

Cfaré paraget njé ekuacion i tillé nga ana grafike? A mund té gjendet njé metodé
qé késaj pyetje t’i jepet pérgjigje thjesht nga koeficentét a,b,c,d,e, \, pa ndértuar
grafikun?

Nxénési yné e di se grafikét e ekuacineve té tilla jané grafikét e prerjeve konike,
pra prerjet e njé koni té dyfishté me njé plan si né figurén mé poshté.

ellipse parabola hyperbola

FIGURE 1. Prerjet konike

Nxénésit e shkollave tona e diné gg, elipsi, parabola, dhe hiperbola kané pérkaté-
sisht ekuacione

22 2 ) 2?2
3 —+ 5 =1 =4\ — -5 =1
pér disa vlera jozero A1, ly. Rrethi éshté rasti i veganté i elipsit kur A\; = As.

Secili prej kétyre ekuacioneve éshté shumé heré mé i thjeshté se ekuacioni Eq. (2)
dhe kjo sepse sistemi koordinativ éshté zgjedhur né gendrén e rrethit, elipsit, hiper-
bolés, apo kulmin e parabolés dhe boshtet né ményré té pérshtatshme. Kéto ekua-
cione kané té mirén e madhe gé ne e dimé formén e grafikut thjesht duke paré
ekuacionin. Atéheré shtrohet pyetja, e kuptueshme nga ¢do gjimnazist:

Pyetje 8. Si duhet ndryshuar sistemi yne koordinativ gé ekuacioni (2) té transfor-
mohet né njé nga ekuacionet e mésipérme?

Réndésia e késaj pyetje dhe konceptet qé mund té zhvillohen duke ju pérgjigjur
késaj pyetje jané njé mrekulli e vérteté. Pér heré té paré nxénési ekspozohet tek
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ideja qé ekuacionet jané dicka pak e réndésishme, dicka qé ndryshon. Eshté objekti
gjeometrik ai qé nuk ndryshon. Apo ka vallé ndonjé koncept sasior q¢ mund té
shprehet né varési té koeficentéve dhe gé nuk ndryshon pavarésisht ndryshimit té
sistemit koordinativ?

Si pa kuptuar ne jemi futur né teori invariantesh, njé nga degét mé aktive té
matematikés sé shekullit XIX. Gjithashtu, pikérisht ky diskutim kaq modest éshté
fillimi i gjeometrisé ose mé miré i gjeometrisé algjebrike, njé nga degét mé aktive
té matematikés moderne. Ne do ti japim zgjidhje pyetjes sé mésipérme ne kreun
né vazhdim.

Pyetje 9. A mund té gjejmé njé parametrizim racional té prerjeve konike? Ose me
konkretisht, a mund té shprehet ekuactoni i ¢do prerje konike si ekuacion parametrik
(x(t),y(t)) ku x(t) dhe y(t) jané funksione racionalé?

Kujtoni qé éshté njé problem elementar gé zakonisht éshté béré me nxénésit e
miré qé ekuacionet parametrik i elipsit éshté

x = acosb, y = bsinf
i parabolés
r = at?, y = 2at
dhe i hiperbolés
x = asech, y =btan§.

Natyrisht parabola ka njé parametrizim racional. Pér elipsin dhe hiperbolén mjafton
té zevendésojmé t = tan% dhe ne bazé té Problemit 4 ne marrim njé parametrizim
racional. Pra kemi se prerjet konike gjithmoné kané njé parametrizim racional.
Pér entuziastuet e gjeometrisé algjebrike, kjo do té thoté se prerjet konike jané
trajektore algjebrike me genus zero. Kjo konkluzion na hap njé pyetje tjetér:

Pyetje 10. A ka ndonjé réndési ky parametrizimi racional?

Si pa dashur jemi futur né problemin klasik té Diofantit, até té gjetjes sé zgjid-
hjeve integrale (né ményré ekuivalente racionale pér ekuacionet homogjené) té ekua-
cioneve algjebrikeé.

Ne nuk do té zgjerohemi shumé né kété fushé, por thjesht duam té theksojmé se
gjithé teoria moderne e numrave vértitet rreth kétij problemi. Duam gjithashtu té
theksojmé gé njé ekuacion algjebrik gé ka njé parametrizim racional ka njé bashkési
té pafundme zgjidhjesh racionale.

Eshté gjithashtu me vleré pér tu theksuar se shumica e ekuacioneve polinomiale
kané vetém njue numeér té fundém zgjidhjesh racionale. Kjo éshté teorema Faltings
(83) dhe konsiderohet si teorema e shekullit té XX.

Pra prerjet konike nga ky kéndvéshtrim duken mjaft speciale dhe nga njé ushtrim
elementar i trigonomestrisé ne kuptojmé pérse ato jané tue tilla.

2.6. Maximumet dhe minimumet lokale te funksioneve. Vazhdojmé me njé
shembull tjetér nga analiza. Njé pjesé e miré e vitit IV né analizé kalohet me gjetjen
e maksimumeve dhe minimumeve lokale té funksioneve me njé ndryshore. Nxénésit
harxhojné me javé té téra duke béré probleme optimizimi. Asnjé fjalé né analizén
e vitit IV nuk thuhet pér funksionet me dy ndryshore. Mendoni sa kuriozitet do té
zgjonte tek nxénési ideja e gjetjes se majave té kodrave dhe thellésive té detit, apo
llogaritja e sipérfages sé njé relievi. Ishtje njé pyetje qé shqetésonte autorin e dyté
té kétij artikulli si adoleshent: Sa sipérfage reale toké ka Shqipéria?
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Pra problemi i méposhtém mund & shtrohet tek maturantét tané dhe ndoshta té
punohet vetém me ata mé té talentuarit.

Problem 5. Jepet njé sipérfage
z = f(z,y)

e pérkufizuar né njé zoné D C R?. Té gjenden maksimumet dhe minimumet lokale
té késaj sipérfaqeje.

Natyrisht analiza €shté njé minieré e vérteté idesh dhe aplikimesh. Gjetja e
vorbullés sé njé lumi, volumi i njé kodre, kurbatura e njé kthese, shpejtésia dhe
nxitimi i njé objekti qé 1éviz né hapésiré, ligjet e Keplerit, etj. Duhet pranuar se
analiza e funksioneve me shumé ndryshore edhe né programet tona universatere
éshté béré cekét dhe ilustrimi me aplikime nga fizika dhe inxhinjerité gjithmoné ka
qené i varfér.

Gjithashtu ja vlen té pérmendet se shumé prej kétyre temave trajtohen né shkol-
lat e mesme né shumé vende. Pér shembull né Ameriké nxénésit qé jané té orientuar
drejt shkencave dhe inxhinjerive futen ne klasa té avancuara dhe marrin lendé si
Kalkulusi I dhe Kalkulusi IT gqé né shkollé té mesme.

2.7. Ndértimet gjeometrike. Ata qé kuptojné historiné e matematikés té paktén
njéheré né jetén e tyre duhet té shkojné té vizitojné varrezat Albani né Gottingen
ku pushon njé prej njerézve mé me influencé né historiné e njerézimit, Carl Friedrich
Gauss. Gauss éshté i njohur pér shumé rezultate té famshme né matematiké dhe
njé prej tyre ishte edhe ndértimi me vizore dhe kompas i njé 17-kéndéshi té rregullt
ose si¢ quhet ndryshe heptadecagon, pas 2000 vjetésh pérpjekje nga matematikané
té shumté. Ishte njé nga arritjet qé e bénin Gaussin krenar mé shumé se ¢do gjé
tjetér. Cfaré éshté kaq e véshtiré pér kéto ndértimet gjeometrike qé i dha Gausit
kaq famé dhe krenari?

FIGURE 2. Heptadecagon ose 17-kéndéshi i rregullt

Né tekstet tona té shkollés 8-vjegare dhe té mesme, gjithmoné ka pasur copéza
historike mbi ndértimet gjeometrike, por kéto nuk jané shfrytézuar pér té ndértuar
koncepte matematike mbi to. Njé libér i shkélqyer i Petro Priftit, Probleme té zgjid-
hura té gjeometrisé ka pasur plot probleme té vlefshme, por ky tekst ishte gjithmoné
dicka & shfrytézohej vetém nga studentét e talentuar. Pak pérdoreshin probleme
té tilla pér té orientuar nxénésin drejt koncepteve té matematikés bashkékohore,
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madje shumica e mésuesve nuk ishin fare né dijeni té kétij libri kaq té vyer. Le té
pérpigemi ti organizojmé disi kéto probleme klasike té gjeometrisé.

Né Greqiné e lashté kishte disa problema klasike. Kéto probleme jané nga
gjeometria né natyré dhe pérfshijné ndértimet vetém me vizore dhe kompas. Prob-
lemet mund té formulohen si mé poshté.

(1) Jepet njé kénd i ¢farédoshém, a mund ta ndajmé kéndin né tre kénde té
barabarté duke pérdorur vetém vizore dhe kompas?

(2) Jepet njé rreth i ¢farédoshém, a mund té ndértojmé njé katror me té njéjtén
sipérfaqe, duke pérdorur vetém vizore dhe kompasin?

(3) Jepet njé kub, a mund té ndértojmé brinjén e njé kubi tjetér, i cili té
keté dyfishin e véllimit té kubit origjinal duke pérdorur vetém vizore dhe
kompas.

(4) Pér cilat n, n-kéndéshi i rregullt éshté i ndértueshém?

Pas pérpjekjeve dymijé vjegare nga ana e matematikanéve, u tregua, ndértimet
né tre problemet e para jané té pamundura. Né Kreun 6 ne do té japim disa ide se
si kéto tema mund té trajtohen gé né shkollé té mesme.

3. HISTORIA E SHKENCES - NJi& MJET KRITIK DHE KONSTRUKTIV PER
PROGRAMIN E MATEMATIKES

Ka mendime dhe kéndvéshtrime té ndryshme pér pregatitjen e nxénésve né
matematiké. Kéto piképamje kané lidhje me shogéring, traditén e njé vendi, filo-
zofiné e shkollés pérkatése. Ajo qé pothuajse éshté e pranueshme nga té gjithe
éshté gé intuita matematike zhvillohet né njé moshé té vogél dhe konceptet merren
herét. Diskutimet sot né ambjentet pedagogjike jané kryesisht mbi rrugét qé duhen
ndjekur me moshat e reja.

Shkolla joné ka té theksuar pérséritjen e vazhdueshme dhe pér njé kohé té gjaté
dhe kjo shpesh éshté béré né kurriz té anés intuitive. Po té kemi parasysh se para
viteve 1990 fémijét shkonin 6 dité né shkollé dhe bénin pérdité matematiké, atéheré
duhet té pranojmé se femijét shqiptaré harxhonin njé pjesé té konsiderueshme té
fémijérisé me matematikén. Po té shohésh materialin qé béhej pér 12 vjet shkollé
éshté mé pak se shumica e vendeve té tjera. Ky material pérséritej aq heré sa béhej
i mérzitshém, sidomos pér nxénésit e miré. ¢'mund té béhet me kéta nxénés? Si
mund té zhvillohet intuita tek té gjithé nxénésit dhe vecanérisht tek nxénésit me
prirje né matematiké?

Zakonisht rruga mé e miré éshté kur konceptet zhvillohen né ményrén né té cilén
jané zbuluar. Pra shtrohet pyetja, orientohen nxénésit drejt ideve té dukshme edhe
pse ato mund té jené té gabuara. Eshté e nevojshme qé nxénési té kuptojé se ¢faré
nuk funksionon dhe té detyrohet veté, ndoshta edhe duke vuajtur pak, qé té gjejé
zgjidhjen e duhur. Faktet historike, vénia e ¢do teoreme né ambjentin historik éshté
njé ndihmé shumé e madhe. Historia e matematikés moderne éshté njé dramé e
ngjeshur emocionale e shekujve XVIII, XIX, XX.

Edukimi i pérgjithshém i matematikés sot éshté distancuar nga kjo lloj mésimd-
hénie. Ne shkojmé né klasé me njé tufé teoremash dhe faktesh dhe detyrojmé
nxénésit ti mésojné ato. Njé ményré tepér komode pér mésuesin mediokér, por
tepér katastrofike pér nxénésin. Megjithaté ka plot raste dhe shkolla ku matem-
atika mésohet ndryshe. Ne do ti sygjeronin lexuesit librin Perfect rigor [14], mbi
jetén e njé prej matematikanéve mé té medhenj té kétij shekulli Grigory Perelman.
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Nje pjesé e miré e librit flet pér Njé shkollé té mrekullueshme ku Grigory 12-vjecar
trajnohej pérditeé.

Njé shkollé tjetér e nisur vitet e fundit éshté The Proof school né San Francisco,
ku intuita dhe konceptet klasike té matematikés marrin pérparési.

Natyrisht véshtirésia mé e madhe né kété lloj shkolle éshté mungesa e mésuesve
té afté, té cilét té kené njohuri té thella té matematikés sé larté dhe té diné se si
kéto koncepte ti ingranojné né programet mésimore. Matematika, kur mésohet nga
njerézit e duhur hap shumé dyer dhe labirinte té thella né mendjen e njé fémije.
Problemi éshté se si mund ti gjejmé kéta vizioneré, kéta njeréz té duhur qé kuptojné
se ¢’donte té bénte Gauss, Abel, Jakobi, qé njohin thellé matematikén e shekullit
XIX, gé jané gati té sakrifikojné karierén e tyre shkencore pér tu mésuar disa 12-
vjegaréve matematiké. Kéta nuk éshté e lehté ti gjesh! Prandaj shogéria duhet té
béj njé pérpjekje té madhe qé té rekrutojé dhe pregatisé njeréz té tillé.

Pér mésuesit e apasionuar té cilét duan té gjejné rrugé té reja se si historia e
matematikés mund té futet né klasén e matematikés ne do t’u sygjeronim librat e
Felix Klein [20-27], Wilder [40], Roberts [31], dhe veganérisht librin nga Arnold [2],

4. EKUACIONET ALGJEBRIKE

Tani japin disa ide mbi disa tema qé jané themelore né historiné e zhvillimit té
matematikés dhe gé mund té futen me sukses ne programet e shkollave t€ mesme.

4.1. Ekuacionet me grade 2 dhe 3. Zgjidhja e ekuacioneve polinomiale ka qené
dhe vazhdon té jeté njé nga problemet themelore té matematikés qé ka nxitur
zhvillimin e disa prej degéve mé elegante dhe mé produktive té matematikés si
teoria Galua, gjeometria algjebrike, gjeometria Diofantine, etj. Mé poshté japim
njé ide se si zgjidhen disa nga ekuacionet me gradé té vogél me njé ndryshore. Té
gjithé polinomet kané koeficienté né C.

Kur kemi té béjmé me njé ekuacion me njé ndryshore

(4) " + a2t + o+ @+ ag = 0
thjeshtimi i paré éshté té zévendésojmé
Gn—1
T =y —
n

i cili rezulton né njé ekuacion

y" o+ bn_gy”72 + ... +by =0

me termin y" ! zero. Ky e zgjidh ekuacionin kuadratik (duke plotésuar katrorin).

Pra pér n = 2, ne thjesht marrim y? = —by.
Konsiderojmé tani rastin pér n = 3, pra, ekuacionin

(5) v + ay + b = 0.
Duke zévendésuar y = u + v, marrim
(6) u3+03+3<uv+%) (u+v) +b =0

qe éshté i vérteté, né qofté se u dhe v kénaqin

(7) ud + 0t = b, ww = —

wl e

Albanian J. Math. 10 (2016), no. 1, 47-80.


http://archives.albanian-j-math.com

B. SHASKA AND T. SHASKA 61

Ekuacioni i fundit na jep

3
(Z—u®) (Z—%) = 22 + bZ — %
pra,
o b+ /b2 + &
(8) A
e R L
N 2

Nga ana tjetér, ne mund té zgjedhim u dhe v si rrénjé kubike té pérshtatshme
té anés sé djathté, té tilla qé, Eq. (6) té jeté i vérteté. Atéheré u 4 v éshté njé nga
zgjidhjet e Eq. (5), té tjerat i marrim nga zgjedhjet e ndryshme té rrénjéve kubike.
Mg sakté, né qofté se, e éshté njé rrénjé primitive e treté e njéshit, pra ¢ = 1,
atéheré zgjidhjet e Eq. (4), jané

y1= u + v, Y= eu + €, Y, = u + ev,

té cilat mund té verifikohen duke faktorizuar (y — y1)(y — y2)(y — y3). Kéto jané
formulat Kardano, té cilat zakonisht shkruhen si

-\ 1/3 1/3
(9) J— ,9 + g + id + ,é _ g + &3
Y=\ 72 4 97 2 4 o7

Shohim se, kéto formula kané disa simetri, duke filluar nga zgjedhjet e ndryshme
té rrénjéve katrore, té rrénjéve kubike dhe gjithashtu nga zgjedhja e njé rrénje té
treté té njéshit. Gjéja pozitive éshté, qé ¢éshtja e simetrive midis zgjidhjeve mund
té pérkufizohet pa pérdorur formulén e shtjellur té zgjidhjeve.

Ideja themelore e teorisé Galois tani mund té formulohet thjesht si vijon:

Pér ¢do n > 4, zévendésojmé formulén e shtjellur pér zgjidhjet (megjithése ajo nuk
ekziston) duke pérdorur grupin Galois.

Pér mé tepér pér zgjidhjen e ekuacioneve dhe njé prezantim mbi teoriné e Galois
shihni [35].

Né fakt koncepti i grupit né algjebrén moderne lindi pikérisht nga koncepti i
bashkésisé sé simetrive midis rrénjéve té njé polinomi. Megjithé rolin géndror té
teorisé Galua né algjebér, né programet tona, duke pérfshiré edhe ato universitare,
kjo teori as pérmendej fare. Pra studentét tané té shkencave asnjéheré nuk arritén té
béjné lidhjen apo té kuptojné motivimin se pérse studioheshin grupet apo fushat né
universitet. Dhe kur ata veté nuk e kuptonin kété lidhje nuk mund té pretendosh
qé ata t’u shpjegonin nxénésve né klasén e X degézimet apo ideté qé dalin nga
zgjidhja e ekuacionit.

5. DISKRIMINANTI DHE IDENTITETET E NEWTONIT

Né progesin e diskutimit té rrénjéve té njé polinomi éshté shumé i réndésishém
fakti né se ndonjé prej kétyre rrénjéve pérséritet. Né fund té fundit, ekuacioni

(x—2)*(x—3)°=0

éshté mé i lehté pér tu zgjidhur edhe pse éshté i gradés 9. Pyetje e méposhtme
éshté fare e natyrshme pér ¢do nxénés sé klasés IX apo X.
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Pyetje 11. Jepet polinomi i gradés n > 2
f(l’) = anxn + an_ll'nil +--4+ a9 = an(xfal)...(zfan)
ku a, # 0. A mund té gjeni njé kriter pér koeficentét ag, ..., an qé f(x) té keté

rrénjé qé pérsériten?

Ky nuk éshté njé problem i véshtiré, por na ¢on né njé nga konceptet mé té
réndésishém té matematikés, até té dallorit ose diskriminantit. Le ti rradhisim
gjithé rrénjét si mé poshté

A1, 2,...,0n—-1,0pn
dhe marrim prodhimin
Ay = Mg — o)
Natyrisht, kemi njé factor (—1) gé varet nga renditja e rrénjéve. Pér ta béré Ay té
pandjeshém nga kjo renditje e rrénjéve si edhe nga koefigenti udhéheqés a,, # 0 ne
modifikojmé pérkufizimin si mé poshté:

(10) Ay = (=)Dl (aq - ay)
Atéheré, lema e méposhtme éshté e besueshme pér ¢do nxénés
Lemma 2. f(x) ka rrénjé g€ pérsériten atéheré dhe vetém atéheré kur Ay = 0.

Pikérisht, éshté Ay né Eq. (10) se si duhet té pérkufizohet discriminanti i ¢do
polinomi. Ky éshté koncepti i natyrshém, koncepti q¢ mbahet mend, dhe koncepti
qé na tregon vetité e diskriminantit.

Megjithaté ne ende nuk i jemi pérgjigjur pyetjes sé mésipérme. Ne nuk i njohim
rrénjét e f(x). Pra, a mund té themi digka pér shuméfishmériné e rrénjéve pa i
gjetur rrénjét? Kjo pyetje éshté ekuivalente me

Pyetje 12. Jepet polinomi
fx) = anz™ + ap 2™t F 4 ag = ap(r—ay)...(z — o)
A mund té€ shprehet diskriminanti Ay né varési té koeficentéve ag, ..., an?

Ushtrimi i méposhtém éshté njé ushtrim qé ¢do nxénés duhet ta keté béré té
paktén njé heré né jeté.

Ushtrim 1. Jepet polinomi quadratik
fla) =a2® + bxr + ¢ = a (z—a1) (x— ay).
Atéheré, nga pérkufizimi dallori éshté
Ay = a® (ay — ag)?

Vértetoni se
Ay = b? — dac.

Natyrisht, zgjidhja e ushtrimit té méposhtém kérkon vetém njohuri elementare
té algjebrés dhe mund té béhet nga shumica e nxénésve té klasés X.

Ushtrim 2. Jepet polinom: kubik
f(a) =ax®+bx® +cx+d
Atéheré, vértetoni se

Ay =b*c? — dac® — 4bd — 27a*d* + 18abcd.
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Tani le té pérpigemi té nxjerrim njé formulé té shtjellur pér discriminantin. Le
té jepet f(z) si vijon

f@) = 2" + ap_12™ '+t a0 = (@—aq)... (7 —ay)

dhe pérkufizojmé

i#]
Matrica

1 - 1

aq (077

X =
n—1 n—1
al an

ka

det(X) = H (ozi — Otj)
i>j
nga formula e mirénjohur e pércaktorit t€ matricés Vandermonde.

Shembull 2. Vértetoni formulén

So S1 ... S.
Sy Sy ... S,
A = det(X)? = det(XX") = det
Sn—l Sn SQn_Q
ku
S, =z + ... + zh

Vértetim. Duhet té shprehim shumat fugi S, né lidhje me funksionet simetriké

elementaré
g, = E Ty Ly «ov Tgy,

i <dg <o <dy
(ku vetia bazé e tyre éshté, qé o,(x1,...,2n) = (=1)" an—,). Kjo mbéshtetet te
identitetet e Newtonit (c.f. Coz et al., p. 317):

Sy =181+ + (=)o, 18 + (=D)Fpo, =0, forl<p<n
Sy —0o1Su—1+--+ (_1)n_10n—15u—n+1 +(=1)"0nSy—n =0, foru>n

Jepet z njé variabél i ri, pérkufizojmé

ﬁ 1 — x;2
i=1

Atéheré
—zo'(z) % ey illj (U — x2) i 2z
o(z) o(z) —~ 1 - zz
:ZZ:L’;’Z” = Z(Z xy) 28 = ZSVZV
1=1 v=1 v=1 =1 v=1
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Késhtu g&, ne marrim identitetin né vazhdim ndérmjet serive fuqi formale né z:
o0
o(z) Z S, 20 = —z20'(2)
v=1

Vetia bazé e funksioneve simetriké elementaré na ¢on né

o(z) = Y (~1)louzt
n=0
Késhtu qé,
Z (=1)o;27 - Z S, 28 = Z (=) po, 2"
7=0 v=1 p=1

Duke krahasuar koeficientét marrim até, qé duam.

Shembull 3. Cdo polinom kubik f(x) mund té shkruhet né formén
fx) = 2% + ax + b

Vértetoni se
Ay = —4a® — 27V°

Késhtu qé, formulat Kardano béhen

1/3 1/3
O Y Sty A T A Vs
v 2 108 2 108

6. FORMAT QUADRATIKE DHE NJE HYRJE NE ALGJEBREN LINEARE

Teoria e formave éshté njé nga mé té vjetrat dhe mé té bukurat e matematikés.
Ka vlera té pazévendésueshme nga ana metodike sepse motivon pérkufizimin e ma-
tricave (né fakt matricat lindén pikérisht nga format kuadratike), njé pjesé té miré
té terminollogjise sé algjebrés lineare (p.sh. definitisht pozitive, matricat simetrike,
etj), dhe na jep ilustrime té shkélqyera té aplikimit té algjebrés si per shembull
klasifikimi i prerjeve konike, klasifikimi i sipérfageve algjebrike, etj.

Njé formé binare kuadratike éshté njé polinom homogjen i gradés sé dyté me
dy ndryshore, pra njé polinom i formés

(12) flz,y) = az? + bry + cx?

Pra éshté thjesht polinomi kuadratik ku ne fusim njé ndryshore té re y dhe i béjmé
té gjitha termat me gradé totale dy. Né fakt ky proges éshté i réndésishém né
matematikén e larté dhe quhet homogjenizim i polinomeve. Mé poshté ne do té
spjegojmé kété proges pér polinomet e gradés mé té larté, por pér momentin le
té pérgéndrohemi tek polinomet kuadratike. Ne duam té studiojmé kéto polinome
kuadratike dhe rrénjet e tyre.

Le té vérejmeé fillimisht disa veti té formave kuadratike.

Lemma 3. Pér ¢do dy forma kuadratike f(x,y) dhe g(xz,y) shuma e tyre
(f+9)(x,y) = flz,y) + g(z,y)

éshté pérséri njé formé kuadratike. Pér ¢do konstante A € C, polinomi h(z,y) :=
Af(x,y) éshté njé formé kuadratike.
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Vértetimi i késaj leme éshté elementar, por réndésia e saj éshté e madhe. Ky
rezultat elementar na jep pérkufizimin e paré té njé hapésire vektoriale. Pra
bashkésia e gjithé formave kuadratike me koeficenté né k, ku k éshté secila prej
Q, R, C éshté njé hapésiré vektoriale edhe pse njé nxénés i klasés IX apo X nuk e
ka dégjuar mé paré kété koncept.

Njé formé kuadratike f(x,y) si né Eq. (12) pércaktohet né ményré té vetme nga
treshja e renditur e numrave (a,b,c) dhe nga ¢ifti i renditur i ndryshoreve (z,y).
Né njé faré ményre ne duam gé té organizojme kéto treshe té renditura né se duam
té studiojmé format kuadratike. Gauss dhe me voné Hermite filluan ti vinin kéto
treshe né tabela té tipit

a b
x

e cila quhet matricé. Né fakt Gauss filloi té pérdorte M dhe v si mé poshté

b
M = [z 2] , and v= [m}
2 ¢ Y

Kjo terminollogji ishte mjaft eficente me marréveshjen qé
a bl |zl |ax+by
b c|ly|  |cx+dy

[z, y] [z lc)] = [ax + by, bz + cy]

dhe

N&é vend té [z, y] ne shpesh pérdorim simbolin v* dhe e quajmé transpose té v-sé.
Atéheré forma kuadratike f(z,y) jepet si mé poshté

b7
flz,y) =vIMv = (2,y) {% i [ﬂ = az? 4 bay + cz?.
2 J

Pra, kemi njé korespondencé biunivoke midis formave kuadratike dhe matricave té
formés :
a r
r oc

Pér njé formé té dhéné f(x,y) matrica koresponduese shénohet me M.
Pozicionet né njé matricé shénohen me (i, j) ku ¢ tregon numrin e rradhés dhe
j numrin e kolonés. Matricat e mésipérme M quhen matrica 2 X 2 megénése kané
2 rradhé dhe 2 kolona. Njé matricé 2 x 2 quhet matricé simetrike kur termat né
pozicionet (1,2) dhe (2,1) jané té barabarta. Pra matricat tona qé korespondojné
me format kuadratike jané matrica 2 x 2 dhe simetrike.
Perfundiminsht, kemi rezultatin si mé poshté:

Lemma 4. Ekziston njé korespondencé biunivoke midis formave kuadratike dhe
matricave 2 X 2, simetrike. Mé konkretisht, kjo korespondencé jepet si mé poshté

b
f(z,y) = az® + bry + cy? = My = {Z 2}
2

Matrica My quhet matrica koresponduese e formés f(x,y).

Shihni pra se pa njohuri shtesé dhe pa shumé puné ne mund té prezantojmé
nxénésin me konceptin e polinomeve homogjené, matricave, matricave simetrike,
shumézimit té matricave, hapésirés vektoriale. Pra thjesht polinomi i gradés sé
dyté éshté njé mineré floriri. Dhe ne vetém sa kemi filluar.
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Diskriminanti if njé forme kuadratike pérkufizohet njésoj si diskriminanti i poli-
nomit f(z,1). Pra, diskriminanti i f(z,y) dhéné né Eq. (12) éshté Ay = b — 4ac.
a1 a1,
a2,1 Aa22
pércaktorin sig pérdoret né Shqip) si

Pér njé matricé A = [ } ne pérkufizojmé determinantin det A (ose

det A = 1,122 — A2,101,2

Atéheré,
b2
det My = ac — 1

Vértetimi i Lemés sé méposhtme tani éshté njé ushtrim elementar.

Lemma 5. Diskriminanti Ay i njé forme kuadratike f(x,y) éshté zero atéheré
dhe vetém atéheré kur det My = 0. Pér mé tepér,

Af = —4 det My
Ka shumé autoré qé i pérkufizojné format kuadratike si
f(z,y) = ax® + 2bxy + cy?

a
b
Ay =ac— b2 né vend té b% — 4ac. Kjo éshté thjesht céshtje preference, né se autori
preferon ta nisé nga format kuadratike apo nga matricat.

né ményré qé matrica koresponduese éshté My = [ J. Atéheré, diskriminanti

6.1. Ekuivalenca e formave, matricat e ngjashme. I kthehemi edhe njéheré
problemit té prerjeve konike, pra Prob. (10). Jepet njé prerje konike

az? +bry 4 cy® +dr +ey =\

Si duhet ndryshuar sistemi koordinativ , pra [ﬂ qé kjo prerje konike té jeté njé

nga format standart. Sé pari vemé re se grada e ekuacionit té ri nuk mund té
ndryshojé pasi né kété rast nuk do té kishim mé njé prerje konike. Pra trasformimet
e mundshme jané vetém transformimet

T: (z,y) = Az + A2y, A3z + A\y)

Me fjalé té tjera, ne kemi njé sistem té ri koordinatash qé jepet nga

1‘/ o )\1 /\2 X

Y Az Agl ly]
- . . . A1 Ae
Funksioni T'(z,y) quhet transformim linear dhe matrica C' = VY

3 A4

matrica e transformimit 7. T'(z,y) éshté funksion bijektiv dhe i anasjellti i tij
T~ &shté gjithashtu linear. Pra ekziston nje matricé pér 7! qe ne e shénojmé

me C~!. Matrica C~! quhet matrica e anasjellté e matricés C. Atéherd paraqgisim
edhe njé heré problemin toné:

} quhet

Problem 6. Gjeni numrat A1, Ao, A3, A\g t€ tillé gé prerja konike transformohet né
ekuacionin standart.
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Kjo motivon pérkufizimin e méposhtém. Dy forma kuadratike f(x,y) dhe g(z,y)
do té quhen ekuivalente né qofté se ekzistojné A1, ..., s € C té tillé qé

f x4+ Ay, Asz + \ay) = g(z,y).

Vini re se

! 20 78 4 f Az Ml |y P\ My
)\1 /\2 ¢ |:)\1 )\2:| |:.Z’:|
= M
[z, ] ({/\3 /\J T s M Yy
f ()\156 + Agy, )\313 -+ )\4y) = Xt Mf X

=[]

Matricat koresponduese té dy formave ekuivalente i quajmé matrica té ngjashme.

Pra

Ushtrim 3. Dy matrica A dhe B jané té ngjashme atéheré dhe vetém atéheré kur
ekziston njé matricé C e tillé qé

A=C"'BC
Ushtrimi i méposhtém éshté standart né shkollat tona.
Shembull 4. Pér njé polinom kuadratik
f(z)=ax®* +bx+c

me koeficenté realé, shenja e vlerés sé f(x) pércaktohet si vijon: f(x) ka shenjén e
kundert té a-sé né intervalin (—aq, ) dhe ka shenjén e a-sé kudo tjetér.

TABLE 1. Studimi i shenjés sé polinomeve kuadratike.

Njé formé kuadratike f(z,y) quhet definitisht pozitive né qofté se f(z,1) > 0
pér ¢do x € R.

Ushtrim 4. f(x,y) éshté definitisht pozitive atéheré dhe vetém atéheré kur a > 0
dhe Af < 0.

Pér njé matricé ¢fardo
a b
a=[e
ne quajmeé eigenvlera té matricés zgjidhjet e ekuacionit

A—a)A—c)—=bc=0
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6.2. Klasifikimi i prerjeve konike. Le té pérpigemi tani ti pérgjigjemi Pyetjes 7.
Pra jepet Equacioni (2), ¢'mund té themi pér formén e grafikut?

Né se ekuacioni né (2) do té kishte b = 0 atéheré ky do té ishte njé ushtrim
elementar. Ne plotésonim katrorin pér az? + dx si edhe katrorin pér cy? + ey dhe
do té merrnim njue ekuacion té formés

Az +a)? + Bz +p)*=C.
Me zévendésimet X = x + o dhe Y = y + 5 ne kemi
AX? 4+ BY? =,

i cili 8shté bashkési boshe né R? kur C' < 0, njé elips kur A, B jané me té njéjtén
shenjé, dhe njé hiperbolé kur A, B jané me shenja té ndryshme.
Forma kuadratike

G(.’E, y) = >\1:1:2 + >\2y27

quhet formé diagonale dhe matrica koresponduese

R
M[o Ag]

éshté njue matricé diagonale.

Pra termi bzy éshté c¢fare ne duam té bejmé zero qé té pércaktojmé formén e
grafikut. Ne mund té supozojmé gé pas plotésimit té katroréve dhe zévendésimeve
pérkatése, ekuacioni na éshté dhéné né formén ax? + bry + cy? = \.

Pra kemi problemin e méposhtém

Problem 7. Jepet forma kuadratike
F(z,y) = Az? + Bay + Cy>.

Gjeni zévendésimet e nevojshme algjebrike (pra ndryshimin e sistemit koordinativ)
r = ax + by, y=cx+dy

qé forma G(x,y) = F(az + by, cx + dy) éshté diagonale.

Ne po i shmangim detajet e zgjidhjes sé kétij problemi pasi ky problem éshté
thjesht njé rast i vacanté i problemit pasardhés. Po anallogjia éshté e qarté, matrica
Mp diagonalizohet ne ményré ortogonale, pra

v b1 0] a b
F7 e d 0 Ao [c d
e tillé ge A1, A2 jané eigenvlerat e Mp. Lema né vijim pércakton formén e grafikut

té F(z,y) = k, pér ¢do konstant k € R*.

Lemma 6. Grafiku
F(z,y) = az® +bry +cy®> =k

éshté elipse né qofté se té dy egeinvalutat e Mp jané pozitive dhe hiperbolé né se
njéra éshté pozitive dhe tjetra negative.

Ne i sygjerojmé lexuesit té shoh [36] pér detajet.
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6.3. Sipérfaget kuadratike dhe klasifikimi i tyre. Ne mund té homogjenizo-
jmé ekuacionin e dhéné né Ek. (2) si mé poshté

az? + by? + c2® + dzy + exz + fyz

duke futur njé ndryshore té re z. Pra ne kalojmé nga plani R? né sistemin né
hapésiré R3. Prerjet tona konike tashmé jané thjesht projeksione né plan té grafikut
té sipérfages sé mésipérme. Pa ndonjé kusht shtesé ne mund té supozojmé se
koeficentét d, e, f jané 2d, 2e,2f.

Njé formé ternare kuadratike quhet polinomi homogjen kuadratik me tre
ndryshore z, y, z. Pra njé polinom i formés

F(x,y,2) = ax® + by* + c2* + 2dzy + 2exz + 2fyz
ku koeficentét a, b, c,d, e, f jané numra realé. Konsiderojmé ekuacionin
F(z,y,2) = h.

pér ndonjé h € R. Né ményré plotésisht té ngjashme me format binare, ky ekuacion
mund té shkruhet
F(z,y,2) = x' Mpx

ku
T a d e
X= |y dhe Mp=|d b f
z e f ¢

Mp quhet matrica koresponduese e F(z,y,z). Teoria e formave binare pérgjithé-
sohet né kété rast fjalé pér fjalé.

Pyetje 13. C’mund té themi pér grafikun
F(z,y,2) = h,
né varési té koeficentéve té F(x,y, z).

Grafiku éshté njé sipérfaqe kuadratike né R3. Njé pérshkrim i detajuar i kétyre
sipérfageve jepet né [37|. Ne po i pérkufizojmé mé poshté shkurtimisht.

Njé prej llojeve té sipérfageve kuadratike
éshté elipsoidyi, i cili jepet me ekuacionin

2 2 2
T y z
-+ 5 +5=1
a? b2 2
Né rastin kur a® = b®> = ¢ ekuacioni

i elipsoidit paraget njé sferé. Prerjet
térthore té tij me planet koordinative jané
elipsa. Elipsoidi éshté njé nga sipérfaqet
mé té pergjithshme kuadratike, sferoidi
dhe sferat jané raste té veganta té ellip-
soidit.

Ekziston njé tjetér elipsoid qé quhet imagjinar dhe ka ekuacion

1.2 y2 22

2tpta=-1

Pér detaje té métejshme shih [37].
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Paraboloidi eliptik éshté njé tjetér
sipérfaqeje kuadratike ekuacioni i sé cilés

éshté i formés:

R TE R

a2 b2 ¢
Prerjet me planet paralele me planin zy
jané elipse, ndérsa prerja me veté planin
zy éshté njé piké e vetme.
Figura tregon rastin kur ¢ > 0, ndérsa
y kur ¢ < 0, sipérfagja éshté e kthyer

me koké poshté. Né rastin kur a = b,
sipérfagja éshté njé cilindér.

Njé tjetér sipérfage kuadratike éshté

paraboloidi hiperbolik gé jepet me

ekuacionin
2

2

z Y

a? b2

Pra, njé nga ndryshoret éshté e gradés
sé paré kurse pjesa tjetér éshté diferenca 2
e dy katroréve té ndryshoreve té tjera. z-=
Paraboloidi hiperbolik jep njé shembull té 1,y
atyre g€ ne i quajmé pika shalé€ té cilat
jané edhe maksimume lokale edhe mini-
mume lokale; shih kapitujt mbi analizén
me disa ndryshore né [37].

o
S
G
S
R, Wt
SRS
R

Ne sygjerojmé ushtrimin e méposhtém.

Ushtrim 5. Diskutoni se ¢faré véndi gjeometrik mund té jeté prerja e njé sferoidi
me njé paraboloidi hiperbolic. A €shté kjo gjithmoné njé kurbé konike?

Njé lloj tjetér sipérfagesh kuadratike
éshté hiperboloidi me njé fleté i cili

jepet me ekuacionin:

x2 y2

a? b2

Pér hiperboloidin me njé fleté, prerja
térthore me ¢do plan paralel me planin
xy éshté njé elips, ndérsa prerjet térthore
me plane paralele me planet xz ose yz
jané hiperbola. Pérjashtim béjné rastet e
vecanta kur x = +a dhe y = +b; né kéto
plane prerjet jané ¢ifte drejtézash prerése.

52

c2

X
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Pér hiperboloidin me dy fleté, prerja
térthore me ¢do plan paralel me planet
xy ose yz éshté njé hiperbolé. Me planin
_ e yz nuk ka prerje térthore, sepse pér x = 0

. P ekuacioni
, 2 2
/ v

y b2 2

4 nuk ka zgjidhje. Me ¢do plan paralel me
. planin yz pér té cilin |x| > a, prerja éshté
y elips.

‘ Né vijim ne do té mésojmé se si té
klasifikojmé gjithé sipérfaqet kuadratike
sipas kétyre llojeve.

Cilindri parabolik é&shté sipérfagja
kuadratike ku njé nga ndryshoret éshté
né fuqi té dyté dhe tjetra né fuqi té paré,
ndryshorja e treté nuk ekziston. Pra njé
sipérfaqe e tillé

22 = \z

Megjithése ka forma té tjera té sipérfaqgeve kuadratike, secila prej tyre mund té
pérftohet si njé degjenerim i formave té mésipérme.

I kthehemi tani problemit toné ku na jepet njé sipérfaqe kuadratike e pérgjithshme
dhe duam té gjejmé llojin a saj né varési té koeficentéve. Si né rastin e pre-
rjeve konike, éshté e pérshtatshme qé té rrotullojmé sistemin koordinativ qé ter-
mat xy,yz,xz té zhduken. Forma té tilla, pa termat zy,yz,xz, quhen forma
kuadratike diagonale.

Pérkufizojmé inerciné in Mr e njé forme quadratike F(x,y, z) si treshen e ren-
ditur

in MF = (nl,ng,ng),

kun;, i = 1,2, 3 éshté pérkatésisht numri pozitiv, negativ, dhe zero i eigenvlerave
té Mp-sé. Atéheré kemi lemén e méposhtme.

Lemma 7. Jepet forma kuadratike ternare F(x,y,z) dhe matrica koresponduese
A. Pohimet e méposhtme jané té vérteta:

i) Né qofté se in Mg = (3,0,0), atéheré sipérfagja kuadratike éshté njé ellip-
soid.

i) Né qofté sein Mp = (2,0,1), atéheré sipérfagja kuadratike éshté njé parab-
oloid eliptik.

ili) Né qofté se in Mp = (2,1,0), atéheré sipérfagja kuadratike éshté njé hyper-
boloid me njé fleté.

iv) Né qofté se in Mp = (1,2,0), atéheré sipérfagja kuadratike éshté njé hyper-
boloid me dy fleté.

v) NE€ qofté se in Mp = (1,1,1), atéheré sipérfagja kuadratike éshté njé parab-
oloid hiperbolik.
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vi) Né qofté se in Mp = (1,0,2), atéheré sipérfagja kuadratike éshté njé cylin-
der parabolic.

Vértetimi i Lemés mund t€ gjendet né [36] dhe bazohet né faktin se numri i engen-
vlerave pozitive, negative, ose zero nuk ndryshon pavarésisht sistemit koordinativ té
zgjedhur. Né fund té fundit njé konfirmim gé forma e sipérfages nuk ndryshon, pra
njé elipsoid nuk mund té béhet parabolois apo anasjelltas. Njé koncept qé nxénési
e beson shumé mé kollaj sepse bazohet né intuitén gjeometrike.

Meé poshté po japim shkurtimisht metodén se si pérkaktohet forma diagonale dhe
zevendésimet algjebrike qé e béjné kété té mundur.

Problem 8. Gjeni diagonalizimin ortogonal té njé matrice simetrike A.

Pra, ne duam té gjejmé njé matricé ortogonale S dhe njé matricé diagonale D
té tillé qé
A=STDS.
Kujtoni qé pér matricat ortogonale ST = S~1; shihni [36] pér detajet.
Sé pari gjejmé gjithé eigenvlerat e A-sé
)‘17 B )\’r‘v
dhe shumfishmérité e tyre.
Sé dyti, pér ¢do eigenvleré \; gjejmé njé bazé ortonormale

B = {'Ui’l, e 7Ui,si}

Sé treti, krijojmé matricén

S=via] .. Jors fvaal. - vasl. - |ors,]

dhe matricén diagonale
D =diag (A\,...,A)
@é jané matricat e kérkuara.

Problemi i mésipérm ka vleré pér ¢do matricé simetrike (pra né ményré ekuiv-
alente pér ¢do formé kuadratike, jo vetém format binare dhe ternare). Njé nxénés
qé kupton gjithé hapat e zgjidhjes sé kétij problemi mund té thuhet se ka njé bazé
té shendoshé té algjebrés lineare.

I pérshtatur pér sipérfaget kuadratike ky problem béhet:

Problem 9. Konsideroni formén kuadratike
q(z,y,2) = 2% + y* + 2% + 22y + 222 + 2y2

i) Gjeni matriocén koresponduese A té q(x,y, z).

ii) Gjeni matricat C dhe D té tilla q¢ A = C~1DC, ku C éshté ortogonale dhe
D matricé diagonale.

i11) Pércaktoni zévendésimet lineare

' =aix+by+eciz,
Yy = asx + boy + oz,
2 = asw + by + c3z,

té tilla qé q(x’,y', 2') transformohet né njé formé diagonale qé i korespondon D-sé.
i) Gjeni q(2',y’, 2") algjebrikisht pér té kontrolluar qé vértet i korespondon ma-
tricés diagonale D.
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v) Cfaré éshté forma e sipérfages q(z',y',2') = 49 ¢’mund té thoni pér formén
e sipérfaqes q(x,y,z) = 47

Kur ushtrimi i mésipérm éshté metodollogjik dhe pérmban brenda té paktén njé
simestér té algjebrés lineare dhe njé simestér té gjeometrisé analitike, té gjitha keto
njohuri mund té béhen né shkollén e mesme dhe nxénési arrin nivelin e njé studenti
té vitit té dyté té universitetit.

Problemi i méposhtém, né dukje mé inogent, éshté njé shembull konkret i metodés
sé mésipérme.

Problem 10. Klasifikoni sipérfagen kuadratike
22 4+ y% — 22 + 3zy — brz + dyz = 1.

7. NDERTIMET GJEOMETRIKE

Kétu po japim njé permbledhje elementare té€ materialit té trajtuar ne Kapit-
ullin 14 té [35]. Ne supozojmé njohuri elementare té algjebrés dhe konceptin e
fushés. Né rast se ky koncept nuk éshté zhvilluar, mésuesi mund té zévendésojé
fjalén fushé me njé nga bashkésité Q, R, ose C.

Gjithashtu ne supozojmé se nxénési kupton konceptin e zgjerimit té fushave ose
nénfushe e njé fushe té dhéné. Pra ne do té pérdorim shtrirjet algjebrike té fushave.
Njé material pregatitor pér té lexuar kété material éshté materiali elementar né
Kapitullin 13 né [35].

7.1. Numrat e ndértueshém. Njé numér real o éshté i ndértueshém, né qofté
se mund té ndértojmé njé segment me gjatési |«| né njé numér té fundém hapash
nga njé segment njési, duke pérdorur njé vizore dhe njé kompas.

FIGURE 3. Ndértimi i produkteve té numrave

Theorem 1. Bashkésia té gjithé numrave realé té ndértueshém formon njé nén-
fushé F, té fushés sé numrave realé R.

Vértetim. Le té jené o dhe 3, numra té ndértueshém. ne duhet té vértetojmé se,
a+ B, a— 3, af, dhe a/8 (B # 0), jané gjithashtu numra té ndértueshém. Ne
mund té supozojmé, qé té dy o dhe B, jané pozitivé, ku a > (. Eshté pothuajse
e qarté , sesi té ndértojmé o + f dhe v — 5. Pér té gjetur njé segment me gjatési
af, supozojmé, qé S > 1 dhe ndértojmé trekéndéshin né Figurén 3, i tillé qé,
trekéndéshat AABC dhe AADE jané té ngjashém. Megénése a/1 = x//3, segmenti
x ka gjatési afB. Njé ndértim i ngjashém mund té béhet, né qofté se 8 < 1. Po e
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lémé si ushtrim té vértetoni se, i njéjti trekéndésh mund té pérdoret pér té ndértuar

a/B, pér B # 0. O

Lemma 8. Né qofté se a éshté njé numér i ndértueshém, atéheré edhe \/a éshté
numér i ndértueshém.

Vértetim. Né Figurén 4 trekéndéshat AABD, ABCD, dhe AABC jané té ng-
jashém; pra, 1/z = z/a, ose 2% = a. 0

FIGURE 4. Ndértimi i rrénjéve té numrave

Lema e méposhtme mund té jeté njé detyré e pérshtatshme.
Lemma 9. Eshté i mundur ndértimi i trekéndéshave té ngjashém.

Ne mund té gjejmé né plan ¢do piké P = (p, q), e cila ka koordinata racionale p
dhe gq. Ne duam té dimé se, cilat pika té tjera mund té ndértohen me kompas dhe
vizore, nga pikat me koordinata racionale.

Lemma 10. Le té jeté F' njé nénfushé e R.

i) Né qofté se njé drejtéz pérmban dy pika né F, atéheré ajo ka ekuacionin
ax +by+c=0, kua, b, dhe ¢ jané né F.

i1) Né qofté se njé rreth e ka gendrén né njé piké me koordinata né F dhe me
rreze, cila éshté gjithashtu né F, atéheré ai ka ekuacionin x? +y? +dx+ey+f =0,
ku d, e, dhe f jané né F.

Vértetim. Le té jené (x1,y1) dhe (z2,y2), pika té njé drejtéze me koordinata né
F. Né qofté se x1 = w9, atéheré ekuacioni i drejtézés, qé kalon nga dy pikat éshté
x—x1 =0, 1 cili ka formén ax 4 by + ¢ = 0. Né qofté se x1 # x5, atéheré ekuacioni
i drejtézés, qé kalon nga dy pikat jepet nga
Y2 — 41
Yy—uy = () (x — 1),
Xo — I
i cili mund té kthehet né formén e duhur.
Pér té vértetuar pjesén e dyté té lemés, supozojmé se, (x1,y;) éshté gendra e njé
rrethi me rreze r. Atéheré rrethi ka ekuacionin
(x—2)°+@y—wm)—r’=0.

Ky ekuacion mund té shkruhet lehté né formén e duhur.
O
Duke filluar me fushén e numrave té ndértueshém F', kemi tre ményra té ndryshme
pér té ndértuar pikat shtesé né R me kompas dhe vizore .
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(1) Pér té gjetur pika e reja té mundshme né R, ne mund té marrim prerjen e
dy drejtézave, ku seicila prej tyre kalon nga dy pika té dhéna me koordinata
né F.
(2) Prerja e njé drejtéze, e cila kalon nga dy pika me koordinata né F' me njé
rreth, gendra e té cilit i ka koordinatat né ' me gjatési rrezje né F', do té
na japé pika té reja né R.
(3) Ne mund té pérftojmeé pika té reja né R, duke preré dy rrathé, gendrat e té
ciléve i kané koordinatat né F' dhe gjatésité e rrezeve té tyre jané né F.
Rasti i paré, nuk na jep pika té reja né R, meqé zgjidhja e dy ekuacioneve té
formés ax + by + ¢ = 0, me koefigienté né F, gjithmoné do té jeté né F. Rasti i
treté mund té sillet te rasti i dyté. Le té jené

$2+y2+d1$+61$+f1 =0
2?2+ y? +dox +esr+ fo =0
ekuacionet e dy rrathéve, ku d;, e;, dhe f; jané né F pér i = 1,2. Kéta rrathé kané
té njéjtén prerje si, rrethi
?+y’+diz+ter+fi=0
dhe drejtéza
(dl — dg)x + b(62 — 61)’y + (f2 - f1) =0.
Ekuacioni i fundit, éshté ai i kordés, qé kalon né pikat e prerjes sé dy rrathéve. Pra,
prerja e dy rrathéve mund té sillet né rastin e prerjes sé njé drejtéze me njé rreth.
Konsiderojmeé rastin e prerjes sé njé drejtéze me njé rreth, duhet té pércaktojmé
natyrén e zgjidhjeve té ekuacioneve.
ar+by+c = 0
2+ +dr+ey+f = 0.
Né qofté se eleminojmé y nga kéto ekuacione, pérftojmé njé ekuacion té formés
Az? + Bx +C =0, ku A, B, dhe C jané né F. Koordinata x e pikave té prerjes

jepet nga
_ —B+£+VB?-4AC
v 24
dhe éshté né F(y/a), ku a = B> —4AC > 0. Kemi vértetuar lemén né vazhdim.

Lemma 11. Le té jeté F' fusha e numrave té ndértueshém. Atéheré pikat e prerjes
sé drejtézave dhe rrathéve né F, ndodhen né fushén F(y/a) pér ndonjé o né F.

Theorem 2. Njé numér real o éshté numér i ndértueshém, atéheré dhe vetém
atéheré, kur ekziston njé varg fushash

Q=FCF C--CF

té tilla qé, F; = F;_1(\/a;) ku o € Fy. Né veganti, ekziston njé numér i ploté
k>0, tillé ¢¢, [Q(a) : Q] = 2F.

Vértetim. Ekzistenca e Fj-ve dhe e a;-ve éshté pasojé direkte e Lemés sé mésipérme
dhe e faktit, qé

[Fi, : Q] = [Fy : Fr1][Fe—1 : Fr—s] -+ [F1 : Q] = 2",
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Rrjedhim 1. Fusha e gjithé numrave té ndértueshém éshté njé shtrirje algjebrike

e Q.

Si¢ mund ta shihni nga fusha e numrave té ndértueshém, jo ¢do shtrirje algjebrike
e njé fushe éshté shtrirje e fundme.

7.2. Dyfishimi i njé kubi dhe katrori i rethit. Tani jemi gati té shqyrtojmé
problemet klasike té dyfishimit té kubit dhe té kthimit té rrethit né katror. Ne
mund té pérdorim fushén e numrave té ndértueshém pér té treguar me saktési se,
kur njé ndértim i veganté algjebrik mund té realizohet.

Dyfishimi i kubit éshté i pamundur. Kur jepet brinja e kubit, éshté e pamundur
té ndértosh me vizore dhe kompas brinjén e kubit, i cili ka dyfishin e véllimit té
kubit origjinal. Le té jeté kubi origjinal me brinjé me gjatési 1 dhe me véllim po 1.
Né qofté se mund té ndértojmé njé kub me véllim 2, atéheré ky kub i ri do ta keté
brinjén me gjatési v/2. Megjithaté, /2 éshté njé rrénjé e polinomit té pathjeshtuar
23 — 2, mbi Q; pra,

[Q(V2): Q=3

Kjo éshté e pamundur, sepse 3 nuk éshté fuqi e 2.
Theorem 3. Eshté e pamundur, ¢é té dyfishojmé kubin.

Vértetim. Marrim njé kub me véllim 1. Pér té dyfishuar kubin duhet té ndértojmé
njé x, té tillé qé,
3 =2
Polinomi
flx)=2%-2
éshté i pathjeshtueshém mbi Q dhe prandaj, pér ¢do rrénjé a té f(z), kemi [Q(a) :
Q] = 3, e cila nuk éshté fuqi e 2.
|

7.3. Kthimi i rrethit né katror. Supozojmé, qé kemi njé rreth me rreze 1. Sipér-
fagja e rrethit éshté m; prandaj, ne duhet té ndértojmé njé katror me brinjéy/7. Kjo
éshté e pamundur, sepse si m dhe /7 jané té dy transhendenté. Késhtu &, me pér-
dorimin e vizores dhe kompasit, éshté e pamundur té ndértosh njé katror me té
njéjtén sipérfaqge sa té rrethit.

Theorem 4. Eshté e pa mundur ta kthesh rrethin né katror.

Vértetim. Jepen r i ndértueshém dhe njé rreth me rreze r. Duam té ndértojmé njé
katror me brinjé x, i tillé qé,

372:77'7“2

Meqgénése m nuk éshté as numér algjebrik, atéheré rrénjét e ekuacionit té mésipérm
nuk jané as algjebriké dhe prandaj nuk mund té jené té ndértueshme.
|

7.4. Ndarja né tresh e njé kéndi. Ndarja né tresh e njé kéndi té c¢farédoshém
éshté e pamundur. Do té vértetojmé se, éshté e pamundur té ndértosh njé kénd
20°. Pér pasojé, njé kénd 60° nuk mund té ndahet né tresh. Si fillim, duhet té
llogaritim formulén e kéndit trefish pér kosinusin:

(13) cos 30 = 4 cos® ) — 3cos .
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Kéndi 0 mund té ndértohet, atéheré dhe vetém atéheré, kur a = cosf éshté i
ndértueshém. Le té jeté 6 = 20°. Atéheré cos36 = cos60° = 1/2. Nga formula e
kéndit té trefishté pér kosinusin,

. 1
402 — 30 = =.

2
Késhtu qé, o éshté njé rrénjé e 823 — 62 — 1. Ky polinom nuk ka faktoré né Z[x],
pra éshté i pathjeshtueshém mbi Q[z]. Késhtu qé, [Q(a) : Q] = 3. Pér pasojé, «
nuk mund té jeté njé numér i ndértueshém.

Theorem 5. Eshté e pamundur té ndahet njé kénd né tresh.

Vértetim. Té ndash né tresh njé kénd 3a, éshté njésoj si té ndértosh cosa, kur
jepet cos 3a. Ekuacioni (13) na jep polinomin

f(z) = 42® — 32 — cos 3a,

pér té cilin cosa éshté rrénjé. Pér disa vlera té « polinomi f(x) éshté i path-
jeshtueshém dhe [Q(cosa) : Q] = 3, e cila nuk éshté fuqi e 2. Marrim o = 20°.
Atéheré,
f(z) =8z —6x—1
éshté 1 pathjeshtueshém mbi Q. Pra, né qofté se, « éshté rrénjé e f(x), atéheré
[Q(a) : Q] = 3, e cila nuk éshté fuqi e 2.
O

Shembull 5. Pércakto né se kéta kénde mund té€ ndahet né tresh.
i) Kéndi B, i tillé qé, cos B = %.
it) B = 120°

Solution: Té ndash né tresh njé kénd g = 3«, éshté njésoj si té ndértosh cos «,
kur jepet cos 3a. Ekuacioni
cos3a =4cos® a — 3cosa

na jep polinomin
f(z) = 4a® — 3z — cos 3a,

pér té cilin cos a éshté rrénjé.

i) N&é qofté se, cos 3a = =, atéheré cos a éshté njé rrénjé e polinomit

1
3

1
f(z) =4a® — 3z — 3
i cili éshté i pathjeshtueshém. Atéheré, [Q(cosa) : Q] = 3, i cili nuk éshté fuqi e 2.
Pra, ky kénd nuk mund té ndahet né tresh.

ii) Né qofté se, § = 120°, atéheré cos § = —=. Atéheré

1
5-

1
flx) :49:373x+§

i cili éshté i pathjeshtueshém mbi Q dhe, si mé lart, kéndi nuk mund té ndahet né
tresh.
|
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7.5. Ndértimi i njé shumékéndéshi té rregullt.

Theorem 6. n-kéndéshi éshté i ndértueshém, atéheré dhe vetém atéheré, kur
n=2"pipy,

ku p; jané numrat e thjeshté Fermat, té dalluar, pra té formés p = 22" + 1.

Vértetim. Ndértimi i njé n-kéndéshi éshté ekuivalent me ndértimin e cos 27“ Shéno-

jmé me e, = cos%7T + isin%” rrénjén primitive té njésisé. Atéheré, cos%’r =
(en +€,')/2. Pra, Q(c,) éshté njé shtrirje e Q(2%). Ne e mbarojmé vértetimin
vetém pér n numér té thjeshté p, pjesa tjetér do té vértetohet né kapitullin e fushés
ciklotomike né [35]. Pra, cos 2X éshté i ndértueshém, né qofté se, p2;1 = 2" pér
ndonjé r > 0. Késhtu qé, kjo éshté e mundur vetém pér numra té thjeshté p, té
formés p = 2% 4+ 1. Kéta jané saktésisht numrat e thjeshté Fermat dhe ata jané té
formés p = 22" + 1. O

Disa problema té pérshtatshém pér gjeometriné e shkollés s€ mesme jané:

Problem 11. Vértetoni se, 9-kéndéshi i rregullt nuk éshté i ndértueshém me vizore
dhe kompas kurse 20-kéndéshi i rrequllt éshté i ndértueshém.

Problem 12. Vértetoni se, kosinusi i njé grade (cos 1°) éshté algjebrik mbi Q, por
nuk éshté i ndértueshém.

Problem 13. Vértetoni se né qofté se o dhe 8 jané numra té ndértueshém, té tillé
qé B # 0, atéheré i tillé éshté edhe /3.

Problem 14. Jepni njé ményré gjeometrike pér té€ ndértuar njé n-gon té rrequllt,
pér
n=3,4,5,6,8,10,12,15,16,17, 20,24

Ndértimi i n-kéndéshit té rregullt pér n = 3,...,6 zakonisht éshté trajtuar bé
programet tona té gjeometrisé. Natyrisht, nga kjo rastet n = 8,10, 12,16, 20,24
jané rrjedhime elementare. Rasti n = 15 éshté njé problem interesant pér nxénésin
e vitit té dyté té gjimnazit. Rasti n = 17 éshté mé i véshtiri.
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