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Abstract
We prove rigidity for the Lie algebra of vector fields with vanishing diver-
gence of a compact manifold of dimension greater than or equal to 3. In
dimension strictly greater than 3, one has vanishing second cohomology
space in adjoint representation and thus infinitesimal rigidity. In dimen-
sion 3 one has a nontrivial class in adjoint cohomology, but one can not
prolongate the deformation and one deduces the rigidity.

Resume
Nous demontrons la rigidite de Γalgebre de Lie des champs de vecteurs a
divergence nulle sur une variete compacte de dimension superieure ou egale
a 3. En dimension strictement plus grande que 3, la cohomologie adjointe
en degr e 2 est nulle et on a rigidite infinitesimale. En dimension 3, on
trouve une classe en cohomologie adjointe mais on ne peut pas prolonger la
deformation, ce qui nous permet de conclure a la rigidite.

1. Introduction et notions preliminaires

Le but de ce travail est de demontrer la rigidite (pour les coch-
aines locales) de Γalgebre de Lie des champs de vecteurs unimodulaires
sur une variete munie d'une forme volume. Si V est une variete munie
d'une forme volume ω, on note Λ{V) Γalgebre de Lie des champs de
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vecteurs tangents a V; on dit qu'un champ X G Λ(V) est unimodulaire
s'il verifie L,χω = 0. L'espace des champs unimodulaires forme une
sous-algebre de Lie de Λ(V) notee SΛ(V).

Pour degager la notion de rigidite, rappelons tres brievement le for-
malisme des deformations des structures d'algebre de Lie; soit Q une
algebre de Lie avec son crochet [,]; on dit que Ton a une deformation
formelle du crochet si on a une application bilineaire antisymetrique

[ , ) t : g x g

de la forme
+00

les cp etant des applications bilineaires antisymetriques de Q a valeurs
dans lui-meme, dont le prolongement naturel a G[[i\] est une structure
d'algebre de Lie sur G[[t]] On definit de la meme faςon les notions de
deformation a l'ordre p en demandant une structure d'algebre de Lie
sur £[[£]]/(ίp+1 = 0) que Γon appelle infinitesimale si p = 1. On dit que
Ton a une deformation vraie si la serie converge pour certaines valeurs
de t reelles, definissant ainsi une famille a 1 parametre de structures d
'algebres de Lie sur l'espace sous-jacent a Q. (Voir [3], [7] pour les details
sur la formalisme algebrique necessaire a cette theorie de deformations,
et notamment pour les notions d'equivalence de deformati ons).

En ecrivant Γidentite de Jacobi pour [,]*, on aboutit a des relations
obtenues en annulant les coefficients de tp dans Γexpression

(cycl)

(le symbole (cycl) designe la sommation sur les permutations circulaires
de (X,Y,Z)). On trouve

dci = 0 , . . . ,dcp = P p ( c i , . . . ,Cp_i),

les Pp etant des combinaisons multilineaires de ci,.. . , cp_i et d etant la
differentielle du complexe de Chevalley-Eilenberg C*(G,Q), permettant
de calculer la cohomologie de Q a coefficients dans sa representation
adjointe. En particulier, c\ est un 1-cocycle; sa classe de cohomologie
[ci] G H2(G, Q) est un invariant de la deformation. Les autres equations
cohomologiques expriment que les cocycles definis inductivement par
P p(ci,... ,Cp_i) sont des cobords; on trouve done dans H3(G,Q) une
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suite d Obstructions potentielles a prolonger une deformation infinitesimale
en deformations a l'ordre 2, puis 3. . . p, etc.

La seconde equation s'ecrit

dc2(X,Y,Z) = \
(cycl)

Cette derniere expression est appelee crochet de Richardson-Nijenhuis
de c\ par lui-meme. Plus generalement, si c et d sont deux applications
bilineaires antisymetriques d'un espace vectoriel dans lui-meme, alors le
crochet [[c, d\] est Γapplication trilineaire antisymetrique definie par

[[c,d]](X,Y,Z) = Σ(c(d(X,Y),Z)+d(c(X,Y)iZ)).
(cycl)

Dans le cas d'une algebre de Lie, si c et d sont des cocycles, alors
[[c, d\] est cocycle, et si c est cocycle et d cobord, alors [[c, d\] est cobord.
Le crochet de Richardson-Nijenhuis est done bien defini au niveau des
classes de cohomologie.

Pour etudier les deformations d'une algebre de Lie G, il faut done
calculer H2(Q, Q), puis les crochets [[c, c]] , pour prolonger a 1 Όrdre 2 la
deformation infinitesimale donnee par les 2-cocycles c. Si H2(G, G) = 0,
il n'y a pas de deformation infinitesimale nontriviale, et a fortiori de
deformation formelle; on dit que G est infinitesimalement rigίde. Si
G n'admet pas de deformation formelle non triviale, on dit que G est
rigide.

Rappelons que l'algebre des champs unimodulaires apparait dans la
classification des algebres de Lie de champs de vecteurs simples, primiti-
ves, transitives (dites aussi "classiques") due a E. Cartan (cf. par ex-
emple [8]); citons en outre parmi celles-ci l'algebre de Lie de tous les
champs tangents, celle des automorphismes d'une structure de contact,
celle des automorphismes d'une structure symplectique.

A. Lichnerowicz et ses collaborateurs ont entame dans les annees
70 un vaste programme visant a etudier ces algebres du point de vue
de leurs automorphismes, derivations et deformations (cf. par exemple
[8, 9, 10, 11, 3]), ce qui a necessite la mise au point d'un appareil co-
homologique assez complique. Le plus connu de ces developpements est
la determination des deformations du crochet de Poisson d'une variete
symplectique, a Γorigine de la theorie des *-produits et de la quantifi-
cation par deformations.
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Pour le cas de l'algebre de Lie des champs tangents et de celle des
champs de contact, on peut conclure assez facilement a la rigidite (cf.
[11]). Le seul cas non encore etudie a ce jour est celui de l'algebre des
champs de vecteurs unimodulaires, hormis Particle de Lichnerowicz oύ
sont determines les ideaux et derivations de cette algebre ([9]).

Dans cet article, nous demontrons la rigidite de l'algebre de Lie des
champs de vecteurs unimodulaires. Dans le cas oύ la dimension de
la variete est differente de 3, le resultat resulte de ce que H2(SA(V),
SΛ(V)) — 0. Le cas de la dimension 3 est nettement plus delicat; il y a
des deformations infinitesimales non triviales et il faut mener a bien un
subtil calcul d'obstructions pour pouvoir conclure a la rigidite (Th. 2).
Le fait que le cas de la dimension 3 soit different des autres n'est pas
surprenant : rappelons par exemple l'existence de l'invariant d'Arnold
([1]) en dimension 3 qui munit SΛ{V) d'une forme bilineaire symetrique
invariante et non degeneree.

II convient parfois de restreindre Γespace des cochaines considerees
a certains sous-espaces, stables pour [[,]]. C'est en particulier le cas
pour A(V) et SA(V), a propos desquels on impose le plus souvent
aux cochaines des conditions de continuite ou de localite. Nous nous
lίmitons ici a des cochaines locales (au sens de la section 2.1) et nous
n'etablissons la rigidite de SA(V) que pour les deformations dont les
coefficients sont locaux.

Les auteurs remercient Andre Lichnerowicz pour de nombreuses dis-
cussions sur ce sujet; ce travail a ete effectue dans le cadre de la con-
vention d'echanges CNRS/CGRI/FNRS 1993.

2. La cohomologie de SA(V) dans la representation adjointe
en bas degres

2.1 La resolution fine de SA(V) et de Phypercohomologie

Nous aurons a considerer des cochaines sur SA(V) a valeurs dans
divers faisceaux ou fibres sur lesquels SA(V) opere . Nous considererons
les cochaines sur SA{V) qui sont restrictions de cochaines locales sur
A(V) a valeurs dans T. Rappelons qu'une p-cochaine c sur A(V) a
valeurs dans un faisceau T est locale si
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pour tous les ξi,. . . ,£p dans Λ(V). Le theoreme bien connu de J.
Peetre assure alors que ces cochaines sont donnees localement par des
operateurs multidifferentiels; on peut trouver une description detaillee
de ces cochaines dans Particle de Shiga ([12]). Nous noterons
CP(SA(V),T) cet espace de cochaines, restreintes a SΛ(V) (Γindice
loc, traditionnel en pareil cas, sera omis, car nous n'aurons pas a con-
siderer d'autres types de cochaines). Le support Supp(c) d'une cochaine
c est alors le plus grand des fermes F tels que F Π Supp(ξ) = 0 implique
i(ξ)c = 0. Nous noterons CP(SA(V),T) le faisceau des p-cochaines lo-
cales de SΛ(V) a valeurs dans T et CP(SA{V), T) Γespace des sections
globales de ce faisceau. II est d'autre part immediat de voir que, puisque
Supp[£,77] C Supp(ξ) Π Supp(r/), la differentielle respecte les supports
et, par consequent, on a un complexe de faisceaux C*(<S^(VΓ),^7),d)
dont les sections globales donnent le complexe de Chevalley-Eilenberg
(C*(SA{V), J7)^) permettant de calculer la cohomologie de SΛ{V) a
coefficients dans T, qui sera notee iϊΓ*(<S^4(F),^Γ).

Une des difficultes des calculs cohomologiques concernant SΛ{V) est
que le faisceau associe SΛ{V) n'est pas un faisceau fin : on ne peut pas
recoller ses sections par des partitions de l'unite; par contre, il existe
une resolution de longueur 2 de SΛ(V) par des faisceaux fins :

0 —-> SΛ(V) -A Ω71"1 Λ ί l M O

avec i(X) = iχω (nous notons D la differentielle de De Rham, con-
trairement a la tradition, pour ne pas induire de confusion avec la
differentielle de Chevalley-Eilenberg). II est immediat de verifier que
Γon a bien une suite exacte courte de faisceaux; comme d'autre part,
i\x,Y] — Lγiχω si X et Y sont dans SA(V), c'est de plus une suite
exacte de representations de SΛ(V).

Cette suite exacte courte de representations induit une suite exacte
courte de complexes de faisceaux

0 —> C*(SA(V),SA{V))

Elle induit une suite exacte longue en hypercohomologie (voir [5] et
l'appendice 1 pour la construction de Γhypercohomologie et des suites
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spectrales associees)

£* Ήk{C*(SA{V),SA{V))) -±+ Έ&iC iSAiV^tt1-1))

A Ήk(C*(SA(V),nn)) -A Ήk+1(C*(SA{V),SA(V)))

(2.1)

j ^ Mk+1(C*(SA(V), Ω""1)) —>•

Lemme 1. B^C^S^F)^"- 1 ) ) = JΪ*(S.A(V))Ω
n-1).

Demonstration. Les faisceaux C*(5^l(F),Ωn~1) sont fins. La prem-
iere suite spectrale d'hypercohomologie verifie done

Ep'q = HWCPiSAiVW-1)) = 0,

si q φ 0 et
0

De la , E™ = 0 si g ̂  0 et S^'9 = ̂ (SΛίVj.Ω"-1). q.e.d.

Le calcul de Hfc(C*(5^(F),<S^(F))) est plus delicat. La premiere
suite spectrale d'hypercohomologie donne

E['q = Hi{V,Cp{SA{V),SA{V))).

On peut calculer cet espace a Γaide de la suite exacte longue associee a
la suite exacte courte de faisceaux

0 —> Cp{SA{V),SA{V)) -±

Les faisceaux CP(SA(V),Ω,P), p = n — 1, n etant fins, cette suite se
reduit a quatre termes

o —> ep(SA{v),SA{v)) -±

DΌύ

Cp(SA{V),Qn) A tfM&iSAiV^SAiV))) —> 0.

E™ = 0 si q > 1,

Ep'° = Cp(SA(V),SA(V)),

EpΛ = H\V,Cp{SA{V),SA{V)),

= [Coker D, : Cp{SA{V),Q.n-1)
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Ce dernier espace sera note Qp. II s'interprete naturellement comme
Γespace des p-cochaines sur SΛ(V) a coefficients dans la representation
scalaire qui sont de la forme

= f Ί(ξi,...,ξP) oύ ΊeC?(SA(V),ίln)
Jv

(cf. par exemple Γapproche de V. Guillemin [6] pour la cohomologie de
Gelfand-Fuks et le resultat de M. De Wilde [2]). Le complexe Q* permet
de calculer la cohomologie de SΛ(V) a coefficients scalaires. II vient

Dans les differentielles d'ordre superieur, la seule eventuellement non
nulle est d2 : E%1 -> £f+ 2 '° si bien que E*£ = Kerd2 et ^ 2 °

D'oύ le lemme 2 ci-dessous pour Γhypercohomologie de
C*(SA(V),SA(V)).

Lemme 2. On a une suite exacte courte

0 -> E&1'1 -> Ήp(C*(SΛ(V),SΛ{V))) -> E&° -> 0.

On notera que l'hypercohomologie est engendree par la cohomologie
de SΛ(V) dans la representation adjointe et par celle du complexe Q*.
On calcule facilement que (cf. [9] pour la derniere egalite)

H°(Q*) = H°(SΛ(V),ΈC) = R ,

H2(Q*) = H2(SΛ(V),R) = H2

DR(V).

Un resultat de Lichnerowicz ([9], Theoreme 2) implique que
= 0. Des lors,

Ή°(C*(SΛ(V),SΛ(V))) = H°(SΛ(V),SΛ(V))

= InvSA{v)SΛ(V) = 0,

H1(C*(SA(V),SA(V))) = R,

M2(C*(SA(V),SA(V))) = HJonWφrfiSAίV

Ή.3(C*(SA(V),SA(V))) = H2

DR(V)®H3(SA(V),SA(V)).
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D'autre part, H°(SA(V),ΩP) = InυSΛ{y)QP = 0 si p φ n et
H°(SA(V),Ωn) est engendre par les multiples de la forme volume.
Done,

Έ°(C*(SA{V),nn)) A Έ^i

est un isomorphisme.
Nous sommes finalement ramenes a la suite exacte suivante qui se

deduit de (2.1) et des calculs precedents:

0 A fΓ1(S.A(IO,Ωn-1) -> H\SA(V),nn)

-^>Hι

DR(V)®H2(SA(V),SA(V))

(2.2) -> H2{SA{V),Ω71"1) -> f ί 2 ( 5 ^ ( F ) , Ωn)

-> H3{SA(V), Ω71'1) -> ίί 3 (5^(F), Ωn) A •

2.2 Calcul de #*(<S.4(V),Ωθ (^ = n - l,n ) a Γaide de la
suite spectrale de Lozik pour k < 3 et rigidite infinit
esimale pour n φ 3

Le formalisme de Γhypercohomologie introduit precedemment per-
met de decrire explicitement la suite spectrale de Lozik (cf. [4] et [12])
de faςon directe. Nous avons vu que

Hk{SA(V),Ω?) = B.k(C*(SA(V),&)).

On peut maintenant etudier la seconde suite spectrale d'hypercohomologie.
Ce n'est autre que la seconde suite spectrale du bicomplexe calculant la
cohomologie de F a coefficients dans le complexe de faisceaux; on fait
apparaitre ainsi les faisceaux de cohomolog ie Ή(SA(V), Ω )̂ et la suite
spectrale s'ecrit

Eψ = Hp(v,nq(SA(v),n£)) =» HP+«(SA(y),ίiι).

Comme dans le cas de Γalgebre de Lie de tous les champs tan-
gents, on peut identifier le faisceau de cohomologie a Γaide d'algebres
de champs formels. Notons SW(n) Γalgebre des champs de vecteurs
formels associee a SA(V); Γalgebre de tous les champs formels est notee
W(n). Comme toutes les algebres de champs formels, SW(n) — {X €
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W(n)/Div(X) = 0} admet une filtration par Γordre de differentiabilite,
soit

SW(ή) = Un® sί(n) Θ st{n)W Θ Θ si{n)W Θ ,

oύ s£(ή)(k) designe le fc-ieme prolongement de s£(n). On peut decrire
sί(ή)(k) en terme de representations tensorielles de sί{n). Posons R n =
E, on a alors

s£(n)W = I Σ cti ® Xi e SkE* ®E/^ i(Xi)ai = 0 1 .

Soit

SW(n){0) = sί[n) Θ si(n)^ Θ Θ sί

la sous-algebre des champs formels sans termes constants de SW(n)]
Ή,q(SA(V),Ωι) est le faisceau localement constant de fibre Hq(SW(n)^,
A*-E*) (voir appendice 2). Cette derniere cohomologie est associee a
Faction de SW(n)(0) sur AeE* deduite de Faction naturelle de sί(n) sur
A*Έ*, Falgebre exterieure sur Fespace dual E*. Le faisceau de coho-
mologie etant localement constant, on a

On retrouve ainsi un aspect familier de la cohomologie de Gelfand-
Fuks : Fapparition d'une partie formelle et d'une partie geometrique,
provenant de la cohomologie de De Rham. II faut done calculer
H*(SW(n)ro\,A*Έ*). Cette cohomologie peut s'attaquer a Faide de
la suite spectrale de Hochschild-Serre relative a Fideal SW(n)^ =

On a pour la suite spectrale de Hochschild-Serre de la suite exacte
d'algebres de Lie :

0 -)• SW(n){ι) -)• SW(n)(0) -> Se{n) -»• 0,

E™ = HP(se(n),Hi{SW{n){ι),A
eE*)) =• HP+i{SW{n){0),A.eE*).

De plus,

β€(n),fΓ«(SW(n) ( 1 ) lA^))

= H*(sl(n)) ^
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Un probleme prealable est done le calcul des invariants

(2.3) ^

pour £ — n — l,n. Rappelons que les invariants de si(n) sont tous
engendres par les contractions entre Γespace et son dual, et par le
determinant (cf. H. Weyl [13]). Si q = 0 et £ = n - 1, il n'y a pas
d'invariants. Si q = 0 et £ = n, le determinant est le seul invariant.
Pour le cas general, on a sί{n)k C SkE* ® E comme indique ci-dessus
et done

Pour ςf = 1, Sk+ιE®E*®AeE* ne donne naissance a aucun invariant,
car la contraction symetrique-antisymetrique ne donne pas de termes
non nuls. Pour q = 2, on est dans un sous-espace de

Skl+1E ® £* ® ®

Les termes contravariants sont au nombre de k\ + k<ι + 2 > 4. Soient

G ̂ (n)* 1 C Skι+ιE®E* et B®ξ G θ^(n)*2 C Sk2+1 = E®E\

Les contractions i(η)A et i(ξ)B donnent zero. Les seules contrac-
tions possibles sont done i{η)B E Sk2E et i{ξ)A G 5Λl-B. II faut ensuite
contracter avec A£E*. La seule possibilite non triviale apparait quand
£ = 2, hi = k2 = 1. Done (2.3) est nul si £ φ 2 et q = 2 tandis qu'il est
de dimension 1 pour £ = q = 2. II est alors engendre par Γinvariant /
dont les seules valeurs non nulles sont donnees par

I {a ®X,β®Y)= i(Y)a Λ i(X)β, a,βe S2E*.

Comme d'autre part Hk(s£(n)) = 0 si k = 1,2, toute la cohomologie
de SW(n)(0) en degres 1 et 2 provient des invariants, et on peut deduire
de ces calculs que

H°(SW(n){o),A
eE*) = Osie^n,

H°(SW(n){0),A
nE*) est de dimension 1,

H1(SW(n)^,A£E*) = 0 quel que soit £,
= 0 si ί φ 2,
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Par consequent, Hι(SA(V), Ω71"1) = 0.
L'espace Hι(SA{V),Ωn) est engendre par le terme E^° de la suite

spectrale de Lozik; comme H°(SW(n)(0^AnE*) est engendre par le
determinant, on a Hι{SA{V),Ωn) = Hι

DR(V) . Une 1 forme fermee α
induit un 1-cocycle ca defini par ca(X) = a(X)ω.

On en deduit que le connectant d de la suite exacte (2.3) induit un
isomorphisme

d : Hι

DR{V) -> Hh

et done que

H2(SA{V),SA(V)) = keτ(D* : J

-> H2(SA(V),Ωn)).

Mais si n φ 3, on deduit du calcul ci-dessous et de la suite spectrale
de Lozik que H2{SA{y)^n~x) = 0. Done, si n φ 3, H2{SA{V),
SA(V)) = 0. DΌύ le theoreme

Theoreme 3. Si la dimension de V est differente de 3, Valgebre
de Lie des champs unimodulaires sur V est rigide et infinitesimalement
rigide.

2.3 Le cas oύ dim(V) = 3

II s'agit d'etudier le noyau de

D* : H2(SA(V),ίl2) -> H2(SA(V),Ω3).

Ces deux espaces se calculent a Γaide de la suite spectrale de Lozik.
Pour H2(SA{V),Ω2), on a E°f = H2(SW(n){0)=,A2E*) = R, en-

gendre par Γinvariant / defini ci-dessus. Comme d'autre part,
Hi(SW(n){0),A

2E*) = 0 pour i < 1, toutes les differentielles de la
suite spectrale concernee sont nulles et E®'2 = E%£. Par consequent,
H2{SA(V),Ω2) est de dimension 1, engendre par un element corre-
spondant a Γinvariant / defini ci-dessus; une expression globale d'un
cocycle non trivial en terme d'une connexion lineaire est donnee dans
Γappendice 3.

Pour i/2(«S»A(V),Ω3), le seul element concerne dans la cohomologie
de 5^(7^) est H°(SW(n)(0^AsE*) correspondant a la forme volume et
done E%2 = H2

DR(V). La encore, E%2 = E%? et done H2

DR(SA{V), Ω3)

s'identifie a H^^V). On associe a une 2-forme fermee a induisant
[<*] e H2

DR{V) un 2-cocycle ca G C2{SA(V),ίl3) defini par ca(X,Y) =



540 PIERRE B. A. LECOMTE & CLAUDE ROGER

α(X, Y)ω. On peut alors voir facilement que Γapplication de la suite

(2.3) induit un isomorphisme HJ)R —» Hj)R(V) envoyant la classe de
cQ sur la classe a coefficients scalaires de da donnee par da(X, Y) =
Jva(X,Y)ω.

Par consequent, KeτD* = H2(SA(V),Ω2) et nous avons montre la

Proposition. Si dim(F) - 3, H2(SA(V),SA(V)) est de dimen-
sion 1.

3. La rigidite de SA(V) en dimension 3

II faut maintenant etudier Γobstruction eventuelle a prolonger
les deformations infinitesimales de SA(V) quand dimF = 3. II s'agit
d'identifier la classe de cohomologie du crochet de Richardson-Nijenhuis
[[l,I]}d&nsH^SA(V),SA(V)),oulestungenέrzteuτdeH2(SA(V),SA(V)).
Remarquons tout d'abord que le bord
d : H^R(V) —> HQR(V) dans la suite exacte (2.3), etant un isomor-
phisme,

H3{SA(V),SA(V)) = Kev{Hs{SA(V),n2) ^ HS(SA(V),Ω3)).

Le calcul de ces deux derniers espaces via la suite spectrale de Lozik
necessite un calcul d'invariants pour determiner H3(SW(n)^,AiE*)
pour £ = 2,3.

Nous aurons done a considerer des tenseurs dans SaE* ® E et pour
ce faire, nous utiliserons les notations suivantes. Pour a G E* , on pose

αα = — (aW ... Vα),
α! N ^ /

a fois

ou V designe le produit symetrique. On notera Λ le 3-tenseur de volume
dans ASE. Avec ces notations, Γinvariant / defini ci-dessus s'ecrit

I (a2 ®X,β2®Y) = (α, Y > {β, X)aΛβ.

On dira qu'un invariant est de poids (αi,... , ap) avec aι > 2 s'il est
non nul sur s£(n)^ai~^ x x ^ ( n ) ^ " 1 ) et nul ailleurs. Le poids total
est alors a\ + + ap.

L'invariant / est de poids (2,2). On trouve dans A3(SW(n)(i),A2E*)
trois invariants independants notes J,K,L de poids (4,2,2), (3,3,2) et
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(3,3,2) respectivement. Us sont donnes par

= (Λ, α Λ /? Λ 7) ((a, Y) (/?, X) (β, Z)aΛ-y

+ ((a,Y)(β,X)(a,X)βΛ<y),

= (A,aΛβΛΊ)((a,Y)(β,Z)(Ί,X)

+ {(a,Z)(β,X)(a,Y))aΛβ.

D'autres invariants de poids total (4 + &, 2 + fc, 2 + k) ou
(3 + fe, 3 + fc, 2 + k) peuvent s'obtenir a partir de J, K, L en multipliant
par (Λ,αΛ/3Λ7)Λ, mais il est clair que Γinvariant associe a la classe
[[X,X]] G H3(SA{V),SA(V)) doit etre de poids total 8. Ces trois in-
variants definissent des cocycles dans A3(SW(n)^^A2E*) et done trois
generateurs independants dans E^ = Hs(SW(n)(0),A2E*). La seule
differentielle de la suite spectrale de Lozik entrant en ligne de compte
est done d,2 : E^ ->> E^1. Dans le cas oύ HDR(V) Φ 0, on pourrait
avoir d<ι Φ 0 et done certains cocycles de E2' pourraient ne pas induire
de cocycles globaux sur SΛ(V). Mais tout cocycle non trivial de J52'
qui se prolonge le fait selon un cocycle non trivial de SΛ(V). Nous
allons voir que e'est en particulier le cas de J + K puisque Γon a

Proposition. La classe [[1,1]] E H3(SA{V),SA{V)) est induite
par celle de J + K dans E2' en particulier, elle est non triviale.

Demonstration. Le crochet de Richardson-Nijenhuis sur C*(SA(V),
SA(V)) est evidemment local. On peut done le prolonger naturellement
a tout complexe de Cech a valeurs dans C*(SA(V)jSA(V)). On a

Ck(U,C*(SA(V),SA(V))

c*(SA(v),SA(V)(ui0 n... n uik)),

et il suffit de calculer le crochet sur chaque ouvert. Cela donne un
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crochet bigradue

Ok(U,CP(SA(V),SA(V))) x Ce{U,Cq(SA(V),SA{V)))

que Γon notera encore [[,]]. Les differentielles de Cech et de Chevalley-
Eilenberg sont des derivations de ce crochet. Nous allons utiliser une
representation de la classe I , en cohomologie de Cech, de faςon a nous
ramener a un calcul au niveau formel. Nous avons remarque que Γinvariant
correspondant a / dans H2{SA{V), Ω2) admettait une description glob-
ale en terme du cocycle φ? associe a une connexion (cf. appendice 3);
mais en general, iφΓ(χiγ)A= n'est pas un champ de vecteurs unimodu-
laire si la connexion Γ n'est pas plate; on ne dispose done pas d'un co-
cycle canonique dont la classe de cohomologie est X. On peut proceder
localement. Prenons sur chaque Ό% une connexion plate I\. Sur U{ Π t/j,
la difference φγ{ ~ΦΓJ est le bord de Chevalley-Eilenberg d'une cochaine

On en deduit

iφΓi(xX)A - Hrj{XX)A = dMX>Y)

avec

fϋ : SA(V)\UinUj -+ SA(V)\UiΠur

Mais, comme les Γ» sont plats, iφΓ.(χ,y)Λ est dans SAiV)]^. On a

trouve ainsi une 0-cochaίne de Cech ϊ G C°(U, Z2(SA(V),SA(V)) :

telle que si Γon note δ la differentielle de Cech, alors δϊ = —d/, oύ
/ est le 1-cocycle de Cech dans Zι{U,Cι(SA(V),SA{V))) defini par
(f)ij(X) = fij{X). Done X + f definit un 2-cocycle dans Γhyper-
cohomologie du complexe C*(SA(V),SA{V)), calculee par des resolu-
tions de Cech. La forme locale de φτ{X-> Y) dans le cas plat nous permet
de voir que X correspond a Γinvariant I et done que la classe de coho-
mologie de X + f est egale a I. Nous allons utiliser cette representation
de X pour calculer le crochet de Richardson-Nijenhuis [[1,1]].

La nature locale de ce crochet permet de voir que le calcul du crochet
de X avec lui-meme fait apparaίtre dans C°{U, ZZ(SA(V),SA(V))) le
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O-cocycle egal a [[2;, 2;]] sur UΪ, nous le noterons [[1,2]]. Dans U{ Π Uj,
on a :

oύ gij = 2[[/j,2i]]+ = [[fij + dfij]] et definit done une 1-cochaine
g e C{U,C2{SA{V),SA(V))). Comme ί[[X,Z]] = dg, [[2,2]] -g est
bien un 3-cocycle d'hypercohomologie dont la classe dans
H3{SA{V), SA(V)) est egale a [[2,2]]. Tout se ramene done a Γidentifi-
cation de [[2 ,̂2 ]̂], autrement dit au calcul dans le cas plat. Mais pour
une connexion plate, on peut ecrire en coordonnees locales

On peut Γidentiίier a l'invariant correspondant a /; on peut tout
d'abord ramener / a un invariant a valeurs dans E puisque E = A2E*
comme s^(3)-module, puis le prolonger en une 2-cochaine s^(3)-invariante
de SW(3) a valeurs dans SW(3), notee encore /. Pour α, b > 2, on a

I(aa ®X,βh®Y) = (α, Y) (β, X) (α*1"2/?6"2 ® i(a Λ β)A).

On remarque immediatement que cette formule donne le jet de
iφΓ.(x,γ)A en fonction de ceux de X et Y. On calcule alors facilement
[[/, /]] : ce cocycle est non trivial sur les triplets (aa ®X, βb®Y, ηc®Z)
pour (α, 6, c) = (3,3,2) ou (4,2,2) et

3 ®X,β3® y, 7

3 ® Z) = K{a3 ®X,β3® Y, Ί

2 ® Z),

α 4 ®X,β2® y, 7

2 ® Z) = J(α 4 ® X, /32 ® y, 7

2 ® Z).

Le crochet [[2ί,Zί]] correspond a l'invariant K + J dans
Zz{SA{V),SA{V))\u et on a done bien la non triviality de [[2,2]].
D'oύ le theoreme

Theoreme 4. Si la dimension de V est egale a 3, alors Γalgebre
SA(V) est rigide.

APPENDICE 1

Rappels sur Vhypercohomologie (cf. par exemple Godement [5]).
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Nous nous placerons d'emblee dans le cadre des varietes differenti-
ables bien que les resultats soient valables dans un cadre bien plus
general.

Si (J7*, d) est un complexe de faisceaux sur une variete differentiable
V, considerons une resolution de chacun des Tv par des faisceaux acy-
cliques (flasques, fins par exemple) notee {C*(V, J7?)^). On obtient
alors un bicomplexe ((C* (V, J7*), d + δ). L'hypercohomologie de V a
coefficients dans J7* est alors par definition la cohomologie de ce bicom-
plexe

(Pour la definition en terme de foncteurs derives, voir [5]). Sur un
bicomplexe, on a les deux filtrations possibles qui induisent les deux
suites spectrales du bicomplexe.

La premiere verif ied* = Hq{V,Tp) et d1 : H
q(V,Tp) -> H*{V,Γ*+ι)

est induit par la differentielle d. D'oύ

"Eψ = IPiH^V^^di) =» W+q(F*).

La seconde verifie nE{iQ = CP{V,W) oύ Uq est le faisceau de coho-
mologie en degre q associe au complexe (J7*,^). D'oύ

"E%q = Hp(V,Hq) =

Ces suites spectrales degenerent dans certains cas particuliers.

(1) Si les faisceaux J7* sont acycliques, alors Έ^q = 0 si q > 0 et
'JSf1 = Tv(y). La premiere suite spectrale degenere. On obtient

(2) Si le complexe J7* est la resolution d'un faisceau Φ, on a Hp = 0
si p φ 0 et 7ί° — Φ. C'est alors la seconde suite spectrale qui
degenere : "E™ = 0 si q φ 0 et "Ep/ = HP{V,Φ) si bien que

= H*>(V,Φ).

Si on a simultanement (1) et (2), on en conclut que

Hp{V,Φ)=Hp(J7*(V),d).

On obtient ainsi la methode classique de calcul de la cohomologie a
coefficients dans un faisceau donne : on prend une resolution par des
faisceaux acycliques, puis on calcule la cohomologie du complexe des
sections globales.
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Enfin, a une suite exacte courte de complexes de faisceaux

0 -> /C* -> T* -> G* -> 0

correspond une suite exacte longue en hypercohomologie :

obtenue aisement a partir de la suite exacte courte des bicomplexes.

APPENDICE 2

Le faisceau de cohomologie associe a C*(SA(V),F).

Nous donnons ici une description rapide et adaptee au cas de SΛ(V)
du resultat de K. Shiga ([12], p. 357-358).

Notons T le faisceau des sections d'un fibre vectoriel F de fibre type
F associe au fibre des reperes de V. Plaςons-nous dans une carte locale
U avec coordonnees (xi , . . . ,x n) dans laquelle F se trivialise avec une
base de sections (eQ), a = 1,... , fc, associee a une base de F notee aussi
(eα), a = 1,... ,fc.

Les cochaines CP(SA{V), J7)^ sont de la forme

Q = l

oύ les La sont des p-cochaines sur SΛ(V) a valeurs dans Γespace des

functions qui sera note N.

En suivant les notations de [12], on definit ωμ

A G Cι(SA(V),N)\u

par

oύ A est un multiindice (o i , . . . , αn) G N n et x Λ = x^1 . . . x^n. On pose

= X μ . Chaque La s' ecrit alors

la somme etant toujours finie.
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Si tous les Ai sont mils, la cochaine

s'identifie a la p-forme differentielle dans U

On peut definir d'autre part le sous-espace

c

des cochaines constantes. Ce sont celles pour lesquelles les L^[^."yμp

p

sont constants et nulles si Γun des Ai est nul.
On veriίie facilement que C*c{SA(V),T)\u C C*(SA(V),F)\u est un

sous-complexe. L'ecriture generale d'une cochaine montre que Γon a un
isomorphisme d'espaces vectoriels gradues

On peut expliciter la differentielle de Chevalley-Eilenberg en terme
de l'ecriture generale de la cochaine, et on voit que l'isomorphisme ci-
dessus est en fait un isomorphisme de complexes : la differentielle de C*
est le produit tensoriel de la differentielle de C* et de la differentielle de
De Rham.

La formule de Kϋnneth donne alors :

H*(SA(V),F)\u = U*(

D'oύ l'identification au niveau des fibres :

H (SA(V),Γ))X = Ή.*(C*(SA(V),T))X.

Mais il est facile d'identifier la fibre type du faisceau localement
constant C*(SA(V),T)x; on a

Cl{SA{V),T))x =

A un element du type ω^®ea est associee la 1-cochaine sur SW(n)(0)

Ainsi,
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Proposition. Les faisceaux de cohomologie WfβAiy)^) sont les
faisceaux constants de fibre type Ή*(SW(n)(0),F).

Nous l'utilisons dans cet article pour le cas ou T est un faisceau de
formes differentielles.

Deux hypotheses sont essentielles ici : d'une part, F est un fibre
associe au fibre des reperes (ou eventuellement un prolongement de celui-
ci); d'autre part, nous considerons les cochaines sur SΛ(V) qui sont
restrictions de cochaines sur *A(ΐO; le faisceau d'algebres de Lie SΛ(V)
etant transitif (c'est-a -dire que pour tout x G V les sections de SΛ(V)
engendrent TXV), il parait raisonnable de conjecturer que toute chaine
locale sur SΛ(V) se prolonge en une cochaine locale de A(V)\ ce resultat
impliquerait done que notre hypothese n'est pas restrictive.

APPENDICE 3

Construction globale du cocycle φy dans C2(A(V),Ω2).

Pour la facilite du lecteur, nous deer irons ici une construction de φy

Soit une connexion lineaire sans torsion sur V, dont la derivee covari-
ante est notee V. Nous considerons V comme operateur bidifferentiel
sur Λ(V) a valeurs dans Λ(V). Pour X G A(V), la derivee de Lie L^V,
definie par

(LχV)γ(Z) - -V[XX]Z - Vy [X, Z) + [X, VyZ],

est un champ de tenseurs de type (2,1) sur V, symetrique en les variables
covariantes. L'application X \-ϊ LjV est un 1-cocycle sur A(V) a
valeurs dans Γespace 52 ϊ l(V) des champs de tenseurs de type (2,1).
D'autre part, la trace

Tr : S2^{V) x SP'^V) -> Ω2(F) : (A,B) -> Tr{AB)n

= AiaB(jβ ~ BiβAja

est invariante par Faction de A{V). L'application donnee par φγ(X, Y) =
Tr(LχV Λ Ly V) est done un 2-cocycle sur A(V) a valeurs dans Ω2.

Si maintenant, on remplace Γ par une autre connexion f, la derivee
covariante devient V = V + A, ou A est un champ de tenseurs de
type (2,1). Les deux cocycles X »-> LXV e t l 4 L*V sont done
cohomologues et il en va de meme pour φ? et φf.
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Dans le cas oύ Γ est plat, on a alors localement

(Lxv)γZ = [x, rγdiZ + Y%[X, z\ - [x, Y%Z].

En particulier,

(Lxv)dadb = da[x,db] = -d^x.

Done

Lorsque dimT^ = 3, un calcul direct montre que iφΓ(χtγ)A E SΛ(V)
lorsque X et Y sont unimodulaires. Ceci est faux lorsque Γ n'est pas
plat.
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