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INTEGRANDS DES NOMBRES
CARACTERISTIQUES ET COURBURE :

RIEN NE VA PLUS DES LA DIMENSION 6

JEAN PIERRE BOURGUIGNON & ALBERT POLOMBO

Dédié au Professeur Buchin Su a |’ occasion de son 80iéme anniversaire

1. Introduction, motivation

D’apres la théorie de Chern-Weil (cf. [3]), les nombres caractéristiques d’une
variété riemannienne compacte orientée M de dimension n = 2m s’expriment
par des intégrales de polyndme de degré m en son tenseur de courbure. Pour
étudier le signe d’un nombre caractéristique, ’approche la plus simple consiste
donc a regarder en chaque point le signe de I'intégrand correspondant.

En dimension 4 cette approche algébrique a permis a J. Thorpe puis a N.
Hitchin d’obtenir le résultat suivant (cf. [14] et [5]) relatif aux métriques
d’Einstein (i.e., celles dont la courbure de Ricci est un multiple de la métrique):

Théoreme E. Sur une variété compacte orientée d’Einstein M de dimension
4, la caractéristique d’Euler x(M) et le premier nombre de Pontrjaguine p (M)
vérifient [’ inégalité

(Eq) |p(M) |<2x(M),
qui est conséquence, apreés intégration, de 1’inégalité algébrique
(AE,) |p1(R) |<2x(R),

ou R désigne le tenseur de courbure de la métrique; de plus 1’égalité n’a lieu que
si la courbure de Ricci est nulle.

I est établi dans [10] que cette inégalité est encore satisfaite si I'on impose
différents types de pincement a la courbure sectionnelle ou a la courbure de
Ricci, donc des conditions ouvertes sur le tenseur de courbure.

Le théoréeme E contient le théoreme E’suivant (qui fut établi antérieurement
par M. Berger [1)).
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Théoreme E|. Si M est une variété d’Einstein compacte de dimension 4,
alors

(E%) 0<x(M),

avec égalité si et seulement si M est plate. Cette inégalité est conséquence, aprés
intégration, de 1’inégalité ponctuelle

(AE}) 0 <x(R),

1’ égalité ayant lieu si et seulement si R = 0.

Cet article présente, dans une premiére partie, des contre-exemples a toutes
les généralisations des inégalités (AE,) et (AE);) aux dimensions supérieures.
Nous montrons ainsi que, si des théoremes (E,,) et (E5,,) existent, ils ne
peuvent se démontrer par ’approche algébrique directe. En ce qui concerne
’articulation entre les théorémes E et E’ nous montrons dans la section 1 que,
pour les variétés riemanniennes de dimension 4k, toute généralisation du
théoreme E implique que le théoreme E’ est vrai & cause de la sensibilite
difféerente au changement d’orientation de la caractéristique d’Euler et des
nombres de Pontrjaguine.

Pour justifier la deuxiéme partie du titre, rappelons qu’en dimension 4 le
résultat suivant dot a J. W. Milnor a aussi été obtenu par la méthode algébrique
(cf. [31)).

Théoréme S;. Si M est une variété riemannienne compacte de dimension 4
dont la courbure sectionnelle ne prend qu’un seul signe, alors

(S3) 0 <x(M),
inégalité qui est conséquence, apres intégration, de 1’inégalité ponctuelle
(AS;) 0 < x(R).

R. Geroch a, le premier, donné dans [4] un exemple de tenseur de courbure
en dimension 6 pour lequel (AS;) est violée (pour d’autres exemples, voir [2] et
(7).

Ainsi, pour les variétés riemanniennes, dés la dimension 6 ni la condition
d’Einstein ni le signe de la courbure sectionnelle ne permettent d’établir, par
I’ approche algébrique directe, des inégalités entre nombres caractéristiques. A ce
point il est intéressant de rappeler que dans [14] J. Thorpe avait donné une
extension de l'inégalité (AE,,) dans laquelle la condition d’Einstein était
remplacée par la condition d’égalité de la courbure de Lipschitz-Killing d’un
2k-plan et de celle de son orthogonal. Malheureusement si cette derniére
condition se réduit bien a la condition d’Einstein en dimension 4 (voir [14]),
elle devient extrémement forte en dimension plus grande et n’est satisfaite par
aucune classe géométriquement raisonnable de variétés riemanniennes (voir
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[12] pour une discussion détaillée). De méme B. Kostant avait établi que, si les
valeurs propres de la courbure vue comme opérateur sur les 2-formes extérieures
€taient non-négatives, alors (AS;, ) était vraie (pour une preuve voir la section
1), mais cette hypothese est, des la dimension 4, plus forte que celle sur le signe
de la courbure sectionnelle.

Fort de ces remarques, il est naturel de considérer des classes de variétés
riemanniennes plus restreintes. Nous consacrons la deuxiéme partie de cet article
aux variétés kdhlériennes. Pour ces variétés les nombres de Chern s’ajoutent
aux autres nombres caractéristiques. De plus la condition d’Einstein implique
que ¢,(R) = 5-pJ ou J désigne la forme de Kihler et p la constante d’Einstein,
relation qui permet de suspendre toute inégalité entre intégrands de nombres
caractéristiques existant en une dimension aux dimensions supérieures. Cette
remarque intervient dans le résultat suivant dii 4 S. T. Yau (cf. [16]):

Théoréme. Si M est une variété complexe de dimension complexe m dont la
premiére classe de Chern est négative, alors

m(-1)"c(M) <2(m + 1)(-1)"c"2(M)cy)(M).
Cette inégalité renforce I'inégalité (E,) puisque, si on oublie la structure

complexe, elle signifie que | p (M) |< x(M). A. Beauville a remarqué que pour
m = 1,2 et 3, elle peut s’écrire

(KE,,,) k"(M) < (-1)"(m + 1)"+(M),

ou k désigne la classes du fibré canonique et 7 le genre de Todd.
Nous montrons dans la section 6 que /’inégalité (KEg) ne peut étre déduite
par intégration sur M de [’inégalité algébrique

(AKEy) k*(R) < 5%(R),

ol R est un tenseur de courbure de Kdihler-Einstein puisque nous donnons un
contre-exemple a (AKEy).

Nous ne discuterons pas ici de généralisation au cas kihlérien du théoréme
S, si ce n’est pour remarquer que d’une part depuis la solution de 1 conjecture
de Frankel (cf. [10] et [13]) la seule variété en jeu, lorsque la courbure est
positive, est 'espace projectif CP™ et que d’autre part D. Johnson a établi le
théoréme KS; (cf. [6]). Ce dernier résultat ne doit pas conduire a trop
d’optimisme pour la généralisation & KS;,, puisque, du point de vue de
Palgebre de courbure, la premié¢re dimension “stable” est la dimension com-
plexe 4.

L’organisation de I’article est la suivante: dans la section 2 nous développons
la technique de l’algebre de courbure (cf. [8]) qui semble un outil algébrique
bien adapté pour discuter des relations entre intégrands caracteéristiques et
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courbure. Dans le cadre de cet article elle peut paraitre plus efficace & fournir
des contre-exemples qu’a prouver des conjectures, mais elle nous semble
cependant mériter un peu de publicité. Nous développons quelques remarques
générales sur les inégalités entre nombres caractéristiques dans la section 3
(role de la caractéristique d’Euler, comportement par produit, cas de la
dimension 4k + 2).

Dans la section 4 nous discutons de contre-exemples riemanniens en dimen-
sions 6 et 8, le comportement multiplicatif de la caractéristique d’Euler nous
obligeant a séparer ces deux cas.

L’article se termine par la section 5 ol nous traitons des variétés kiahlériennes.
Diverses remarques utiles a des calculs généraux relatifs a de telles variétés s’y
trouvent ainsi que des résultats de calculs trés explicites sur un exemple
particulier donnant le contre-exemple cherché.

Dans la préparation de cet article, qui s’est échelonnée sur une assez longue
période, une aide précieuse nous a été apportée par le Centre de Calcul de
I’Ecole Polytechnique (méme si les calculs numériques ont presque disparu de
cet article).

La mise au point finale a été faite lors d’un séjour a Stanford University que
les auteurs remercient de son hospitalité.

2. L’algebre de courbure

Soit (¥, {, )) un espace vectoriel euclidien de dimension n. L’espace vectoriel
KV = ®,S?A*V est muni d’une loi de produit @ définie pour a; ® a, dans
S2APV et B, ® B, dans S?AV par

(0, ®a,)0(B8,®B,) =a; ABOay A B, + a; A B,Oa, A By,

qui en fait une algebre, appelée algébre de courbure (cf. [8]). I est intéressant de
noter que les espaces A**V peuvent naturellement étre considérés comme
sous-espaces de S2A%¢V.

Ainsi, en un point x d’une variété riemannienne (M, g), on peut prendre
WV, {,)) = (T .M, g(x)) ou T, M est 'espace tangent en x. On remarque alors
que la courbure de Ricci r(x) appartient 3 S?V et la courbure de Riemann
R(x) a S?A?V. Via la métrique, S?A?V sera considéré comme I’espace des
endomorphismes symétriques de A’V muni de la métrique extension naturelle
de celle de V.

Soit

R= 2}‘i‘°i® w;
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la décomposition spectrale de ’endomorphisme R. La forme d’Euler de M
s’identifie, & un coefficient dépendant de m prées, a la puissance m-iéme de R
dans ’algebre de courbure, et peut donc s’écrire (cf. [8])

x(R) = azmzkil A N Ay @wp Nt Aw

I
ou a,,, est un coefficient universel dépendant de la dimension;
De méme les formes de Pontrjaguine p, s’écrivent (cf [3], [14])

P(R) = :Bk,Zmproji‘“‘V( R*) o (R*),
ou B, ,, est un coefficient universel dépendant de k et la dimension, proj-«,
'opérateur de projection orthogonale sur A* ¥ vu comme sous-espace de
S2A%*Y et o la composition des endomorphismes de A2*V,

On voit donc que le calcul d’'une forme de Pontrjaguine d’ordre k peut
s’effectuer a partir des données spectrales de R de la fagon suivante:

(i) On calcule les produits extérieurs k a k des vecteurs propres de R. Il faut
alors prendre garde que la décomposition de R** en somme d’endomorphismes
de rang 1 obtenue a partir de ces produits n’est pas nécessairement sa
décomposition spectrale, car les 2k-formes ainsi obtenues n’ont aucune raison
de former un systéme libre orthonormé ne serait-ce qu’a cause de leur nombre.
C’est précisément en raison de ce phénomeéne que les formes de Pontrjaguine
rendent compte de 1’irréductibilité de la métrique (et par suite les classes de
Pontrjaguine de celle de la variété).

(ii) On calcule le carré de composition de R’*. Plusieurs méthodes sont
possibles: soit partir de la décomposition obtenue précédemment, soit décom-
poser les produits obtenus sur une base orthonormée de A?*V. Nous préférons
cette seconde méthode.

On remarquera que si

R'k:E}\’» -..)\iw, /\-../\wi ®wi A Aw.
1 * 1

K h 3
alors sa composante sur les 4k-formes s’écrit

projru, (R*) = Eki. @y A Awy A A Aw

[Pt 31 Tk

En particulier R = 3 A\;w; ® w, vérifie la premiére identité de Bianchi si et
seulement si

S0, A w=0.

On déduit ainsi de I'expression de p, donnée précédemment que, si R™* admet
une base de vecteurs propres décomposés, alors p, = 0 pour tout / > k (com-
parer avec [13]). Il serait donc intéressant de trouver des conditions sur R
impliquant que pour un k donné, les vecteurs propres de R'* sont des
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2k-formes décomposables. Cette question ne semble pas facile a résoudre a
cause de la complexité des relations de Grassmann traduisant la décomposabi-
lite dans I’algebre extérieure.

Remarque. Dans [15] J. Vilms introduit une notion de rang pour la
coubure R vue comme opérateur: la courbure est dite de rang 2r si R applique
les 2-formes de rang 2 sur les 2-formes de rang inférieur ou égal a 2r (le rang
d’une 2-forme est celui de 'endomorphisme qui lui est associé via la métrique).
Cette notion ne semble pas reliée a celle du rang des vecteurs propres de R: en
effet R peut avoir tous ses vecteurs propres de rang 2 sans que pour cela son
rang au sens de J. Vilms soit égal a 2.

3. Quelques remarques sur les inégalités
entre nombres caracteristiques

Nous discutons maintenant d’inégalités entre nombres caractéristiques de
fagon un peu générale. Supposons qu’existe une inégalité (E,,) généralisant
(E,) et faisant intervenir les nombres caractéristiques de la variété de fagon
homogene (i.e. sans terme constant). On peut séparer I'inégalité en un terme
contenant les nombres de Pontrjaguine, soit B( p,,- - -,p,)(M), et en un terme
contenant la caractéristique d’Euler, soit a, x (M), de telle sorte que I'inégalité
s’écrive
(Ear) ax(M) + B(py,---,p)(M) = 0.

Soit M’ la variété déduite de M par changement d’orientation. En utilisant le
comportement des nombres caractéristiques lors d’un changement d’orienta-
tion 'inégalité correspondant & M’ s’écrit
a,x(M) = B(p, - -.pi) (M) = 0.
Nous obtenons donc
ax(M)=0.
Nous remarquons alors que @, ne peut étre négatif car
M= 8%X .- XS?(2kfois)

est une variété d’Einstein pour laquelle x(M) = 22> 0. Si a, était nul, il
faudrait qu’un nombre de Pontrjaguine soit nul pour toute variété de dimen-
sion 4k ayant une métrique d’Einstein. Nous savons que a, # 0 d’aprés (E,).
En dimension 4k on peut effectuer le raisonnement suivant: ordonnons les
classes de Pontrjaguine et faisons de méme pour les mondmes présents dans
B,(p,.- - -,p,) suivant I'ordre lexicographique des ordres des classes de Pontr-
jaguine y figurant. Ainsi p,p3 et p?p? se représentent respectivement par
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(3,1,1,1,0,0) et (2,2,1,1,0,0) et par suite p;piopsp?. Si (6,, --,0,) avec
k=0 =6,=---=6, =0 est la suite des ordres des classes de Pontrjaguine
présentes dans la mondme minimal (pour I'ordre décrit ci-dessus) de ’expres-
sion de B,(p,,-,p;), alors en considérant M = HP?® X --- XHP%, ou
HP" désigne I'espace projectif quaternionien de dimension 4r, on obtient une
contradiction. En effet sur M il existe une métrique d’Einstein; par ailleurs
Pg, """ Pg(M) est non nul et tout autre nombre de Pontryaguine lui est
supérieur pour 'ordre > et par suite est nul. Nous avons donc prouvé la

Proposition. S’il existe une inégalité homogéne entre nombres caractéris-
tiques vérifiée par toute variété compacte orientée de dimension 4k admettant une
métrique d’ Einstein, alors nécessairement [’inégalité

(E:lk) OSX(M)

est vérifiée par toute variété d’ Einstein compacte de dimension 4k.
On est ainsi conduit & se demander si pour tout tenseur de courbure
d’Einstein R de dimension 2m on n’aurait pas

(AE,,) 0<x(R).

Nous allons montrer qu’en toute dimension paire supérieure a 4 il existe des
contre-exemples a (AE),,). Le cas des dimensions non multiples de 4 est 4 part
dans la mesure ou l'intégrand d’Euler est alors un polyndme homogene de
degré impair en la courbure. Par suite, si I'intégrand d’Euler satisfait une
inégalité, il devrait &tre nul pour tout tenseur de courbure & courbure de Ricci
nulle, condition évidemment tres forte. Une fagon de raffiner cette discussion
est de prendre en compte le signe de la constante d’Einstein (i.e. le facteur de
proportionnalité entre la courbure de Ricci et la métrique qui par changement
homothétique de la métrique peut toujours &tre pris égal &4 —1,0 ou 1). Lorsque
la courbure de Ricci est définie, nous pouvons normaliser en la supposant
positive. Toujours a cause de I'exemple constitué par les produits de spheres, il
reste & trouver des tenseurs de courbure d’Einstein a constante positive et
intégrand d’Euler négatif, le cas Ricci plat étant traité a part.

Pour produire des contre-exemples dans une dimension donnée, on pense de
suite a prendre des produits de variétés de dimension plus basse, la caractéris-
tique d’Euler se comportant multiplicativement (x(M X N) = x(M)x(N)).
Par contre on n’est siir de I'existence de métriques d’Einstein sur le produit de
deux variétés d’Einstein que si les constantes d’Einstein des deux facteurs ont
le méme signe, restriction qui est compatible avec la normalisation faite
précédemment.
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Si tout exemple de tenseur de courbure d’Einstein & constante d’Einstein
positive et intégrand d’Euler négatif fournit des exemples analogues en dimen-
sion plus grande par produit avec des sphéres S? de rayon convenablement
ajusté, il n’en est pas de méme d’un exemple de tenseur de courbure Ricci-plat
en dimension 6 a intégrand d’Euler négatif qui ne peut se suspendre en
dimension 8. En effet il faudrait faire un produit avec un facteur plat mais
alors x devient nul. Par contre dés la dimension 10 on peut effectuer un
produit avec un tenseur de courbure a courbure de Ricci nulle, intégrand
d’Euler positif et dimension 4. De tel tenseurs existent forcément puisque les
surfaces K3 ont des métriques a courbure de Ricci nulle (cf. [16]) et que leur
caractéristique d’Euler vaut 24.

4. Contre-exemples riemanniens en dimensions 6 et 8

Nous fournissons dans cette section des contre-exemples aux inégalités
(AEy) et (AEY) ainsi qu’a leur cas d’égalité. Pour donner de tels contre-exem-
ples, plusieurs approches sont possibles parmi lesquelles:

(1) partir de tenseurs de courbure suggérés par la géométrie;

(2) effectuer les calculs a partir d’objets algébriques choisis pour leur
simplicite.

En utilisant 'approche (1), J. P. Bourguignon et H. Karcher construisent
dans [2] un tenseur de courbure d’Einstein de dimension 6 a courbure sectioni-
nelle positive dont I'intégrand d’Euler est négatif. Ils prennent une combinason
linéaire des tenseurs de courbure des espaces symétriques irréductibles de
dimension 6, soit

R= >\Rse + H‘RCP3 + VRRGz.s,

ot R désigne le tenseur de courbure de la sphére S, R ps celui de I'espace
projectif complexe CP? et Ry 25 celui de la grassmannienne des 2-plans de R®.
Si on remplace un des paramétres par la constante d’Einstein p dans la formule
donnant l'intégrand d’Euler, on obtient un polyndme du troisiéme degré en p
dont tous les coefficients ne sont pas identiquement nuls. Nous pouvons donc
obtenir par exemple:

(i) des tenseurs de courbure d’Einstein de dimension 6 a intégrand d’Euler
nul et constante d’Einstein non nulle (le polyndme en p ne se réduit pas a son
terme de plus haut degré);

(ii) un tenseur de courbure non nul de dimension 6 a courbure de Ricci nulle
et 4 intégrand d’Euler nul (il suffit de faire p = 0 dans le polyndme et d’ajuster
les parametres A et u pour que le terme constant du polyndme soit nul; ceci est
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possible puisque ce terme est un polyndme homogene de degré 3 en A et ),
d’ou un contre-exemple & une généralisation du cas d’égalité de (AE}).

Une autre fagon beaucoup plus implicite d’utiliser ’approche (1) consiste a
prendre des meétriques données sur des variétés par des méthodes globales.
Ainsi la solution de la conjecture de Calabi (cf. [16]) permet d’affirmer
Pexistence de métriques de Kihler-Einstein sur les hypersurfaces complexes M
de CP* & premitre classe de Chern négatives ou nulle, i.e. celles dont le degré d
est supérieur ou égal a 5.

11 est facile de calculer la caractéristique d’Euler d’une telle hypersurface M?
puisqu’elle s’identifie & c;(M“): on a

x(M?) =d*—5d° + 10d* — 10d + 5.

On voit facilement que x(M?) = x(M?>) = 205 pour d = 5.

I1 existe donc un point x de M ou I'intégrand d’Euler x(R ;) est positif. En
prenant le tenseur de courbure —-R,(x), d=5, on a donc un exemple de
tenseur de courbure d’Einstein a constante d’Einstein positive et a intégrand
d’Euler négatif. De plus pour d = 5, —R est Ricci-plat et vérifie x(—Rs) > 0.

Nous passons maintenant a la dimension 8 ou nous produisons un contre-
exemple a (AEj) en suivant la méthode (2).

Nous partons de la remarque suivante: si z, et z, sont deux tenseurs
symétriques, alors la courbure de Ricci du tenseur de courbure z, @z, vaut
trace(z,)z, + trace(z,)z, — z, © z, — z, © z; ou o désigne la composition des
endomorphismes.

Ainsi z, @z, est un tenseur d’Einstein dés qu’il vérifie les propriétés trace(z,)
= trace(z,) = O et z, o z, = k Id ou k est une constante.

Dans une base orthonormée (e;) de ¥V nous définissons deux tenseurs
symeétriques z; et z; par

’— —
Z, = -1 . 2=

de telle sorte que z, =z{ + 2z} et z,=z; — z; vérifient les conditions
mentionnées ci-dessus. La constante d’Einstein de R vaut 16 /7 et les 2-vecteurs
e; /\ e; forment une base de vecteurs propres de R pour les valeurs propres



546 JEAN PIERRE BOURGUIGNON & ALBERT POLOMBO

a,=14, a,=a,,=4, a,, = a,, = -4, a3, = -2 pour 4 <a <8. On ob-
tient ainsi

x(R) = -24-32.52%
d’ou le contre-exemple cherché.

Par ailleurs R — % Rgs est a courbure de Ricci nulle et pour ce tenseur nous
avons

X(R—%Rss) =-21.3.5.19-77,

d’ou un exemple de tenseur de courbure de dimension 8 4 courbure de Ricci
nulle et intégrand d’Euler négatif.

5. Contre-exemples kihlériens en dimension 8
Nous nous proposons de construire un tenseur de courbure de Kihler-Ein-
stein de dimension complexe 4 pour lequel
k(R) > 5*(R),
ou k(R) désigne le produit de la constante d’Einstein par 27 et 7(R) I'intégrand
du genre de Todd.
L’inégalité que nous voulons satisfaire s’exprime, en terme de classes de
Chern, de la fagon suivante:
e >5% 27 32(cy 4 cy¢, + 3¢+ deyel — o).
En utilisant les relations universelles entre classes de Pontrjaguine et classes
de Chern, nous obtenons
pl=4ci —dcyc? + ¢},
Py =2¢c, — 2¢ic3 + 3.
L’inégalité précédente peut donc se réécrire sous la forme
3027c} > 7500¢ic, + 875p7 — 500p,.

Il est raisonnable de partir du tenseur de courbure de I'espace projectif
complexe CP* que nous notons R ¢p«, puisque pour cet espace il y a égalité, et
que, CP* étant un espace symétrique, les intégrands des nombres caractéris-
tiques sont constants.

L’espace euclidien (¥, (, )) est muni d’une structure complexe compatible
avec la métrique et notée J. Nous désignons par j 'élément de S?A?V défini
pour x et y dans V par

J(xAy)=Jx ANJy.
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Pour étre kahlérien le tenseur de courbure R doit vérifier la relation
R o j = R. Ceci s’exprime encore, de fagon équivalente, en disant que R opére
dans le sous-espace vectoriel A3V de dimension m? dont les éléments sont les
2-formes w vérifiant w o J = J 0 w.

Soit (e, e,, €3, e4, Je,, Je,, Jes, Je,) une base orthonormée adaptée de V.
Les vecteurs suivants forment une base orthonormée de A%V de vecteurs
propres de R ps:

\/fw, =e, Ne, tJe, NJe,, \/E(I)l =ey; NeytJes; Ne,,
\sz =e Ney+Je, NJes, \/5&)2 =e, Ney+ Je, \Je,,
ﬁw3 =e, Ne,+ Je, NJe,, \56)3 =e, Ney+ Jey, NJes,
2m =e ANey + ey, NJe,, {27 = e, Ae, + e, AJey,
\/571'2 =e, NJey+e; NJey, \/Eﬁz =e, NJe, + e, NJe,y,
2oy =€, ANde,+ e, ANde,, 27 =e, NJes+ ey AJey,
2¢p,=e; NJe, + e, NJey, +e3 NJey+ e, NJe,,
20 =e, NJe, + ey, NJe, —e; NJey — ey, NJe,,
\/§¢, =e, NJe,— e, NJe,,
\/EJ)I =ey NJe; — e, NJey.
On a, pour R¢ps,
Rw,=4w;, R&,=4&;, Rm =4m, R7 =47,
Ry =209, Ry =4dy, Ro, =4¢;, R$, =44,
En fait, pour simplifier les calculs, on divisera toutes ces valeurs par 4.

On va chercher un tenseur de courbure R admettant les vecteurs précédents
comme vecteurs propres et ayant pour valeurs propres les nombres

6,4, p, p, f, f, définis par
Ro, = 0w, R& =0a, Rm=pm, R#=pf,
Ry = fodo, RO =/fdy, RO, =fd,, Ro, =fd,.
On obtient Rgpsen faisant§ = § =p=p=f=1,f,=5.

Pour ce tenseur de courbure on calculera successivement p,(R), pi(R),
c2c,(R) et c}(R) en tenant compte des relations imposées par la premiére
identité de Bianchi, relations qui s’écrivent

= f(ﬁ) - f_ 2p)a
0=3(f—f—2p).
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Nous commengons par évaluer p,(R) = B, projis,(R? o R'?). 11 nous faut
donc calculer R?, puis R o R, Le coefficient 8,4 est obtenu en normali-
sant sur CP* pour lequel p,(CP*) = 10. Aprés un long calcul, nous obtenons

pa(R) = 22(5(/ = )(7f = 2y — 3f%f — 3f7) + 8ppbd
+%(f—f2)2( 24 ~2+02+52) (020‘2+p2~2
+02p2 + 0%5%) + (f— f)[Gf + £,)(p* + 5% + 6> + 6?)
+2p(306 + pp) + p(36> + 302+ p* + p )] }J"
ouJ*=J AJAJAJ,etounous avons effectué¢ une nouvelle normalisation
en prenant le volume de CP* égal a 1.
Pour évaluer p,(R), nous partons de la relation
PI(R) = BI,SprOjIJ\_"V(R ° R).
Nous obtenons

ﬂl

i=1 i=1 i=1

3
pI(R)—,Bls{HZZw/\w +022w/\w + p? 27;/\77+ R A
i=1

+f0¢0/\¢0+f(&’0/\&’0+¢lA¢l+&)l/\‘;’1)}
=B {02+ P2 —1f2+1f*)(e, Ney NJey NJe, + e, Ney Ne,
Ney+ e, Ne, NJey NJey) + (62 +p2 —1f2+3f2)(e, N ey
Ne, NJey + e, Ney NJey NJey+ es Ney NJey NJey)}.

En normalisant sur CP* nous obtenons
PH(R) = §(6% +p* — 3f7 + 3/2)(6% + p* — 3/ + 3/7)J*.
Nous avons ensuite
€ = %(Clz “Pl)-
Or, lorsque I'on prend le volume de CP* égal 4 1, on a pour un tenseur de
Kahler-Einstein ¢,(R) = f,J. D’ou

cie,(R) = 4£2(6% + 62 + p2 + p2 + f2 + 3f2)J*
Posons
P(R) = 7500c(R) + 875p?(R) — 500p,(R) — 3027c(R).

Alors, en tenant compte des relations entre p, p, 8, 4, fo et f exprimant la
premiere identité de Bianchi, nous obtenons
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P(R)=5*- 2‘2{8, 1364 + 2f* — 273 + 41f2f* — £, 3 + 12 p?p?

+ (f=1)(6p5° = 25°) + 2(p* + 5*) (21> + 27/ + ffy)
+(p+ )21 + 2657 — fof* +2%)).

Nous pouvons trouver différents quadruplets ( p, p, f,, f) rendant P négatif.
Cest le cas de (2,-27,-1,-7) et (-3,39/2,0,-1). Ce polyndme est aussi
négatif dans les régions

p=0, p=1, -0,36365<f, <0, f=0,
p=0, p=1, f,=0, 0<f=<0,3926.

Nous avons donc trouvé les exemples cherchés. On peut vérifier que pour le
polyndme P le point (1, 1, 5, 1) correspondant a R p« est un minimum relatif. I1
serait intéressant d’établir cette propriété de minimum relatif pour tout I’espace
des tenseurs de courbure de Kahler-Einstein car cela fournirait une autre
preuve de lisolation de la métrique de Fubini-Study parmi les métriques de
Kaihler-Einstein sur CP*.

On peut encore utiliser 'exemple précédent pour exhiber un tenseur de
courbure de Kihler-Einstein non nul a courbure de Ricci nulle et intégrand
d’Euler nul.

Pour avoir ¢,(R) = 0, il faut prendre f, = 0. Nous avons par ailleurs

x=cs=13(p, —4p}),
d’ou
x(R) =275[1f*+ 8pp0b + 1f*(p> + p> + 0% + 62) + 6(020% + p2p>
+0%p% + 6%p%) + f(3f(p* + p> + 62 + 62)
+2p(360 + pp) + p(36 + 362 + p* + 5%)}]
—275(0% + p2 + 3f2) (0% + p2 + 1f2).
On remarque que si § = —5, 6 =p =f=0, alors R est un tenseur de
courbure kihlérien non nécessairement nul et dont 'intégrand d’Euler est nul.
Bien siir, par perturbation, en prenant par exemple f = 2¢ p =¢, 6 =0,

6=1—¢ p=1,onax(R)~ 27 lorsque ¢ tend vers 0, d’ou des exemples
avec x(R) <O0.
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