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VARIETES DE TYPE SURJECTIF ET VARIETES
PARTIELLEMENT PARALLELISABLES

PAUL GAUDUCHON

INTRODUCTION

Au paragraphe 13 de [7], A. Lichnerowicz demontre qu'une "variete
kdhlέrienne compacte a premiere classe de chern non-negative est fibrέe
analytiquement au-dessus de sa variέte d'Albanese."

Un des buts du present article est d'etendre ce resultat en supprimant
Γhypothese kdhlέrienne. Plus precisement, nous attachons a une variete
hermitienne compacte (M, g) sa connexion canonique ou connexion de chern,
a partir de laquelle est construite le tenseur de Ricci hermitien. Ceci etant
pose, Γextension proposee est possible (Theoreme de fibration du § 6) au prix
des pertes suivantes:

(a) Le groupe structural de la fibration analytique ne peut plus, en general,
etre reduit a un sous-groupe discret de la composante connexe de Γidentite
du groupe des automorphismes analytiques de M.

(b) L'hypothese: "a premiere classe de chern non-negative''' doit etre
remplacee par celle-ci: "la variete admet une mέtrique hermitienne a tenseur
de Ricci hermitien non-nέgatίf\ Si (M, g) est kahlerienne, le tenseur de Ricci
hermitien coincide avec le tenseur de Ricci usuel (riemannien) la seconde
hypothese dans ce cas implique la premiere, mais Γinverse n'est pas vrai car
un representant de la premiere classe de chern peut etre nonnegatif qui n'est
le tenseur de Ricci d'aucune metrique hermitienne sur M.

Ainsi, sur ces deux points, la situation kahlerienne reste plus riche que le
cas hermitien general.

Par ailleurs, les varietes hermitiennes (compactes) a tenseur de Ricci non-
negatif appartiennent a une famille de varietes plus vaste pour lesquelles le
theoreme de fibration analytique reste vrai; c'est d'ailleurs dans ce cadre que
nous le demontrerons au § 6. Ces varietes que nous appelerons varietes de
type surjectif, comptent dans leur rang, outre celles que nous avons deja
mentionnees, les varietes complexes compactes homogenes.

A leur tour, les varietes de type surjectif entrent dans le cadre plus vaste
des varietes partίellement parallelisables, qui sont des varietes M dont le fibre
tangent holomorphe est partiellement trivialise par des champs de vecteurs a
derivee covariante nulle pour une certaine structure hermitienne sur M la
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situation est decrite par le thέoreme de parallelisme partiel du § 8. Les varietes
compactes completement parallelisables analytiquement sont des cas-limites
dans cette famille et quelques unes de leurs proprietes sont redemontrees de
faςon nouvelle aux paragraphes 7 et 8 comme applications des theoremes
generaux portant sur les varietes partiellement parallelisees ou sur les varietes
de type surjectif.

Dans tout le texte, M est une varίέtέ complexe, compacte, connexe, de
dimension {complexe) n, munie d'un point-base z0 fixe une fois pour toute.

Le fibre tangent holomorphe est note ϊΓ(M) (ou ZΓ lorsqu'il n'y a pas
d'ambigiiite), de fibre &~Z(M) ou SΓ'z au point z de M $~'z est Γespace vectoriel
complexe des vecteurs de type (1,0) en z.

Le fibre cotangent holomorphe et ses elements sont notes de faςon analogue
en remplaςant 8Γ par T; Tz est Γespace vectoriel (complexe) des 1-formes de
type (1,0) e n z .

Un champ de vecteurs holomorphe est une section holomorphe globale de
y , une 1-forme holomorphe une section holomorphe globale de T.

Les deux adjectifs "holomorphes" et "analytique" sont synonymes.

I. LES FORMES D'ALBANESE D'UNE VARIETE
COMPLEXE COMPACTE

1. Rappels concernant la construction du tore d'Albanese

Nous rappelons brievement la construction du tore (ou variete) d'Albanese
d e M ; cf. [1] ou [7].

Dans toute la suite du texte, H designe Γespace des 1-formes holomorphes
de M, B celui des 1-formes holomorphes fermees, de dimension complexe p.

A tout chemin γ (que nous pouvons supposer C°° par morceaux) de M,
d'origine z0 et d'extremite z, nous associons Γelement f de 5*, dual complexe
de B, defini par

( 1 ) f(β) = J β

Comme β est fermee, f ne depend que de la classe d'homotopie [γ] de γ (a
extremites liees) en particulier, nous definissons un homomorphisme p du
premier groupe d'homotopie π^M, z0) dans 5*, d'image Δ\ comme 5 * est
commutatif, p induit un homomorphisme / du premier groupe d'homologie
entiere Hλ(M, Z) dans B*, de meme image Δ.

Deux chemins quelconques de z0 a z induisent le meme element de B*/J;
nous notons Jλ Γapplication ainsi construite de M dans B*/A.

Uespace vectoriel reel engendre par Δ dans B coincide avec B luimeme
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pour la demonstration de ce fait nous renvoyons a [1]: il revient a dire pour
Γessentiel que la partie reelle d'une 1-forme holomorphe fermee, bien que non
harmonique, en general, au sens riemannien, est neanmoins caracterisee pour
ses periodes il en resulte aisement la propriete qui vient d'etre dite ainsi que
Γinegalite

2p < bx ,

oύ bλ est le premier nombre de Betti de M, i.e., la dimension reelle de
#i(M, R)

Suivant [1, p. 165] nous ecrivons Δ le plus petit sous-groupe de £*, con-
tenant Δ et dont la composante connexe de zero est un sous-espace vectoriel
complexe de B. Le quotient B*/Δ est un tore complexe, le tore (ou la variete)
ά'Albanese de M, que nous noterons A(M), de dimension complexe ra, le
nombre (ΓAlbanese de M. Bien entendu

m<p.

L'application / de M dans A(M) definie a partir de Jγ est appelee Vapplica-
tion de Jacobί [7] elle jouit de la propriete universelle suivante: si μ\ M —>
T est une application analytique de M dans un tore complexe T, il existe une
application affine-unique-de A(M) dans T qui factorise μ par J.

2. Les formes d'Albanese

La composante connexe de zero dans Δ est un sous-espace vectoriel com-
plexe D de β*, defini de faςon intrinseque par la construction precedente.
Son annulateur dans B est lui-meme defini de faςon intrinseque nous noterons
F ce sous-espace de B et ses elements seront appeles les formes d'Albanese
deM.

Soit P la projection de B* sur F* correspondant a Γ inclusion naturelle de
F dans B par definition de F, D se projette par P sur 0 e F* et P{Δ) = P(Δ)
est un sous-groupe discret de rang maximum de F le quotient de F par ce
sous-groupe est A(M) ce qui donne canoniquement F comme revetement
universel du tore d'Albanese en particulier la dimension complexe de F est
egale au nombre d'Albanese m de M.

Soit M le revetement universel de M, π la projection de M sur M, z0 un
point-base de M au-dessus de z0 un element β de B se releve sur M en une
1-forme holomorphe fermee, egale, par consequent, a df, oύ / est holomorphe
sur M et definie par β si on lui impose d'etre nulle en z0 nous posons alors

( 2 ) J(zXβ) = OX) VβεB.

Cette application / de M dans B releve / et nous obtenons le diagramme

suivant, entierement commutatif
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M -L+ B*

A(M)

ou p ct q sont les projections naturelles respectives de B et F sur A(M).
L'introduction de / nous permet d'etablir le lemme suivant qui reproduit

la formule [7, (5.10)] a condition de substituer F kB.
Lemme. Soit {bA}, A = 1, , m une base de F, on a

( 3 ) J*(XZ) = {b\Xz)) VXZ ε ^Z{M) ,

oϊi le m-uple (bA(Xz)) exprime les composantes de q\.(J^(Xz)) pour la base
duale de T7*.

Demonstration. Cherchons Γimage, par J^, d'un vecteur reel x2 de M en
2, determine par une courbe γ: [0, 1] -> M telle que ^(0) = z et f(0) = x~z

(2) s'ecrit

J[γ(t)](β) = fίγit)] vβeB ,yte [ 0 , 1 ] ,

d'oύ il resulte, pour Γapplication tangente /*, en identiίiant Γespace tangent
(reel) de J5* en /(z) a β * lui-meme:

/*(*,)(θ) = #(*,) = i β ω VjS e B ,

oύ xz est la projection de xf par Γisomorphisme ponctuel (π%)s. Cette relation
s'etend sans modifications de forme aux vecteurs de type (1,0); pour un tel
vecteur X~z en z e M, (PoJ)^(X~) est done defini par

ce qui acheve la demonstration du lemme.
Du lemme resulte la proposition suivante.
Proposition 1. Les formes d'Albanese de M sont les images rέciproques

par Γapplication de Jacobi des 1-formes holomorphes de A(M).
Demonstration. La base duale de {bA} dans F* induit, par q^., un systeme

{tA} de m champs de vecteurs holomorphes sur A(M), qui parallelisent analy-
tiquement le tore complexe et determinent ainsi un systeme {fΛ} de m 1-formes
holomorphes, libre en tout point de A(M) une 1-forme holomorphe a sur
A(M) s'ecrit

m

a = Σ OCA-V ,
A = l

oύ les aA sont des nombres complexes. Pour tout Xz <= ZΓz on a, compte-tenu
de (3),



VARIETES DE TYPE SURJECTIF 305

m m

/*(«)(*,) = «[/*(*,)] = Σ aΛ fΛ[bB(Xz)-tB] = Σ «Λ bA(XJ ,
Λ,B=1 Λ = l

soit

J*a = Σ ocA bA ,
A = l

qui demontre la proposition.

3. Le groupe des automorphismes analytiques de M

Nous noterons G' le groupe des automorphismes analytiques de M, G la
composante connexe de Γidentite e de G' Faction de G' sur M est notee
multiplicativement g-zeM, pour g ε G/ et z € M. G/ et G sont des groupes
de Lie complexes et Γalgebre de Lie (complexe) de G sΊdentifie a L, algebre
des champs de vecteurs holomorphes sur M.

Nous noterons de meme Gf

A le groupe des automorphismes analytiques de
A(M) et GA la composante connexe de Γelement nul; GA est isomorphe a
A(M): chaque element γ de GA est une translation et le resultat de son action
sur un point ξ € A(M) s'ecrira additivement γ + ξ e A(M). L'algebre de Lie
LA de GA s'identifie a celle des champs de vecteurs holomorphes sur A(M),
qui sont les projections par q^ des champs uniformes sur F*. L'image ζ0 de
ZQ par / est Γelement nul de A(M) identiίiee a GA. L'algebre de Lie LA est
abelienne.

On deduit aisement de la propriete universelle de / Γexistence d'un homo-
morphisme de groupes / de Gr dans GA uniquement defini par la relation

( 4) J(g) + Kz) =J(g-z) Vg e σ , vz € M .

Nous avons
Proposition 2. / est un morphisme de groupes de Lie complexes de Gf

dans GA.
Demonstration. Soit X un element de L bA(X) est holomorphe sur M,

pour tout A = 1, ,ra, done constant. II resulte alors de (3) que J*(X)
induit sur A(M) un champ uniforme, i.e., un element de LA que nous ecrivons
encore J*(X). Nous obtenons ainsi une application /^ de L dans LA qui s'ecrit,
avec les notations du paragraphe precedent,

Comme les formes bA sont fermees, Γimage par J^ du crochet [X, Y] de deux
elements quelconques de L est nulle, ce qui revient a dire que /^ est un mor-
phisme d'algebres de Lie complexes.
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A /^ est attache un morphisme local de groupes de Lie complexes: il existe
un voisinage Ψ* de e e G, isomorphe par Γ application exponentielle exp: L—> G
a un voisinage rΓ de 0 6 L, et une application analytique Jv unique de y* dans
GA telle que le diagramme

soit commutatif.
Le groupe a 1-parametre gt engendre par un champ X de L est egal a

exp (tX) il en resulte Γegalite

expA [/*(*)] + J(z) = /[exp (X) z] , v Z e L , vz € M ,

qui exprime simplement le fait que le groupe a 1-parametre attache a
est Γimage, par /, de celui attache k X e L. Si X est choisi dans y , nous

avons done, en vertu du diagramme precedent,

/F[exp (X)] + J(z) = /[exp (Z) z] , V ^ e f , V z e M ,

ce qui implique, a cause de Γunicite de Γ element J(g) defini par (4):

Jv(g) = Kg) ygeV .

j est done analytique sur un voisinage de Γidentite de G/, ce qui acheve de
demontrer prop. 2.

Remarque importante. II resulte de la demonstration qui vient d'etre faite
que le morphisme d'algebres de Lie complexes /* s'identifie au morphisme /^
induit par le morphisme de groupes de Lie complexes /.

II. LE THEOREME DE FIBRATION ANALYTIQUE

4. Les varietes de type surjectif

Soit X un element de L pour tout β e H, β(X) est un scalaire, holomorphe
sur M compacte, done constant. Nous definissons ainsi une application C-
lineaire h de L dans le dual complexe de H, et, plus generalement, dans le
dual complexe de tout sous-espace complexe, en particulier F, Γespace des
formes d'Albanese de M.

Le noyau de h: L —• F* sera note K, e'est aussi Vannulateur de F dans Ly

i.e., Γensemble des champs Z d e L tels que β(X) = 0, v^ e F.
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Le dual complexe du co-noyau de h est le noyau de Γapplication transposee
A* : F —• L*, i.e., Vannulateur Fo de L dans F.

Definition. Une variete complexe, compacte M telle que F o = {0}, i.e.,
telle qu'aucune forme d'Albanese, en dehors de la forme nulle, n'annule
Γensemble des champs de vecteurs holomorphes de M, est dite variέtέ de type
surjectif.

Note. Au lieu de "variete de type surjectif", nous disions, dans [4],
"variete veriflant la conditition (A)".

M est de type surjectif si et seulement si h: L —> F* est surjective. Dans ce
cas, Γapplication induite de L/K sur F* est un C-isomorphisme et il existe un
C-isomorphisme naturel de tout supplέmentaire complexe Lλ de K dans L sur
F*. Plus precisement, nous avons

Proposition 3. Soit {bΛ}, A = 1, , m, une base de Γespace F de formes
d'Albanese de M si celle-ci est de type surjectif, il existe sur elle un systeme
dual {non uniquement determine) du m champs de vecteurs holomorphes {XA}>
tel qu'en tout point de M, on ait

( 6 ) bA(XB) = δi VA,B = 1, . . , m ,

oil δi est Γindice de Kronecker έgal ά\ si A = B, et nul dans le cas contraire.
Un tel systeme determine un supplέmentaire complexe L t de K dans L, et

inversement, tout supplέmentaire complexe Lx de K dans L possede une et
une seule base duale de {bA}.

Remarque 1. Une forme d'Albanese non nulle d'une variete M de type
surjectif ne peut s'annuler sur M, faute de quoi elle devrait appartenir a Fo de
la meme fagon, aucun elέment de Lλ ne peut s'annuler sur M comme on le
voit immediatement a partir de la proposition 3 c'est dire, de faςon equi-
valente, que, pour tout point z de M, Les {bA}(z) et les {XA(z)} forment une
base de TZ(M) et &*Z(M) respectivement de faςon equivalente encore: pour
z € M fixe quelconque, les champs de Lx et les formes d'Albanese sont unique-
ment determines par leur valeur en z.

Remarque 2. L'espace F ne joue encore dans ce paragraphe aucun role
particulier si Q est un sous-espace complexe quelconque de H, nous definis-
sons de faςon identique KQ, Γannulateur de Q dans L (avec KF = K) et Qo,
Γannulateur de L dans Q et nous avons Γegalite entre dimensions complexes,
valable pour tout sous-espace Q:

( 7 ) dim L — dim KQ = dim Q — dim go

Si Qo = {0}, la variete M sera dite partiellement parallέlisέe relativement a
Q (cf. Chapitre III) pour une telle variέtέ la proposition 3 reste vraie mutatis
mutandis.

Remarque 3. Les formes d'Albanese sont fermees K est done un ideal
de L, et, meme, Γalgebre derivee [L, L] est inclue dans K. Dans certains cas,
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(cf. Remarque 1 du § 5), il est possible de faire choix d'un Lx qui soit un
sous-algebre de Lie de L; Lx est alors necessairement abelienne, puisque
[L19 LJ c Lx Π K. Un tel choix n'est pas possible en general comme nous
pouvons le voir a partir de Γexemple suivant: M est le quotient du groupe des
matrices de la forme

p 1 z3) , oύ (z\ z2, zz) 6 C3, par Faction, a droite ,

\0 0 1/

du sous-groupe constitue de telles matrices dont les elements sont des entiers
de Gauss cette variete est completement parallelisee par trois 1-formes holo-
morphes [6, p. 115] Θ\Θ2,Θ3 avec

dθ1 = dθ3 = 0 , dθ2 = θ1 A θ2 .

En particulier, M n'est pas kahlerienne. Par ailleurs il est facile de voir que
le premier membre de Betti bλ de M vaut 4, de sorte que, bien que M ne soit
pas kahlerienne, nous avons neanmoins Γegalite

d'oύ il resulte que le nombre d'Albanese m est lui-meme egal a p = 2 Γespace
F coincide avec B et est engendre par θ1 et θ3. Comme le fibre tangent holo-
morphe est trivial, Fo est reduit a {0} Γideal K est de dimension complexe 1.
Soit Lλ un supplemental quelconque de K dans L θ2 etant fixee, il est pos-
sible (proposition 3) de choisir Y en Z dans Lγ tels que Θ\Y) = #3(Z) = 1 et
θι(Z) = Θ\Y) = 0 pour ces deux champs

Θ\[Y,Z])= -dθ\Y,Z)= - 1

Ce qui montre que [L19 LJ Φ 0 Lλ n'est done pas une sous-algebre de Lie
deL.

5. Exemples de varietes de type surjectif

Une variete complexe compacte M completement parallelisable analytique-
ment est de type surjectif: Ho — et Fo a fortiori—est reduit a {0}, car une
forme β € H qui annule Γensemble des X e L, annule Γensemble des
Xz € rz(Aί), yz € M.

Plus largement, les deux families suivantes sont de type surjectif:
A. Les varietes complexes homo genes compactes. Ce sont les varietes M

sur lesquelles G opere transitivement Γalgebre de Lie L est alors ellememe
transitive: pour zeM quelconque et tout Xz e ft(M), ϋ existe X e L, tel que
X(z) = Xt. Ho est done reduit a {0} et Fo a fortiori:
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Proposition 4. Une variέtέ complexe compacte homogene est de type sur-
jectif (et meme partiellement parallέlisέe relativement a H).

B. Les variέtέs admettant une structure hermitienne a tenseur de Ricci
hermitίen non-nέgatif. Le tenseur de Ricci hermitien d'une variete hermitienne
(M, g) est construit comme suit: la metrique riemannienne g, induit une metri-
que hermitienne fibree h sur le fibre tangent holomorphe ZΓ(M) a h est at-
tachee une connexion canonique (unique) sur ZΓ(M) cette connexion, etendue
au fibre tangent complexifie de M, est la connexion de Chern de (M, g) elle
est representee localement par une matrice ω de 1-formes relativement a un
repere local holomorphe de ^(M), par rapport auquel h est represente par
une matrice egalement no tee h, ω s'ecrit

( 8 ) ω = d'h'h~ι .

La courbure de la connexion de Chern est la 2-forme Ω de type (1, 1) a valeurs
dans le fibre y(Nί) ® T(M), qui s'ecrit localement

Ω = d"ω .

Le tenseur de Ricci hermitien R de (M, g) est, par definition, la trace relative
a g de Ω, soit

Rί= Σ 8*P Ωtlβ, V ^ / 3 - 1, . . . , / ί .
λ,μ = l

Ce tenseur de Ricci hermitien n'est autre que Γoperateur K" de [3] lorsqu'a
^ ( M ) est substituee un fibre vectoriel holomorphe quelconque E sur M, muni
d'une metrique fibree hermitienne.

R est un endomorphisme hermitien de ^ ( M ) , de sorte que h(R(xz), xz) est
reel pour tout Xz € &Z(M) et tout zεM; si ce scalaire defini sur ^(M) est
positif ou nul, nous dirons que le tenseur de Ricci hermitien de (M, g) est non-
negatif.

En [3], nous avons montre ceci: si le tenseur de Ricci hermitien de (M, g)
est non-negatif, le champ de vecteur associέ a toute 1-forme holomorphe sur
M par dualitέ riemanienne est lui-meme holomorphe', en outre, toutes les 1-
formes holomorphes sur une telle variέtέ sont a dέrivέe covariante nulle pour
la connexion de Chern.

Si β 6 H appartient a Ho, le champ de vecteur σι

g(β) dual par dualite rie-
manienne est orthogonal, dans Γespace vectoriel complexe s/\T{M)) des
sections C°° de J~(M) muni du produit scalaire global < , > induit par g (cf.
[3]), au sous-espace L c sί\&\M)) comme ό\(fi) e L, dans la situation en-
visagee, il est nul, ainsi que β. Nous avons done montre

Proposition 5. Une variέtέ complexe compacte admettant une structure
hermitienne a tenseur de Ricci hermitien non-nέgatif est de type surjectif (et,
meme, partiellement parallέlisέ relativement a H).
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Remarque 1. Pour une telle variete (M, g) a R non-negatif, il est possible
de choisir pour L19 Γespace σ\(F) C L, dont tous les elements sont, avons-
nous rappele, a derivee covariante nulle pour la connexion de Chern. Si (M, g)
est kahlerienne, la connexion de Chern coincide avec la connexion riemanienne,
i.e., n'a pas de torsion; autrement dit le crochet de deux champs de vecteurs
a derivee covariante nulle est nul et Lλ est une sousalgebre de Lie abέlienne
de L le tenseur de Ricci hermitien coincide ici avec le tenseur de Ricci usuel
(riemannien): une variete kahlerienne compacte a tenseur de Ricci non-negatif
entre done dans le cadre plus large des varietes kahlerienne a premiere classe
de Chern non-negative etudiees en [7] pour ces varietes il est encore possible
de faire choix d'un L t abelien qui ne peut toutefois s'ecrire, en general, sous
la forme σ\(B) pour aucune metrique g, kahlerienne ou non, de M.

Remarque 2. Si la caracteristique dΈuler-Poincare χ(M) d'une variete
compacte M n'est pas nulle, M n'admet aucun champ de vecteur continu—et
a fortiori, holomorphe—depourvu de zero sur M; dans ce cas, pour tout
sous-espace Q de H, Γannulateur QQ de L dans Q coincide avec Q lui-meme
nous avons done, compte-tenu des propositions 4 et 5,

Proposition 6. Soit M une variete complexe, compacte, de caracteristique
dΈuler-Poincare non nulle.

(a) Si M est de type surjectif, Γunique forme d'Albanese sur M est la
forme nulle.

(b) Si M est homogene ou si M admet une structure hermitienne a tenseur
de Ricci non-negatif elle ne possede aucune 1-forme holomorphe en dehors de
la forme nulle.

Bien entendu le resultat est tout autre si χ(M) est nul les tores complexes
sont des exemples de varietes qui entrent a la fois dans la categorie A et la
categorie B et pour qui les espaces F, B et H coincident et different de {0}.

La proposition 6 montre a contrario qu'une surface de Riemann de genre
superieur a 1 n'est pas de type surjectif, contrairement a celles de genre 0 et 1.

6. Le theoreme de fibration analytique

Theoreme de fibration analytique. Une variete de type surjectif M est
fibree analytiquement, par Vapplication de Jacobi, au-dessus de son tore
d'Albanese. Le groupe structural de la fibration est un sous-groupe du noyau
Γ de J dans G. La fibre est une sous-variέtέ complexe, compacte, connexe,
deM.

La demonstration de ce theoreme se fait au moyen de trois lemmes.
Lemme 1. / est de rang constant 2m.
Nous rappelons que m est la dimension complexe du tore d'Albanese A(M)

comme M est de type surjectif il existe, sur tout supplementaire Lx de K, une
base {XA} unique, duale d'une base donnee {bΛ} de F (proposition 3) Γespace
Lλ et la base {XA}, A = 1, , m, seront fixes une fois pour toute.
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Pour z e M quelconque, le sous-espace Lx{z) de &'z des valeurs en z des
champs de Lx est de dimension m e t a tout Xz € L^z) correspond un champ
unique X de Lx tel que X{z) = Xz (cf. remarque 1 du § 4) J*(XZ) est done
nul, dans le cas seul oύ le champ uniforme J*(X) sur A(M) est mil, soit en-
core, en vertu de (5), si X est un element de K comme K Π Lx = {0}, X est
alors nul, ainsi que Xz = X(z). La restriction de J^ a Lx{z) est done injective
e'est done, pour des raisons de dimension, un isomorphisme de Lλ(z) sur
£ΓJ{Z)(A(M)) ce qui acheve la demonstration du lemme 1.

Lemme 2. / est surjective.
De la demonstration du lemme 1 et de la Remarque importante du § 3,

nous deduisons immediatement que J^ : L -^ LA est surjective ainsi done que
3:G-^GA.

GA est transitif sur Λ(M): pour yζ e A(M)9 il existe un ^ G 4 unique tel
que ζ = / + ζo si g e G est tel que /(g) = f, on α, grace a (4)

J(g-Zo) = J(g) + /(Zo) = r + Co - C ,

qui demontre le lemme 2.
Lemme 3. / possede un relevement analytique local σ au voisinage de

0eGA.
Considerons, dans GA, un voisinage U de zero, analytiquement isomorphe,

par expj1, a un voisinage % de zero dans LA nous pouvons supposer °ll
symetrique i.e., tel que — % coincide avec °lί et done —U avec U.

La restriction de J* a Lλ est un isomorphisme d'espaces vectoriels complexes
de Lλ sur LA que nous noterons Ix.

L'application a — exp o I-1 o expj1 \u de U dans G est analytique et verifie

( 9 ) }oσ(r) = r vrzu,

en raison de la relation de commutation

/ o exp = exp^ o J^ ,

qui lie / et le morphisme d'algebres de Lie J^ derive. Ceci acheve la demon-
stration du lemme 3.

Dans le cas general oύ Lλ n'est pas une sous-algebre de Lie complexe de L
et oύ, par consequent, exp (L^ = Gx n'est pas un sous-groupe de Lie de G,
le relevement local a ne respecte pas les structures de groupe, mais il verifie
neanmoins, comme on le voit immediatement sur la formule de definition, la
relation

d o ) σ ( - r ) = ^"1(r) v r e t / .

Demonstration du theoreme. Soit ζ7 un point quelconque de A(M), et con-
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siderons le voisinage Vj = U + ζ7 de ζ7 oύ U est le voisinage de 0 dans GA

qui apparait dans la demonstration du lemme 3. Soit Φx Γapplication de /(E/j)
dans E/j x /(ζj)1 construite de la faςon suivante: pour z € /(C/j) nous posons

oύ ζ e £/7 est la projection /(z) de z sur C/j c A(M) et oύ p est Γelement
unique de U tel que

II resulte immediatement de (9) et de (10) que σ\γ)-z appartient eίϊectivement
a/CC).

L'application Φ7, produit de deux applications analytiques, est elle-meme
analytique, de meme que Γapplication Ψτ de Uj X /*(&) dans /(t/j) definie
par

^ / ( C , z) = σ(γ) 'Z VζeUj ,yze Hζj) ,

oύ γ est Γelement unique de U defini par (11). On voit grace a (9) que σ(γ) z
appartient a J\ζ) et que Ψτ est Γinverse de Φ7. Φ7 est ainsi un isomorphisme
analytique de /(C/j) sur Uτ X /'(ζj).

Comme y4(M) est compact, le recouvrement {C/j}, indexe sur ^4(M) luimeme,
peut etre ramene a un sous-recouvrement fini (Ut}9 i — 1, , N. Par ailleurs,
il resulte de (4) que tout element g € G envoie une fibre de / sur une autre
comme / est surjectif, G operant de fibres a fibres est done transitif: pour
tout / = 1, , N, nous pouvons faire choix d'un gt e G, non uniquement
determine, qui envoie /(ζ*) sur Mo = .Γ(ζo). Nous obtenons ainsi un recouvre-
ment fini de A(M) par des ouverts Ui9 i = 1, -,N avec, pour chaque
ouvert, un isomorphisme analytique hi = (Id X gt) o φ 7 de ^(Ui) sur Ut X Mo

J est done une fibration analytique, de fibre type Mo = Γiζo).
Si Ui Π Uj Φ 0, hj o h] est un automorphisme de Mo induit par un element

de G qui respecte les fibres de /, e'est a dire un element de Γ' le groupe
structural de la fibration analytique est done un sous-groupe de Γ.

La fibre-type MQ est une sous-variete complexe de M, fermee dans M done
compacte pour montrer qu'elle est connexe il suffit de reproduire le raison-
nement de [7, p. 64]: comme Mo est compacte, le nombre de ses composantes
connexes est fini la variete obtenue a partir de M en assimilant les points
d'une meme composante connexe d'une fibre de / est, en vertu de ce qui a
deja ete demontre, un recouvrement analytique fini de A(M), done un tore
complexe de meme dimension m la propriete universelle de / implique alors
que ce revetement fini ne peut etre que Γidentite.

Ceci acheve la demonstration du theoreme de fibration analytique.
Corollaire 1. Une variete complexe compacte homogene est fibrέe analyti-
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quement au-dessus de son tore d'Albanese par Vapplication de Jacobi.
Corollaire 2. Une variέtέ complexe compacte admettant une structure

hermitienne a tenseur de Ricci non-negatif est fibree analytiquement au-dessus
de son tore d'Albanese par Γapplication de Jacobi.

Remarque 1. Dans le corollaire 1, nous retrouvons un theoreme connu,
figurant dans [2].

Pour les rapports du corollaire 2 avec [7], voir la remarque 1 du § 3 et
Γ Introduction.

Remarque 2. Dans le cas oύ M est une variete kahlerienne, a premiere
classe de Chern non-negative, il est montre dans [7], que Γapplication de
Jacobi est encore une fibration analytique et le groupe structural est reductible
a un sous-groupe discret de G, admettant un nombre fini de generateurs. Une
telle reduction semble impossible dans le cadre general des varietes de type
surjectif et meme dans celui des varietes hermitiennes a tenseur de Ricci
hermitien non-negatif.

III. LE THEOREME DE PARALLELISME PARTIEL

7. Les varietes partiellement parallelisables

Nous rappelons la definition de la Remarque 2 du § 4.
Definition. Soit Q un sous-espace complexe de H, Γespace des 1-formes

d'une variete complexe, compacte, M M sera dite partiellement parallέlisέe
relativement a Q, si Γannulateur Qo de L dans Q est reduit a {0}.

Si <2o = {0}> aucune forme non-nulle de β n'a de zero sur M. Supposons,
inversement que Γespace Q possede cette derniere propriete; sa dimension
complexe q est alors inferieure ou egale a n et il induit sur M un sous-fibre
holomorphe (trivial) de Γ, Q avec la suite exacte

et la suite exacte duale

( S ) 0->^ρ-^^-^^-^0

oύ 3)Q = (T/Q)* est le sous-fibre holomorphe de F dont la fibre en z est le
sous-espace des vecteurs de &'z annules par les elements de Qz le fibre quotient
Jt) anti-isomorphe a Q est, de ce fait, analytiquement trivial.

Definition. Un sous-espace complex Q de H est dit distributif si aucun
de ses elements en dehors de zero ne s'annule sur M.

Proposition 7. Soit Q un sous-espace distributif de H, de dimension com-
plexe q, sur une variete complexe, compacte M. La suite exacte associέe de
fibres holomorphes
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(S) o->^<2-*jr->^->o

se scinde analytiquement si et seulement si M est partίellement parallelisee
relatίvement a Q.

Demonstration. Supposons que Q soit tel que Qo = {0}. La proposition 3
vaut aussi bien pour n'importe quel sous-espace Q de H (cf. remarque 2 du
§ 4) soit done Lλ un sous-espace complexe supplemental de KQ dans L Lλ

induit un sous-fibre analytique <g 1 de y, dont la fibre en z e M est Γespace
Lλ(z) des valeurs en z des champs de L19 de dimension complexe q, et qui
possede q sections holomorphes globales, libres en tout point de M, qui sont
les {XA} de la proposition 3 <?x est done analytiquement trivial. Les deux
sous-fibres 3tQ et <£λ sont supplementaires, car leur intersection se reduit a M
et la somme de leurs dimensions fibrees est n la suite exacte (S) est done
analytiquement scindέe.

Inversement, soit Q un sous-espace distributif de H tel que la suite exacte
(S) soit scindee analytiquement il existe done un sous-fibre holomorphe J ^
de y, supplementaire de S ρ et isomorphe a Jt, done analytiquement trivial
en vertu du lemme Γespace Lx des sections holomorphes de 3?λ est done un
sous-espace de L de dimension q, tel que

L1ΠKQ = {0}.

De (7), nous concluons alors pour des raisons de dimension, que Qo = {0}.
Remarque 1. Supposons que F lui-meme soit distributif, i.e., qu'aucune

forme d'Albanese non nulle n'a de zero sur M il existe un systeme de m
champs holomorphes locaux {XA}, dual d'une base donnee {bΛ} de F, sur un
voisinage U de tout point z de M il resulte alors de (3) que Γapplication de
Jacobί est partout de rang maximum 2m. Le lemme 1 du § 6 est done vrai
avec la seule hypothese: " F distributif" mais Γhypothese plus forte de sur-
jectivite est necessaire pour les lemmes 2 et 3.

Remarque 2. Si Q est distributif avec q = n, les fibres ?Γ et T sont
analytiquement triviaux, Q coincide avec H et la suite (S) est trivialement
scindee analytiquement.

Si une telle situation se produit avec Q — F,M est alors de type surjectif,
done fibree analytiquement, par /, au-dessus d'un tore complexe de meme
dimension, a fibre connexe: Γapplication de Jacobi est done un isomorphisme
analytique de M sur son tore d'Albanese.

Une telle conclusion ne vaut pas en general si nous supposons seulement
que &* (et T — &**) est analytiquement trivial, car m peut encore dans ce cas
etre inferieur a n (cf. exemple de la remarque 3 du § 4) toutefois, si M est
kdhlέrienne et compacte, completement parallelisee analytiquement, F coincide
avec H et / est alors un isomorphisme analytique de M sur son tore d'Albanese.
Nous retrouvons ainsi, comme corollaire de la proposition 7 et du theoreme
de fibration analytique un resultat connu de H. C. Wang [8]. Cf. aussi le
corollaire 3 du theoreme de parallέlίsme partiel du § 8.
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8. Le theoreme de parallelisme partiel

Le theoreme que nous allons maintenant demontrer justifie a posteriori le
terme "partiellement parallelisee" que nous avons adopte pour une variete a

Go = {0}.
Theoreme de parallelisme partiel. Sur une varietέ complexe compacte

partiellement parallelisee relativement a un sous-espace Q de H, de dimension
complexe q, il existe une famille de sous-espace Lλ de L, de dimension com-
plexe q, dont aucun element, en dehors du champ nul, n'est annulέ par
Vensemble des formes de Q. Pour tout hγ de cette famille, il existe une
structure hermitienne g (non uniquement dέtermίnέe) telle que les champs de
hx soient paralleles pour la connexion de chern associee a g.

Demonstration. La premiere partie du theoreme est une redite de la pro-
position 3, compte-tenu de la remarque 2 du § 4 : la famille des Lγ est
Γ ensemble des supplementaires complexes de KQ dans L.

Un tel Lj, quelconque par ailleurs, determine (cf. demonstration de la
proposition 7), un sous-fibre holomorphe £Pλ de ZΓ qui scinde la suite exacte
(S), i.e., tel que

Soient pλ et p2 les projections de ?Γ sur Sfq et ££λ respectivement, liees a cette
decomposition.

A partir d'une structure hermitienne (M, g) quelconque sur M, nous con-
struisons une nouvelle structure hermitienne (M, g) definie comme suit, par
la donnee de la metrique fibree hermitienne associee h sur le fibre F:

( 1 2 ) h ( X t , Y z ) = h [ P l ( X z ) , P l ( Y z ) ] + H[p2(Xz), p2(Yz)] , yXz , Y Z € ^ Z .

Dans cette relation, h est la metrique hermitienne fibree sur F associee a g
et H est un produit scalaire hermitien quelconque sur Lx le deuxieme terme
du second membre de (12) doit s' entendre comme le produit scalaire—par H
—des deux champs de Lλ uniquement determines par leurs valeurs en z
respectives Xz et Yz.

Soient {Xt}9 i — 1, , (n — q) un repere holomorphe local, au voisinage
de z e M, du sous-fibre 3fq et {Xa}, a = 1, . , q une base de Lγ l'ensemble
{Xi\, {Xa}, constitue, au voisinage de z e M, un repere holomorphe local de
3~. Dans ce repere, nous avons, avec des notations evidentes,

hi] = K] J haB = Haz , hίa — haj = 0 ,

d'oύ il resulte pour les matrices ω et ώ des connexions de Chern liees respect-
ivement a h et h par (8):

ώ{ = ω{ , ώh

a = 0 , ώ\ = ώ{ = 0 .
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Soit V Γoperateur "derivee covariante" de la connexion de chern relative
a g un champ X de Lλ s'ecrit Σl=ι Aa-Xa, oύ Aa sont des constantes com-
plexes.

Nous avons done, dans le meme repere local que precedemment,

"VX =ΣAa'PXa= Σ Λ- ωl-X, + Σ "Z? Λ^ωi-X, , yX e Lλ ,
α = l α,6 = l α = l * = 1

ce qui acheve la demonstration du theoreme.
Nous avons, avec les memes hypotheses,

Corollaire 1. La restriction a £gλ de la courbure de chern Ω liέe a g est
nulle:

Ω(xz, Yz) zz = o , yz, e seiz), yz,, y, € zrz.

Λutrement dit la variέtέ est "partiellement plate" (a Γordre q).
Corollaire 2. Soit T la torsion de connexion liέe a g, si Lx est une sous-

algebre de Lie abelienne de L, on a

f(Xz, Yz) = 0 , yXz, Yz 6 ^ ( z ) .

Autrement dit, la structure hermίtίenne g est, dans ce cas, "partiellement
kahlέrienne" (a Γordre q).

Le corollaire 1 resulte immediatement de la definition de la courbure de
chern Ω = d"ώ le corollaire 2 se deduit immediatement de

T (X, Y) = VXY - FYX - [X, Y] , yX,YzL .

Remarque. Si Q est de dimension q = n, nous retrouvons dans le cas
compact, comme corollaire du theoreme de parallέlisme partiel, une propriete
connue des varietes complexes analytiquement parallelisable: sur une telle
variέtέ ίl existe une mέtrique hermitienne naturelle telle que les champs holo-
morphes qui trίvialisent ZΓ soient a dέrivέe covariante nulle pour la connexion
de chern associέe. (cf. par ex. [5, p. 217]).

Si une telle situation se produit pour Q c B, L1 = L est une algebre de Lie
abέlίenne puisque, dans ce cas, [L, L] C KQ = {0} il resulte alors du corol-
laire 2 que M est kahlerienne, et done, en vertu de la Remarque 2 du § 7,

Corollaire 3. 5/ le fibrέ cotangent holomorphe de M peut etre trivialisέ
par des 1-formes fermέes, Γ application de Jacobi est un ίsomorphisme analy-
tique de M sur son tore d'Albanese. En particulier, M est kdhlέrienne.

Ce corollaire 3, precise quelque peu le theoreme de H. C. Wang evoque
plus haut (remarque 2 du § 7) inversement, il peut etre demontre aisement
a Γaide seulement de ce dernier theoreme et du resultat mentionne en debut
de remarque, tous resultats que nous pouvons deduire eux-memes des theoremes
plus generaux (thέoreme de fibration analytique et thέoreme de parallέlisme
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partieΐ) appliques au cas limite que constituent les varietes complexes com-

pactes (completement) parallelisables dans le cadre plus large des varietes de

type surjectif et des varietes partiellement parallelisables.
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