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PROLONGEMENTS DΉOMOMORPHISMES D'ALGEBRES
DE LIE FILTREES TRANSITIVES

ALEXIS PETITJEAN

Dans [7] Rim a demontre certains theoremes d'existence de prolongements
d'homomorphismes injectifs d'algebres de Lie tronquees. Plus tard, Hayashi
dans [5] a donne des demonstrations plus simples de certains theoremes de
Rim et a demontre des theoremes d'existence et unicite de prolongements
d'homomorphismes injectifs d'algebres de Lie filtrees transitives. Ces theoremes
se deduisent d'ailleurs, facilement, des resultats de Rim.

Pour ce travail, nous avons ete inspires de ces deux travaux. En ce qui
concerne la terminologie et les notations, nous avons prefere, pour diverses
raisons, celles de Rim. Notre but est de generaliser certains resultats obtenus
par Rim et Hayashi, afin de pouvoir aborder le probleme d'equivalence, au
sens de E. Cartan, des pseudo-groupes de Lie infinitesimaux, transitifs et
analytiques, qui sera Γobjet d'une publication ulterieure de Monsieur Alexandre
Rodrigues et de Γauteur.

On commence par rappeler quelques notations et demontrer certaines
proprietes concernant les homomorphismes d'algebres de Lie filtrees. Ensuite
on considere un espace vectoriel V de dimension finie et Γon etudie Γalgebre
de Lie filtree D(V) des derivations de Γalgebre fitree S(V*) des series formelles
a coefficients dans le dual F* de V. En vue d'applications geometriques, on
y donne, egalement la demonstration d'un theoreme de Monsieur Alexandre
Rodrigues caracterisant tous les automorphismes de D(V).

La troisieme partie est consacree a Γetude de Γensemble πn(V) (V etant un
espace vectoriel de dimension n + m) des sous-algebres «-projetables de D(V),
i.e., Γensemble des sous-algebres transitives L de D(V) pour lesquelles il existe
un homomorphisme h: L -^ D(W) (W etant un espace vectoriel de dimension
n), tel que h(L) soit une sous-algebre transitive de D(W) (un tel homomor-
phisme sera appele une projection).

Dans la quatrieme et derniere partie, on s'interesse a deux problemes de
prolongement. Le premier peut s'enoncer comme suit: etant donnee L e πn(V)
et une projection h: L -+ D(W), trouver la plus grande sous-algebre de D(V)
sur laquelle on peut prolonger h. La reponse donnee ici est que cette "plus
grande sous-algebre de Lie de D(F)" existe et est unique. En plus le prolonge-
ment de h a cette algebre est unique. Ce resultat (corollaire 4.4) constitue,
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dans une certaine mesure une generalisation du theoreme 1 de [5].
Le deuxieme probleme pose la question d'existence de certains homomor-

phismes d'algebres de Lie tronquees (theoreme 4.5). Le resultat obtenu est
une generalisation du corollaire 3.6 de [7].

Ce travail a ete eίϊectue a ΓUniversite de Sao Paulo, au Bresil, a Γaide
d'une bourse de ΓOrganisation des Etats Americains et sous Γ orientation de
mon cher professeur et ami Monsieur Alexandre A. M. Rodrigues.

1. Preilminaires

Le corps de base de tous les espaces vectoriels et algebres de Lie qui
interviendront sera un corps commutatif Δ de caracteristique nulle. Lorsque
nous parlerons d'espaces vectoriels, ou algebres de Lie, topologiques, nous
supposerons Δ muni de la topologie discrete. Toutes les algebres de Lie filtrees
considerees seront supposees geometriques et separees pour la topologie associee
a leur nitration. En ce qui concerne les notations employees ici, on pourra se
reporter a la liste des notations situee a la fin.

Commenςons par rappeler le resultat, bien connu, suivant:
1.1. Si L est une algebre de Lie filtree transitive, Vunique ideal de L con-

tenu dans L° est Γidέal nul,
1.2. Proposition. On considere deux algebres de Lie filtrees Lλ et L2 et un

homomorphisme d'algebres de Lie h: Lι—>L2 tel que Λ(LJ) C L\. On pose
gr_! Lx = V19 gr_! L2 = V2 et φ = gτ_λ h: Vγ -> V2.

1) On suppose L2 transitive et h surjectif. Alors h est un homomorphisme
d'algebres de Lie filtrees.

2) 5/ Lx est transitive et ψ bijectif, alors h est injectif.
3) On suppose Lι et L2 transitives, h surjectif et φ bijectif. Alors h est un

isomorphisme d'algebres de Lie filtrees.
4) 5/ L2 est transitive et sΊl existe un homomorphisme bijectif d'algebres

de Lie filtrees f\ Lλ-+ L2, tel que ker φ C ker gτ_ι /, alors h est injectif.
Demonstration. 1) On montre que h(Lf) c Lξ, pour tout k > 0, par

recurrence sur k. On a, par hypothese, /z(LJ) c L\. Supposons que h(JJζ) C
L\ (k > 0) et soit x e L\+1\ on a, en particulier, x e L\ done h(x) g L\. Soit
y e L2 puisque h est surjective, il existe z e Lλ tel que h(z) = y. On a [x, z] e
L\ done [h(x),y] € L\. Comme L2 est transitive, ceci implique, h(x) e L\+1.

2) Comme ker h est un ideal de L1? il suffit, d'apres 1.1, de montrer que
ker h c L\. Soit x € ker h on a ^>(̂ O_1(JC)) = 0 done ρ_λ(x) — 0, i.e., x e L\.

3) D'apres 2), h est bijectif. Soit ytL\ et posons x = h~\y). On a
φ(p-ι(x)) = 0 done p_x(x) = 0, i.e., x e L[. Par suite /ι(LJ) = L\ ce qui,
d'apres 1), implique h(Lf) = L% pour tout k > 0.

4) Soit x € ker h on a, en particulier, φ(ρ_λ(x)) = 0 done gr_! fip.^x)) =
0, i.e., f(x) e L°2. II en resulte que /(ker/z) C L\. Comme / est surjectif,
/(ker/z) est un ideal de L2, done /(ker/z) = 0, d'apres 1.1 et par consequent
ker h = 0.
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Rappelons que si L est une algebre de Lie filtree, son pe prolongement
normal (p > 0) est Γ algebre de Lie filtree LίPl qui est egale a L comme algebre
de Lie et dont la filtration est donnee par:

IX si k < -1 ,
= \ sik>0.

Si L est transitive, Lίpl Test aussi.
1.3. Corollaire. Soienί Lγ et L2 deux algebres de Lie filtrees et h: Lγ-^>L2

un homomorphisme surjectif d'algebres de Lie topologiques. Si L2 est transitive,
il existe un entier d > 0 tel que h(Ll+d) C L\ pour tout entier k.

Demonstration. Comme h est continu, il existe un entier d > 0 tel que
h(Lf) C L\. II suffit, done, d'appliquer proposition 1.2, 1) a h: L 1 [ d ] —• L2.

1.4. Corollaire. Soient LUL2 et L3 des algebres de Lie filtrees. Soient
μ: Lλ—>L2 et v\Lλ-*Lz des homomorphismes surjectifs d'algebres de Lie
filtrees. On suppose que L3 est transitive et que ker gr_2 μ c ker gr_x v. II existe
alors un homomorphisme surjectif d"algebres de Lie filtrees h: L2 —> L3 et un
seul, tel que h o μ = v.

Demonstration. La condition ker gr_j μ c ker gr_x v implique que μ~ι(L§
C v~ι(Ll). En particulier v(ker^) c LJ. Comme v est surjectif et que L3 est
transitive, on a, compte-tenu de 1.1, ker// c ker v. II existe done un homo-
morphisme surjectif d'algebres de Lie h: L2 —> L3, et un seul, tel que hoμ =
v. Comme μ~\Ll) C v~\LD, on a /ι(L§) c L\. Par suite, d'apres proposition
1.2, 1) h est un homomorphisme d'algebres de Lie filtrees.

1.5. Corollaire. Soit L une algebre de Lie filtree, transitive et complete. Si
h: L —> L est un homomorphisme d'algebres de Lie filtrees tel que gr_x h soit
bijectif, alors h est un automorphisme de L.

Demonstration. D'apres proposition 1.2, 2), h est injectif et par suite pour
tout k > 0 Γhomomorphisme hk: L/Lk —> L/Lk induit par h est injectif, done
bijectif. Puisque L est complete, ceci implique que h est surjectif. On a done
le resultat compte-tenu de proposition 1.2, 3).

Terminons cette section avec la propriete suivante:
1.6. Propriete. Soient L et M des algebres de Lie filtrees et h: L —> M un

homomorphisme continu d'algebres de Lie topologiques. Si L est complete,
alors h(L) est complete. En particulier h(L) est fermέ dans M.

Demonstration. En eίϊet L, muni de la topologie associee a sa filtration,
est lineairement compact (cf. [3, § 1]) done, h etant continu, h(L) est un sous-
espace lineairement compact, et par suite complet, de M.

2. Algebre de Lie des derivations sur une algebre de series formelles

On considere un espace vectoriel V de dimension finie et Γon note S(V*)
Γalgebre locale des series formelles a coefficients dans le dual F * de K. Soit
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), ou Jt s'il n'y a pas risque de confusion, Γ ideal maximal de S(V*) et
soit Jtk{y*) (ou Jtu) la ke puissance de Jί. Alors {Jtk} est une filtration
decroissante sur S(V*) et S(V*) muni de la topologie associee a cette filtration,
est une algebre topologique separee et complete.

Soit D(V) Valgebre de Lie des derivations de S(F*). Pour k > 1, soit Dk(V)
l'ensemble des X e D(V) tels que XJί C Jέk+\ Alors {Dfc(F)} est une filtration
decroissante sur D(V) et D(V) munie de cette filtration est une algebre de Lie
filtree acyclique et complete (i.e., complete pour la topologie associee a cette
filtration).

Si x e F, on note d/dx la derivation suivant le vecteur x, i.e., la derivation
de SiV*) definie par

a, ak e S*(V*) ^ Σ «iW«i άt ak e ak € S*"1^*) .

L'application x e K »-• 9/^Λ: € £>(F) nous permet d'identifier F a une sous-
algebre de Lie abelienne de D(V).

On a un isomorphisme d'espaces vectoriels de V ® *S(F*) sur D(F) defini
par:

Φ: x (x) / 6 F (g) S(F*) ^ / — 6 D(V) .

Au moyen de Φ, on transporte a F (x) S(V*) la structure d'algebre de Lie
filtree de D(V). Le crochet sur F (x) *S(F*) est alors donne par:

dx / \ dy

et la filtration:

fc+1 , k> - 1

Dans la suite F (x) S(F*) sera toujours suppose muni de cette structure. On
identifiera souvent les algebres de Lie filtrees D(V) et F ® 5(F*) au moyen
de Φ. Remarquons que grfcD(F) est ainsi identifie a V®Sk+1(V*); plus
precisement un element X € grfc D(F), sera identifie a Γelement:

xλ xk+1 € 5fc+1(F) i - [xk+1, [ , [x19X]. •]] € F

de
En vue d'applications en geometrie (cf. [8]), nous sommes amenes a carac-

teriser tous les automorphismes de Γalgebre de Lie filtree D(V) a Γaide des
automorphismes de Γalgebre filtree ι§(F*). Les resultats qui suivent, m'ont ete,
tres aimablement, communiques par Monsieur Alexandre A. M. Rodrigues.
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On note AutS(V*) (resp. Aut Z)(F)) le groupe des automorphismes de
Γalgebre filtree *S(F*) (resp. de Γalgebre de Lie filtree D(V)). On remarque
que si H e Aut S(V*)9 Γapplication:

H*: XzD{V) ^HoXoH-'eDiV)

appartient a Aut D(F). On se propose de montrer que tous les elements de
AutD(V) sont de cette forme.

Si H € Aut S(V*)9 on ecrira H = id^(F*} mod Jίk si H(f) — f € Jίk pour tout
feS(V*). On notera &k le sous-groupe des He Aut£(F*) tels que H =
id$(F , mod^# fc. De meme, si h € AutD(F), on ecrira h = id^^, modDfc(F),
si Λ(20 - Ĵ r <= Dfc(F) pour tout Z e D(V).

Pour Z € D(V), Xk (k > —1) designe sa composante homogene de degre
k, i.e., Xk eV ® Sk(V*) et X = X~ι + XQ + ••-. Si / z € A u t D ( F ) et Z e
D(V), on notera /zfc(Z) la composante homogene de degre k de h(X) — X.
Dire que h = id2)(F) mod Dfc(F) equivaut a dire que h~ι = 0, , /zfc-1 = 0.

2.1. Lemme. Soft A 6 AutD(F) ίel que h = idj,^ modZ)fc(F) (A: > 0).
Alors la restriction de hk a V est un cocycle et hk(X) = hk(X~ι) pour tout
XεD(V).

Demonstration. Soit X € D(V) et y € V. On a

D'autre part:

(Aα^y]))*"1 - \KX),h<y)γ-1 = \K\y\ + \X-\h*(yn + [hk(X),y] .

On en deduit:

(2.2) [X-\hk(y)]-[y,hk(X)] = 0 .

En supposant que X = X~ι G V, on a, en particulier:

(2.3) [X~\ hk(y)] - \y, hk(X~')] = 0

ce qui exprime que la restriction de hk a V est un cocycle. En comparant (2.2)
et (2.3) on a:

d'oύ, par transitivite, hk(X) = hk(X~ι).
2,4. Lemme. Sous les hypotheses de lemme 2.1, // existe H e &k+2 tel que

hoH^ = iάDiV)moάDk+1(V).
Demonstration. Notons aussi hk la restriction de hk a V. Comme hk e V

(x) 5 fc+1(F*) ® F* est un cocycle et que D(V) est acyclique, il existe φ e V (g)
Sfe+2(F*) tel que Afc = *fy>. Si Γon considere ^ comme application de F* dans
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S f c + 2(F*) et [x,φ], pour x e F, comme application de F * dans S f c + 1(F*), on a

Soit H Γextension a S(V*) de Γapplication:

α € F* ^ α + 9 ( α )

Un raisonnement simple montre que He ^ f c + 2 . Posons γ = hoH^. II resulte
de la construction de H et du fait que h = id2>(F) modl>*(7)> que γ =

mod D f c(F). On montre, par un calcul, que (H^{x))~ι = x et que
= —(d/dx)oφ = —hk(x) pour tout x e V. D'autre part, γk{x) =

hk(H*(x)) + (H^(x))k or, d'apres lemme 2.1 hk(H*(x)) = A H t f W ) " 1 ) ,
done 7*fc(jt) = 0 pour JC e F . En appliquant de nouveau lemme 2.1 on deduit
f = 0 i.e., r = ΊάD,V) modD f c + 1 (F).

2.5. Theoreme. Pour tout hεAutD(V), il existe H e Aut S(V*), et un
seul, ίel que h = H^.

Demonstration. Posons ψ — gr_x h et denotons ^* la transposee de ψ. Soit
Hι Γextension de φ* a S(V*). II resulte immediatement des definitions que
hoH1* = idD(V)modD°(V). Le lemme 2.2 affirme Γexistence d'une suite
H\ - ,Hk, - d'elements de AatS(V*), telle que Hfc e &k pour tout Λ et
que Ao(ff offo . . . o^*)^ = idZ)(F) mod Z)fc(F). Comme # f c 6 ^ f c , pour tout
k, la suite ^ o f f c - o ^ a u n e limite dans Aut S(V*). Soit H Γinverse de
cette limite. On verifie aisement que H repond a la question.

Soit Hf un autre automorphisme de S(V*) tel que h = H* et soit / e S(V*).
Si Z e D(F) on a /z(/Z) = H(f)h(X) = H'(f)-h(X). On en deduit que H(f) =
H'(f) et par s u i t e d = H'.

3. Algebres projetables

On considere un espace vectoriel F de dimension n + m. Soit K un sous-
espace de dimension m de F ; on note £(x) sS

f c(F) le sous-espace de Sk+1(V)
engendre par les tenseurs symetriques de la forme x1 xk+ί avec xλ^K.
Pour k > 0, soit Gk(K) (ou Gfc si aucune confusion n'est a craindre) le sous-
espace de F (g) 5 f c + 1(F*) des elements / tels que f(K <g), 5fe(F)) C X.

3.1. Lemme. Pour tout k > 0, on a pGk = G f c + 1 ow pGfc = Gk (x) F * Π
F (x) ^ f c + 2 (F*) ^ ί /̂  premier prolongement de Gk.

Demonstration. Si T ε V (x) 5 f c + 2(F*) et JC e F, on note Tx Γelement de
F(x)5 f c + 1(F*) defini par Tx(xx - - xk+1) = T(xλ - - xte+1 x). II est alors
immediat que T e Gk+1 si et seulement si Tx e Gk pour tout x e F , i.e., si et
seulement si T e pGk.

Une consequence de lemme 3.1 est que le sous-espace gradue F 0 (0 f c Gk)
de gr D{V) est en fait une sous-algebre de Lie graduee. On la notera G(K), ou
simplement G s'il n'y a pas de confusion possible.

On considere maintenant un espace vectoriel W de dimension n et une
application lineaire φ: V -> W dont le noyau est K. Soit Sk+ί(φ): Sk+1(V) ->
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Sk+\W) l 'extension de ψ a Sk+\V). Alors ker Sk+\ψ) = K ®s Sk(V). II s'ensuit
que si / e V® S f e + 1 (F*) , alors / e G fc si et seulement si, il existe feW®
Sk+\W*) tel que foSk+1(φ) = φof. Cette application / est necessairement
unique on la note φk(f). II est clair que nous avons ainsi defini une application
lineaire surjective φk de Gk sur W ® Sk+1(W*). La noyau de <pk est isomorphe
hK®Sk+\V*) done

(3.2) dim Gk = n dim Sk+\W*) + m dimSk+\V*) .

Considerons une base e19 , en+m de V telle que en+19 , en+m soit une
base de K; on notera e1, , e n + m la base duale. II est clair que les vecteurs
βι ® ejl ejk+1 avec 1 < / < n et 1 < j1 < < j k + 1 < n ou n < i < n
+ m et 1 < /Ί < < /fc+1 < π + m constituent une base de Gk.

Si Γon considere, de nouveau, un espace vectoriel W de dimension n et une
application lineaire φ: V —> W de noyau .K, posons ε̂  = ^(^i) (/ = 1, , ή).
Alors ε19 , εn est une base de JF; on notera ε\ , εn la base duale. On
remarque que:

φk{ei (x) ̂ -1 . ejk+1) = εt ® εh εjk+1

si 1 < i < « et 1 < /\ < < /fc+1 < « ,

f̂c(̂ i ® e^1 ejk+1) = 0

si w < i < n + m et 1 < /Ί < < j t e + 1 < n + m .

II en resulte que Γhomomorphisme gradue (φ,φ0, ,φk, •) de G sur
gr D(W) est un homomorphisme d'algebres de Lie graduees.

3.3, Lemme. La base e19 , en+m de V est quasi-rέguliere par rapport a
Go. En particulier Go est un sous-espace ίnvolutif de V (g) F * (cf. [6, pp. 29-
30]).

Demonstration. Pour ^ = 0, - - - ,n + m — 1 soit F * le sous-espace de F *
engendre par es+\ , en+m. Posons τ s = dim (Go Π F (x) F*). Pour ^ =
0, , n — 1 (resp. s = n, , n + m — 1) les vecteurs ^ ® β 7' avec 1 < /
< n et J < / < n ou n < i < n + m et ί < / < n + m (resp. « < / < « +
m et 5* < / < n + m) constituent une base de Go Π V (x) Vf on en deduit
que τs = n(n — s) + m(n + m — s) (resp. τ s = m(n + m — s)). On en deduit
que Σ τs = dim Gj (cf. (3.2)). On a done le resultat compte-tenu de lemme
3.1 et de la proposition 6.1 de [6].

Notons G le complete de G. Alors G est une sous-algebre de Lie plate de
D(V). En plus les lemmes 3.1 et 3.3 et un theoreme bien connu de Serre (cf.
[4] ou [9, proposition 4.6]) impliquent que G est acyclique. Pour tout homo-
morphisme φ: V —• W de noyau K, on note φ le prolongement par continuite
de (φ, φ09 , φk, •) a G. Alors φ est un homomorphisme surjectif d'algebres
de Lie filtrees de G sur D(W).

Soit L une sous-algebre de Lie transitive de D(V). Si K est un sous-espace
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de dimension m d e F invariant par gr 0L, alors g r L c G(K). Onnotera/T O(L)
Γ ensemble des sous-espaces K de dimension m de F qui sont invariants par
gr0 L et tels que Γinclusion F Θ gr0 L —> V Θ G0(iO soit un homomorphisme
d'algebres de Lie tronquees de Tr L = (F, gr0 L, ω(L)) dans Tr G(K) =
( F , G0CK),0). Cette derniere condition signifie que z*ω(L) = 0 (cf. appendice
II), i.e., si τ est la torsion d'une connexion de L alors τ appartient a Γimage
de d dans le complexe:

0 > Gλ(K) • G0(K) <8> F * - ^ > F (x) Λ2F* > 0 .

Le lemme suivant determine cette image.
3.4. Lemme. Uimage de d: G0(K) (x) F * -> F (x) A2V* est έgale au sous-

espace vectoriel Sf de V (x) Λ2V* forme des elements S tels que S{Λ2K) C K.
Demonstration. L'inclusion Imd (Z <9* est immediate. D'autre part, on a

dim Im d = dim G0(K) ® F * - dim Ker d. Or Ker d = pG0(K) compte tenu
de lemme 3.1 et (3.2) un calcul montre que dim Im d = dim <?, done Im d = £f.

Pour une autre caracterisation de Γensemble Im(L) on aura besoin du lemme
suivant:

3.5. Lemme. Soit W un espace vectoriel de dimension n et φ: V —» W une
application linέaire surjective. On munit gr D(W) de la structure de V-module
associέe a φ. Considerons son deuxieme complexe de Spencer:

0 — * W (x) 52(PF*) > W (x) W* (x) F * -^-> W ® ΛW* > 0 .

Alors Γimage de d: W (x) W* ® F * -> W ® ^ί 2F* ejί egαte αw sous-espace ?Γ
de W' (x) ^(2F* /ormβ d^j elements T tels que T(Λ2K) = 0 oύ K = Keτ ψ.

Demonstration. II est clair que I m ί ί c J . On a, d'autre part

H'W, grD(W)) = H2>°(V, gr D(W)) = 0

done dim ker d = dim W (x) S2(W*) par suite

dim Im d = dim W (g) JF* (x) F * - dim ίF (x) S2(JF*) .

Par ailleurs, dim F — dim ίF. codim Λ2K. En eίϊectuant les calculs on trouve

dim Im d = Dim $* done Im d — J' .

En conservant les notations precedentes on a:
3.6. Proposition. Soit K un sous-espace de dimension m de F, invariant

par gr0 L. Les conditions suivantes sont έquivalentes:
1) KeIm(L),
2) pour tout homomorphisme surjectif ψ: V —> W de noyau K, (φ,φ): V

0 gr0 L -> W φ W (x) W*9 oύ φ est la restriction de <p0: G0(K) -> W (g) W* a
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gr0 L, est un homomorphίsme d'algebres de Lie ίronquέes de Tr L =
(F, gr0 L, ω(L)) dans Tr D(W) = {W,W®W*,ΰ).

Cette proposition est une consequence immediate des lemmes 3.4 et 3.5.
On en deduit:

3.7. Proposition. Soit L une sous-algebre de Lie transitive de D(V). Les
conditions suivantes sont έquivalentes:

1) Pour tout espace vectoriel W de dimension n il existe un homomor-
phisme d'algebres de Lie filtrέes h: L-+D(W), tel que h(L) soit une sous-
algebre transitive de D(W).

2) Pour tout espace vectoriel W de dimension n il existe un homomor-
phisme d'algebres de Lie tronquέes (φ,φ): TrL —> Tr D(W) tel que ψ\ V —»
W soit surjectif.

3) Im(L)Φ0.
4) // existe un sous-espace K, de dimension m, de V et j e Aut D(V) tel

que gr / = id et que j(L) C G(K).
Demonstration. Le fait que 1) implique 2) est immediat. Si Γon admet 2)

alors il est clair que, pour un tel homomorphisme (φ,φ),KeτφeIm(L).
Supposons maintenant que 3) soit vraie. Prenons K e Im(L) Γexistence de
7 e AutD(F) satisfaisant 4) resulte du corollaire 3.6 de [7] et du theoreme 1
de [5] compte tenu de Γacyclicite de G(K) et de D(V). Pour terminer admettons
4) et montrons 1). Soit φ\ V —• W une application lineaire surjective de noyau
K alors la restriction h de φ o / a L satisfait 1).

3.8. Definition. Une sous-algebre transitive L de D(V) est dite n-projetable
si elle satisfait a une des quatre conditions equivalentes de proposition 3.7. On
notera πn(V) Γensemble des sous-algebres n-projetables de D(V). Si L e πn(V),
un homomorphisme h satisfaisant a la condition 1) de proposition 3.7 est dit
une projection.

II est clair que si K est un sous-espace de dimension m de V, alors G(K) e
πn(V). En plus, on a le resultat suivant, dont la verification est immediate.

3.9. Lemme. Solent K et K! des sous-espaces de dimension m de V et f
un automorphisme de V tel que f(K) = K!. Si F est Γextension de f a D(V)
on a F(G(K)) = G(K').

De lemme 3.9 et corollaire 1.5, on deduit:
3.10. Proposition. Pour tout sous-espace de dimension m de V, G(K) est

un element maximal de πn(V). Inversement, si P est un έlέment maximal de
πn(V), Im(P) est rέduit a un seul έlέment si K est cet έlέment il existe
j ζ Aut D(V) tel que gr / = id et que j(P) = G(K).

On notera 7r^ax(F) Γensemble des elements maximaux de πn(V). On se
propose de caracteriser Γensemble πf^iV, L) des elements de π™x(V) con-
tenant un element donne L e πn(V). On montre d'abord:

3.11. Lemme. Solent M et P des sous-algebres transitives de D(V) telles
que gr0M c gr0 P et que M Π P soit une sous-algebre transitive de D(V).
Alors si W\P) = 0 pour tout i> 1 on a M c P.



460 ALEXIS PETITJEAN

Demonstration. Posons N = M Π P. Par hypothese N est transitive, done
M/M1 = N/N1 + gr 0 M et P/P1 = iV/N1 + gr 0 P. II en resulte que M/M1 C
P/P 1. D'apres le theoreme 1 de [5] il existe un unique homomorphisme injectif
d'algebres de Lie filtrees zΊ: M-+P qui prolonge les inclusions N —> P et
M/M1 —• P/P 1. D'apres le meme theoreme il existe i2 € Aut D(F) et un seul
qui prolonge iλ. Or i2 est aussi un prolongement de Γinclusion N —> D(F).
Compte tenu de l'unicite de ces prolongements, on a /2 = id, done M c P.

3.12 Proposition. 5(9// L € τrn(F). Powr fow/ K e Im(L) il existe un unique
element, note P(L,K), de π™*(V,L) tel que gr0 P(L,JQ = G0(K). Inverse-
ment, pour tout P € π™*(V, L) Γunique element K de Im(P) appartient a /m(L)
etP = P(L,K).

Demonstration. On a deja remarque que pour tout K € Im (L) il existe
/ € AutD(F) tel que gr / = id et que /(L) C G(K). L'algebre de Lie P =
rKGiK)) appartient a ^ a x ( F , L ) etgr 0P = G0(K). L'unicite de P, satisfaisant
a ces conditions resulte de lemme 3.11. La reciproque est immediate.

4. Projections et theoremes de prolongement

On conserve ici les donnees et notations de la section anterieure. On se
donne en plus un espace vectoriel W de dimension n. Rappelons que si K est
un sous-espace de dimension m de V et si φ: V —> W est une application
lineaire de noyau K, alors ψ induit un homomorphisme surjectif d'algebres de
Lie filtrees φ: G(K) -> D(W).

4.1. Proposition. Soit Leπn(V) et soit h: L —• D(W) une projection.
Posons gr_x h = <p et Ker ψ = K. 11 existe alors j € Aut D(V) tel que gr / = id
et que j(L) C G(K). Pour chaque tel j , il existe μ e KvXD(W), et un seul, tel
que φoj = μoh.

Demonstration. On remarque que KeIm(L). L'existence de / resulte de
proposition 3.12 et de proposition 3.10. Pour chaque tel / on a gΓj (φoj) =
gτ_1h; l'existence et unicite de μ est alors une consequence de 1.4 et du
theoreme 1 de [5],

4.2. Corollaire. Si P e ττ^ax(F), toute projection h: P -> D(W) est
surjective.

4.3. Proposition. Soient P, F e πTW) et h: P-> D(W), h!': F -> D(W)
des projections. II existe λ € AutD(F) tel que λ(P) = F. Pour chaque tel λ il
existe μ € AutD(W) et un seul tel que h!ol — μoh.

Demonstration. Soient K et K! les elements de /TO(P) et Im(F) respective-
ment. Soient j , f et F des automorphismes de D(V) tels que gr / = gr f = id,
y(P) = G(K), j'(P') = G(Kf) QtF(G(K)) = G{Kf) (cf. lemme 3.9 et proposition
3.10). On peut prendre λ = (Π'^Foj.

On considere maintenant un tel λ. Comme K et K! sont les seuls sous-espaces
de dimension m d e F laisses invariants par gr0 P et gr0 P

f respectivement, on
a necessairement K = Ker gτ_ι h, K! = Ker gr_1 h et gr_x λ(K) — K! par suite
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Kergr_j (h'oj) = Keτgτ_1h. L'existence et unicite de μ resulte alors de
corollaire 1.4 et de corollaire 4.2.

On en deduit le theoreme de prolongement suivant qui est, d'une certaine
maniere, une generalisation du theoreme 1 de [5].

4.4. Corollaire. Soit Leπn(V) et soit h: L —> D(W) une projection. II
existe P € τr™ax(F) et une projection h: P —> D(W) verifiant:

1) PZDL,

2) h est la restriction de h a L.
En plus le couple (P, h) satisfaisant 1) et 2) est unique.
Demonstration. Posons gr_1 h = φ et Ker φ = K. D'apres proposition 4.1

il existe / e Aut D(V) et μ e Aut D(W) tels que j(L) c G(K) ctqueφoj = μo h.
Posons P = j-^GiK)) et A = μ^oφoj: P -+ D(W). II est clair que le couple
(P, h) satisfait aux conditions 1) et 2).

Pour montrer Γunicite de (P, h) on remarque d'abord que K e 7m(P) done
e'est son unique element (cf. proposition 3.10). D'apres proposition 3.12 on
a P = P(L,K). Si h' est un autre prolongement de h a P, il existe, d'apres
proposition 4.3, ξ e Aut D(JF) et un seul tel que h! = f o A. La restriction de
f a h(L) est Γinclusion de /z(L) dans D{W). Comme h{L) est une sous-algebre
transitive de D(W), le theoreme 1 de [5] affirme que ξ = id, done h ~ h'.

Pour terminer ce travail on montrera un theoreme de prolongement d'homo-
morphismes d'algebres de Lie tronquees qui generalise le corollaire 3.6 de [7].

4.5. Theoreme. Soient L et M des sous-algebres de Lie transitives de D(V)
et D(W) respectivement. On suppose quΊl existe un homomorphisme d'algebres
de Lie tronquees (<p,φ): Tr L —> Tr M avec φ surjectίve (ce qui implique
L e πn(V)). Si M est 2-acyclique et complete, il existe un prolongement h: L
—> M de (φ, ψ). En plus deux prolongements de (φ, ψ) different par un automor-
phisme de D(W) qui preserve M.

Demonstration. On peut considerer (φ, φ) comme homomorphisme de Tr L
dans ΎT D(W). Posons K = Ker φ. Alors K e 7m(L), d'apres proposition 3.6
done il existe / € AutD(V) tel que gr / = id et j(L) c G(K). Posons Mf =
ψ(j(L)). Alors M est une sous-algebre transitive de D(W) et gr0M

/ C gr0M.
Soit (/, 7): W 0 gr0 M

r —> W 0 gr0 M Γinclusion. Considerons le deuxieme
complexe de Spencer de gr M muni de la structure de F-module deίinie au
moyen de ψ:

0 > grx M > gr0 M ® F * -^-> PF (x) ^ 2 F * > 0 .

Par hypothese, on a ^*ω(L) = φ^ω(M), i.e., si σ et r sont les torsions de deux

connexions de L et M respectivement, on a τo Λ2ψ — φoσ = df oύ / € g r 0 M
(x) F*. Soit maintenant

gr0 M
7 (x) F
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le deuxieme complexe de Spencer du F-module grM'. On a φ*ω(L) =
φ^ω(M'), i.e., si τf est la torsion d'une connexion de M', o n a r ' o Λ2φ — φoτ
= άf oύ f e gr0 M' (x) F * c gr0 M <g> F * . II en resulte que τoA2φ-τΌ Λ2φ
= d(f — f ) . Soit x <= X et y e V on a (τ o Λfy - τf o Λ2φ)(x, y) = 0 et
[p*, (/ - f)G0] - 0 done [φy, (/ - f)(*)] = 0 d'oύ, par transitivite (/ - f)(x)
= 0. II s'ensuit que K C Ker (/ — f) et par suite il existe g egτQM®W* tel
que / — f — goφ. On a done τoyl2^ — r7 oΛ2ψ = dgo^ί2^, d'oύ, ^fy etant
surjective, τ — τr = J^, i.e., i*ω(M') = /^ωCM), done (/, 7) est un homomor-
phisme d'algebres de Lie tronquees de TτM' dans T r M . Comme M est 2-
acyclique, le corollaire 3.6 de [7] entraίne Γexistence d'un prolongement
injectif v: M —• M de (/, 7). Alors /* = v o ̂  o / est un prolongement de (φ, φ).

Soit h! un autre prolongement de (φ,φ). II est clair que h et h! sont des
projections. Soient h et A' les prolongements de h et /z7, respectivement, a
P = P(L,K), (cf. corollaire 4.4). D'apres proposition 4.3, il existe μ €
AutD(W0 et un seul tel que h! — μo h. On a necessairement gr μ = id done
/̂ : /z(L) —> M est un prolongement de Γinclusion W 0 gr0 h{L) —> PF 0 gr0 M.
La deuxieme partie du corollaire 3.6 de [7] implique alors que μ(M) = M.

5. Appendices

5.1. Cohomologie de F-moduIes. Soit V un espace vectoriel de dimension
finie. Un F-module gradue (geometrique) est un espace vectoriel gradue M =
®q<zZMq muni d'une application bilineaire (x, m) e V X M—>xm € M verifiant:

1) x(ym) = y(xm) pour tous x,y eV et tout m e M,
2) V'Mq a Mq_λ pour tout # e Z,
3) Mα = 0 si q < - 2 .
SoitM un F-module gradue; on pose Cq+1>n(V,M) = Uom(ΛnV,Mq) et

C(F, M) = 0 n ( 0 , C*+ 1 'n(F, M)). On dέfinit l'operateur d: C(V, M) ->
C(V, M) par

(F, M)-+dfe C Q ' W + 1 (F, M) ,

! Λ Λ Λn+1) = Σ ^ - D ^ ^ / U i Λ - Λ Xi A - Λ * n + 1 ) .
ΐ = l

On montre que dod = 0. Pour tout q on a done un complexe ((<? + l ) e com-
plexe de Spencer du F-module M):

0 • C^+1'°(F, M) - ^ > C' ^K, M) - ^ > ^> c«- f c ' f e + 1(F, M) • .

dont on notera Hq-k>k+1(V,M) la cohomologie en C«- f c ' f c + 1(F,M).
Pour tout entier n > 0 o n note in(V9 M) le plus petit entier positif ou nul,

s'il existe, tel que Hί+1^(V,M) = 0 pour / = 0, ,n et i >in(V,M). Si
in(V,M) = 0, on dira que M est un F-module π-acyclique. Si in(V,M) = 0
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pour tout n,M sera dit acyclique. Au lieu de O-acyclique on dira souvent
transitif.

On montre (cf. [7]) que si M est transitif alors pour tout entier n, in(V, M)
existe.

Si U est un autre espace vectoriel de dimension finie et φ: U —> V une
application lineaire, on peut munir M d'une structure de £/-module en defi-
nissant la loi d'operation de U sur M comme suit: (x, m) e U X M >-> φ{x)m
€ M. On peut montrer que si φ est surjective, on a in(U, M) = ίn(V, M) pour

tout n > 0 (cf. [7] et [5, lemme 1]).
Soit G = ®k£Z Gk une algebre de Lie graduee geometrique (i.e., Gk = 0 si k

< — 2). On peut considerer G comme G_Γmodule, la loi bilineaire G_x X G
—> G etant le crochet. La cohomologie du G.i-module G est la cohomologie
de Spencer de G. La cohomologie de Spencer d'une algebre de Lie filtree
geometrique L, est la cohomologie de Spencer de Γ algebre de Lie graduee
associee. On posera HίJ(L) — W^igτ^ L, gr L).

5.2. Homomorphismes d'algebres de Lie tronquees. Soient Lx et L2 deux
algebres de Lie filtrees. Posons Vλ = gτ_ι Lλ et V2 = gr_x L2. Alors Vx Θ gr0 Lx

et V2 0 gr_! L2 sont des sous-algebres de Lie graduees de gr Lλ et gr L2

respectivement.
Soit (φ, ψ): Vx 0 gr0 Lλ -+ V2 0 gr0 L2 un homomorphisme d'algebres de Lie

graduees. On considere les homomorphismes:

ae VX®A2V* ^φoae V2®Λ2V* , β € V2 ® Λ2Vf ^ β0Λ
2φ e V2 ® Λ2V* ,

qui induisent les homomorphismes:

φ*: fl°.Ui) -> H^(VU V2 0 gr0 L2) , φ*: #°>2(L2) - ^° ' 2 (F 1 ? F 2 © gr0 L2)

respectivement, oύ ^ ^ ( F Ί , V2 0 gr0L2) est le groupe de cohomologie, de bi-
degre (0,2) de V2 © gr0 L2, muni de la structure de P^-module definie au
moyen de φ.

Definition. On dira que (φ, φ) est un homomorphisme de Tr Lx =
(F 1 ? gr0 L^ωiLJ) dans T r L 2 = (F 2 , gr0L2,ω(L2)) si φ*ω(L1) = p#ω(L2). On
dira que (̂ ?, 0 est rc-acyclique (resp. acyclique) si le FΓmodule gr L2 est n-
acyclique (resp. acyclique).

Si h: LX—>L2 est un homomorphisme d'algebres de Lie filtrees, on montre
facilement que (gr_x h, gr0 h) est un homomorphisme d'algebres de Lie tron-
quees de Tr Lx dans Tr L2. On dit que (gr_x h, gr0 h) est induit par h ou que h
est un prolongement de (gr_x Λ, gr0 h).

6. Notations

{L*}^.! : filtration d'une algebre de Lie filtree L
grk L : noyau de Γepimorphisme canonique: L/Lk —> LILk~ι
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gr L = 0 grfc L :
gτh = (gr^λ,

hk\ L/Lk

p*(k> - 1 )
Lm (p > 0)

Jί{V) ou Jί

ω(L)
= (gr_1L,

P(L,K)

algebre de Lie graduee associee a L

, gTfcA, •••)• homomorphisme graduee induit par un

homomorphisme filtre h

M/Mk: homomorphisme induit par un homomorphisme filtre

h: L->M
projection de L sur L/Lk+1 ou de Lk sur gτk L

pe prolongement normal d'une algebre de Lie filtree L (cf.

p. 453)

algebre des series formelles a coefficients dans un espace

vectoriel V

ideal maximal de S(V)

ke puissance de Jίiy)

algebre de Lie filtree des derivations de S(V*)

filtration de D(V)

groupe des automorphismes de Γ algebre filtree S(V)

groupe des automorphismes de Γalgebre de Lie filtree D(V)

cf. § 3

cf. §3

cf. § 3

tenseur de structure d'une algebre de Lie filtree L

gr0 L, ω(L)): premiere algebre de Lie tronquee de L

cf. definition 3.8

L): cf. § 3 et proposition 3.12

cf. § 3 et lemme 3.4

cf. proposition 3.12
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