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CARACTERISATION DES VARIETES A COURBURES
SECTIONNELLES HOLOMORPHES
GENERALISEES CONSTANTES

A. M. NAVEIRA

Parmi les résultats qui relient les propriétés de la courbure d’une vari€té
riemannienne avec la topologie de cette variété on peut signaler ceux de Chern
[2] et Thorpe [7], [9] relatifs & ’annulation de certaines classes de Pontrjagin
des variétés de Riemann a courbures sectionnelles d’un ordre fixe constant.

Les courbures sectionnelles holomorphes sont des invariants plus faibles
que les courbures sectionnelles réelles. Si la courbure sectionnelle holomorphe
d’ordre 2 est constante, on connait une formule simple pour sa forme courbure
[6] mais les courbures sectionnelles holomorphes d’ordre p ne semblent pas
avoir été étudiées.

Dans la seconde section de cet article on résoud une conjecture indiquée
par Gray [5] que nous nous étions posée avant de connaitre le dit article. On
donne une caractérisation de la forme courbure sectionnelle holomorphe
d’ordre p constant en fonction de la forme courbure généralisée complexe et
finalement, on déduit des propriétés sur les classes de Chern des variétés a
courbure sectionnelle holomorphe d’ordre 2 constant.

Dans la premicre partie, en suivant une méthode différente de celle employée
par Thorpe [7] on fait une exposition de certaines propriétés des courbures
sectionnelles réelles, que nous utilisons dans § 2.

L’auteur veut exprimer sa reconnaissance aux Professeurs M. Berger, R.
Deheuvels et A. Lichnerowicz pour leurs conseils et leur encouragement dans
la réalisation de cet article.

1. Tous les objets géométriques seront de classe C*. M indiquera une
variété riemannienne n-dimensionnelle, paracompacte et connexe; F(M) le
fibré O(n)-principal des réperes orthonormaux sur M. Pour tout entier pair
p < n, G,(M) indique la grassmannienne de p-vecteurs tangents.

Sur F(M) existent les 1-formes 6,1 < i,j < ... < n définies par §i(v) =
g(”*v,fi)’ ouve TzF(M)a II: F(M) - Ma Z = (xa fl, v ',fn)'

Pour chaque p-vecteur P e G,(M), soit K(P) sa courbure de Lipschitz-
Killing. K est une fonction a valeurs réelles sur G,(M) que I'on définit comme
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la p-iéme courbure sectionnelle de M. En fonction de R, tenseur courbure de
la variété, K(P) s’exprime par:

1
P e(a)e(‘B)R(ua(l)7 Uy(2)s ”ﬂ(l)uﬂ(z)) te

KP)=——
( ) 2p/2p! a,BESp

* R(Uop1y Uaizys Upcp-1> Usc) >

ol uj, - - -, U, est une base orthonormale quelconque de P, S, le groupe des
permutations et e(«) la signature de «.
Sil<i,---,i, < n, on définit la forme courbure généralisée [7]:
1 ..
Wil...ip = ——' Z 5(1, ])‘lej2 N - A .ij_le 5
pl @
ou £ = (£2,;) est la forme courbure ordinaire.
Si R représente le tenseur courbure de M, pour chaque entier pair p > 0,

on définit le p-iéme tenseur courbure R, comme le champ tensoriel covariant
d’ordre 2p

Rp(ul’ T, Up, Uy, "',”l)p)_—‘

L > s

292p | o,
“R(Uo1ys Uaays Votys V) +  RUaip_1ys Uamys Vpponys Vpipy)
Yu,v;e TM) .

Proposition 1. Si R, et T, sont deux tenseurs de courbure [9] tels que
Rp(v“ Ce e Uy, Uy, - .,pp) — Tp('y‘, e Uy, Uy, - .,vp)

vv, e T(M), alors R, = T,.
La démonstration résulte d’'une méthode d’induction.
Corollaire 1. Si R, est le tenseur courbure généralisé, et

K(P) = R,(uy, - -+, Up, Uy, - - -, Up) = constante ¢

pour tous les p-vecteurs engendrés par u,, - - -, U,, orthonormaux, alors R, =
cR;,.
En utilisant la seconde identité de Bianchi généralisée, on déduit
Proposition 2. Si M est une variété de Riemann connexe de tenseur métri-
que g et tenseur de Ricci généralisé

S(Xla M '7Xsa Yl’ MY Ys) =12 Z E(T)e(ﬁ)g(Xr(l)’ YJ(I))' * 'g(Xr(s)’ Yﬂ(s)) )

7,0€S8s

ou A est une fonction sur M, alors A est nécessairement constante pour n =
dimM > p = 2s.
En utilisant une méthode classique, on prouve
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Théoréme 1. Soit M une variété de Riemann connexe de dimension n >
p + 1, p pair. Si la courbure sectionnelle K(P) d’ordre p est constante en

chaque point, alors M est une variété a courbure sectionnelle d’ordre p con-
Stante.

Corollaire 2. Si M est une variété de Riemann avec p-iéme courbure sec-
tionnelle constante K, alors le tenseur de courbure généralisé est donné par

1
K
Ty a’éspe(a)e(ﬁ)
{8(Waqrys V51))8 Uiy Vo) — 8Warys V51))8(Uarys V) - -

A8 Waip-1ys Vop-1)8Uaipys Vi) — 8Waipys Vop-1)8Uaip—1y> Vsp)} -

Rp(ula ""up’vu "'svp) ==

Remarque 1. Le théoréme 1 a été prouvé par Thorpe [7] en utilisant une
méthode différente. En partant du corollaire 2, on peut obtenir de fagon trés
facile en fonction de la forme courbure généralisée la caractérisation des cour-
bures sectionnelles constantes [7].

2. Soit M une variété kihlerienne de dimension complexe n. Dans la suite
nous utilisons les notations de [6, Chapitre IX]. Ainsi ,on peut définir la forme
courbure généralisée

28

P, = (<D 2 @B A e AT

oul < iy jy < n, et (Th) = (2% + 2%, ;) est la forme courbure complexe.
Considérons maintenant I’application 2p-lineaire, p = 2s,

R,: T(M) X --- X T(M) — R

~~

2p

qui satisfait aux conditions:
i) alternée dans ses 2s premiers arguments,
ii) alternée dans ses 2s derniers arguments,

iili) invariante en changeant entre eux les 2s premiers arguments avec les
2s derniers,

iV) Rp(JXM tt "JXZS’ X28+1’ v ':X4s)

- Rp(XI’ M "Xz.wJXZsHa . ‘;JX43) = Rp(XI, b ‘3X4s) 5
v) AltR,=0.

Remarque 2. En notation, nous représentons
X=(X19"‘7X¢)’ JX:(JXla"';JXa)~

Proposition 3. Soient R, et T, deux applciations 4s-lineaires qui satisfont
aux propriétés 1)—v). Alors R, = T, si

R,(X,JX,X,JX) =T,(X,JX,X,]X) .
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On montre cette propriété en utilisant la méthode d’induction et la proposi-
tion 1.
Maintenant soit g un produit scalaire hermitien. Nous définissons:

28(;) 1. 2, (@D
A8Xoaitys Z51))8X a2ys Zp2) — 8Xotys Z5))8( X atys Zsry)
+ 8(X.01), I Z51))8(X s I Z52) — 8(Xaitys IZ52)8(X aiys I Z5ry)
+ 28X 1), IX 3))8(Zs1, I Z )} - - -
{8 Xap—1> Zsip V8 X apy» Zppy) — 8Xaio-1> Z5 )8 X aerrs Zoip—1y)
+ 8Xaip-10IZ3p-1)8X ety T ) — 8 X aip—1y> I Z5())8 X a0y I Z 1))
+ 28X ep-1y> IX )8 Zsp 1) I Z ()} -

R;(Xla "':Xp’Zla ”';Zp) =

Evidemment, R/, vérifie les propriétés i)-v).

Comme on sait, la courbure sectionnelle holmorphe d’ordre 2s d’une variété
kahlerienne M du 2s-vecteur holomorphe P determiné par (X, ---,X,,
JX,, ---,JX,) est donnée par

K(P) = Rp(Xl, N "5Xs>JX13 ° ')JXs)XU ° ',Xs9JX1, i '3JXs) s

ol X; e T(M) font partie d’une base orthonormale.

En conséquence de la proposition 2 on a le

Corollaire 3. Soit R, une application 4s-linéaire qui vérifie i)—v). Si K(P)
= constante c, pour tous les 2s-vecteurs P, invariants par I, alors R, = cR;,.

Evidemment, si M est une variété k#hlerienne, dans un systetme de coordon-
nées complexes (z%, Z%) avec Z, = 9/9z* et Z, = /07" orthonormaux, on peut
écrire le tenseur de Ricci généralisé:

S(Xi’ c '9Xs5 Yl, .t ',Ys)
= i Rp(Zal) e, Z

ag, e ,as=1

Xia"',XmZ ‘,Za,,Y1,"'>Ys)~

ag? TR

Théoréme 2. Soit M une variété kiihlerienne connexe de dimension com-
plexe n > p = 2s. Si la courbure sectionnelle holomorphe K d’ordre p dépend
seulement de x € M, alors M est une variété kihlerienne de courbure section-
nelle holomorphe d’ordre p constante.

Démonstration. Puisque R, = KR/, K fonction sur M, par la proposition
2 il suffit de prouver que

S(Xi, i ’9X39 YI’ M) Ys)
=cK ¥ e()e@sXrm Yiy) - -8 X555 Yes)

7,0€8s

ou c¢ est une constante déterminée.
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Mais en utilisant les propriétés du tenseur courbure complexe
Rp(X1> o "Xs’ Yi7 M) Ysazl' * ~,Zs, Wia ° 'aWs) on a

S(Xi9 "”XS7 Yla "'aYs)

:Kcl i R,(Zala M Zas,Xi, "'9Xs,Za—" "')ZE;,, Y19 "'3Y3)

ag, e, as=1

=Ke, 3 Y e@eb)e(0)eld)

at,++,a5=1 a,b,¢,d€S;

: ];[ {g(zawﬂ)’ c(aﬁ))g(Xw)’ Yip) + g(zaozﬁw b(ﬂ))g(zcm,;)’ Yy}
=Kcg 30 20 ﬂ {5::‘5))3(Xb<5>’ Yii) + 8Zatag> X5)8(Zetays Yao)} »

ou ¢; sont des constantes déterminées. Finalement, on montre aisement que
8(Zaaps Xs@)8(Zitapys Y asy) est un multiple de g(X55;5, Yacs)-

Proposmon 4. Le tenseur de courbure généralisé d’une variété kihler-
ienne a p-iéme courbure sectionnelle holomorphe constante K peut s’écrire:

Rp(Xi,’ ° X’L;7le7 s Xh’Xkl, "'7ch‘,7XL—p "':XZ;)

= Kc(— 1)¢ e(a)e(b)e(c)e(d)

a,b,c,d€Ss
.ﬂl:[l{g(Xa,(ip), Xm)g(Xm,Xc(kﬂ)) —l— g(Xa(iﬁ),Xm)g(Xc(kﬂ),Xm)} .

La proposition suivante caractérise les courbures sectionnelles holomorphes
constantes et correspond dans le cas complexe au théoréme 5.1 de Thorpe [7].

Proposition 5. Si M est une variété kihlerienne a p-iéme courbure sec-
tionnelle holomorphe constante K, alors la forme courbure généralisée est don-
née par

iy, = (‘27 KisUgh A oo NG AN o A G

HE=DEETE DA e A g A g

¢Zk+1 e ¢Za ¢]1 AN q_sjk—-l
A G N G N o AGI 4
-+ 53.11. . .5§,§21;1 ¢11 A - A ¢z, A q_sll A - /\92—51,} .

Démonstration. Puisque
wf,‘ @]: = le “Fstreeiskyeckglie L.¢ ANERERIVAN ¢ks A ?_Sll JANEERIVAN ‘ZL’ >

il suffit de choisir le repére (Z,, - -+, Z,, Z,, - - -, Z,) orthonormal et d’appli-
quer la proposition 4.
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Théoréme 3. Si M est une variété kihlerienne a courbure sectionnelle
holomorphe constante K, alors les classes de Chern C,(M) sont engendrées
par C,(M).

Démonstration. Puisque

CM) = {Tr¥} = K + D{5 ¢ A §)

de I'expresion particulicre de la forme courbure, on déduit (Prop. 5)
CM) ={Tr(T N ¥)} =C,M)-C,(M) .
Supposons maintenant que
CM) = (n + D' {C(MY ,
du fait que
TN ANC=FN---NOANT.

~ ~—
s+1 8

Prenant la trace, on déduit
Cs+1(M) = (n + 1)—3{C1(M)}s+1 .

Remarque 3. Le résultat du théoréme 3 est évident dans le cas positif ou
nul, car il est classique alors qu’il s’agit ou de variétés plats ou du projectif
complexe.
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