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VARIETES KAHLERIENNES A PREMIERE CLASSE DE
CHERN NON NEGATIVE ET VARIETES RIEMANNIENNES

A COURBURE DE RICCI GENERALISEE
NON NEGATIVE

ANDRE LICHNEROWICZ

Introduction

Le present article est divise en deux parties: Γune (Chap. I a V) est con-
sacree aux varietes kahleriennes compactes a premiere classe de Chern Cλ non
negative, Γautre (Chap. VI a VIII) aux varietes riemanniennes compactes a
tenseur C (voir formule (20-10)) non negatif. L'un de ses buts est d'explorer
Γanalogie existant entre Γetude des applications holomorphes d'une variete
kahlerienne compacte dans un tore complexe et celle des applications harmoni-
ques d'une variete riemannienne compacte dans un tore reel. On notera que
C = 0 entraine la nullite du tenseur de Ricci R de la variete riemannienne
envisagee (voir [15] a).

Les principaux resultats de la premiere partie sont enonces dans les theore-
mes des § 13 et § 16. Certains de ces resultats apparaissent dans [14] et [15] b.
Le § 15 tire son importance d'une conjecture qu'il nous faut enoncer: conside-
rons une variete kahlerienne compacte de structure complexe fixee, de 2-forme
fondamentale F. Faisons varier cette 2-forme dans sa classe de cohomologie
reelle; si nous introduisons Γ integrate du carre du tenseur de Ricci (ou celle
du carre de la courbure scalaire), les equations d'Euler correspondantes expri-
ment que d'(TrR) deίinit une transformation infinitesimale holomorphe. C'est
pourquoi il est possible d'emettre la conjecture suivante.
(C) Sur toute variete kahlerienne compacte, il existe une structure kahlerienne
telle que d'(Tr R) definisse une transformation infinitesimale holomorphe.

Si cette conjecture, que j'ai enoncee il y a une dizaine d'annees, etait exacte
les resultats du § 16 seraient valables pour toute variete kahlerienne compacte
a Cx > 0 (voir aussi [5]).

Les principaux resultats de la seconde partie sont enonces dans les theoremes
du § 23 (qui correspondent a Γanalogie enoncee) et dans ceux des § 26 et 27
qui constituent, en un certain sens, une extension de resultats de Cheeger-
Gromoll. On peut en deduire un theoreme concernant la simple connexite de
certaines varietes kahleriennes.

Communicated October 23, 1970.
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Dans un but de simplicite, on a regroupe dans les Chapitres I, II et IV les
notations, formules et rappels utilises. Je tiens a remercier Y. Matsushima et
D. Gromoll pour d'interessants echanges de vues.

I. VARIETES COMPLEXES

1. Definitions concernant les varietes complexes

a) Soit W une variete complexe connexe de dimension reelle 2n. Un systeme
de coordonnees complexes est deίini sur un domaine U de W par φΌ: zeU
—> {za} e Cn (a, β, tout indice grec = 1, 2, , ή). Nous posons zs — V (a, ~β,
••• —n + 1, •••, 2ή). Sur Γintersection U Π V des domaines de deux systemes
de coordonnees complexes, les coordonnees {za} du point z dans U sont des
fonctions holomorphes, a jacobien ]% Φ 0, des coordonnees complexes du
meme point z dans V. Nous notons βiβ1 — —Id.) Γoperateur de structure
complexe sur les vecteurs, elements de Γespace vectoriel tangent Tz ou de son
complexifie Ί\. Si Sc

z et Sc

z sont les deux sous-espaces propres de /z correspon-
dant aux valeurs propres i et —/, on a:

Tz = Sc

z Θ Si .

L'existence de cette decomposition conduit a la notion de type pour les ten-
seurs complexes et pour les operateurs.

Une r-forme de W est une forme differentielle exterieure complexe d'ordre
r. Une forme de type (s, i) a des composantes a s indices a et t indices ~β. Si d
est Γoperateur de differentiation exterieure sur les formes, d = d' + d", oύ d!
est de type (1, 0) et d" de type (0,1). Une r-forme holomorphe β est une r-
forme de type (r, 0) telle que d"β = 0. Soit M Γoperateur lineaire sur les
formes defini, pour les formes de type (s, i) par

= (s-t)iaSft .

Si / est un scalaire, on a trivialement:

(1.1) id'd"f= -\dMdf .

Pour abreger, nous appelons r-tenseur A un r-tenseur complexe contravariant
antisymetrique de W. Un r-tenseur holomorphe est un r-tenseur de type (r, 0)
qui admet, en coordonnees complexes, des composantes qui sont des fonctions
holomorphes locales des za.

b) Une transformation holomorphe de W est une transformation de W lais-
sant invariants la structure complexe ou le tenseur /. Une transformation in-
finitesimale definie par le champ vectoriel reel X est holomorphe si 3?(X)β — 0



VARIETES KAHLERIENNES ET RIEMANNIENNES 49

(oύ ££{X) est Γoperateur de derivation de Lie). II est equivalent de dire que
la partie Z1 '0 de Z de type (1,0) est une vecteur holomorphe fX definit done
aussi une transformation infinitesimale holomorphe.

Soit L Γalgebre de Lie de toutes les transformations infinitesimales holomor-
phes de W; f definit sur L une structure d'algebre de Lie complexe.

c) Nous supposons dέsormais W compacte.
Le plus grand groupe connexe G de transformations holomorphes de W

admet une structure naturelle de groupe de Lie complexe, G X W —> W etant
holomorphe et Γalgebre de Lie de G peut etre identifiee a Γalgebre complexe L.

2. L'ideal / de L et les espaces Γ

a) Soit T r Γespace vectoriel complexe des r-tenseurs holomorphes, FT celui
des r-jormes holomorphes. Pour r = 1, T1 coincide avec Γespace des vecteurs
holomorphes definissant L. Si A e T r et β e EΓ, le scalaire i(A)β (oύ i(A)
designe le produit interieur) est holomorphe sur W compacte. Par suite i(A)β
— const. Nous designons par Γ le sous-espace complexe de T r defini par les
elements A tels que i(A)β = 0 pour toute r-forme holomorphe fermέe β.

b) En particulier / est le sous-espace complexe de L defini par les elements
X tels que: ί{X)β — 0 pour toute 1-forme jermee β. On verifie immediatement
que si V — [L, L] est l'ideal derive de L, on a V c / et / est un ideal tel que
L/I soit abέlien. On notera que si X, element de L, admet un zero sur W, il
appartient necessairement a /.

Si X 6 L et A € Ύr (r > 1), on verifie de meme que &(X)A elr si W est
kάhlέrienne.

3. La premiere classe de Chern

Soit K une 2π-forme reelle sur W. Sur un domaine U de coordonnees:

KΌ = enkΌdzι A Adz71 Adz1 A Λ dzn ,

oύ εn — (— l)[n(n — l)/2]in et oύ kυ est a valeurs reelles. Dans U Π V, on a:

(3.1) kr = kvJ^.

L'ensemble des kυ definit sur W une desite scalaire de poids 1, ou -pour
abreger- un noyau K ou k sont dits > 0 (resp > 0) si les kv sont > 0 (resp > 0).

Soit k un noyau strictement positij. D'apres (3.1), les 2-formes reelles locales:

τΌ = id'd" log kυ = - \dMd log kυ

definissent sur W une 2-forme τ reelle, fermee de type (1, 1). En substituant a
k un autre noyau strictement positif, on voit que la classe de cohomologie reelle
de τ depend seulement de la structure complexe de W. La forme (2π)~ιτ ayant,
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selon Chern, ses periodes entieres, on peut deίinir la premiere classe de Chern
CX{W) comme la classe de cohomologie entiere (ou reelle) determinee par (2π)~ιτ.

II. GENERALITES SUR LES VARIETES KAHLERIENNES

4. Varietes kahleriennes

a) Soit t un 2-tenseur covariant reel de type (1,1) sur W. Sur de tels ten-
seurs, introduisons Γoperateur reel J(J2 = —Id) defini par:

pour tout couple de vecteurs V, W. Si t est symetrique, It est antisymetrigue
et inversement.

Soit g une metrique hermitienne sur W, c'est-a-dire une metrique riemannien-
ne telle que g soit de type (1, 1). A g correspond par J une 2-forme F de type
(1,1) et rang In. Localement:

ds2 = 2gaβdza (x) dzp , F = igaβdza Λ dzp .

b) g deίinit une metrique kdhlέrienne si la forme F est fermee F est alors
a derivee covariante nulle dans la connexion definie par la metrique. Le tenseur
de Ricci correspondant R est de type (1,1) et localement:

(4.1) Raβ= -dadβlogVgu ,

oύ gv est, pour U, le discriminant de la metrique. Les *JgΌ definissant le noyau
associe a la forme element de volume η de la variete kahlerienne (W, g), CX(W)
peut etre considere comme la classe de cohomologie de —{2π)~ιJK.

Si {a, β) represente le produit interieur de deux r-formes, (a, β) est le produit
scalaire hermitien:

(4.2) <«,β>

Si δ est Γoperateur de codifϊerentiation sur les formes, on a δ = δ' + δ" oύ
δ' est de type (—1,0) et δ" de type (0, — 1) δ, δ', δ" sont respectivement les
operateurs transposes par rapport a (4.2) de d, d', d". Le laplacien A = dδ + δd
de Hodge-de Rham peut s'ecrire sur une variete kahlerienne:

(4.3) Δ = 2(d'δ' + δ'df) = 2{d"δn + δ"d") .

De (4.3) il resulte que, sur une variete kahlerienne compacte, toute forme
holomorphe β est harmonique done fermee (dβ = 0) par suite toute forme
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holomorphe est invariante par Γalgebre de Lie L. La partie de type (1,0)
d'une 1-forme harmonique reelle est holomorphe. Notons brtQ(w) la dimen-
sion complexe de H r ; le premier nombre de Betti de W est b^w) = 2blf0(w).

c) Soit A un r-tenseur de type (r, 0). Le dualite deίinie par la metrique et
la conjugaison permettent de deduire de A une forme a(A) de type (r, O) a
est une application bijective antilineaire des r-tenseurs de type (r, O) sur les r-
formes de type (r, O). Pour que A <ε T r , il faut et il suffit que la partie de Fa(A)
(oύ V est Γoperateur de derivation covariante) de type (r + 1, O) soit nulle:

(4.4) {ΓβU)} r + l i 0 - 0 .

On voit par antisymetrisation que a(A) est necessairement d'-fermee (d'a(A)
— 0). II resulte de la decomposition glob ale complexe d e G . d e Rham que:

(4.5) a(A) = d'μ + Ha(A) (A e TO ,

oύ Ha(A) est une r-forme holomorphe. Introduisons le scalaire holomorphe,
done constant:

k(A) = i(A)Ha(A) = (Ha{Λ\ a(A)) .

Par integration on voit que pour que A e T r , il faut et il suffit que k(A) = 0
ou que a(A) soit d'-homologue a 0. En particulier si X est un element de L,
pour qu7il appartienne a I, il faut et il suffit que la 1-forme ξ — a(Xlt0) de
type (1,0) soit d'-homologue a 0.

d) Pour abreger, nous notons H Γespace vectoriel complexe H 1 de dimen-
sion complexe p — b1>0(w) Γentier p sera appele lΊrregularitέ de W. La dimen-
sion reelle de H est egale a bx(w) = 2p. Posons:

q = dimc L — dimc / .

Soit H ( 0 ) le sous-espace complexe de H deίini par les 1-formes holomorphes
telles que ί(X)β — 0 pour tout X e L. On a:

dimc L — dimc / = dim H — dim H ( 0 ) = q ,

ce qui montre que q<p et fournit une interpretation de la difference (p — q).
L'image de Γespace complexe des vecteurs holomorphes X1'0 par Γapplica-

tion antilineaite X1*0 —> Ha(Xu°) est un sous-espace vectoriel Q de H de dimen-
sion complexe q. Si β e Q, il existe X1'0 tel que β = Ha(Xι>°) et si β =£ 0, on
a ί(X)β Φ 0; sinon on aurait </3, a(Xι>0)} = <i8, β} = 0. Par suite aucune 1-
forme βe Q ne pent s'annuler sur W sans etre identiquement nulle.

Soit {βΛ} (A = 1, , q) une base de Q. La forme J] aAβ
A de β ne peut

s'annuler en aucun point z de W sans etre identiquement nulle. Par suite les
1-formes βA(z) sont linέairement ίndέpendantes en tout point z de W et Γon a
Q < n.
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Un cas particulierement interessant est celui oύ q — p, c'est-a-dire oύ H ( 0 )

= 0. Aucune 1-forme holomorphe de W ne peut alors s'annuler sans etre
identiquement nulle. II en est ainsi par exemple:

1°) si L est une algebre de Lie transitive sur W. Si /3eH, la relation
(i(X)β)(z) = 0 pour tout J e L e t tout z <= W implique β — 0 et Γon a H ( 0 ) = 0.

2°) si la premiere classe de Chern CX(W) est > 0 en un sens que nous rap-
pellerons. Le premier cas correspond a celui d'une variete kahlerienne com-
pacte qui est espace homogene complexe, cas qui a ete etudie par A. Borel et
Remmert [4], Le second cas est celui que nous etudions ([13], [14]).

5. Variete d'Albanese d'une variete kahlerienne

Rappelons la definition de la variete d'Albanese et precisons certaines de ses
proprietes.

a) Soit (W, π) le revetement universel de W considere comme realise au
moyen des chemins de W issus d'un point fixe z0. Nous notons z e W un point
de W au dessus de zeW, z0 correspondant au chemin nul. Designons par s
Γautomorphisme de la variete complexe W correspondant a un element du
groupe fundamental πλ(W). Une fonction holomorphe p sur W, a valeurs dans
un espace vectoriel complexe E, est dite additive si:

p(sz) — piX) = φ(s) ,

oύ φ(s) est une representation de πλ(W) dans E.
Si β e H, on a π*β — dfp, oύ p est une fonction holomorphe additive sur W",

a valeurs complexes. Avec les notations precedentes, on a en efϊet:

p(sz) - piX) = Jβ ,

oύ C1 est le cycle defini par z~1 sz.
Soit H* Γespace vectoriel complexe dual de H. A tout point 2 correspond

par la difference p(z) — p(z0) (avec ττ*/3 — dp) une forme lineaire surH, c'est-
a-dire un element de H*. Avec une notation evidente, nous definissons ainsi
par:

(5.1) (.7(2), β) = ptt) - p(z0) {π*β = dp) ,

une application holomorphe additive J de W dans H*. Si z!Q est substitue a 20,
J(%) — J(z'o) est substitue a J(z).

A tout cycle C1 d'une classe d'homologie reelle, element de Hι(W, R) corres-

pond par Γintegrale I β un element de H* qui ne depend que de la classe en-

visagee. On definit ainsi un ίsomorphisme de H\W, R) sur Γespace vectoriel
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reel determine par H*. L'image correspondante de Hλ(W, Z) est un sous-groupe
P discret de H*, de rang 2p. De la definition de / et de P, il resulte que pour
Γautomorphisme s de W, on a:

(5.2) J(sz) - / ( z ) e P .

On appelle variέtέ d'Albanese le tore complexe A(W) = H*/P que Γon con-
sidere comme une variete kahlerienne pour sa metrique plate naturelle. D'apres
(5.2), / passe au quotient et defϊnit une application holomorphe J de W dans
A(W), le diagramme suivant etant commutatif:

W^-> H*

On a done:

(5.3) poj = J o π .

L'application / sera appelee dans la suite application de Jacobi.
b) Soit E un espace vectoriel complexe de dimension ίinie, E* Γespace

vectoriel complexe dual. Designons par μ une application holomorphe additive
de W dans E telle que μ(z0) — 0. Si aεE*, la fonction p: z -+ (μ(z), a) est
une fonction holomorphe additive sur W, nulle en z0, a valeurs complexes et
il existe un element β de H tel que π*β = dp. On determine ainsi une applica-
tion lineaire complexe de £ * dans H qui a a e E* fait correspondre β e H (avec

π*β — dp). Si £): H* —> E est Γapplication transpoεee, il vient d'apres (5.1):

(/2(Z),fl) - p(z) = (Jtt),β) = (voj(z),a) .

Ainsi il existe une application lineaire v de H* dans E, determineε visiblement
de maniere unique, telle que:

(5.4) μ = voj.

Soit Θ — E/R un tore complexe, quotient d'un espace vectoriel complexe E
par un sous-groupe discret de rang maximum et soit px la projection canonique
E —> Θ. Si μ est une application holomorphe nulle en z09 de W dans Θ, μ se
remonte sur W en une application holomorphe additive de W dans E, nulle
en z0, avec:

(5.5) μoπ = pλoμ .
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L'application pxov est une application de H* dans Θ nulle sur P et il existe un
homomorphisme unique v de A(W) dans Θ tel que:

(5.6) vop = p λ o y .

On en deduit d'apres (5.3), (5.4), (5.5), (5.6):

μoπ = p1oΐ>oj= voJoπ ,

et il vient

(5.7) μ = voj.

Si on considere maintenant une application holomorphe μ de W dans θ, sans
supposer que z0 soit envoye a Γorigine de θ, on peut composer Γapplication
donnee avec une translation convenable de Θ et Γon se trouve ramene a la
relation (5.7), oύv est maintenant une application affine de A(W) dans Θ. On
en deduit que J possede le caractere universel traduit par le theoreme suivant:

Theoreme. Toute application holomorphe d'une varίέtέ kάhlέrienne com-
pacte W dans un tore complexe Θ est composέe de maniere unique de Vappli-
cation de Jacobi J de W dans la variέtέ dyAlbanese A(W) et d'une application
affine de A(W) dans Θ.

c) Soient Wx et W2 deux variete kahleriennes compactes, Jx et J2 les applica-
tions de Jacobi correspondantes. Si μ: Wι^>W2 est une application holomorphe
de W! daus W2, J2 ° μ

 e s t u n e application holomorphe de Wx dans le tore com-
plexe A(W2). D'apres le theoreme precedent, il existe une application affine
unique β: A(W^ -> A(W2) telle que:

J2 o μ = μ o Jλ .

Si μ2l (resp. μ32) est une application holomorphe de Wί dans W2 (resp. W2 dans
W3) a Γapplication μ31 — μ32° μ2ι de \Wί dans W3 correspond une application
affine μ3l: AQV^ —> A(W3) donnee par:

(5.8) μ31 = fiZ2°fi2y .

Prenons Wλ = W2 = W et sur g une transformation holomorphe de W. Des
considerations precedentes, il resulte qu'il existe une transformation affine
unique g de A{W) telle que:

(5.9) J o g = g o J ,

et Γapplication g ^ g definit un homomorphisme canonique du groupe de
toutes les transformations holomorphes de W dans le groupe des transforma-
tions affines de A(W). Nous preciserons ce resultat au § 6 dans le cas oύ g est
un element du plus grand groupe connexe G des transformations holomorphes
de W.
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d) Soit {βA} (avec π*βA — dpA A = 1, 2, , p) une base de H. Dans la
base de H* duale de {βA\, J est defini par ses composantes:

Par derivation nous obtenons en coordonnees locales complexes

(5.10) (dJA)(z) = βA(z) , (z = π(z), da = d\dz% dβ = d/dzβ) .

Si X € L, X definit une transformation infinitesimale holomorphe X sur W. De
i(X)βA = const, on deduit d'apres (5.10):

XadJA = c o n s t . , (A = 1,2, - -.,p) .

Si 7^ (resp. 7^) sont les applications lineaires tangentes correspondant a
J(resp /), on voit que J*(X) definit un champ de vecteurs uniforme dans H* et
que J(X), ou X eL, definit un champ de vecteurs uniforme dans A(W). Pour
que X e L appartienne a /, il faut et il suffit que J*(X) = 0, ce qui equivaut
a J*(X) = 0. Ainsi, dans le cas kahlerien, Γideal I de L peut etre defini par
les elements de L dont Γimage dans la variέtέ d9Albanese par Γapplication de
Jacobi est nulle.

6. Le groupe G et Papplication de Jacobi

a) Soit GA le groupe des translations de A(W), qui est le plus grand groupe
connexe de transformations holomorphes de cette variete. On note LA son
algebre de Lie qui peut etre identifiee a Γaigebre commutative des champs de
vecteurs uniformes de A(W). On a la proposition suivante:

Proposition. Vapplication de Jacobi J de W dans A(W) definit un homo-
morphisme canonique J de G dans GA tel que:

(6.1) Jog

En efϊet si X e L, J*(X) e LA. Pour tout z<εW, on a:

(6.2) J (exp (uX)z) = exp (uJ^(X)J(z) .

Soit V un voisinage de Γidentite dans G; de (6.2) on deduit que si g e V il
existe g eGA tel que

Jog= goj.

Par produit d'un nombre fini d'elements de V, on en deduit que si geG, il
existe gzGA tel que la relation precedents soit verifiee. Ainsi Γelement g de
GA ainsi defini est la transformation unique de A(W) verifiant (5.9). L'applica-
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tion J: g eG —• g eGA est un homomorphisme de G dans GΛ verifiant (6.1),
ce qui demontre la proposition.

b) Soit Γ le noyau de /, Γo sa composante connexe de Γidentite. Pour
que X eL soit element de Γalgebre de Lie de Γ, il faut et il suffit que pour
tout z:

J (exp (uX)z) = exp (uJ^(X))J(z) = J(z)

done que exp (uJ^(X)) = e, e'est-a-dire que J*(X) = 0. Ainsi Γalgebre de Lie
de Γ coincide avec / et Γo est le sous-groupe invariant connexe de G admettant
/ pour algebre de Lie. Le groupe quotient G/Γ, isomorphe a J(G) est done de
dimension complexe q.

L = /*(L) est une sous algebre complexe de LA de dimension complexe q.
Soit G le sous-groupe connexe de GA admettant L pour algebre de Lie. On
verifie immediatement que G — J(G). Pour q = p, on a G — GA. Pour q <p,
on ignore sous queues conditions G serait ferme dans GA. Nous serons aussi
amenes a introduire le groupe Gλ = G/Γo ainsi que la projection λ: G —> Gx

correspondante. En particulier, le groupe discret H = λ(Γ) = Γ/Γo jouera un
role important.

III. VARIETES DE HODGE

7. L'ideal / pour une variete de Hodge

a) On appelle variete de Hodge une variete compacte admettant une struc-
ture kahlerienne telle que F deίinisse une classe de cohomologie entiere. II en
est en particulier ainsi pour toute variete complexe compacte admettant un
plongement holomorphe dans un espace projectif complexe PC(N) e'est le cas
pour une sous-variete algebrique sans singularites de PC(N) (variete algebrique
projective). Inversement, d'apres un celebre theoreme de Kodaira, toute variete
de Hodge est une variete algebrique projective.

b) Nous avons vu que si W est une variete complexe compacte, tout ele-
ment X de L admettant un zero sur W appartient necessairement a /. II est
naturel d'examiner la reciproque de cette propriete, dans le cas oύ W est une
variete de Hodge, ce qui a ete fait par Matsushima (voir [16]) dont nous allons
analyser les resultats.

A cet effet on fait usage d'un resultat de A. Borel et du theoreme suivant
dύ a Blanchard [2, Theoreme principal I ] :

Theoreme de Blanchard. W etant une variete de Hodge, considέrons un
plongement holomorphe de W dans un espace projectif complexe. Soit K le
groupe de toutes les transformations projectives de V espace laissant W in-
variante. Une telle transformation induisant une transformation holomorphe
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de W, dέsίgnons par Kf le groupe des transformations holomorphes de W in-
duites par les elements de K. Λlors il existe un plongement holomorphe de W
dans un espace projectif complexe PC(N) (plongement de Blanchard) tel que,
pour le sous-groupe Γ de G(J(Γ) = {e}), on ait:

(7.1) ΓczK'.

c) Cela pose, etudions le groupe K qui est un groupe algebrique complexe
au sens de Borel et designons par KQ sa composante connexe de Γidentite; K
a un nombre fini de composantes. Soit L(Kf) Γalgebre de Lie de K'.

D'apres le theoreme de point fixe de Borel, si X e L(K'), X s'annule certaine-
ment en un point au moins de W et appartient a I. On voit que

L(K') c / .

Inversement pour un plongement de Blanchard, on deduit de (7.1) que ΓoaK'O9

soit en passant aux algebres de Lie I CL(K'). On a done / = L(K') ou, en
termes de groupes Γo = K'o. De plus tout element de / etant un element de
L(K!) admet un zero au moins sur W. Nous enonςons.

Theoremε. Soit W une variέtέ de Hodge.
1°) Pour qu'un element X de Γalgebre des transformation infinitesimales

holomorphes appartienne a Γideal I, il faut et il suffit que X admette au moins
un zero sur W.

2°) Le sous-groupe invariant connexe Γo de G, d'algebre de Lie /, coincide
avec le groupe K'o induit par le plus grand groupe connexe Ko de transformations
projectives qui laissent W invariante dans un plongement de Blanchard.

8. Le groupe H pour une variete de Hodge

W etant toujours variete de Hodge, etudions le groupe H = λ(Γ) = Γ/Γo.
Pour un plongement de Blanchard, on a Γ C K! et par suite λ(Γ) C λ(K').
Mais comme Γo — K'Q, le groupe λ(K') — K!'/K'o est fini. II en resulte que H
est fini, e'est-a-dire que Γ a un nombre fini de composantes connexes.

Reprenons les groupes quotients G = G/Γ et Gι — G/Γo; on a immediate-
ment G = G1/H et Gx est un revέtement fini de G.

Proposition. Si W est une variέtέ de Hodge, le groupe H = Γ /Γo est fini
et le groupe Gλ = G/Γo est un revetement fini du groupe G = G/Γ.

Cela pose si q = p (notation du §4), Gλ — G/Γo est revetement fini du
groupe GA d'apres la proposition precedente. Comme GA est une variete
abelienne, il en est de meme de Gλ.
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IV. THEOREMES SUR LES TENSEURS ET

FORMES HOLOMORPHES

9. Cas oύ une classe de cohomologie de type (1,1) est > 0

Nous nous proposons dans cette partie IV de rappeler brievement certains
resultats de [13] en les adaptant au but poursuivi.

Soit W une variete kahlerienne compacte, γ une reelle 2-forme fermee sur
W de type (1,1). On sait que pour que γ soit homologue a 0, il faut et il suffit
qu'il existe sur W un scalaire / > 0 tel que:

γ = -idMd log / = id'd" log / .

On dit que γ est > 0 (resp. < 0) si le tenseur C = Jγ definit une forme hermi-
tienne > 0 (resp. < 0) en tout point de W.

On dit qu'une classe de type (1, 1) est > 0 (resp. < 0) s'il existe dans la
classe une 2-forme > 0 (resp. < 0) de type (1,1). Une classe a la fois > 0 et
< 0 est certainement nulle. Naturellement une classe de type (1,1) n'admet
pas toujours un signe au sens precedent.

Nous nous interessons particulierement aux varietes kahleriennes compactes
W telles que Cλ(W) soit > 0 / etant un scalaire > 0, posons sur W:

(9.1) Raβ = Caβ + dadβlogf .

Pour que CX(W) soit > 0 , il faut et il suffit qu'il existe un scalaire / > 0 tel
que le tenseur C defini par (9.1) determine une forme hermitienne > 0 en tout
point de W.

10. Lemme et identites relatifs aux tenseurs holomorphes

a) Soit Lλ une sous-algebre complexe de L qui laisse invariante une 2n-
forme K > 0 on a K = fη, oύ / est > 0. Si X e L15 K est invariant a la fois
par X et </X, ce qui se traduit par:

δ'ifξ) = 0 ,

oύ ξ = aiX1'0). Cette situation conduit a introduire le sous-espace complexe
Ur(f) de T r defini par les r-tenseurs holomorphes A verifiant

δ'(fa(A)) = 0 .

On a etabli le lemme suivant [13]:
Lemme. Si f est un scalaire > 0 sur W:
1°) on a Ur(f) Π Γ = 0 et par suite dimc Ur(f) < br,Q(W).
2°) Une sous-algebre complexe Lx de L qui laisse invariante la forme K =
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fη>0 est telle que L{ Π / = 0 et en particulier est abέlienne. Elle laisse
invariant chaque element de Ur(f).

b) Associons a chaque r-forme a de type (r, 0) la partie de type (r + 1,0)
de sa derivee covariante

a(a) = (Γα)r+1,0

D'apres (4.4) le r-tenseur A de type (r, 0) est holomorphe si a{a(A)} = 0. Un
tenseur covariant t de type (1,1) etant donne, introduisons Γoperateur g(t) sur
les formes a de type (r, 0) defini localement par:

Q(t)a - 2 tlaμβ%...,τdzλ A dzσ> A Λ dz" .

Cela pose, si R est le tenseur de Ricci de W on a [13]:
Proposition 1. Pour toute forme a de type (r, 0), on a Videntitέ:

(Δa - β(R)α, α> = 2(r + l)<fl(α), fl(α)> .

t//t r-tenseur A de type (r, 0) ê ί holomorphe si et seulement si a(A) verifie:

(Δa{A) - Q(R)a(A),a(A)} = 0 ,

ou est solution de Vaquation:

{Δ - QQQMA) = ftj.

c) Un scalaire / > 0 etant donne, introduisons le nouveau produit scalaire:

(10.1) <

L'operateur δ'f9 transpose de dr par rapport a (10.1) est donne par a—>δ'fa =
f-'δ'ifa). Si Δ'f = 2(d'δ'f + δ'fd'), designons par H} l'espace des formes a de
type (r, 0) veriίiant Δ'fa = 0, c'est-a-dire telles que ά'ct = 0, δ'fa = 0. Si a e H},
il resulte de la decomposition complexe de G. de Rham:

a = d'μ + Ha (Ha <= HO .

L'application a e H} -*Ha € Hr deίinit un isomorphisme de H} sur H r et Γon a

dimc H- - b

On a [13] la generalisation suivante de la Proposition 1.
Proposition 2. Si f est un scalaire > 0 sur W, on a pour toute forme a de

type (r, 0), Videntitέ'.

(10.2) < J > - β(C)α, fa} = 2(r
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oil C est donnέ par (9.1). On r-tenseur A de type (r, 0) est holomorphe si et
seulement si a(A) verifie:

(Δ'fa(A) - Q(C)a(A),fa(A)} = 0 ,

ou est solution de Γequation:

(10.3) Δ'sa{A) - β(C)αU) = 0 .

11. Applications au cas oύ Cλ{W) est < 0

a) Supposons Cλ(W) < 0. Nous pouvons ecrire (9.1) oύ C est < 0 en tout
point de W et oύ / > 0 est un scalaire convenable. En appliquant la proposi-
tion precedente, on voit que T r coincide avec Ur(f). On deduit alors du lemme
du § 10

Theoreme. Sur une variέtέ kdhlέrienne compacte W telle que CX{W) esί

<0, un tenseur holomorphe A Φ 0 ne peut s'annuler en aucun point de W et
est invariant par le plus grand groupe connexe G de transformations holo-
morphes de W. De plus:

T' < br,0(W) .

En particulier G est abέlien et:

dim,, G < br,0(W) = p .

b) Le lemme precedent et le theoreme du a s'appliquent en particulier dans
un cas interessant. Soit V une variete complexe (en general non compacte) de
dimension complexe n et soit Jf7 Γ ensemble des π-formes holomorphes β de V

telles que: JβAβ . On sait que le produit scalaire

(11.1) ((a, β)) = en Ja A β (a,βeje)
v

est invariant par toute transformation holomorphe de V. Par des raisonnements
classiques dύs a S. Bergman on etablit que #? est un espace de Hubert com-
plexe pour le produit scalaire (11.1) et que si {βA} (A — 1, , oo) est une
base orthonormee de f̂, la 2/i-forme reelle

est independante du choix de la base et invariante par toute transformation
holomorphe de V. Le noyau k > 0 correspondant est dit le noyau de Bergman
de V. Nous le supposons non identiquement nul.
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Soit D un groupe proprement discontinu de transformations holomorphes de
V tel que V/D soit une variete complexe compacte, sans singularites. Nous
dirons dans ce cas que D est un groupe discontinu uniforme. de transforma-
tions holomorphes de V. Si p: V —> V/D est la projection canonique, (V, p)
definit un revetement de V/D — W. Le noyau k etant invariant par D est
Γimage inverse par p d'un noyau kf defini sur W. Si X est une transformation
infinitesimale holomorphe de W, on demontre [12] que kr est invariant par X.
S'il existe sur W une metrique kahlerienne g, on deduit du lemme du § 10.

Proposition 1. Soit V une variete complexe admettant un noyau de Berg-
man k φ. 0 et soit D un groupe discontinu uniforme de transformations holo-
morphes de V. Si W = V/D admet une structure kahlerienne, le plus grand
groupe connexe G de transformations holomorphes de W est abέlien et
dim^G < bx(W).

c) Nous dirons que la variete complexe V est normale si le noyau invariant
k de Bergman est strictement positif sur V. S'il en est ainsi, nous pouvons in-
troduire sur V la 2-forme reelle fermee τ de type (1,1) deflnie par:

τ = (2π)-Hd/d//logk .

II est connu que la forme τ est < 0, [9].
Une transformation infinitesimale holomorphe de V est dite complete si X

engendre un groupe a un parametre exp (uX) de transformations holomorphes
globales de V. Si X et fX sont completes, on deduit de Γinvariance de k par
les transformations holomorphes qu'on a i(X)τ — 0, [12].

Si D est un groupe discontinu uniforme de transformations holomorphes de
V, τ invariant par D est Γimage inverse par p de la 2-forme de W:

τf = {2π)~Hd'd"\ogkf .

τ est < 0 et ainsi CX{W) est < 0. On deduit du theoreme du a:
Proposition 2. Sous les hypotheses de la proposition 1 et si de plus V est

normale, un r-tenseur holomorphe de W ne peut s'annuler en aucun point de
W sans etre identiquement nul et est invariant par le groupe G de W. On a:

* < br>0(W) .

Si XeL, ίl vient i(X)τr = 0.

12. Varietes kahleriennes compactes avec Cλ(W) > 0

a) Supposons maintenant W kahlerienne compacte avec CX(W) > 0. On
peut encore ecrire (9.1) oύ C est > 0 en tout point de W. Si a € Hr

f, il resulte
de (10.2) que a(a) = 0 et a correspond a un r-tenseur A holomorphe, element
de Ur(j). Onα:

dim,, Ur(f) = dime H} = br,0(W)
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A —> Ha(A) definit une bijection de Ur(f) sur H r . II resulte du lemme du § 10
qu'une r-forme holomorphe β ^ 0 ne peut s'annuler sur W. En particulier

K.JLW) < σn.
b) Si A e T% on a la decomposition a(A) = d'μ + Ha(A). Mais il existe

un element B <= C/r(/) et un seul tel que:

a(B) = d'v + Ha(A) ,

et par suite:

a(A) = d ' ^ - p) + a{B) .

Le premier terme du second membre correspond a un element de Γ. Comme
Ur(f) Π Ir = 0, on a T" = Γ + Ur(f).

On a
Theoreme. Sur une variέtέ kdhlέrienne compacte W avec Cλ{W) > 0, une

r-jorme holomorphe β ^ 0 ne peut s'annuler en aucun point de W. Si f > 0
est le scalaire verifiant (9.1):

T r = lr Θ C/r(/) ,

ow dim c C/r(/) = δr^C^) < Cr

n. Un element non nul de Ur(f) ne peut s'annuler
sur W.

En particulier, pour Γalgebre de Lie L, on a la decomposition:

ou Lx est une sous-algebre complexe abέlienne de L, de dimension complexe
p = bh0(W) < n, quί laisse invariants la forme K — ]η et aussί chaque element
de Ur(f). Un element non nul de Lx ne peut s'annuler en aucun point de W.

On voit en particulier que si CX(W) est > 0 , on a q — p (notations du § 6).
On peut montrer que Lλ est toujours un ideal de L.1

V. FIBRATION HOLOMORPHE D'UNE VARIETE
KAHLERIENNE COMPACTE W A Cλ(W) > 0

13. Variete d'Albanese et fib ration holomorphe

a) Soit W une variete kahlerienne compacte a Cλ(W) > 0, A(W) sa variete
d'Albanese. De q = p on deduit deux consequences simples. Etudions le rang
de Γ application de Jacobi ou—ce qui est equivalent—le rang de Γ application J
(§ 5). Si {βA}(A — 1, 2, , p) est une base de H, on a selon (5.10)

daHϊ) = βϋz) (z - π{l)) .
1 Voir sur les varietes kahlέriennes, C. R. Acad. Sci. Paris, sous presse.
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Or d'apres le § 5, le rang de la matrice (βf) est partout q — p. Ainsi J et J sont
partout de rang p.

D'autre part J definit un homomorphisme de G sur GA de noyau Γ. Soit zQ

un point fixe de W. Si ζ εA(W), il existe un element gA de GA tel que ζ = gAJ(z0).
Mais J etant surjectif, il existe g e G tel que J(g) = gA. De la relation: / o g =
/(g) o /, on deduit que ζ est Γimage de gz0 par /. Ainsi Γapplication de Jacobi,
partout de rang p, est surjective.

b) Introduisons le sous-groupe abelien connexe Gι de G, de dimension com-
plexe p, admettant Lγ pour algebre de Lie. Nous pouvons ecrire:

(13.1) G - G . Γo

au sens suivant: tout element g de G peut se mettre sous la forme gλγ, oύ
#! e G1 et γ e Γo. En efϊet ceci est une consequence immediate du theoreme du
§ 12 si g appartient a un voisinage convenable V de Γ unite de G. Si g est un
element arbitraire de G, on peut Γecrire comme le produit d'un nombre fini
d'elements de V. Par suite:

g = gϊKSiK sir* = steins rfr*;»

oύ Γon a utilise le caractere invariant de Γo. En poursuivant on obtient la
propriete.

II en resulte que la restriction Jx de J a GL est un homomorphisme de Gγ sur
GA qui est un isomorphisme local admettant pour noyau un sous-groupe abe-
lien discret H de Gx de telle sorte que: GJH ~ GA; GA etant compact, H
admet un systeme fini de generateurs. De (13.1) on deduit:

(13.2) Γ = H Γ0,

puis que H = Gλ Π Γ.
c) Nous avons vu que / est une application holomorphe de W sur A(W)

qui est partout de rang p. Si ζ e A(W), il en resulte que /~!(ζ) est une sous-
variete complexe fermee de W, de dimension complexe n—pti les composantes
connexes de cette sous-variete sont certainement sans singularites.

D'apres la theoreme du § 12, un element X Φ 0 de Lλ n'admet jamais de
zero sur W: Soit U un voisinage geodesiquement convexe suffisamment petit
de ζ<εA(W). L'ensemble V des translations de A(W) qui appliquent le point
ζ sur un point de U est un voisinage de Γidentite pour GA. Designons par
Jϊι(V) un voisinage de Γidentite pour le groupe Gλ qui corresponde a V par
Γisomorphisme local defini par Jλ. L'action de J±\V) amene chaque point de
J~\ζ) dans une section holomorphe de J~\U) et chaque element de Jϊ\V)
applique holomorphiquement la fibre J'ι(ζ) sur une fibre convenable J~ι(ζ'), oύ
ζf ζ. U. Nous avons ainsi defini une application bijective holomorphe de J'XU)
sur U X J-KO.
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II en resulte que / dέfinit la variέtέ W comme espace fibre holomorphe sur
Γespace de base A(W). Le noyau H de Jλ\ Gλ —> GA est defini par les elements
h de Gj tels que J(hz) = J(z) pour tout zeW. Ainsi hz € J~ι{J(z)} et h applique
chaque fibre J~\Q(Z e A(W)) sur elle-meme. De la definition de W comme
espace fibre, il resulte que cet espace fibre admet H pour groupe structural.

Nous voulons maintenant montrer que les fibres qui sont des varietes com-
pactes sont aussi connexes. Une telle fibre admet un nombre fini de composantes
connexes. Si nous identifions les differents points de W appartenant a la meme
composante connexe d'une fibre, nous obtenons une variete complexe compacte
B de dimension /?, sur laquelle W est fibree en varietes connexes et qui est
elle-meme, de maniere naturelle, un revetement fini de A(W), done un tore
complexe. On a les applications holomorphes

avec σ o μ = J. Du caractere universel de /, on deduit qu'il existe une appli-
cation affine v de A(W) sur B telle que: μ = v o /. II en resulte σ o v o / = /,
et σ o v definit Γidentite sur A(W). On voit que le revetement fini defini par σ
est Γidentite et que B = A(W).

Ainsi pour la fibration envisagee, la fibre-type est dέfinie par une variέtέ
kdhlέrienne compacte, connexe Wr de dimension n — p.

d) Pour qu'un element g de G laisse invariant chaque fibre J~ι(ζ) de W, il
faut et il suffit que si z e J~\ζ) on ait pour tout ζ:

Hgz) = J(gX = ζ ,

e'est-a-dire que J(g) = e. Le noyau Γ de J peut ainsi etre considere comme le
plus grand sous-groupe de G dont les elements laissent invariants chaque fibre
/~ !(ζ) de la fibration envisagee.

Ainsi le sous-groupe Γ est fermέ dans G et il en est de meme de sa compo-
sante connexe ΓQ de Γidentitέ.

e) Soit {zΛ} (A — 1, 2, , p) un systeme de coordonnees "plates" pour le
tore complexe A(W). Une base des 1-formes holomorphes de A(W) est definie
par les aA = dzA et une base pour les 1-formes holomorphes de W est donnee
p a r l e s β A = J * a A (A = l,2,>> , p ) .

Soit {za}(a == p + 1, , ή) un systeme de coordonnees locales complexes
de W. L'application bijective holomorphe U X W —>J~\U) correspondant a
la structure d'espace fibre, definit Γensemble {zA,za} comme un systeme de
coordonnees locales complexes de W, adapte a la structure d'espace fibre:
pour ce choix de coordonnees, / est defini par:

II en resulte dJA = δΛ. Si X e L19 on a:
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Les composantes d'un element J*(X) de LA sont des constantes complexes
arbitrages. Par suite si X eL17 il resulte de la remarque precedente et de la
definition du systeme de coordonnees locales, que ses composantes verifient:

(13.3) XA = CA , Xa = 0 ,

oύ les constantes complexes CA sont arbitrages.
Si Yel, on a J^(Y) = 0 et Y est tangent aux fibres. Par suite: YA = 0.

Revenons maintenant a la relation (9.1), soit

Rββ = Caβ + dad-βlogf ,

oύ la forme hermitienne deflnie par C est > 0 . Si A: est le noyau fV g , il vient:

Caβ = -dad-βlogk .

D'apres le theoreme du § 12, si X et fX appartiennent a L1? ils laissent in-
variant le noyau k et Γon a en coordonnees locales:

Xada log k + 3aX
a = 0 .

Par derivation, il en resulte i(X)C = 0. De maniere plus precise, il resulte de
(13.3): dAlogk = 0. Ainsi le noyau k depend seulement des coordonnees
locales (zα,z 5). II vient:

CAB = 0, CAB = 0 , Cαδ- = -da35 log k(zc, zd) .

On voit qu'on peut definir la premiere classe de Chern de W a partir de la
restriction C de C a une fibre W et que, par suite, C^W) est encore > 0 .
Nous enonςons (voir [14])

Theoreme. Soit W une variέte kάhlέrίenne compacte, de dimension com-
plexe n et dΊrregularite p = bλ 0(W). Si la premiere classe de Chern Cλ(W) est

1°) Le noyau Γ C G de J et la composante connexe Γo de e de Γ qui est
le sous-groupe connexe de G admettant pour algebre de Lie Γideal /, sont des
sous-groupes invariants fermes dans G.

2°) L'application de Jacobi J definit W comme un espace fibre holomorphe
sur la variέte d'Albanese A(W), a groupe structural H abelien, discret. La
fibre-type est une variέtέ kάhlέrienne Wr compacte connexe, de dimension
complexe n — p, telle que C^W) soit >0. Si γ > 0 definit la premiere classe
de Chern de W9 la restriction de γ a une fibre definit la premiere classe de
Chern de W.

Nous avons vu que Γo et Γ = H Γo sont fermes dans G. II en resulte que
le groupe H = λ(Γ) = λ(H) est fermέ dans le groupe Gx = λ(G).
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D'apres G = GγΓϋ la restriction ^ de λ a Gi definit un homomorphisme de
Gλ sur Gx = Λ(G) = /((Gi). Le noyau de cet homomorphisme est le groupe
N = Gx Π ΓQ, qui peut s'ecrire aussi N = H Γϊ ΓQ. N est discret, de telle sorte
que (G1? λ]) est un revetement de Gλ.

On notera que 7? = λ(H) — λ^H) est isomorphe a H/N. Par suite GJH est
isomorphe a GJH, lui-meme isomorphe a GA.

f) On a le lemme suivant qui nous sera utile.
Lemme. Soit W une variέtέ kάhlέrienne compacte a Cλ(W) > 0. Si Y € I,

la restriction de Y a une fibre J~1(ζ0) definit un element Yf de Γ ideal V de
Γalgebre Lf des transformations infinitesimales holomorphes de W.

exp (uY) C Γ laisse invariant chaque fibre de la fibration introduite. Con-
siderons une fibre determinee J~ι(ζ0) identifiee a la fibre-type W\ si Y e/, la
1-forme ξ = a(T>°) est ^-homologue a θ s u r ^ : f = d'p.

En coordonnees privilegiees (zA,za), on a:

ξa

La restriction de Y a J~ι{ζ^) definit un element de L/ pour lequel la 1-forme
associee ξ' est donnee localement par:

done est telle que ξf = άfp'\ oύ pf est la restriction de p a /"^ζo). Ainsi ξf est
J^homologue a 0 sur W et Y7 appartient a Γ.

14. Variete kahlerienne compacte a tenseur de Ricci > 0

a) Soit W une variete kahlerienne compacte admettant un tenseur de Ricci
Raβ (a, β = 1, >,ή) definissant une forme hermitienne > 0 en tout point de
W. La theorie des deux § 12 et § 13 s'applique ici avec / = 1 ce qui entraίne des
consequences plus precises. Si Aβ t/ r(l) on a δ'a(A) = 0. Comme d'a(A) = 0,
la forme a(A) de type (r, 0) est harmonique, done holomorphe. On en deduit:

{ΓαU)}r+i.o = 0 , ψa{A)}rΛ = 0 ,

et a(A) est a derivee covariante nulle dans la connexion kahlerienne de W.
D'apres le theoreme du § 12, nous pouvons enoncer:

Proposition. Sur une variete kahlerienne compacte W admettant un tenseur
de Ricci R > 0, toute r-forme holomorphe est a derivee covariante nulle. Si
Ur(l) est Γespace des r-tenseurs de type (r, 0) a derivee covariante nulle:

Ύr = r θ ur(i),

oύ dimc υr{\) = br>0 (W).
En particulier, pour Γalgebre de Lie L, on a la decomposition:
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oύ Lx est la sous-algebre complexe abelienne de L, de dimension complexe
p = blo(W), definie par les champs de vecteurs a dέrivέe covariante nulle. En
particulier le groupe Gx est un groupe d'isometries de W.

Le plus grand groupe connexe Gt d'isometries de W est un sous-groupe com-
pact de G et Γon a:

λ{Gt) c λ(G) = Gx,

Gλ etant un groupe connexe d'isometries, on a Gx C G^ et il vient:

= Gx c

Ainsi (j ! = ^(G^) Γo etant ferme dans G, le groupe λ(Gi) = (?! est compact.
Le groupe 7? discret et ferme dans Gx compact, est compact done fini.

b) Reprenons un systeme de coordonnees locales complexes (zA, za) (A, B
= 1,2, , p; a, b = p + 1, ri) adapte a la fibration de W comme au § 13.
Si X e L19 ses composantes sont XA = CA, Xa = 0, oύ les GA sont des constantes
complexes arbitraires. La 1-forme holomorphe correspondante ξ = a(Xu°)
admet les composantes:

ξΛ = 8ABCB = const. , ξa = gaΈC* = 0 .

II en resulte:

gAlϊ = const. , gaΈ = 0 (ou gaB = 0) .

La metrique de ^ etant kahlerienne, il vient:

La metrique est reductible et peut s'ecrire dans les coordonnees privilegiees
choisies:

(14.1) ds> = 2gAΈdzAdz* + 2ga-bdzadz* ,

oύ les g ^ sont les constantes et oύ les ga5 ne dependent que des coordonnees

(zc, zc). Le noyau k — \/ g ne depend que de ces coordonnees et:

RAB = 0 , # a 5 = 0 , # a 5 = - 9 a g δ log V 7 .

La restriction a une fibre J~\Q du tenseur de Ricci de W n'est autre que le
tenseur de Ricci de cette fibre et est > 0 . Ainsi la fibre-type Wf jouit de la
meme propriέtέ que la variέtέ initiale W.

Si Y e I, les composantes de Y ne dependent que des coordonnees (zδ). En
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effet VY appartient en chaque point a Γespace de tenseurs de type (1,1) e n

gendre par Γalgebra dΊiolonomie et V AY
a = 0. Si X e L19 on a:

[Y,X]a = YΨaX
a - XΨaY

a = -XAVAY
a = 0 ,

et Lx est un ideal de Γalgebre L. Nous pouvons ainsi completer le theoreme du
§ 13 de la maniere suivante:

Theoreme. Soit W une variέtέ kdhlέrienne compacte admettant un tenseur
de Ricci R > 0. La fibration raise en evidence au § 13 pour les variέtέs telles
que Cι{W) > 0 jouit alors des proprέtέs suivantes:

1°) Le groupe Gγ appartient au centre du groupe G.
2°) Le groupe H = Γ/Γo est fini.
3°) La fibre-type W est aussi a tenseur de Ricci > 0 .

15. Varietes kahleriennes compactes a Cλ(W) > 0, telles que d'(Tτ R)

defίnisse une transformation inίίnitesimale holomorphe

Etant donnee une variete kahlerienne W, soit T r R sa courbure scalaire.
Nous n'envisageons ici que des varietes kahleriennes compactes pour lesquelles
la 1-forme dr(Tr R) est associee a une transformation infinitesimale holomorphe.
Nous posons done if (TrR) = ^(Z1 '0), oύ Z definit une transformation infini-
tesimale holomorphe qui admet necessairement un zero sur W, done appartient
a /. On sait (voir [11]) que Md'(TΐR) est une 1-forme associee a une iso-
metrie infinitesimale.

a) Nous nous proposons d'abord d'etablir le lemme suivant:
Lemme. Soit W une variέtέ kdhlέrienne compacte telle que la 1-forme

d'(Tr R) soit associέe a une transformation infinitesimale holomorphe:
1°) Pour toute r-forme holomorphe β: δ'Q(R)β = 0.
2°) Pour tout r-tenseur holomorphe A, a(A) admet la dέcomposition:

a(A) = d'μ + Ha(A) (Ha(A) e W) ,

oύ Ha(A) est a dέrivέe covariante nulle
En efϊet si β e H r , on a par un calcul direct (voir [13])

δ'Q(R)β= -i(Z^)β,

oύ le second membre est une (r — 1) forme holomorphe. Le premier membre
etant (f-cohomologue a 0, il vient

δ'QQOβ = 0 .

Si A e Ύr, la r-forme associee a(A) = d'μ + Ha(A) verifie, d'apres la proposi-
tion 1 du § 10:
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MA)_Q(RMA) = 0 .

On en deduit:

(Δd'μ - Q(VL)d'μ,d'μy = -<JHa(A) - Q(R)Ha(A), d'μ)

soit

<βd'μ - QφL)d'μ,d'μy = <fi'QqBL)Ha(A), μ} = 0 .

II resulte de la meme proposition que d'μ et par suite Ha(A) sont associees
a des transformations infϊnitesimales holomorphes. On en deduit que Ha(A)
est a derivee covariante nulle

b) Si en outre q = p (notations du § 6), l'algebre de Lie L admet une de-
composition

L = I®L2 ,

oύ L2 est une sous-algebre complexe abelienne de L, de dimension complexe p,
dont les elements sont les vecteurs a derivee covariante nulle.

Les raisonnements du § 13 demeurent valables en substituant systematique-
ment au groupe Gx le sous groupe connexe G2 de G d'algebre L2. Ainsi le
noyau Γ de J et sa composante connexe Γo de e sont fermes dans G. L'applica-
tion / definit W comme espace fibre holomorphe sur A(W), a groupe structural
H abelien, discret. La fibre-type est une variete kahlerienne W compacte,
connexe, de dimension complexe n — p, que nous allons etudier. Le raisonne-
ment du § 14.b etablit que la metrique de W est reductible et qu'avec des
notation evidentes, on a en coordonnees privilegiees:

(15.1) ds2 = 2gA-BdzAdzπ + 2ga5dzadzB ,

oύ les gAβ sont des constantes et oύ les gaB ne dependent que des coordonnees
(zc, zG). Le scalaire de courbure Tr R de W en z vaut:

oύ Tr R/ est le scalaire de courbure en z de la fibre de z. La 1-forme d'(Tτ R)
est associee a Γelement de / tangent a la fibre, de composantes:

ZA = 0 , Z« = ga%(Ίr R) = ga%(Tτ RO

dont la restriction a la fibre definit une transformation infinitesimale holo-
morphe de celle-ci.

Le raisonnement du § 14 monte que G2 appartient au centre de G et que H
est fini.
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Si CX{W) > 0> on a q = p et Γon sait qu'il en est de meme pour ίibretype
W de la ίibration. Nous pouvons enoncer:

Theoreme. Soit W une variέtέ kdhlέrienne compacte a Cλ(W) > 0 telle que
la 1-forme d'(TrR) soit associέe a une transformation infinitesimale holomor-
phe de W. Soit G2 le sous-groupe connexe de G admettant pour algebre celle
L2 dέfinie par les champs de vecteurs a derivee covariante nulle. La fibration
J = W —> A(W) mise en evidence au § 13 jouit alors en outre des propήέtέs
suiv antes:

1°) Le groupe G2 appartient au centre de G.
2°) Le groupe H = Γ/Γo est fini.
3°) La fibre-type W, a Cx{Wf) > 0, est aussi telle que sa 1-forme d'(Tr RO

soit associέe a une transformation infinitέsimale holomorphe de W.
En outre si C/r(l) est 1 'espace des r-tenseurs de type (r, 0) a derivee covariante

nulle

Γ = / r θ Ur(l) ,

oύ dimc Ur{\) = br>0(W).
c) En particulier si TrR = const, sur W, on a TrR7 = const, sur W'.

Dans ce cas, on sait (voir [14]) que 1'algebre L est donnee par la somme (non
directe)

oύ Lt est Γalgebre des isometries infinitesimales et oύ L2 = Lt Π

16. Varietes kahleriennes compactes a Cλ(W) > 0 et H fini

a) Soit W une variete kahlerienne compacte a Cγ(W) > 0 et considerons
la fibration / : W —» A(W) mise en evidence au § 13. La fibre-type W etant a
Cx{Wf) > 0, son irregularite pf verifie:

p' < dimc W = n - p .

Si pf est Φ 0, il existe une fibration ]' \ W -> A(W) de W sur sa variete
d'Albanese dont la fibre-type W" est toujours a Cx(yV") > 0.

Cela pose, chaque fibre de W etant elle-meme fibree en fibres W", identi-
fions les points de W appartenant a une meme fibre de cette fibration en fibres
W". On obtient ainsi une variete complexe compacte U telle que W est fibre
holomorphiquement sur U par des fibres de fibre-type W", tandis que U est
fibre holomorphiquement sur A(W) par des fibres de fibre-type A(W). On a
les applications holomorphes:

W—^U-^
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Le groupe structural de la ίibration /: W —» A(W) est H. Etudions le groupe
structural de la fibration σ: U —» ̂ 4(PF). Si Y e I, la restriction Yr de y a une
fibre PF verifie /ς(y') = 0, d'apres le lemme du § 13. Or / est l'algebre de
Lie de ΓQ le noyau N = H Π Γo opere ainsi naturellement sur W en preservant
ses fibres et J'(N) = {e}. L'action de N par /' sur A(W) est reduite a Γidentite
et le groupe structural de la fibration σ: U—>A(W) en tores A(W) est le groupe
quotient H = H/N

b) Supposons H fini et soit A(W) le fibre principal sur A(W) associe au
fibre U —> A(W) A(W) admet H pour fibre et est done un tore complexe. Sur
le produit Uω = A{Wf) X A(W), H opere a droite de lamaniere suivante: un
element h € H applique le point (ζ', v) e A(W') X A(W) sur le point {h~ιζ\ vh)
et U peut etre identifie au quotient de Uω par Faction de H, le diagramme
suivant etant commutatif

A{W) >A(W)

oύ Uω est un tore complexe de dimension (p + //)•
Considerons le fibre principal Uω ->' U de groupe structural H. Soit μ~ιU{l)

le fibre sur W induit du fibre precedent par μ: W —> U. On obtient un revete-
ment fini Wa) de W fibre sur Uω par Vapplication holomorphe μw: Wω

conformement au diagramme

W —ί-> ϋ

La variete Ψ ( 1 ), munie de la metrique image reciproque de celle de W, est
encore une variete kahlerienne compacte a premiere classe de Chern Cx{Wa))
> 0. L'image reciproque dans Wω des 1-formes holomorphes de t/(1) donne
un espace de dimension complexe (p + p') de 1-forme holomorphes de Wω.
Ainsi si A(Wa)) est la variete d'Albanese de Wa\ on a:

dim c A(Wω) >p + p'.

c) Supposons que la variete kahlerienne W initiale a CX(W) > 0 verifie
Γune des trois hypotheses suivantes:

1°) W est variete de Hodge (§ 8),
2°) le tenseur de Ricci de IF est > 0 (§ 14),
3°) la 1-forme ^(TrR) de W definit une transformation infinitesimale

holomorphe (§15),
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qui toutes entraϊnent que le groupe H est fini. S'il en est ainsi, il est clair que
Wa\ revetement fini de W, verifie la meme hypothese et nous avons vu qu'il
en est de meme pour les fibres W, done pour les fibres W".

Nous pouvons alors poursuivre Γ operation du b a partir de la fibration
W(l) —> A(Wω) dont les fibres satisfaisant a la meme hypothese que W, sont
de dimension complexe <n — (p + pf). Au bout d'un nombre fini d'opera-
tions, on obtient une fibre-type d'irregularite nulle (qui peut etre de dimension
nulle).

Nous aboutissons ainsi au theoreme suivant:
Theoreme. Soit W une variέtέ kάhlέrienne compacte a premiere classe de

Chern Cλ(W) > 0 vέrifiant Γune des trois hypotheses suivantes:
1°) W est variέtέ de Hodge.
2°) Le tenseur de Ricci de W est > 0 .
3°) La 1-forme if(TrR) de W dέfinit une transformation infmitέsimale

holomorphe.
11 existe alors un revetement fini V deW fibrέ holomorphiquement sur A(V)

en variέtέs kdhlέriennes compactes connexes F, a Cγ(F) > 0 et a ίrrέgularitέ
blt0(F) — 0 vέrifiant la meme hypothese. Le groupe relatif de revetement est
resoluble.

Cette derniere remarque tient au fait que, chaque H etant fini abelien, le
groupe de revetement admet une suite normale de groupes finis abeliens.

VI. APPLICATIONS HARMONIQUES ET ISOMETRIES POUR

DES VARIETES RIEMANNIENNES COMPACTES

17. L'ideal lt pour une variete riemannienne

a) Soit (W, g) une variete riemannienne connexe, compacte, orientee, de
dimension reelle n, de tenseur metrique g, d'element de volume η(g). En co-
ordonnees locales, on peut ecrire:

ds2 = gijdx1 (x) d x j ( i , j = 1 , , n ) .

Une r-forme est ici une forme differentielle exterieure reelle d'ordre r. Si (a, β)
represente le produit interieur de deux r-formes, (a, /3> est le produit scalaire
global:

(i7.i) <<χ,βy =

Nous notons encore 3 Γoperateur de codiίferentiation exterieure, c'est-a-dire le
transpose de d par rapport au produit scalaire (17.1). La dualite definie par la
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metrique determine un isomorphisme a: X —> ξ = a(X) du module des champs
de vecteurs X de W sur le module des 1-formes ξ.

Soit Gι le plus grand groupe connexe des isomέtries de (W, g). C'est un
groupe de Lie compact dont nous designons par Lt Γalgebre de Lie. Celle-ci
peut etre identiίiee a Γalgebre des isomέtries infinitesimales. Pour que X e Lt,
il faut et il suffit que la derivee covariante F a(X) soit antisymetrique (F ope-
rateur de derivation covariante riemannienne), c'est-a-dire soit une 2-forme.
II en resulte en particulier que ξ = a(X) est necessairement cofermee (δξ = 0).

Nous designons par H Γespace des 1-formes harmoniques de (W,g) de
dimension p = bx (W). On sait que toute forme harmonique est invariante par
Γalgebre de Lie Lt. Si X e Lt et β e H il en resulte:

i(X)β = const.

Nous somme conduits a introduire le sous-espace lt de Lt defini par les elements
X tels que:

KX)β = 0

pour toute 1-forme harmonique β. Si X, Y e Lu on deduit d'un calcul identique
a celui du § 2, b, que pour tout β € H

, Y])β = 0 .

En efϊet localement:

i([X, Y])β = XΨi(YJβj) - YΨtWβj) -

oύ chacun des trois termes du second membre est nul.
Par suite si L\ — [Li9 LJ est Γideal derive de Lt, on a L\ C li et It est un

ideal de Lt tel que Li/Ii soit abelien. Tout element X de Lt admettant un zero
sur W appartient necessairement a It ([15]c).

b) Soit X un element de Lt la 1-forme ξ — a(X) etant cofermee admet la
decomposition de G. de Rham:

(17.3) ξ = δλ + Hξ (fffeH),

oύ λ est une 2-forme et Hξ la partie harmonique de ξ. Introduisons le scalaire
constant:

On deduit de (17.3):

= k(X)
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Par suite, pour que X e 7έ, il faut et il suffit que k(X) = 0 o u que a(X) soit
cohomoloque a 0.

c) Soit H ( 0 ) le sous-espace de H defini par les 1-formes harmoniques β telles
que ί(X)β = 0 pour tout X e Lt.
On a:

(17.4) q == dim Lt — dim lt = dim H — dim H ( 0 ) (q < p) .

L'image de L$ par Γapplication lineaire X e Lt —> Ha(X) e H est un sous-espace
vectoriel β de H de dimension g. Si β ^ 0 appartient a Q, il existe X eLt tel
que /3 = Ha(X) et Γon a /(Z)^ 9̂  0. Par suite aucune forme de Q ne pent s'an-
nuler sur W sans etre identiquement nulle.

Soit {βA}(A = 1, , q) une base de Q. De la propriete precedente, il resulte
comme au § 4 que les βΛ(x) sont lineairement independants en tout point x de
W et qu'on a, en particulier, q < n.

18. Notion d'application harmonique ([7], [15]a)

a) Soit (W, g) une variete riemannienne orientee, compacte ou non, de
dimension n, et (W, gθ une seconde variete riemannienne de dimension m.
Localement, on peut ecrire respectivement pour W et W'\

ds2 = gijdx* (x) dxj (i, / = 1, , ή) ,

et

dsn = g'aβdya ®dy? (a, β = 1, , m) .

Soit μ: W-* W une application difϊerentiable de classe C2. Si T(JV) est le fibre
vectoriel tangent relatif a W, nous introduisons le fibre vectoriel F = μ~ιT(Wf)
—> Ŵ  induit par //, ainsi que les tenseurs sur W a valeurs dans F. Si Φ est un
tel tenseur, on peut le representer sur un ouvert U de W par:

φυ = {Φΐ1...irdxίί (x) ® J c^}

et il existe pour tout xeW un produit scalaire naturel en x qui peut s'exprimer
pour xeU par:

(Φ,?n* = ^Φl...ir(xWβj1...Jr8
ilHx) 8ίrHx)g'aβ(μ(x))

Si Γintersection des supports de Φ et ?Γ est compacte, on en deduit, pour de
tels tenseurs, le produit scalaire global

(18.1) <Φ,Ψ>
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La difϊerentielle de μ definit une 1-forme sur W a valeurs dans F, notee μ^..
Sur U:

(μ*)u = {μl

b) Sur F existe une connexion naturelle π deduite de la connexion rie-
mannienne de (W, g') Sur U les 1-formes de connexion peuvent s'ecrire:

*u = {πμdx*} avec πa

βί = Γ&μf ,

oύ les r'£r sont les coefficients de la connexion riemannienne de (W, gθ pour
les coordonnees locales de μ(U). Le tenseur de courbure Π de π se deduit du
tenseur de courbure de (W\ gθ par

Sur les tenseurs de W a valeurs dans F, on peut introduire Γoperateur V de
derivation covariante, defini au dessus de U par la formule:

(18.2) (FΦ)u = VΦΌ + πυ®Φυ ,

oύ, au dernier terme du second membre, figure une contraction. En meme
temps que les tenseurs a valeurs dans F, on peut envisager les tenseurs a valeurs
dans ® r F. La formule (18.2) s'etend de maniere evidente a de tels tenseurs.
La metrique g/ definit au moyen de μ une metrique sur les fibres de F.
L'operateur V est "riemannien" par rapport a cette metrique, en ce sens que
le tenseur correspondant est a derivee covariante nulle.

Si Φ est une r-forme sur W ά valeurs dans F, on definit par antisymetrisa-
tion de (18.2) un operateur d sur de telles formes (oύ d2 est lie a la courbure
Π) tel qu'au dessus de U:

(18.3) (dφ)υ = dφjj + πΌ A Φυ .

Pour de telles formes, nous notons δ Γoperation transpose de d par rapport
au produit scalaire (18.1) et introduisons le laplacien Δ = dδ + δd. On a sur
U:

(18.4) , r ; 9 r

On en deduit par un calcul direct que, pour une 1-forme Φ a valeurs dans F,

(18.5) (JΦ)); = -FψjΦi + RJΦ* - R'aβlΐδμ/μ/Φβj ,

oύ Riά est le tenseur de Ricci de (W, g)
c) Pour toute application μ: W -+ W de classe C2, on a identiquement dμ^

= 0. Supposons un instant W compacte et a Γapplication μ, associons l7inte-
grale positive:
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E(μ) =

Pour que μ soit extremale de cette integrate, il faut et il suffit que soient satis-
faites les equations dΈuler correspondantes qui peuvent s'ecrire:

(18.6) δμ* = O,

W etant supposee compacte ou non, nous dirons qu'une application diίϊeren-
tiable μ: W -+W de classe C2 est harmonique pour (W, g) et (W, g') si elle
verifie (18.6).

Dans le cas particulier oύ W est compacte, il resulte de dμ^ = 0 et de
Γexpression de Δ que pour que μ soit harmonique, il faut et il suffit que Γon
ait Δμ^ = 0. Par une etude fine d'analyse, Eells et Sampson [7] ont etabli dif-
ferents theoremes d'existence dont le theoreme suivant.

Theoreme de Eells-Sampson. 5/ (W, g) et (W\ gθ sont compactes et si
(JJ ĵgO est a courbure sectionnelle non positive, toute application continue
μ.W'—• JP' est homotope a une application harmonique de (W, g) dans (W, gO

d) Supposons W et W compactes ou non. Une application difϊerentiable
μ:W-+W est dire totalement gέodέsique si Vμ^ = 0. S'il en est ainsi, Γimage
par μ d'un arc geodesique de (W, g) est un arc geodesique de (Wf, gO On
demontre aisement qu'une telle application est de rang constant sur W. D'apres
(18.4), Vμ^ = 0 implique δμ^. = 0; par suite toute application totalement geo-
desique est harmonique. On note que toute isometrie d'une variete riemannienne
sur elle meme est harmonique.

On etablit aussi aisement que si W et W sont des varietes complexes admet-
tant des metriques kahleriennes g et g', toute application holomorphe μ:W—*W
est harmonique pour les varietes kahleriennes (W, g) et (W, gO Ceci va nous
amener a substituer a Γetude des applications holomorphes d'une variete
kahlerienne compacte dans un tore complexe, Γetude des applications harmo-
niques d'une variete riemannienne compacte dans un tore reel muni de sa
metrique plate naturelle.

Supposons (W\ gθ a courbure nulle. On sait qu'il existe des recouvrements
de Wf par des domaines de systemes de coordonnees locales tels que sur chaque
domaine, les coefficients de la connexion riemannienne de (W, g') soient nuls.
En adoptant de telles coordonnees sur W, on a localement sur un ouvert con-
venable U de W:

Pour que μ: W —> W soit harmonique, il faut et il suffit dans ce cas que les
composantes locales μa de μ soient des fonctions harmoniques pour la metrique
g
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19. Le tore canonique et Γapplication /

Donnons-nous une variέtέ riemannίenne compacte (W,g) de premier nom-
bre de Betti p = bx{W).

a) Soit (W, π) le revetement universel de W considere comme realise au
moyen des chemins de W issus d'un point fixe xQ x0 e W correspond au chemin
mil. Nous munissons W de la metrique π*g. Soit 5* Γ automorphisme de (W, ττ*g)
correspondant a un element du groupe fondamental πλ(W). Une jonction
harmonique u sur W, a valeurs dans un espace vectoriel reel E, est dite addi-
tive si:

u(sx) — u(x) = φ(s) ,

oύ φ(s) definit une representation de πx(W) dans E. Si β e H, on a π*β — du,
oύ u est une fonction harmonique additive sur W, a valeurs reelles. En effet
de δβ — 0, on deduit δdu = 0; d'autre part:

u(sx) - u(x) = Cβ (τr*/3 = du) ,

oύ C1 est le cycle defini par x^-sx.
Soit H* Γespace vectoriel dual de H, suppose muni d'une metrique plate

naturelle. A tout point x <= W correspond par la difference u(x) — u(x0) (avec
π*β = du) une forme lineaire sur H, c'est-a-dire un element du dual H*. Nous
definissons ainsi par:

(J(χ), β) = u(x) - u(x0) (π*β = du)

une application harmonique additive J άtW dans H*.

A tout cycle C1 d'une classe d'homologie reelle, element de H\W, R), corres-

pond par Γintegrale I β un element de H* qui ne depend que de la classe

envisagee. On definit ainsi un isomorphisme de H\W, R) sur H*. L'image
correspondante de H\W, Z) est un sous-groupe P discret de H* de rang p.

Nous appelons tore canonique de (W, g) le tore reel B(W) — H*/P muni de
sa metrique quotient qui est sans courbure. Comme J(sx) — J(x) eP,J passe
au quotient et definit une application harmonique J: W —> B(W), le diagramme
suivant etant commutatif:

Ip

B{W) = H*/F
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b) Soit β une application harmonique additive de (W, π*g) dans E, espace
vectoriel reel de dimension fϊnie, telle que β(x0) = 0. Si aεE*, la function
u: x —> (μ(x), a) est une fonction scalaire harmonique additive sur W, nulle en
x0 et il existe un element β de H tel que τr*/3 = du. On determine ainsi une
application lineaire de E* dans H qui a α e £ * fait correspondre βeH (avec
τr*/3 = dw). Si v est Γapplication transposee, on a:

On voit que β — v o J, oύ Γ application lineaire £>: H* —> E est determinee de
maniere unique.

Soit Θ — E/R un tore reel muni de sa metrique plate naturelle et soit pγ la
projection canonique E —> Θ. Si μ est une application harmonique nulle en xQ

de JΓ dans θ , ^ se remonte sur W en une application harmonique additive β de
W dans E, nulle en jc0, avec μoπ = pλoβ. Si v est Γhomomorphisme deβ(PΓ)
dans Θ tel que y o p = pλ o £), on en deduit comme au § 5:

(19.1) μ = voj .

Si μ n'envoie pas Λ:0 a Γorigine de Θ, on obtient encore, en composant avec une
translation, la relation (19.1), oύ v est maintenant une application afrine de
B(W) dans Θ / possede done un caractere universel traduit par le theoreme
suivant:

Theoreme. Toute application harmonique d'une variέtέ riemannienne
compacte (W, g) dans un tore reel Θ est composee de maniere unique de Γap-
plication J de (W, g) dans le tore canonique B(W) et d'une application affine
de B(W) dans Θ ([15]c).

Si g est une isometrie de (W,g), Jog est encore une application harmonique
de (W, g) dans B(W) on verifie en efϊet immediatement que g operant par g*
sur une 1-forme harmonique donne encore une 1-forme harmonique. II en
resulte qu'il existe une transformation afrine g de B(W) telle que Jog — goJ.

c) On demontre comme au § 5, d que si X e L i ? Γimage J*{X) de X est un
champ de vecteurs uniforme dans B(W). Pour que X soit element de It, il faut
et il suffit que /*(X) = 0.

Ainsi Γideal It de Lt peut etre defini par les elements de Lt dont Γimage par
J dans le tore canonique est nulle.

Soit GB le groupe des translations de B(W) qui est le plus grand groupe
connexe d'isometries cette variete. Nous designons par LB son algebre de Lie
qui peut etre identiflee a Γalgebre des champs de vecteurs uniformes de B(W).
Si X e Li9 J*(X) e LB et pour tout x e W:

(19.2) /(exp (uX)x) = exp (uJ*{X))J(x) .

On peut etablir comme au § 6 la proposition suivante:
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Proposition. Uapplication harmonique J de (W, g) dans B(W) definit un
homomorphisme canonique Jt de Gt dans GB tel que:

(19.3) /o£ = ΛfeW.

Soit Γι le noyau de Ju (Γi)0 sa composante connexe de Γunite. On deduit de
(19.2) que (Γi)0 est le sous-groupe invariant connexe de Gt, d'algebre de Lie It.

20. Identites relatives aux isometries inίinitesimales

a) A toute 1-forme ξ de (W, g) associons le 2-tenseur symetrique covariant
b(ξ) defini par:

Si X est un champ de vecteurs de W et si ξ = a(X), on a:

b(a(X)) =

Par suite, pour que X soit une isometrie infinitesimale, il faut et il suffit que
b(a(X)) = 0. Si C est une 2-tenseur symetrique, nous notons β(C) Γoperateur
sur les 1-formes defini par:

(β(C)f)i = ICJξj .

En utilisant Γidentite de Ricci, on a:

oύ R = (i?^) est le tenseur de Ricci de la variete. Or:

{Δξ), = -ΓΨjξt + RJξj .

II en resulte:

(20.1) {Δξ - β(R)f + dδξh =

ce qui peut s'ecrire:

(20.2) Δξ - β(R)f + dδξ =

Si X est une isometrie infinitesimale, a(X) est solution de Γequation:

Δa(X) - (2(R)αffl + d t e W = 0 .

Associons maintenant a une 1 -forme ξ la 1 -forme λ(ξ) definie par:
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De (20.1) on deduit:

(Δξ - β(R)f + dδξ,ξ) = -ξ

ce qui peut s'ecrire:

(20.3) (Δξ - β(R)£ + dδξ, ξ) = δλ(ξ) + (&(?), &(?)) .

Par integration sur W9 il vient:

On en deduit la proposition:
Proposition 1. Etanί donnέe une variέtέ riemannienne compacte, pour toute

1-forme ξ on a Γidentite:

<Jf - β(R)f + dίf, f> - <6(f), b(ξ)}

C/n champ de vecteurs X est une isomέtrie ίnfinitesimale si et seulement si a(X)
verifie:

(20.4) (Δa(X) - Q(R)a(X) + dδa(X), a(X)} = 0 ,

ou est solution de Γequation:

Δa(X) - Q(R)a(X) + dδa(X) = 0 .

b) Un scalaire / > 0 etant donne sur W, introduisons le nouveau produit
scalaire:

(20.5) <α,i8>/ = <α,/i8>.

L'operateur δf9 transpose de d par rapport a (20.5) est donne par: δfa =
f~ιδ(fa). Si nous introduisons le laplacien correspodant Δf — dδf + δfd, il
vient:

(20.6) Δf = Δ- di(f~ιdf) - i(j~l

En particulier, pour une 1-forme ξ, on a immediatement:

(20.7) ( J , a = Uϊ)i - V$i log fξj - V* log WAi -

De la definition de Δf resulte:

(20.8) (Δjξ, ξ}f = < « , * > / + <8fS> «/f>/

Designons par Hj Γespace des 1-formes /-harmoniques, c'est-a-dire verifiant
Δfξ — 0. Si f e Hy il resulte de la decomposition de G. de Rham:
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oύ u est un scalaire. L'application lineaire ξ <z H / —>//f e H definit un isomor-
phisme de Hf sur H e t Γ o n a :

ώmUf = bx(W) = p .

On etablit aisement une generalisation de la proposition 1 en raisonnant
comme au § 10. De (20.6) et (20.7) il resulte:

(20.9) (Jfξ)i - (2Rij - Vtft log f)ξj + F> log fFjξt + Γtδξ = -

Or l'on a:

et d'autre part:

Γ ^ f = M f ~ ^.(ί7^ log /£,) = F^f - F ^ log fξj - V* log fFtξj .

En tenant compte de ces relations dans (20.9), il vient:

Nous sommes ainsi conduits a introduire le 2-tenseur symetrique C defini par:

(20.10) CiJ = RiJ-FiFjlogf.

Avec ces notations, on obtient Γidentite:

- Q(C)ξ + dδ&t = -i-ψJ{ib{ξ)}ij

Si X est une isometrie infinitesimale, ξ = a{X) annule le premier membre.
D'autre part par integration sur W9 il vient:

(Δjξ - β(C)f + dδfξ,fξ> = <i(f,/6(f)> .

On a:
Proposition 2. 5/ / est un scalaire > 0 sur W, on a pour toute 1-forme ξ

Γidentite:

(20.11) <Δjξ - β(C)f + d ί ^ / f ) = <b(ξ),fb(ξ)> ,

ow C est donnέ par (20.10). Un champ de vecteurs X est une isometrie infini-
tesimale si et seulement si a(X) vέrifie

(20.12) < V f f l - Q(C)a(X) + dδfa(X),fa(X)} = 0 ,

ow e sί solution de Γequation:
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ΔflAX) - Q(C)a(X) + dδfa{X) = 0 .

21. Applications

Etant donne sur (W, g) un scalaire / > 0, nous lui avons fait correspondre
le 2-tenseur symetrique C defini par:

(21.1) Ci^Rtj-ΓtFjlogf.

Si C definit une forme quadratique < 0 (resp. > 0) en tout point de W, nous
dirons que C est non positif (resp. non negatif) sur W et ecrirons C < 0
(resp. > 0)

a) Supposons que (W, g) admette un tenseur C non positif. Soit X e Lt une
isometrie infinitesimale, sous Γhypothese faite:

et ilresulte de (20.12):

c'est-a-dire da(X) — 0 et δfa(X) — 0. D'apres la premiere relation, X est a
derivee covariante nulle; d'apres la seconde, X laisse / invariant.

Theoreme 1. S'il existe sur la variέtέ riemannienne campacte (W, g) un
scalaire f > 0 tel que le tenseur C associέ par (21.1) soit non positif sur W, L^
est une algebre abέlίenne de dimension <p, definie par les vecteurs a dέrivέe
covariante nulle Lt laisse f invariant.

Ainsi Gt est abέlien et de dimension <p = bλ(W).
Supposons en outre qu'il existe un domaine U de W sur lequel C soit defini
negatif on a pour tout element X de Lt: Q(C)a(X) = 0, X est par suite nul
sur U done identiquement nul et Gt est reduit a Γidentite.

Ainsi si C < 0 est localement defini negatif, le groupe des isomέtries de
(W, g) est fini.

b) Supposons maintenant que iW, g) admette un tenseur C non negatif. Soit
ξ un element de Hf qui verifie done dξ = 0, δfξ — 0. II resulte de (20.11):

oύ le premier membre est < 0 et le second > 0 . On en deduit b(ξ) = 0; on
peut poser ξ = a(X), oύ X est une isometrie infinitesimale qui est done neces-
sairement a derivee covariante nulle; de plus d'apres δfa(X) = 0,X laisse /
invariant. On a H ; = H. L'applicationlineaireXeL t —> Ha(X) e H est surjec-
tive et q = p. Si Lγ est Γalgebre abelienne d'isometries definie par les champs
a derivee covariante nulle, on voit que Lt — / { 0 L t et que [L ί ? LJ = 0. De
plus tous les elements de H etant a derivee covariante nulle, J^ est a derivee
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covariante nulle (F/^ = 0) et / est totalement geodesique. On a:
Theoreme 2. 5'// existe sur la varίέtέ riemannίenne compacte (W, g) un

scalaίre f > 0 tel que le tenseur C associέ par (21.1) soit nέgatij sur W,Lt

admet une decomposition en somme directe Lt = It 0 L19 ou Lx est V ideal
abέlίen de Lt, de dimension p = bλ(W), defini par les elements a derivees
covariante nulle Lx laisse f invariant et Γapplication J: W —• B(W) est totale-
ment geodesique.

Ainsi la dimension de Gt est >p. Supposons en outre qu'il existe un
domaine U de W sur lequel C soit defini positif on a pour tout element X de
Li'. Q(C)a(X) = 0. On en deduit comme precedemment que Lλ = 0 et que
par suite p = 0.

Ainsi si C > 0 est localement defini positif, le premier nombre de Betti de la
variέtέ est nul (extension d'un theoreme classique de Bochner). Nous indi-
querons ulterieurement une generalisation du theoreme de S. B. Myers, gener-
alisation qui a ete signalee dans un cas particulier par Th. Aubin.

c) Soit (W, gθ une variete riemannienne a courbure sectionnelle non posi-
tive, compacte ou non. On sait [15b] que si C > 0 est localement defini posi-
tif, toute application continue de W dans W est homotope a une application
constante.

22. Varietes a premier nombre de Betti nul

Soit (W, g) une variete riemannienne compacte. Si bλ(W) == 0, le tore B(W)
est reduit a un point. II resulte de (19.1) que toute application harmonique de
(W, g) dans un tore est une application constante. Ainsi, d'apres le theoreme
de Eells-Sampson, toute application continue de W dans un tore est homotope
a une application constante.

Inversement, supposons que toute application continue de (W, g) dans un
tore soit homotope a une application constante. II en est en particulier ainsi
pour J: W —> B(W). D'apres un theoreme de Hartman [8], / est harmonique-
ment homotope a une application constante et E(J) = 0: / est done lui-meme
une application constante et il en est de meme pour /. D'apres la definition de
cette application, toute 1-forme harmonique de (W, g) est necessairement nulle
etb^W) = 0. On a:

Theoreme. Pour qu'une variέtέ compacte W soit a premier nombre de
Betti nul, il faut et il suffit que toute application continue de W dans un tore rέel
soit homotope a une application constante.

Ce resultat peut aisement etre etabli par voie purement topologique en
raisonnant sur les applications de W dans un cercle.



84 A. LICHNEROWICZ

VII. FIBRATION D'UNE VARIETE RIEMANNIENNE

COMPACTE A TENSEUR C > 0

23. Fibration sur le tore canonique

Soit (W, g) une variete riemannienne compacte, orientee, telle qu'il existe
sur W un scalaire / > 0 pour lequl le tenseur C defini par:

(23.1) Cίj = Rίj-FiFjlogf

est non nέgatίj. Le tore canonique B(W) de la variete est de dimension p =
bλ{W).

a) D'apres le theoreme 2 du § 21, on a q = p et il resulte du § 17, c) que
Γapplication totalement geodesique / : W —> B(W) est partout de rang p; Jt

definit un homomorphisme de Gt sur GB de noyau Γι et comme au § 13, / est
surjective.

Soit Gλ le sous-groupe invariant abelien connexe de Gt admettant Lλ pour
algebre de Lie; Gx appartient au centre de Gt. On aG^ = Gι-{Γi)[), La rest-
riction j 1 de Ji a Gx est un homomorphisme de Gx sur G β qui est un isomor-
phisme local. Le noyau de Jλ est un sous-groupe abelien discret Hi = GίΓϊ Γι
et Γi = HfίΓiX. Si yeB(W),J-\y) est une sous-variete fermee de W, de
dimension n — p, et les composantes connexes de J^iy) sont sans singularites.
Soit £/ un voisinage geodesiquement convexe, suffisamment petit de y e B(W).
A partir de J19 on definit comme au § 13 un difϊeomorphisme de J~\U) sur
U X J~Ky). II en resulte que / definit W comme espace fibre differentiable sur
B(W), avec Ht comme groupe structural. On deduit du caractere universel de
/ que les fibres qui sont compactes, sont aussi connexes. Nous notons (W'9 gθ
la fibre-type de la fibration. Le noyau Γt de Jt, ferme daus Gu est compact.

b) Soit {xΛ} (A = 1, 2, , p) un systeme de coordonnees plates pour le
tore B(W). Une base des 1-formes harmoniques de B(W) est definie par les
aA = dxA et une base pour les 1-formes harmoniques de (W, g) est donnee pas
les βA = J*aA.

Soit {xa} (a,b = p+l,--',ri)\m systeme de coordonnees locales de W la
bijection U X W -> J~\V) determinee par la structure fibree definit {xA,xa}
comme un systeme de coordonnees locales de W, adapte a cette structure fibree.
Pour ce choix, / est defini par:

JA(x) = xA (xeJ-KU)) -

Si Y e Ii, Y est tangent aux fibres. Si X e L1? ses composantes verifient XA =
const., Xa = 0. On demontre comme au § 14 que, en coordonnees adaptees

(23.2) ds2 = gABdxAdxB + gabdxadxb ,
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o u §AB — const, et oύ les gab ne dependent que des coordonnees {xc}. La
metrique g de W est reductible et le tenseur de Ricci admet les composantes

RAB — 0 J RaB = 0 , Rab

oύ (Rab) est le teuseur de Ricci de (W, g') La fonction /, invariante par L1?

ne depend que des coordonnees {xc} et le tenseur C admet les composantes:

CAB = 0 , CaB = 0 , C α δ = # α δ - FaFb log/ .

Par suite la restriction de C a une fibre est un tenseur C attache a (W, g') par
une formule identique a (23.1). Nous enonςons:

Theoreme. Soit (W, g) une variέtέ riemannίenne compacte, orientee, de
dimension n et premier nombre de Betti p = b^W). SΊl exίste sur W un scalaire
f > 0 tel que le tenseur associέ par (23.1) soit non negatif:

1°) Le noyau Γt de Jt est un sous-groupe invariant compact de Gt.
2°) Vapplication J definit W comme espace fibre differentiate sur le tore

canonique B(W) de groupe structural Hi abέlien discret. La fibre-type est une
variέtέ riemannienne (W\ gθ compacte, connexe, de dimension n — p, vέrifiant
la meme hypothese que (W, g) pour un tenseur C dέfini par le restriction de C
a un fibre.

c) On a la proposition suivante.
Proposition. Soit (W, g) une variέtέ riemannienne compacte admettant un

tenseur C > 0. Si Y e It, la restriction de Y a une fibre J~ι(y0) dέfinit un έlέ-
ment Yr de Γidέal I\ de Γalgebre des isomέtries infinitέsimales de la fibre
(W, gθ identifiέe a J-\y0).

Considerons une fibre determinee Z " 1 ^ ) identifiee a la fibre-type Wf. Si
Y eli, la 1-forme correspondante ξ = a(Y) est cohomologue a 0 sur (W, g)

oύ μ est une 1-forme. Si X e L19 on a &(X)Y = 0 et par suite <£(X)ξ = 0.
Ainsi:

Se{X)δdμ = δd^(X)μ = 0 .

On en deduit:

d&{X)μ = &(X)dμ = 0 ,

et la 2-forme λ = dμ est invariante par X X etant a derivee covariante nulle,
il en resulte qu'en coordonnees adaptees VAλ = 0. Dans ces coordonnees:
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oύ le dernier terme du second membre est nul. On en deduit que si ξ' est la
restriction de ξ a W, λ' celle de λ, on a sur (W\ g')

ξ = O A ,

oύ <5; est ici Γoperateur de codiίϊerentiation relatif a cette variete. II en resulte
que Y', restriction de Y a W, appartient a Γideal /'.

d) A partir du theoreme du b et du lemme precedent, on peut reiterer le
procede sur (W, g') comme au § 16. On peut aussi raisonner autrement: pour
tout revetement fini de W, le premier nombre de Betti est <n. Soit V un
revetement fini de W, avec bλ(V) = h, tel que pour tout revetement fini de W,
le premier nombre de Betti soit <h. D'apres le b, V est fibre sur B(V) la fibre
F est telle que b^F) = 0, sinon, d'apres le raisonnement du § 16, b, il existerait
un revetement fini de V done de W dont le premier nombre de Betti serait plus
grand que h. Nous pouvons enoncer.

Theoreme. Soit (W, g) une variete riemannienne compacte telle quΊl existe
sur W un scalaire / > 0 pour lequel le tenseur associέ C est non nέgatij. Soit
h le maximum des premiers nombres de Betti des revetements finis de W. II
existe un revetement fini V de W qui est fibre diβέrentiablement sur B(V), de
dimension h, en varίέtέs compactes, connexes F verifiant la mime hypothese
que W et telles que bλ(F) = 0.

VIII. VARIETES RIEMANNIENNES A TENSEUR C > 0 ET

EXTENSION DES THEOREMES DE CHEEGER-GROMOLL

24. Theoremes de Cheeger-Gromoll

a) Soit (W, g) une variete riemannienne complete. On appelle rayon (resp.
droίte) de la variete une geodesique rapportee au parametre t naturel σ: [0, oo ]
—> W(resp. σ: (— oo,+oo)—>W) dont chaque arc est minimal. On note
d(>, •) la distance de deux points de (W, g). A tout rayon a et a toute valeur
t > 0 du parametre, associons la fonction:

x-»gt(x) = d(σ(f),x) - t .

On demontre aisement (Toponogov, Cheeger-Gromoll) que quand t —* oo, gt

converge uniformement sur tout compact vers une fonction continue gσ.
b) En etudiant les varietes riemanniennes completes a tenseur de Ricci

R > 0 admettant une droite, Cheeger et Gromoll ont etabli le theoreme suivant.
Theoreme 1. Si (W, g) est une variete riemannienne complete a tenseur de

Ricci R > 0, (W, g) est le produit riemannien de Rk muni de sa mέtrίque plate
naturelle (facteur euclidien maximal) et d'une variete riemannienne (W, g)
depourvue de droite.
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De ce theoreme, ils ont deduit des resultats importants que nous pouvons
presenter sous la forme suivante: soit C la classe des varietes riemanniennes
compactes (W, g), dont le revetement universel (W, g) est le produit riemannien
de Rk (facteur euclidien maximal) et d'une variete riemannienne (JY, g) com-
pacte. On a

Theoreme 2. 1°) Toute variete riemannienne compacte a tenseur de Rίcci
R > 0 est de classe C.

2°) Pour toute variete riemannienne (W, g) de classe C, le groupe dΊiolo-
nomie homogene complet Φ est compact.

Nous nous proposons d'etendre le Theoreme 1 et le 1°) du Theoreme 2 au cas
oύ Γon substitue au tenseur de Ricci un tenseur C convenable. Nous n'explici-
terons que le principe des demonstrations qui different peu de celles de Cheeger-
Gromoll.

25. Lemmes fondamentaux

a) Soit (W, g) une variete riemannienne complete et supposons qu'il existe
sur W un scalaire / > 0 tel que le tenseur associe C:

(25.1) Cij = Rij-FίFjlogf

soit non negatif. Nous supposons de plus |log f\ borne sur W; log / etant defini
a une constante additive pres, nous pouvons ecrire sans nuire a la generalite

(25.2) 0 < l o g f < M .

Nous nous proposons d'etablir sous ces hypotheses un certain nombre de
lemmes.

b) Si p est un point fixe de W, nous designons par ρp la fonction x e W ->
d(p,x). On a:

Lemme 1. Sous les hypotheses du a, il existe une constante positive K2 telle
que:

(25.3) W/PPXX) > -K2/Pp(x) ,

oύ x rfappartient pas au cut locus de p.
Soit σ: [0, /] —• W la geodesique minimale de longueur / = pp(x) joignant p

a x. Si N est le vecteur unitaire tangent a cette geodesique, on deduit du
raisonnement de Cheeger-Gromoll par integration sur σ:

{ΔPv)(x) - Jϊ-WNΨtFj log fdt > - "^1 ,
0

ce qui peut s'ecrire, si Γon designe par ' et " les derivations par rapport au
parametre t:
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Or l'on a:

ί2(log/)" - (t\logfYY - 2(t log fY + 2 log/ .

On en deduit:

Γ^-(logf)"Λ = (W«log/)(x) - ^(log/)W + A Γlog/Λ .

0 0

D'apres la majoration de log/, il existe une constante K2 > 0 telle qu'en * :

j f t _ f-ψψίPp > -κηPp,

ce qui n'est autre que Γinegalite (25.3).
c) Supposons n > 2 et introduisons sur PΓ, la metrique g = ^g? conforme

a la metrique initiate, avec

ψ = f/(«-2) .

Si u est une fonction scalaire sur W, on verifie immediatement que le laplacien
Δu correspondant a la metrique g peut s'ecrire:

(25.4) Δu = φ~ιΔfu .

Soit D un compact connexe de W a bord d£> regulier. D'apres (25.4), nous
pouvons dire qu'une fonction u est j-surharmonique si, /ι designant la fonction
continue sur D, /-harmonique sur int. D et telle que h \3D — u\ 3D, on a pour
tout D Γinegalite u > h sur D. Cette /-surharmonicite est bien entendu equiv-
alente a la surharmonicite pour la metrique g.

Du Lemme 1, on peut deduire:
Lemme 2. Si σ est un rayon d'une variέtέ de dimension n > 2 satisfaisant

aux hypotheses du § 25, a, la fonction gσ associέe est f-surharmonique.
On etablit ce resultat au moyen de la consideration de la fonction de Green

Gy(x) de Δ sur D, de singularite y e int. D. Le raisonnement est semblable a
celui de Cheeger-Gromoll (Theoreme 1 de leur article), mais dans les elements
d'integration figure le facteur /.

Decomposons une droite de (W, g) en deux rayons opposes auxquels sont
associes respectivement les fonctions g+ et g_. Du Lemme 2 on deduit aisement
le lemme suivant:

Lemme 3. Etant donnέe une varietέ riemannienne de dimension n > 2,
satisfaisant aux hypotheses du § 25, a, les deux fonctions g+ et g_ associees aux
deux rayons opposes d'une droite de la variέtέ sont f-harmoniques et les carrέs
(dg+,dg+) et (dg_, dg_) de leurs diffέrentielles sont έgaux a 1.
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26. Theoreme concernant les varietes riemanniennes completes a C > 0

a) Soit (W, g) une variete riemannienne complete de dimension n > 2 satis-
faisant aux hypotheses du § 25, a. Des calculs du § 20, b, il resulte que, pour
toute 1-forme ξ, on a:

(26.1) (Jfξ - β(C)f + dδfξ,m = - Γ W f ) y } + (b(ξ),fb(ξ)) .

Si (PF, g) admet une droite, prenons pour ξ la differentielles dg+ de Γune des
deux fonctions g+, g_ correspondantes. D'apres le lemme 3, ξ veriίie:

5fS = 09 dξ = 0 , (?,£) = 1 .

On en deduit en particulier:

?%•?, = 0 , ξΨάj = 0 .

Pour cette 1-forme ξ, la relation (26.1) se reduit a:

oύ les deux membres sont de signes opposes done nuls. Ainsi b(ξ) = 0 et
ξ = a(X), oύ X est une isometrie infinitesimale et est par suite a derivee
covariante nulle

FX = 0 .

De δfξ = 0, il resulte que X laisse / invariant. On voit aisement que les trajec-
toires de X = grad. g+ et les sous-varietes g+ = const, definissent une decom-
position globale de (W, g). On a

Proposition. Si une variete riemannienne complete (W,g), de dimension
n > 2, satisfait aux hypotheses du § 25, a et admet une droite, (W,g) est le
produit riemannien d'une variete (W, gθ satisfaisant aux memes hypotheses et
d'une droite R munίe de sa metrique naturelle.

b) Par induction, on deduit de la proposition precedente que la variete
(W, g) consideree est le produit riemannien de Rk et d'une variete riemannienne
complete (W, g) satisfaisant les hypotheses du § 25, a et qui ou bien est de-
provue droite, ou bien est de dimension 2 et admet une droite.

Examinons le cas oύ la variete (W, g), est de dimension 2. A cet effet
introduisons la variete QY, g), de dimension 3, deίinie par le produit riemannien
de (W, g) et d'un cercle T1 muni de sa metrique naturelle

W = W x T1 ,

(W, g) verifiant les hypotheses du § 25, a, il en est de meme pour (W, g), le
scalaire / etant pris constant sur les varietes facteurs Γ1.
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Si σ(t)(t 6 (— oo, + oo)) est une droite de (W, g) et si θ0 e T\ (σ(t), θ0) definit
une droite de la variete (W, g). D'apres la proposition precedente, (W, g) est
le produit riemannien d'une variete (W\ gθ et d'une droite:

W = W X R .

La facteur iΐ definit sur (W, g) un champ de vecteurs X a derivee covariante
nulle dont nous designons par X la projection sur W (pour la decomposition
W — W X T1) X est a derivee covariante nulle sur (W, g) et ne peut etre nul.
Par suite la variete (W, g), de dimension 2, est plate et admet une droite.
D'apres Toponogov [18] elle admet un facteur identique a R.

On voit que la variete initiale (W, g) est toujours le produit riemannien d'un
Rk et d'une variete riemannienne (W, g) depourvue de droite. Nous enonςons:

Theoreme. Soit (W, g) une variete riemannienne complete admettant un
scalaίre f > 0 tel que

1°) le tenseur C associέ par (25.1) est > 0 ,
2°) I log /| est borne sur W.

Alors (W, g) est le produit riemannien de Rk muni de sa mέtrique plate na-
turelle (facteur euclidien maximal) et d'une variete riemannienne complete
(W, g) verifiant les meme hypotheses et depourvue de droites.

27. Cas de varietes compactes

Soit (W, g) une variete riemannienne compacte admettant un scalaire / > 0
pour lequel le tenseur C associe est > 0 .

a) Le revetement universel QY, g) de cette variete satisfait aux hypotheses
du theoreme du §26 et est le produit riemannien d'un Rk et d'une variete
(W, g) depourvue de droites: W = W x Rk. De la compacite de W, on deduit
que si W n'etait pas compacte, il existerait certainement une droite sur cette
variete (voir theoreme 3 de Cheeger-Gromoll, article cite). Ainsi:

Theoreme. Si (W, g) est une variete riemannienne compacte admettant un
tenseur C > 0, la variete est de classe C.

b) Proposons-nous de donner une interpretation de la dimension k du fac-
teur euclidien maximal de QY, g). Nous notons p la projection canonique de
W sur W.

En x e W, soit P~ le sous-espace vectoriel de dimension k tangent a la variete
facteur deίini par Rk et soit Px (oύ x = p(x)) sa projection sur W. Si Φ est le
groupe d'holonomie de (W, g) en x, Φo sa composante connexe de e, le groupe
Φo induit Γidentite sur Px: si φ0 e ΦQ, v e Px, on a φQ(v) = v. Par suite si φ e. Φ,

(27.1) φ{Ψo(v)} = Ψ(v) ,

φ deίinissant un automorphisme de Φo, a tout element <p'o 6 Φo correspond φ0 e ΦQ

tel que ψ o φ0 = φ'o o φ et (27.1) peut s'ecrire:
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Le vecteur φ(v) etant invariant par Φo appartient necessairement a Px et Φ laisse
Px invariant. D'apres le theoreme 2, 2° du § 24, Φ est compact. La connexion
de (TF, g) definit un homomorphisme du groupe fondamental πx(W) sur le
groupe ίini Φ/Φo. Si N est le noyau de cet homomorphisme:

~ Φ/Φo .

Considerons le revetement fini (W, g) correspondant au groupe N et admettant
done pour fibre ^(VfO/N. D'apres la definition de N, Q¥,g) admet Φo pour
groupe d'holonomie. Si P* est la projection de P~ sur W, tout element z) de
P* est invariant par le groupe d'holomie de (ίV, g) et par suite definit sur W
un champ de vecteurs a derivee covariante nulle; d'apres le § 21, bx(W) = k.

Cela pose, soit (F, gθ un revetement fini de (W, g) dont le premier nombre
de Betti bx{V) = h est maximum par rapport aux premiers nombres de Betti
des revetements finis de W. On a done k < h. (V, g') jouissant de la meme
propriete que (W, g), il existe sur (F, gθ, h champs de vecteurs lineairement
independants a derivee covariante nulle. En passant au revetement universel,
on voit que h < k done que h — k. Nous enoncons:

Theoreme. Si (W, g) est une variέte riemannienne compacte admettant un
tenseur C > 0, la dimension du facteur euclidien maximal de (W, g) est έgale
au maximum des premiers nombres de Betti des revetements finis de W.

De Γ analyse precedente, on deduit immediatement des informations sur la
structure de πλ(W). En particulier

Corollaire. Si (W, g) est une variέte riemannienne compacte admettant un
tenseur Q>0et si tout revetement fini de W est a premier nombre de Betti nul,
le groupe fondamental de W est fini. II en est ainsi en particulier si le tenseur
C > 0 est localement defini positif.

En effet, sous Γhypothese faite, k = 0 et W — W est compacte. Nous avons
obtenu une generalisation directe du theoreme de Myers.

IX. RETOUR AUX VARIETES KAHLERIENNES

28. Varietes kahleriennes a tenseur C > 0

Supposons que notre variete (W, g) soit kahlerienne et reprenons les notations
correspondant a ce cas.

a) Si X e L, la 1-forme rέelle ξ correspondante peut s'ecrire:

ξ = d'p + d"p + Hξ ,

oύ Hξ est une 1-forme harmonique reelle. Si p = u + iv (oύ u et v sont a
valeurs reelles), il vient:
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d'p + d"p = {άf + d")u + i(d' - d")v = du + Mdv ,

et par suite:

(28.1) ξ = du + Mdv + Hξ .

D'une formule classique de geometrie kahlerienne, on deduit Mdv = δLv et

(28.1) est la decomposition reelle de G. De Rham pour ξ. Pour que X e Lz , il
faut et il suffit que δξ = 0, c'est-a-dire que ξ s'ecrive:

(28.2) ξ = Mdv + Hξ .

Tout element X de L^ qui admet un zero sur W appartient a It. Inversement
tout element X de It admet ξ = Mdv comme 1-forme reelle correspondante
v admettant des extremas sur W, ξ et par suite X elt s'annulent sur W. S'il
existe X eLt et depourvu de zeros, il existe une 1-forme harmonique β telle
que i(X)β Φ 0 et bλ(W) est ̂ 0 (Frankel obtient un resultat plus general).

Proposition. Soit (W, g) une varietέ kahlerienne compacte. Pour qu'un ele-
ment X de Γalgebre Lt des isomέtries ίnfinitesίmales de la variέtέ appartienne
a Γideal Iί9 il faut et il suffit que X admette un zero sur W. S'il existe X eLt et
depourvu de zeros, on a bx{W) Φ 0.

b) Supposons qu'il existe sur la variete kahlerienne (W, g) un scalaire / > 0
tel que le tenseur C defini par:

(28.3) CtJ = Ri3 - FiPj log f (/, / = 1, . . ., 2ή)

soit non negatif. Cette hypothese implique que CX(W) est > 0 . En effet pour
tout vecteur w, on a:

W = Caβw
awβ + 2Caβw

aw? + Csβw
sw? > 0 .

En substituant fw au vecteur w9 il vient:

Ciji/wYi/wV = -Caβw
aw? + 2Ca-βw

aw? - Caβw*wϊ > 0 .

On en deduit par addition membre a membre:

(28.4) 4Caβw w* = CtjwW + C^fwYίfw0) > 0 .

Proposition. Soit (W, g) une variέtέ kdhlέrienne compacte. SHI existe sur
W une scalaire / > 0 tel que le tenseur C associέ par (28.3) soit non negatif,
on a CX(W) > 0.

c) Pour une telle variete kahlerienne les theoremes des § 13 et § 23 b sont
simultanement valables. En particulier L = / 0 L t oύ les elements de Lλ sont
a derivee covariante nulle; Gx se composant d'isometries, le groupe H —
Gλ Γϊ Γ — Gx Π Γi coincide avec Ht. En reunissant les conclusions, il vient:
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Theoreme 1. Soit (W, g) une variέtέ kdhlέrienne compacte telle quΊl exίste
sur W un scalaίre f > 0 pour lequel le tenseur C dέfini par (28.3) soit non
nέgatif. Pour cette variέtέ a Cλ(w) > 0.

1°) Le group e Gλ ap par dent au centre de G; les noyaux Γt C Gt de Jt et
Γ C G de J sont jermέs respectίvement dans Gt et G.

2°) Vapplication de Jacobi J dέfinit W comme fibre holomorphe sur le
tore complexe A(W) a groupe structural H abέlίen, discret. La fibre-type est
une variέtέ kdhlέrienne (W, gθ compacte, connexe, de dimension complexe
n — p, vέrifiant le meme hypothese que (W, g) pour un tenseur C dέfini par la
restriction de C a une fibre.

Nous avons ainsi obtenu une generalisation exacte de la situation du § 14. A
partir du theoreme du § 23, d, on a:

Theoreme 2. Sous la meme hypothese que pour le thέoreme 1, soit V un
revetement fini de W dont Γirrέgularitέ h est έgale au maximum des irrέgularitέs
des revetements finis de W. La variέtέ V est fibrέe holomorphίquement sur
A(V) {de dimension complexe h) en variέtέ kάhlέriennes complexes, connexes
F, vέrifiant la meme hypothese que W et a irrέgularitέ nulle.

29. Cas des varietes de Hodge

a) Soit W une variete kahlerienne de dimension complexe n. On appelle
genre arithmέtique de cette variete Γentier:

χ(W) = Σ(-iybr>r = 0

Si CX(W) > 0 est localement defini positive, il resulte de (10.3) que Ur(f) = 0
et par suite que brt0(W) — 0 (r = 1, , ή). On a done χ(W) = 1. En remarquant
que b2 0(W) = 0 implique W de Hodge, on deduit d'un resultat de Kobayashi
[10].

Proposition. Si W est une variέtέ kdhlέrienne a Cλ(W) > 0 et localement
dέfinie positive.

1°) W ήadmet pas de r-formes holomorphes non nulles et χ(W) — 1.
2°) W n'admet aucun revetement fini propre. En particulier H\W, Z) = 0.
b) Cela pose, supposons que W admette un scalaire / > 0 pour lequel le

tenseur C defini par (28.3) est > 0 et a une partie de type (1,1) localement
definie positive. D'apres la proposition precedente, W satisfait aux hypotheses
du corolaire du § 27 et admet par suite un groupe fondamental fini, done reduit
a Γidentite, toujours d'apres la meme proposition.

Theoreme. SΊl exίste sur la variέtέ kdhlέrienne W un scalaire / > 0 pour
lequel

1°) le tenseur C associέ par (28.3) est > 0 ,
2°) la partie de type (1,1) de C est localement definie positive
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la variέtέ envisagee est simplement connexe.
II en est, a fortiori, ainsi si C > 0 est lui-meme localement defϊni positif.
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