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1. Introduction. Dans toute la suite, A
désigne un anneau commutatif unitaire intégre, K
son corps des fractions, A’ sa cloture intégrale,
A* sa quasi-cloture intégrale, P(4) = Spec(A)
— {0}, P,(A) I'ensemble des idéaux premiers de
hauteur 1 de A et Max(A) l'ensemble de ses
idéaux maximaux.

On désigne par 7, la topologie linéaire sur K
qui admet pour systéme fondamental de voisin-
ages de 0 les idéaux non nuls de A; si p € P(A4),
on notera 7, la topologie 7,

Rappelons deux définitions:

a) A est dit h-semi-local si, pour tout idéal
propre a de A, 'anneau A/a est semi-local.

b) A est dit topologiquement priiférien si, pour
tout p € P(A), la topologie 7, est définie par une
valuation de K.

Dans cette Note nous montrons que, si A est
topologiquement priiférien A-semi-local, alors:

1) A" est un anneau de Priifer h-semi-local
de dimension < 1, et I'application #—»n N A de
Max(A4®) — {0} dans P,(A) est bijective; ce
résultat généralise le théoréme 1.8 de [1] et le
corollaire 9 de [6];

2) Toute topologie de corps A-linéaire sé-
parée non discréte sur K, est borne surpérieure
de topologies 7,, (m € Max(A4)).

Comme application de ces deux résultats,
nous obtenons une généralisation du théoréme
2.14 de [1].

2. Résultats. Si U est une partie de K, on
désigne par f, le sous-A-module de K formé des
x € K tel que xU C A.

Lemme 1. Si 7, est définie par une valua-
tion de K, alors, pour tout sous-A-module M de
K tel que M #+ K, on a f,, # 0.

Preuve. Soient V un anneau de valuation de
K tel que 7, = 7y, et £ € K — M. Montrons que
G)? C xfy; en effet, on a (f,) VM S M, donc
zV & (f,) VM, mais V est un anneau de valuation,
donc f)VM < zV ; doa (f,)°M C zA, et par
suite (f)? < xfy Le lemme découle de cette

inclusion et du fait que f, # 0.

Corollaire 1. On suppose 7, définie par une
valuation de K. S’il existe un sous-A-module M
de K ouvert pour une topologie d’anneau 7 sur K
et tel que M # K, alors 7, est moins fine que 7.

Preuve. D’aprés le lemme précédent, il ex-
iste d # 0 tel que dM C A; le corollaire découle
du fait que pour tout @ # 0 ’homothétie x— ax
est un homéomorphisme de K sur lui-méme.

On désigne par L,(A) (resp. L,(A)) 'ensem-
ble des topologies d’anneau (resp. de corps)
A-linéaires séparées non discrétes sur K, et
R(A) le radical de A.

D’apreés [2, chap. 6 §5 exer. 1], 7, € L,(4),
et 7, € L,(A) si et seulement si R(4A) # 0.

Le résultat suivant donne une caracterisa-
tion (topologique) des anneaux étudiés dans [4].

Proposition 1. Les propriétés suivantes sont
équivalentes:

1) 7, est définie par une valuation de K.

2) L,(A) est réduit a un seul élément.

3) R(A) # 0 et L,(A) est réduit 2 un seul
élément.

Prewve. 1)= 2). Si 7 € L,(A), il est clair
que 7 est moins fine que 7, et d’aprés le corol-
laire précédent 7, est moins fine que 7, d'ou 7 =
T,

2)= 3). Si A C B est un sous-anneau local
de K tel que B # K, alors 7, = 75 donc 74 €
L,(A) et par suite R(A) # 0. La dernieére asser-
tion est claire.

3)=1). On a 7, € L,(A), et d'aprés [2,
chap. 681 n°2 th. 2] il existe un anneau de
valuation V de K tel que A C Vet V# K, dou
Ty = Ty

De cette proposition découle immédiatement
la proposition 1.5 de [1].

Remarque. Let anneaux vérifiant les prop-
riétés équivalentes de la proposition précédente
sont caractérisés dans ([2, chap. 6 §5 exer.
3b)1,[9, prop. 1]) pour les anneaux noethériens, et
dans [11, chap. 1 prop. 2] pour les anneaux de
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dimension 1.

La proposition suivante est bien connue (cf.
[4]); nous la démontrons directement.

Proposition 2. On suppose que 7, est défi-
nie par une valuation de K. Si A* + K, alors A*
est un anneau de valuation de hauteur 1, et la
trace sur A de son idéal maximal est le plus petit
éléement de P(A) ordonné par inclusion.

Preuve. D’aprés le lemme 1, si A € B est
un sous-anneau de K tel que B # K, il existe
d#0 tel que dBCTA, dou BC A* 1l en
résulte, d’'une part que A* est anneau de valua-
tion de hauteur 1 [2, chap. 6 §4 n°5 prop. 6], et
d’autre part que si ¢ € P(A) alors A, < A* dou
si p est la trace de l'idéal maximal de A*, on a
»<q

On désigne par V;(A) Vlensemble des
anneaux de valuation de hauteur 1 de K con-
tenant A.

Si A est topologiquement priiférien, il résulte
de la proposition 2 que l'application V— m, N
A, ot my est 'idéal maximal de V, de V,(4) dans
P,(A), est bien définie.

Proposition 3 [1, prop. 1.7]. Si A est topolo-
giquement priférien alors lapplication V— m,
N A de V,(A) dans P,(A) est bijective.

Preuve. D’apres le lemme 1 de [10] et la
proposition 2, l'application p— (A,,)* de P,(4)
dans V,(A), est bien définie; on vérifie facilement
que les applications V—m, N A, et p— (A,,)*
sont réciproques l'une de l'autre.

Théoréme 1. Si A est
priiférien et A-semi-local, alors:

1) A* est un anneau de Prifer de dimension
<1

2) 'application #— % N A est une bijection
de Max(4™) — {0} sur P,(A).

Preuve. Montrons 1). On suppose A* # K.
D'aprés [7, lemma 2.2, ona A" = N @Q,)*

meMax(4)
car la famille (A4,,) ,emaxw, Satisfait a la condition
FC. Si E est I'ensemble des m € Max(A4) tels
que (4,)* # K, alors A*= n (A4,)" Dapres

mekE
la proposition 2, pour tout m € E, (4,)" est un
anneau de valuation de hauteur 1, et comme la
famille ((4,,)%) <z satisfait a la condition FC. A*
est donc un anneau de caractére fini et de type
réel. Soit # € Max(A™) ; d’'aprés [2, chap. 7 §1
exer. 26.d)] (A*),, est un anneau de caractére fini
et de type réel; donc il est complétement intég-

topologiquement
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ralement clos [2, chap. 6 §4 n°5 cor. de la prop.
9]. Mais, en vertu de la proposition 1, 7, est défi-
nie par une valuation de K ; il résulte donc, de la
proposition 2 et [2, chap. 6 §4 n°5 prop.6], que
(A, est un anneau de valuation de dimension 1.
Donc A* est un anneau de Prifer
h-semi-local de dimension 1. L’assertion 2
découle de l’assertion précédente et de la prop-
osition 3.

Corollaire 2 [6, cor. 9]. Si A est un anneau
de Prifer h-semi-local alors A™ est un anneau de
Prifer de dimension < 1.

Remarques. 1) Posons A”= N V; dans

vevy(4)

la démonstration de 1’assertion i) du théoréme 1.8
de [1], l'auteur utilise le fait que, si A est topolo-
giquement priiférien, h-semi-local et P,(4) # D,
alors pour tout p” € P(A”) il existe VE
Vi(A4) tel que A”,, € V; ce qui est incorrect,
comme le montre I'exemple suivant:

Soient v une valuation d’'un corps k dont
I’anneau est sans idéal premier de hauteur 1 [5,
exemple 19.12], K = k(X), ou X est une indéter-
minée, v; l'unique valuation de K prolongeant v,
telle que v,(X) =0, V, son anneau et V,=
k[X] . Posons A=V, N V,. Daprés [2, chap.
6 §10 n°1 prop. 2], V; est un anneau de valua-
tion sans idéal premier de hauteur 1, et V, est un
anneau de valuation discréte; notons m; l'idéal
maximal de V; et posons p, = m; N A. D’aprés
[2, chap. 6 §7 n°1 prop. 1 et 2] A est un anneau
de Priifer semi-local d’'idéaux maximaux p,, p,,
P,(A) = {p,}, mais il n'existe aucun anneau de
valuation de hauteur 1 de K contenant A, = V;
[2, chap. 6 84 n°1 1 prop. 1].

2) La premiére assertion du théoréme précé-
dent entraine que l'assertion iii) du théoréme 1.8
de [1] est valable sans hypothése supplémentaire.

Corollaire 3. Si A est topologiquement
priiférien A-semi-local, alors A est complétement
intégralement clos si et seulement si A est un
anneau de Prifer de dimension 1.

Preuve. La condition nécessaire résulte du
théoreme précédent. La condition suffisante
découle de [5, th. 23.4].

La démonstration du théoréme 2 utilise le

Lemme 2. Soit @ un idéal de A tel que a #
A. Si E est I'ensemble des m € Max(A4) tels que
aCmalors 1+ a) A= N A,

meE

Preuve. L’inclusion C est claire,

reste a
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montrer 'autre; soit donc x € N A, ; pour tout

€
mEE on a f,NAZm; mdinc a+ (f, N
A) =A doul=a+ b aveca€Saetbef N
o ca+aa

On dira que A wvérifie la proprite (M) si
toute topologie 7 € L,(A) est borne supérieure
de topologies 7,, (m € Max(4)).

La démonstration du résultat suivant est une
adaptation de celle que nous avons donnée dans
[11] pour A de dimension 1.

Théoréme 2 [1, th. 1.3]. Si A est topologi-
quement priférien k-semi-local alors A vérifie la
propriété (M).

Prewve. Soient T € L,(A) et F 1’ensemble
des m € Max(4) tels que 7,, soit moins fine que

7. Montrons que 7 = sup 7,. Pour cela il suffit
meF

de montrer que 7 est moins fine que sup 7,,. Soit
meF

donc M un sous-A-module de K ouvert pour 7.
L'application (z, y) — zy~" de K x (K — {0})
dans K est continue en (0,1), donc il existe un
sous-A-module N de K ouvert pour 7 tel que N
CM,1€Net N1+ N)"'C M On pose a=
NN A et soient a € a, a# 0 et E I'ensemble
des m € Max(A) tels que @ € m. On a bien a
1+ a) 'AC M, et daprés le lemme précédent
ona(l+a) A= N A, doa N ad, M.

meE meE
D’autre part, A est A-semi-local donc E est fini;
et pour tout m € E, 7, est définie par une
valuation de K et 1 € N,,, donc, d’apres le corol-
laire 1, 7,, est moins fine que 7. On en déduit que

M est ouvert pour la topologie sup 7,, ce qui
meF

achéve la démonstration du théoréme.

Remarques. 1) Si on applique le théoréme
précédent a la topologie linéaire 7*, définie dans
[9], qui admet pour systéme fondamental de
voisinages de O les sous-A-modules de K, de la
forme (1 + @) 'a, ot @ est un idéal propre de A,
on retrouve le lemme 13 de [8].

2) Le théoréme précédent et sa réciproque
sont énoncés dans [9, th. 2 et prop. 1] pour les
anneaux noethériens (cf. aussi [12, chap. 12 th.
5]), et démontrés par l'auteur dans [11, chap. 1
th. 1] pour les anneaux de dimension 1.

3) D’aprés le corollaire 2.3 de [1], si A véri-
fie la propriété (M) et la condition (*) définie
dans [1], alors il est de dimension 1 (notons qu’en
vertu du lemme 1 de [10], si A est de dimension

A, on en déduit que x =

Une Note sur les Topologies Linéaires 75

1 alors il vérifie la condition (*)).

4) A peut vérifier la propriété de la borne
supérieure définie dans [1] sans qu’'il soit
h-semi-local. On prend A = kl[Y] + Xk[X,
Y] %), ot k est un corps, X et Y sont des indéter-
minées. A* = k[X, Y1, est un anneau de
valuation discreéte, et f,+ # 0 donc, en vertu de la
proposition 1, L,(A4) est réduit a un seul élément
et par suite A vérifie la propriété de la borne
supérieure; mais A/ X k[ X, Y] = k[Y], done
A n’est pas h-semi-local (notons que, d’aprés
I'isomorphisme précédent et la proposition 2, A
est de dimension 2).

Lemme 3. Soit B un sur-anneau de A, in-
tégre et tel que B soit une A-algebre finie. Si A
est h-semi-local, il en est de méme de B.

Prenve. Soient b un idéal propre de B et a
=bN A; posons A =A/a, B= B/b, et désig-
nons par ¢:A—>B I’'homomorphisme déduit de
I'inclusion A € B par passage aux quotients et
‘¢ : Spec(B) — Spec(A) I'application associée. @
est un idéal propre de A et B est une A-algebre
finie. Le lemme découle donc de [2, chap. 5 §2
n°2 prop. 3] puisque, A est semi-local et, d’apres
[2, Chap. 5 §2 n°l prop. 1], on a (@)~
(Max(4)) = Max(B).

A est dit divisé si p = pA,, pour tout p €
PA).

La proposition
théoreme 2.14 de [1].

Proposition 4. On suppose A A-semi-local,
localement divisé et localement cohérent. Si A” est
une A-algébre finie, alors:

1) si © € L,(A) alors 7 € L,(A) et T véri-
fie la propriété (M) dans L, (4");

2) A* est un anneau de Prifer h-semi-local
de dimension < 1.

Prewve. On a f,, # 0, donc si (M), est un
systéme fondamental de voisinages de O pour T,
formé de sous-A-modules de K, alors (A’M,); est
aussi un systéme fondamental de voisinages de O
pour 7 ; d’ou la premiére assertion de 1). D’autre
part, d’aprés le corollaire 3.4 de [3], A" est un
anneau de Prifer, et en vertu du lemme précé-
dent A" est h-semi-local; donc la deuxiéme asser-
tion de 1) découle du théoréme précédent, et I'as-
sertion 2) découle du corollaire 2, puisque A =
Aan*.

Sous les hypothéses de 1la proposition
précédente A ne vérifie pas nécessairement (M).

suivante généralise le
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On prend pour A 'anneau inteégre donné dans [2,
chap. 5 §3 exer. 5¢)]. A est un anneau local
noethérien de dimension 1, sa cloture intégrale
est une A-algébre finie ayant deux idéaux maxi-
maux; d’'aprés les propositions 1 et 2, A ne véri-
fie pas la propriété (M).
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