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Une Note sur les Topologies Lin6aires

By Mohamed TABA
Dpartement de Mathmatiques, Facult des Sciences, Rabat, Maroc
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1. Introduction. Dans toute la suite, A
dsigne un anneau commutatif unitaire intgre, K
son corps des fractions, A’ sa cloture intgrale,
A* sa quasi-cl0ture intOgrale, P(A)= Spec(A)

{0}, PI(A) l’ensemble des idaux premiers de
hauteur 1 de Aet Max(A) l’ensemble de ses
idaux maximaux.

On dsigne par va la topologie linaire sur K
qui admet pour systme fondamental de voisin-
ages de 0 les idaux non nuls de A; si p P(A),
on notera vp la topologie Tap.

Rappelons deux dfinitions:
a) A est dit h-semi-local si, pour tout ideal

propre a de A, l’anneau A/a est semi-local.
b) A est dit topologiquement prfOrien si, pour

tout p P(A), la topologie vp est dfinie par une
valuation de K.

Dans cette Note nous montrons que, si A est
topologiquement prfl%rien h-semi-local, alors:

1) A* est un anneau de Priifer h-semi-local
de dimension <_ 1, et l’application n---, n 71 A de
Max(A*)- {0} dans PI(A) est bijective; ce
rsultat gnralise le thor(?me 1.8 de [1] et le
corollaire 9 de [61;

2) Toute topologie de corps A-linaire s-
pare non discrete sur K, est borne surprieure
de topologies Vm (m Max(A)).

Comme application de ces deux rOsultats,
nous obtenons une generalisation du theoreme
2.14 de [1].

2. R6sultats. Si U est une partie de K, on
dsigne par Iv le sous-A-module de K form des
.v Ktel quexUA.

Lemme 1. SirA est dfinie par une valua-
tion de K, alors, pour tout sous-A-module M de
K tel que M 4: K, on a [M :/: 0.

Preuve. Soient V un anneau de valuation de
K tel que z"a rv, et x K- M. Montrons que
(IV)2(2: XM en effet, on a ([v)VM M, done
xV ([v) VM, mais V est un anneau de valuation,
done ([v) VM c xV; d’ofi ([v)2M c xA, et par
suite ([v)2Cx[M. Le lemme decoule de cette

inclusion et du fait que Iv 0.
Corollaire 1. On suppose vA dfinie par une

valuation de K. S’il existe un sous-A-module M
de K ouvert pour une topologie d’anneau sur K
et tel que M 4: K, alors va est moins fine que .

Preuve. D’aprs le lemme precedent, il ex-
iste d 0 tel que dM A; le corollaire dcoule
du fair que pour tout a 0 l’homothtie x--" ax
est un homomorphisme de K sur lui-m(me.

On dsigne par Lr(A) (resp. Lz(A)) l’ensem-
ble des topologies d’anneau (resp. de corps)
A-linaires spares non discrtes sur K, et
(A) le radical de A.

D’aprs [2, chap. 6 5 exer. 1], ’a Lr(A),
et va L(A) si et seulement si fit(A) : 0.

Le rsultat suivant donne une caracterisa-
tion (topologique) des anneaux tudis dans [4].

Proposition 1. Les proprits suivantes sont
quivalentes:

1) z-A est dfinie par une valuation de K.
2) L(A) est rduit un seul lment.
3) R(A) #: 0 et Lz(A) est rduit a un seul

lment.
Preuve. 1)::> 2). Si v Lr(A), il est clair

que z- est moins fine que ’a et d’aprs le corol-
laire precedent va est moins fine que z’, d’ofi z-:
VA.

2)=> 3). Si A B est un sous-anneau local
de K tel que B : K, alors va rB done z"a

L(A) et par suite R(A) 4: 0. La dernire asser-
tion est claire.

3):=> 1). On a z-a Lz(A), et d’aprs [2,
chap. 6 1 n2 h. 2] il existe un anneau de
valuation V de K tel que A V et V K, d’ofi

De cette proposition dcoule immdiatement
la proposition 1.5 de [1].

Remarque. Let anneaux vrifiant les prop-
rits quivalentes de la proposition prcdente
sont caractriss dans ([2, chap. 6 5 exer.

3b)],[9, prop. 1]) pour les anneaux noethriens, et
dans [11, chap. 1 prop. 2] pour les anneaux de
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dimension 1. ralement clos [2, chap. 6 4 n5 cor. de la prop.
La proposition suivante est bien connue (cf. 9]. Mais, en vertu de la proposition 1, vn est deft-

[4]); nous la demontrons directement, nie par une valuation de K il resulte donc, de la
Proposition 2. On suppose que vA est deft- proposition 2 et [2, chap. 6 {}4 n5 prop.6], que

nie par une valuation de K. Si A* 4= K, alors A* (A*) n est un anneau de valuation de dimension 1.
est un anneau de valuation de hauteur 1, et la Donc A* est un anneau de Prfer
trace sur A de son ideal maximal est le plus petit h-semi-local de dimension 1. L’assertion 2
element de P(A)ordonne par inclusion, decoule de l’assertion precedente et de la prop-

Preuve. D’apres le lemme 1, si A Best osition 3.
un sous-anneau de K tel que B 4= K, il existe Corollaire 2 [6, cot. 9]. Si A est un anneau
d 4= 0 tel que dB c A, d’ofa B A*. I1 en de Priifer h-semi-local alors A* est un anneau de
resulte, d’une part que A* est anneau de valua- Prtlfer de dimension <-- 1.
tion de hauteur 1 [2, chap. 6 4 n5 prop. 6], et
d’autre part/que si q P(A) alors Aq A*, d’ofi
sip est la trace de l’ideal maximal de A*, on a

On designe par VI(A) l’ensemble des
anneaux de valuation de hauteur 1 de K con-
tenant A.

Si A est topologiquement priiferien, il resulte
de la proposition 2 que l’application V-’-* mv
A, ofa mv est l’ideal maximal de V, de VI(A) dans
P(A), est bien definie.

Proposition 3 [1, prop. 1.7]. Si A est topolo-
giquement prtlferien alors l’application V-* mv
N A de V(A) dans P(A) est bijective.

Preuve. D’apres le lemme 1 de [10] et la
proposition 2, l’application p-- (Ap)* de Pa(A)
dans VI(A), est bien definie" on verifie facilement
que les applications V-* mv fl A, et p--- (Ap)*
sont reciproques l’une de l’autre.

ThOorOme 1. Si A est topologiquement
prilferien et h-semi-local, alors:

1) A* est un anneau de Prlfer de dimension
<--1"

2) l’application n---* n A est une bijection
de Max(A*) (0} sur P(A).

Preuve. Montrons 1). On suppose A* 4= K.
D’apres [7, lemma 2.2], on a A*-- f3 (Am)*

mMax(A)

Remarques. 1) Posons A" f3 V dans
V VI (A)

la demonstration de l’assertion i) du theoreme 1.8
de [1], l’auteur utilise le fair que, si A est topolo-
giquement priferien, h-semi-local et P(A) 4= q,
alors pour tout p" P(A") il existe V
V(A) tel que A",, c V; ce qui est incorrect,
comme le montre l’exemple suivant:

Soient v une valuation d’un corps k dont
l’anneau est sans ideal premier de hauteur 1 [5,
exemple 19.12], K k(X), o X est une indeter-

mince, vl l’unique valuation de K prolongeant v,
telle que v(X)-O, V son anneau et V2--
k[X](x. Posons A V f V2. D’apres [2, chap.
6 {}10 nl prop. 2], V est un anneau de valua-
tion sans ideal premier de hauteur 1, et V2 est un
anneau de valuation discrete" notons m l’ideal
maximal de V et posons p--m C A. D’apres
[2, chap. 6 7 nl prop. 1 et 2] A est un anneau
de Priifer semi-local d’ideaux maximaux i0x, P.,
PI(A) {p}, mais il n’existe aucun anneau de
valuation de hauteur 1 de K contenant A V
[2, chap. 6 4 nl 1 prop. 1].

2) La premiere assertion du theoreme prece-
dent entrafne que l’assertion iii) du theoreme 1.8
de [1] est valable sans hypothese supplementaire.

Corollaire 3. Si A est topologiquement
prlferien h-semi-local, alors A est completement

car la famille (Am)mMax(A)satisfait fi la condition integralement clos si et seulement si A est un
FC. Si E est l’ensemble des m Max(A) tels anneau de Prtifer de dimension 1.
que (Am)*:/: K, alors A*= C) (Am)*. D’apres

la proposition 2, pour tout m E, (Am)* est un
anneau de valuation de hauteur 1, et comme la
famille ((Am)*),z satisfait fi la condition FC. A*
est done un anneau de caractere fini et de type
reel. Soit n Max(A*); d’apres [2, chap. 7 {}1
exer. 26.d)] (A*)n est un anneau de caractere fini
et de type reel; donc il est completement integ-

Preuve. La condition necessaire resulte du
theoreme precedent. La condition suffisante
decoule de [5, th. 23.4].

La demonstration du theoreme 2 utilise le
Lemme 2. Soit a un ideal de A tel que a 4=

A. Si E est l’ensemble des m Max(A) tels que
a m, alors (1 +a)-A= Cl A.

Preuve. L’inclusion c est claire, reste fi
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montrer l’autre" soit donc x 0 Am pour tout 1 alors il verifie la condition (*)).
m 4) A peut verifier la propriete de la bornem E on a Ix A m; donc a + ([z (3

A) --A, d’ofl I a- b, avec a a et b Ix superieure definie dans [1] sans qu’il soit

bx h-semi-local. On prend A k[Y] + Xk[X,
(1 + a)-AA, on en deduit quex-- 1 a Y]x), off k est un corps, Xet Ysont des indeter-

On dira que A vrifie la propridt (M) si minces. A*--k[X, Y]x) est un anneau de

toute topologie z" LI(A) est borne superieure valuation discrete, et [A* 4:0 donc, en vertu de la

de topologies Z’m (m Max(A)). proposition 1, L(A) est reduit fi un seul element

La demonstration du resultat suivant est une et par suite A verifie la propriete de la borne

adaptation de celle que nous avons donnee dans superieure; mais A/Xk[X, Y]x) - k[Y], done

[11] pour A de dimension 1. A n’est pas h-semi-local (notons que, d’apres

Thorme 2 [1, th. 1.3]. Si A est topologi- l’isomorphisme precedent et la proposition 2, A
quement priferien h-semi-local alors A verifie la est de dimension 2).
propriete (M). Lemme 3. Soit B un sur-anneau de A, in-

Preuve. Soient L(A) et F l’ensemble tegre et tel que B soit une A-algebre finie. Si A
des m Max(A) tels que z-m soit moins fine que est h-semi-local, il enest de meme de B.
z-. Montrons que z--- sup z-m. Pour cela il suffit Preuve. Soient b un ideal propre de Bet a

mF b N A; posons A A/a, B B/b, et desig-
de montrer que z" est moins fine que sup Z’m. Soit

meF nons par p A--* B l’homomorphisme deduit de
done M un sous-A-module de K ouvert pour z-. l’inclusion A B par passage aux quotients et
L’application (x, y) --* xy-x

de K (K {0}) a
p" Spec(B) -- Spec(A) application associee, a

dans K est continue en (0,1), donc il existe un est un ideal propre de A et B est une A-algebre
sous-A-module N de K ouvert pour z- tel que N finie. Le lemme decoule done de [2, chap. 5 2
c M, 1 Net N(1 4- N) -1 c M. On pose a n2 prop. 3] puisque, ft. est semi-local et, d’apres
Nf3 A et soient a a, a4= 0 et E l’ensemble [2, Chap. 5 2 nl prop. 1], on a (ap)-I
des m Max(A)tels que a c m. On a bien a (Max(A)) Max(B).
(1 + a)-A M, et d’apres le lemme precedent A est dit divisd si p pA, pour tout p
on a (1 4-a)-A= Am, d’ofi ( a Am M. P(A).

mE mE

D’autre part, A est h-semi-local done E est fini;
et pour tout m E, Tm est definie par une
valuation de K et 1 Nm, done, d’apres le corol-
laire 1, z-m est moins fine que z-. On en deduit que
M est ouvert pour la topologie sup z"m, ce qui

acheve la demonstration du theoreme.
Remarques. 1) Si on applique le theoreme

La proposition suivante generalise le
theoreme 2.14 de [1].

Proposition 4. On suppose A h-semi-local,
localement divise et localement coherent. Si A’ est
une A-algebre finie, alors:

1) si Lz(A) alors z- L(A’) et z- veri-
fie la propriete (M) dans LI(A’);

2) A* est un anneau de Priifer h-semi-local
precedent la topologie lineaire Z-A, definie dans de dimension <_ 1.
[9], qui admet pour systeme fondamental de Preuve. On a [A’ 0, donc si (M) est un

voisinages de 0 les sous-A-modules de K, de la systeme fondamental de voisinages de 0 pour z-,
forme (1 4- a)-a, off a est un ideal propre de A, forme de sous-A-modules de K, alors (A’M) est
on retrouve le lemme 13 de [8]. aussi un systeme fondamental de voisinages de 0

2) Le theoreme precedent et sa reciproque pour z-; d’ofl la premiere assertion de 1). D’autre
sont enonces dans [9, th. 2 et prop. 1] pour les part, d’apres le corollaire 3.4 de [3], A’ est un

anneaux noetheriens (cf. aussi [12, chap. 12 th. anneau de Prtifer, et en vertu du lemme prece-
5]), et demontres par l’auteur dans [11, chap. 1 dent A’ est h-semi-local; donc la deuxieme asser-
th. 1] pour les anneaux de dimension 1. tion de 1) decoule du theoreme precedent, et l’as-

3) D’apres le corollaire 2.3 de [1], si A veri- sertion 2) decoule du corollaire 2, puisque A*
fie la propriete (M)et la condition (*) definie (A’)*.
dans [1], alors il est de dimension 1 (notons qu’en Sous les hypotheses de la proposition
vertu du lemme 1 de [10], si A est de dimension precedente A ne verifie pas necessairement (M).
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On prend pour A l’anneau intgre donn dans [2,
chap. 5 {}3 exer. 5c)]. A est un anneau local
noeth6rien de dimension 1, sa cl(Sture intgrale
est une A-algbre finie ayant deux idOaux maxi-
maux; d’aprs les propositions 1 et 2, A ne v6ri-
fie pas la propri6t6 (M).
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