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Résumé:

Nous montrons, qu’il n’existe pas de distributions sphériques singuliéres, sur

I'espace tangent a4 un espace symétrique, lorsque le paramétre est régulier.

1. Introduction—Rappels. Soit G un groupe
de Lie semi-simple a centre fini, ¢ un automor-
phisme involutif de G et H la composante con-
nexe des points fixes de 0. L’espace G/H est
alors un espace symétrique semi-simple. On note
g et b les algebres de Lie de G et H. Soit g=§D g
la décomposition en espaces propres relativement
a4 o (on note par abus o pour la différentielle de
o a l'origine). On considére un sous-espace de
Cartan a de g (il ¥ un nombre fini de classes de
conjugaison sous H de tels sous-espaces, mais ils
ont tous la méme dimension appelée rang de
G/H) et Wle groupe de Weyl. La restriction de
la forme de Killing a q est non dégénérée, ainsi
que sa restriction & a, ce qui permet d’identifier
a* (le dual) a un sous-espace de q*.

Soit T une indéterminée et considérons le
polyndme caractéristique de I'endomorphisme de
q, ad”(X) (pour X € q)

det(T— ad* (X)) =T"+ ... + ROOT’

ot # désigne la dimension de q et 7 le rang de
I’espace symétrique. La fonction polynomiale R
est évidemment H-invariante. Un élément X € q
sera dit générique si on a R(X) # 0 et régulier
si la dimension du centralisateur dans § de X est
minimale parmi les éléments de q (cette notion
s’étend bien-slir pour les éléments de q,). On sait
d’aprés Kostant-Rallis [3] que les éléments
génériques sont semi-simples et réguliers, ils for-
ment un ouvert dense dans q que 'on notera q,,.

On note Slqcl 'algébre symétrique complexe
de q et S[qC]H celle des invariants. Cette der-
niére s’identifie aux opérateurs différentiels
H-invariants a coefficients constants sur q. D’ap-
rés Chevalley l'algébre S[qC]H est isomorphe a
I’algebre S[ac]W qui est une algébre de poly-
ndmes a 7 générateurs. Les caractéres sont donc
donnés par I'évaluation en une forme A € az.

Une distribution # sur q est dite sphérique
si elle est H invariante et solution propre des é-
quations defférentielles associées a S[qC]H, ie.
si elle vérifie le systeme

M,:90(P)u = PN u.
Dans cette note nous nous intéressons au prob-
léeme suivant (voir par exemple Sekiguchi [4]):

Probléme. Existe-til des distributions sphé-
riques dont le support est inclus dans q — q,,. De
telles distributions sont dites singuliéres.

Nous montrons qu’il n’existe pas de distribu-
tions singuliéres si le paramétre A est régulier,
i.e. si I'éléement H, correspondant via la forme de
Killing est régulier dans q¢ (ce qui est équivalent
a générique, car il est semi-simple).

L’idée de ce résultat nous est venue apres la
lecture d’ un article de Kowata [2]. Il nous semble
que ce résultat est contenu implicitement dans
I’article en question, mais que 'auteur n’a pas re-
marqué la chose.

Dans le cas des groupes Harish-Chandra
montre que toute distribution sphérique est le
et analytique sur les éléments génériques. En
particulier il n’existe pas de distributions sing-
uliéres (ceci quelle que soit la valeur de A). Nous
expliquons a la fin de cette note les conséquences
de notre résultat.

2. Résultats. On garde les notations de
I'introduction, et on prend A € az régulier. De
tels éléments forment un ouvert de Zariski de az.

Proposition 1. Soit u une distribution véri-
fiant 3(P)u = P(Au, pour tout P € Slal” et
Support(u) < S = {X € q, R(X) = 0}. Alors on
au=0.

Preuve: Prés d'un point x du support de #, l'or-
dre de la distribution est finie. Comme R s’annule
sur le support, il existe un entier [/ tel que l'on
ait R'u = 0. Alors u vérifie localement le Sys-



No. 10]

téme d’équations

d(P)u = P(M)u, R'u=0.
Maintenant on utilise 1'élément de Casimir
d’ordre 2 associé a la restriction de la forme de
Killing a q (notée Q). C'est un élément de S[q]”.
On utilise le résultat classique suivant. On con-
sidéere P une fonction polynomiale sur g,
homogéne de degré m et on note P* € Slacl 1e
polynéme associé via la forme de Killing, alors on
a l'égalité suivante comme opérateurs différen-
tiels sur g (cf. [2], [1])

ad"(5(3 w))P = ma(P*).

Prés de ce point x on tire des équations
ci-dessus que 'on a aussi d((R"))u = 0, ce qui
implique que # est nulle localement car on a au-
ssi (RHYu= R Wu et (RMN'(A) = R(H,)
# 0. Ainsi # = 0 prés de ce point, et par suite
u = 0 partout. ]

On tire maintenant les conclusions de la
proposition. On a la proposition immédiate, ana-
logue a un théoréme d’Harish-Chandra dans le
cas des algébres de Lie.

Theorem 1. Soit u une distribution spheri-
que pour une valeur propre A rvéguliére. Si u est nul-
le sur les elements génériques alors u est nulle part-
out.

On sait par ailleurs, en utilisant le front d’onde,
qu’une distribution sphérique est en fait analyti-
que sur les éléments génériques. Réciproquement
si on se donne une fonction analytique sur les
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élements génériques, H invariante et solution du
systéme M, (A régulier), alors si on peut la pro-
longer en une distribution vérifiant le systéme
M,, ce prolongement est unique et H-invariant
(car on n'a pas utilisé la H-invariance dans la
proposition 1). On pent maintenant penser qu’il
est possible d’écrire les conditions de recollement
analogues aux conditions de sauts d'Harish-
Chandra, pour qu'un tel prolongement existe. Par
ailleurs il est conjecturé dans [4] que les hyper-
fonctions sphériques sont en fait des distribu-
tions.
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