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Un Th6orme D’unicit6 Pour les Distributions Sph6riques sur
L’espace Tangent un Espace Sym6trique
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(Communicated tsy Kiyosi IT6, M. J. A., Dec. 12, 1996)

R6sum6: Nous montrons, qu’il n’existe pas de distributions spheriques singulires, sur
l’espace tangent un espace symetrique, lorsque le paramtre est regulier.

1. Introduction--Rappels. Soit G un groupe
de Lie semi-simple fi centre fini, a un automor-
phisme involutif de G et H la composante con-
nexe des points fixes de a. L’espace G/H est
alors un espace symetrique semi-simple. On note

et ) les algebres de Lie de G et H. Soit g = [ q
la decomposition en espaces propres relativement
a (on note par abus a pour la differentielle de

cr l’origine). On considere un sous-espace de
Cartan a de q (il y un nombre fini de classes de
conjugaison sous H de tels sous-espaces, mais ils
ont tous la meme dimension appelee rang de
G/H) et W le groupe de Weyl. La restriction de
la forme de Killing q est non degeneree, ainsi
que sa restriction a, ce qui permet d’identifier
a (le dual) fi un sous-espace de q

Soit T une indeterminee et considerons le
polyn6me caracteristique de l’endomorphisme de
q, ad ()0 (pour X q)

det(T ad (X) ) T + + R(X) Tr

oh n designe la dimension de q et r le rang de
l’espace symetrique. La fonction polynomiale R
est evidemment H-invariante. Un element X q
sera dit generique si on a R(X) :/= 0 et regulier
si la dimension du centralisateur dans D de X est
minimale parmi les elements de q (cette notion
s’etend bien-sr pour les elements de qc). On sait
d’apres Kostant-Rallis [3] que les elements
generiques sont semi-simples et reguliers, ils for-
ment un ouvert dense dans q que l’on notera qrs"

On note S[qc] l’algebre symetrique complexe
de q et S[qc]H celle des invariants. Cette tier-
nitre s’identifie aux operateurs differentiels
H-invariants fi coefficients constants sur q. D’ap-
r6s Chevalley l’alg6bre Sloe] H est isomorphe fi
l’algbre S[ac] W qui est une algbre de poly-
n6mes r generateurs. Les caractres sont donc
donnes par l’evaluation en une for.me A a.

Une distribution u sur q est dire spherique
si elle est H invariante et solution propre des 6-

quations defferentielles associees S[qc] H, i.e.
si elle verifie le systme

MA (P) u P(A) u.
Dans cette note nous nous interessons au prob-
leme suivant (voir par exemple Sekiguchi [4]):

Probl6me. Existe-til des distributions sphe-
riques dont le support est inclus dans q qrs" De
telles distributions sont dites singulieres.

Nous montrons qu’il n’existe pas de distribu-
tions singulieres si le parametre A est regulier,
i.e. si l’element HA correspondant via la forme de
Killing est regulier dans qc (ce qui est equivalent
fi generique, car il est semi-simple).

L’idee de ce resultat nous est venue apres la
lecture d’ un article de Kowata [2]. I1 nous semble
que ce resultat est contenu implicitement dans
l’article en question, mais que l’auteur n’a pas re-
marque la chose.

Dans le cas des groupes Harish-Chandra
montre que route distribution spherique est Llo
et analytique sur les elements generiques. En
particulier il n’existe pas de distributions sing-

ulieres (ceci quelle que soit la valeur de A). Nous
expliquons fi la fin de cette note les consequences
de notre resultat.

2. R6sultats. On garde les notations de,
l’introduction, et on prend A ac regulier. De
tels elements forment un ouvert de Zariski de ac.

Proposition 1. Soit u une distribution vbri-

fiant 8(P)u P(A)u, pour tout P S[qc] H et
Support(u) c S= (X q, R(X) 0}. A lors on
au=O.
Preuve: Pres d’un point x du support de u, l’or-
dre de la distribution est finie. Comme R s’annule
sur le support, il existe un entier tel que l’on
air Ru 0. Alors u verifie localement le sys-
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tme d’quations lments gnriques, H invariante et solution du
O(P)u P(A)u, Ru = O. systme Ma (A ’gulier), alors si on peut la pro-

Maintenant on utilise l’lment de Casimir co longer en une distribution vrifiant le systme
d’ordre 2 associ a la restriction de la Iorme de MA, ce prolongement est unique et H-invariant
Killing a q (not(e ). C’est un lfiment de S[q] *. (car on n’a pas utilis la H-invariance dans la
On utilise le rsultat classique suivant. On con- proposition 1). On pent maintenant penser qu’il
sidre P une fonction polynomiale sur q, est possible d’crire les conditions de recollement
homogne de degr met on note P# S[qc] le analogues aux conditions de sauts d’Harish-
polyn6me associ via la forme de Killing, alors on Chandra, pour qu’un tel prolongement existe. Par
a l’galit suivante comme oprateurs diffren- ailleurs il est conjectur dans [4] que les hyper-
tiels sur q (cf. [2], [1]) fonctions sphriques sont en fair des distribu-

ad((--} oo))P m’O(P#) tions.
Remereiements. Je remercie D. Barlet et J.

PrOs de ce point x on tire des 6quations L. Cleft pour leurs commentaires utiles. Ce texte
ci-dessus que l’on a aussi O((R#))u 0, ce qui a 6t6 (crit en 1994, lorsque l’auteur e’tait dans
implique que u est nulle localement car on a au- I’URA 750 du CNRS l’institut Elie Cartan de
ssi O((R#)’) u (R #) (a)u et (R #) (A) R(H,4) Nancy.
=/= 0. Ainsi u 0 pros de ce point, et par suite
u 0 partout.

On tire maintenant les conclusions de la
proposition. On a la proposition immediate, ana-
logue un thorme d’Harish-Chandra dans le
cas des algbres de Lie.

Theorem 1. Soit u une distribution sphri-
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que sur les lments gnriques. Rciproquement
si on se donne une fonction analytique sur les


