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Abstract:

We define a particular class of prehomogeneous vector spaces of parabolic

type, in relation with orthogonal roots, on a field of characteristic 0. When the field is alge-
braically closed, this class contains all prehomogeneous vector spaces of parabolic type, irre-
ducible, regular and reduced for which the conormal bundles of all the orbits are good holo-
nomic varieties, and in general all prehomogeneous vector spaces of parabolic type, commuta-
tive and regular. To these prehomogeneous, we associate a root system and give the structure
and orbits in term of this root system and certain quadratic forms, for a local or global field

of characteristic O.

1. Notations et définitions. Soit F un
corps de caractéristique O et g une algébre de Lie
semi-simple Z-graduée définie sur F :g =
D,c28; On note H, I'unique élément de g, tel que
pour tout j on ait ad(H,) /g; = jld . B est la
forme de Killing de g.

G, désigne le groupe des automorphismes
éléementaires de g, et Aut,(g) le groupe des auto-
morphismes de g qui sont élémentaires sur une
cloture algébrique de F.

On rappelle que le groupe G, centralisateur
de H, dans Aut,(g) opére sur g, et que le triplet
(G, g,, Ad), noté ici (g,, g;), est un espace vec-
toriel préhomogéne de type parabolique ([6]).

Si x est un élément non nul de g,, il existe
h € g, ety € g_, tels que (z, Ak, y) soit un sl,-
triplet. Les éléments 4 qui apparaissent ainsi
sont dits 1-simples et les sl,-triplets 1-adaptés
([2], [4]). A tout élément & 1-simple on associe
l'algebre g(h), partie semi-simple de I'algébre
(réductive) engendrée par les sous-espaces
propres de ad(h) de valeur propre 2 dans g, et
de valeur propre — 2 dans g_;.

Définition 1. Un élément h 1-simple est dit
1-simple minimal si et seulement si g(h) est de
F-rang un.

Définition 2. (g,, g,) est dit
1) Faiblement commutatif si et seulement si il ex-
iste n éléments 1-simples minimaunx, commutants
deux a deux, deux d deux orthogonaux pour B, de
somme 2H,.

2) Presque commutatif si et seulement si il existe n

sl,-triplets 1-adaptés (x;, h;, Y;)1<i<n commutants
deux d deux, tels que pour tout i, h; soit 1-simple
minimal et 22, ;< h; = 2H,.

3) Quasi commutatif si et seulement si il existe n
éléments 1-simples minimaux (h),<;<, de somme
2H, tels que les algébres g(h;) et g(h;) commutent
pourl < i ¥ j < n.

Les préhomogenes de type parabolique, commuta-
tifs (i.e. g; = {0} pour 7 > 2) et réguliers sont
quasi-commutatifs. Lorsque F = C, ce résultat
figure dans [5].

2. Structure des préhomogénes faiblement
commutatifs et classification. (g, g,) est un
préhomogéne faiblement commutatif, on note A,

., h, les éléments 1-simples minimaux ayant
les propriétés énoncées dans le 1) de la définition
2. a est une sous-algébre abélienne, déployeée,
maximale de g contenant la sous-algébre b =
D, <<, Fh; et A est le systeme de racines asso-
cié, que l'on gradue également (4, = {1 € A/
A(H,) = i}); on choisit un ordre sur 4 pour le-
quel toute racine de U, ,4; est positive. A,...,
A, sont les racines de 4; de co-racines respec-
tives hy,..., h,.

Par analogie avec la définition 1, une racine
A de A4, est dite 1-minimale si et seulement si la
co-racine h, est 1-simple minimale. Les racines
simples appartenant a 4, sont 1-minimales.

On note s; (resp. gl) la symétrie (resp. le
sous-espace radiciel) correspondant a la racine A.

Lemme 3. 1) A, est vide pour i = 3.

2) Toute racine de A, est somme de deux racines de
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4,.

3) 4,={,s;(Q),1<:i<n,0€ 4, ainsi
qu’'éventuellement de racines de la forme (A; + 2)) /2,
qui ne sont pas 1-minimales.

Ainsi £(g,,), l'algébre engendrée par g; et g_,,
est un idéal de g contenant b &D,,,3,, on peut
donc supposer que g = (g,,) ce que l'on fait
dorénavant.

Proposition 4.  Soient hy,. .., h,, des éléments
1-simples minimaux vérifiant les propriétés du 1)
de la définition 2, alors m = n et a la permutation
des indices prés, il existe g dans G, tel que g(h})
=h;pouri=1,..., n.

Proposition 5. g; est un gy-module simple si
et seulement si A est irréductible.

Ainsi, comme on a supposé que g = 2(g,,), les
composantes irréductibles des préhomogénes
faiblement commutatifs sont associés a des para-
boliques maximaux ([6]); pour en donner la liste,
il suffit d’indiquer I'unique racine simple (€ 4,)
qui définit le parabolique maximal (notation: (4,
Ay lorsque 4 est irréductible).

Soit R l'ensemble des restrictions non nulles de
Aab.

Proposition 6. 1) R est un systéme de racines
qui est irréductible lorsque A est irréductible.

2) Lorsque R est reduit, il existe une sous-algébre
semi-simple, Qp, admettant b comme sous-algébre
de Cartan et R comme systéme de racines.

Dans les notations des planches de [1], on a:

Proposition 7. A étant irréductible, (4, A,)
est associé a un préhomogeéne faiblement commutatif
st et seulement si il figure dans la liste suivante:

i) (A1, ), (C,, @), (D,,, a,,) ou

(Dyps C3pr), (Eyy )
i) (B, a,) ou (D, a,) avec 2n < k, (B,,, a,)
i) (BCy, a,) ou (Cy, @) avec 2n < k,
(BCZn’ an)
i’l)) (Fu al), (Ee, a'z), (E7, al) oun (Es, les)
v (B,, a,), (BC,, o), (C,,, a,), (D,,, a,),
(E,, ay), (Eg, ), (F,, ), (G,, ).
Le préhomogéne associé est quasi-commutatif si et
seulement si la racine A, de la liste ci-dessus est
longue.
(R, A,) est de type (C,, a,) dans le cas i), (B,,,
a,) dans le cas i), (BC,,, a,) dans le cas iii),
(F,, a)) dans le cas iv); A = R pour chaque cas de
V).
Le cas i) de la proposition 7 correspond aux
préhomogénes de type parabolique commutatifs,
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irréductibles et réguliers.
Dans les cas (BC,, a,) suivant les notations de
la planche II de [1] (cf. également n°1484, chap.
VIde [1]) on a:

A={xe, £26,1<i<n,1<i<j<n

tTe e 1<i<j<n}

a,=¢, — e pwrk=1,...,n—1eta,=c¢,
Dans le cas algébriquement clos, on peut montrer
a l'aide des résultats de [8] que les préhomogénes
quasi-commutatifs irréductibles sont exactement
les préhomogeénes irréductibles, réguliers et
réduits au sens de [7] tels que tous les fibrés co-
normaux associés aux orbites sont de bonnes
variétés holonomiques.
Les racines 4,,. .., 4, s'obtiennent aisément par
orthogonalisation successives en prenant A; = A,.

3. Orbites 1-simples. W= est le sous-groupe
du groupe de Weyl de 4 qui normalise I’ensemble
{A,,..., 4, et P désigne le sous-groupe de S,
permutation de {1,..., #} ainsi défini. A toute
partie I non vide de {1,..., #} on associe l'élé-
ment b, = 2, by

Proposition 8. ket h; sont dans la méme
orbite de G ou de G, si et seulement si I et | sont
dans la méme orbite de P.

F étant une cloture algébrique de F, on note § =
g @p F. A l'aide de [9] on établit:

Théoréme 1. 1) On suppose que (G, §,) et

(g0, 81) sont faiblement commutatifs alors tout élé-
ment 1-simple est dans lorbite de G, de l'un des
h;.
2) Lorsque (gy, §,) est quasi commutatif (resp. (§,,
g,) est faiblement commutatif et (go, 8,) est presque
commutatif), les orbites 1-simples sont en bijection
avec les orbites de P dans l'ensemble des parties
non vides de {1,. .., n}.

Les hypothéses du 1) du théoréme 1 ont la
formulation équivalente a celle-ci: (g, §,) est
faiblement commutatif et (g,, g;) n's pas de com-
posantes irréductibles de type (B,, a,), réduit ou
non avec k+1=<2n<2(k—1); lorsquon
suppose de plus que (3o, §;) est quasi-
commutatif, (g,, g,) est presque commutatif.

A tout ensemble A de racines de R, on asso-
cie le sous-ensemble A= {ie {1,...,n}, I u
€ A tel que u(h,) # 0}. Lorsqu'on suppose que
(g, 8;) est faiblement commutatif, que A est
irréductible et que gj" est de dimension un, ceci
dans les notations de la proposition 7, les re-
présentants des orbites 1-simples, a l'action de
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w* prés, sont donnés par les éléments Az, A
décrivant les sous-ensembles de racines deux a
deux fortement orthogonales de {A,,..., 2,} U
(A€ R,/ il existe 1 £i<j<k<IZ<n veri-
fiant A = (A, + A, + A, + 2) /2}.

Dans tous ces cas, les orbites 1-simples ne
dépendent que du type de (R, A,). Lorsque F =
C ceci explique 1'analogie de certains diagrammes
d’holonomie (cf. [3]).

4. Orbites de certains préhomogénes quasi-
commutatifs. Dans ce paragraphe, on considére
une algébre graduée g = D ,.,g; on donne les
orbites des F-formes (g,, g,) des préhomogénes
quasi-commutatifs (§,, §,) pour lesquels §, est
un go-module simple et le rang de g est supérieur
ou égal au degré de l'invariant relatif polynomial
fondamental, noté ici P ([7]), ceci lorsque F' est
un corps local ou global de caractéristique O.
Dans ces conditions (g,, g;) est quasi-commutatif
et le degré de P est égal au rang de R. Ces
hypothéses sont équivalentes aux suivantes:
(g9, 1) est quasi-commutatif, 4 est irréductible,
n'est pas de type G, et gz" est de dimension un
dans les notations de la proposition 7 (& A, est
blanche, non fléchée et non contigué a une racine
compacte dans le diagramme de Satake de 4).
Dorénavant on suppose ces hypothéses vérifiées.

Theoreme 2. Toute orbite de G dans g, ren-
contre D, <;<, 5™
Ce résultat est une généralisation de la réduction
des formes quadratiques.

Avant de donner le résultat essentiel, indiquons
deux notations:

(i) soit x un élément de g;, on note @, la
forme quadratique obtenue a partir de la restric-
tion de B au centralisateur de x dans g, :

poury € (gy),

(ii) soit C un ensemble fini, (¢,) . une base
de F°=FX ... XF et a€ F, @, calZ
désigne la forme quadratique définie sur F¢ par:

x2= X Ze— = aZ’.

ceC ceC
On choisit un systéme de Chevalley appro-
prié de gg:
(X, hy, X_)),cr- A toute racine courte de R,
lorsqu'il en existe, A = (4, + 4;) /2, on associe
la forme quadratique f; définie sur EX;, = {x €
g,/ — hy, 2l =lh, 2l =2, [h,2] =0,1=Zk
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Bad@®*(X,), X_,)

ZB(XX,, X—h)

Par le choix du systéme de Chevalley, a deux
racines courtes correspondent deux formes quad-
ratiques équivalentes et on note f l'une de ces
formes; f est anisotrope si et seulement si 4 =
R. Les autres propriétés de f figurent dans [4].

A tout élément x = 2,_,.,a,X,, a, € F,
on associe le n-uplet a = (a,, ..., a,) ; A étant
une racine de R on note @' =II,_,., a/**. On
associe également une classe de formes quadrati-
ques, définie selon le systéme de racines R, re-
lativement invariante ou invariante par le
sous-groupe N,<;<,G;, G, désignant le centra-
lisateur de k; dans G. On note X, le caractére
associé et H= x,(N ;<;<,G,) est regardé com-
me un sous-groupe de F~ /F 2.

1) Lorsque R = C,, Q, est la classe d'é-
quivalence de D, _,.,af et H= F*/F™*,

2) Lorsque R = F,, Q, est la classe d'é-
quivalence de @, définie ci-dessus dans (i).

3) Lorsque R = E, ou E,, @, est la classe
d’équivalence définie par la forme quadratique

*1i,7<n par fi(x) =

A2 .. .
\@XERza Z, selon (ii) ci-dessus

X1 = 1 dans les cas exceptionnels F,, E,, E,.

4) Lorsque R = B,, (resp. D,,) on désigne
par Rf I'ensemble des racines courtes de R, lors-
que R=B,,, @, est la classe d’équivalence
de @;ER{:LIIZXZ et H est un sous-groupe de {s €
F*/sf~fY/F*;H=F*/F lorsque 4 est
de type D, et H = {Id} lorsque 4 = B, et F =
R.

Théoréme 3. x = le,-s,,a,-Xl‘ et x' =
21 <i<nbiX;, sont dans la méme orbite de G si et
seulement si

D) h= 2.0k et =22, ., h; sont dans la
méme orbite de G

ii) il existe t dans H tel que tQ, = Q,

i) P(x) € x(G)P(x)).

La condition 1) est inutile sauf dans le cas ou
R = F,, alors x(G) = F*.

Les cas ou R = C, ou F, ont fait I'objet de [4].
Lorsque F' est un corps p-adique ou un corps
global de caractéristique O, la classe d’équiva-
lence de la forme quadratique @, ne suffit pas en
général a séparer les orbites, cependant on a la
simplification suivante lorsque F = R :

Corollaire. A # B, ou bien § est de type B,
1) F=R
Deux sl,-triplets 1-adaptés, (x, h, y) et (x’, I,
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y’), sont dans la méme orbite de G si et seulement
si h et W’ sont dans la méme orbite de G et Q, et
Q, sont équivalentes.

2) F est un corps global alors

x et x’ de g, sont dans la méme orbite de G si et
seulement X et x’ sont dans la méme orbite de G,
pour toute place v de F'.
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