No. 6] Proc. Japan Acad., 69, Ser. A (1993) 189

43. Le probléme de Cauchy pour certaines équations aux
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symétrisations indépendantes du temps
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(Communicated by Kiyosi ITO, M. J. A., June 8, 1993)

Résumé. Cette Note donne des conditions impliquant que le probléme
de Cauchy, pour certains opérateurs du type de Schrédinger au sens de la
2-évolution de Petrowsky, soit bien posé dans L’ Ces conditions signifient
qu’on peut réduire cet opérateur en un systéme diagonal qui est symétris-
able par un opérateur pseudo-différentiel, indépendant du temps, borné et
inversible dans L.

1. Introduction et énoncé des résultats. Soit un opérateur différentiel
P(x, D, D)=D"+a,(x, D)D"+ -+ +a,(zx, D), (x, ) €ER" X R,

o D,=—1d/d¢t,D,= (D,,--+,D,), D, = —id/0x; 1 Sj =),
a;(x, D) = | |Z a,;(@)D; 1 =j=m)),
als2j

dont les coefficients a,;(x) sont des fonctions 8~ dans R” a valeurs com-
plexes.
Nous allons donner des conditions pour que le probléme de Cauchy

P(x, D,, D) u(x, t) = f(x, H sur R” x [0, T] (T > 0),

D/ u(z, 0) = u,(x) dans R" (1 <j=m),
soit bien posé dans L.

Cette Note est une suite de Takeuchi ([7] a [15]).

1.1. Nos conditions s’expriment comme suit:

La premieére condition pour la partie principale est:

Condition (A.1). Pour |a|=2jet 1l =j =< m, on a a,; (x) = a,; (Con-
stante).

On note a?(é) le symbole principal de l'opérateur a,;(x, D,) et P,,(§, 7)
le symbole principal de l'opérateur P(x, D,, D,) au sens de la 2-évolution
de Petrowsky [4]:

(%)

a;(®) = Z A & A=sjsm),

aj=2;
P& D=1"+a@® "+ - +a,.
La deuxiéme condition pour la partie principale est:
Condition (A.2). Les racines (en 7) de l'’équation P,,(&, 7) = 0 sont
non nulles, réelles, distinctes pour € € R"\0:

P, (&, D = jf"ll (t— 25(8), 200 * A58 (G =k &€ R"\0),
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AE) *0 (E€R"\0,1=j=m).

Remarque 1. (i) 2?(5) est positivement homogeéne de degré 2 en &.

(ii) La condition (A. 2) et I'identité d’Euler impliquent que
£V A0 =228 %0 (EX0),ie,V, A6 *0(E*0).

On note a;(x, £) le symbole sous-principal de a,;(z, D,) et P,,_,(x, &, ©)
le symbole sous-principal de P(x, D,, D,) au sens de la 2-évolution de Pet-
rowsky :

a;(z, & = | |Z a,(DE" A =j=m),
al=2j—-1

P, (x, &, 0D =ax & " +ayx,® "+ - +a,lx, &).

Les conditions pour le symbole sous-principal sont:

Condition (B.1). On a

0
sup J; Im P,,,_, (x + s(VA) (W), @, ;(w)) ds| < + .

(z,0,0) €R"xS" 1x B!
1sjsm

Condition (B.2). Pour tout multi-indice v(|v| = 1), on a
+ o0
sup f | D2 Im P,,,_, (x + s(VA) (@), w, A;(w)) | ds < + 0.
0

(z,w) € R"xS"!
lsjam

Condition (B.3). Pour tout multi-indice v, on a
sup x> | D;(Im a,;(x) |} < + oo,

la|=2j—1, 1sjsm
e R"

on x> = (1 + |z|H"
Condition (B.4). Pour tout multi-indice v(J v | = 1), on a
sup {({z> | DL(Re a,;(x)) |} < + oo.
la|=2j—1, 1sjsm
reR"

Notre résultat s’énonce ainsi:

Théoréme 1. Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.4) vérifiées.
Alors, le probléme de Cauchy ( %) est bien posé dans L pour tout f(x, ) €
ClH([0, T1; L*(R™) et pour tout (u,(x), - -+ ,u,,(x)) € H"(R") x H*"™
(R") X+« X H*(R"), il existe une solution unique u(x, f) du probleme de
Cauchy (%) telle que

u(z, ) € C ([0, T1; H™(R™) n ¢/ o0, T1; H*" " (R")
Noee oo n ¢’ (o, T1; H*(R"),

et que de plus on ait l'inégalité d’énergie suivante;
e Il = e {Ilu@ Il + [ 176 1 as}, £ < 1o, 73,
ou
llu 1IIF = S 1<y D™ u(o)

et | u(@® || est la L*(R")-norme de u(t) = u(-, 9.
Remarque 2. Le théoréme 1 de cette Note compléte le théoréme 1.2 de
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Takeuchi [5].

1.2, Enoncons des conditions un peu différentes des conditions (B.1) et
(B.2):

Condition (C.1). On a

0
sup j; Im a,(x + s(VA) (), w) ds | < + .

(z,w,0) €ER"xS" 1x Rl
1s5j,ksm
Condition (C.2). Pour tout multi-indice v(|v| = 1), 0on a

ey
sup f | D) Im a;(x + s(VA) (@), @) | ds < + 0.

(x,w) eR"xS""!
1sj,ksm

Notre résultat s’énonce ainsi:

Théoréme 2. Supposons les conditions (A.1), (A.2), (C.1), (C.2), (B.3) et
(B.4) vérifiées. Alors, le probleme de Cauchy (%) est bien posé dans L’ au sens
du théoreme 1.

1.3. Enoncons une condition plus forte que les conditions (B.1) a (B.3),
laquelle contient la condition (B.1) de Takeuchi [8] comme cas particulier.

Condition (D.1). Il existe une constante positive g, telle que, pour tout
multi-indice v, on ait

sup {(Kx)'™ | D2(Im a,;(x)) [} < + oo.
lal=2j-1, 1sjsm
reR”

Notre résultat s’énonce ainsi:

Théoréme 3. Supposons les conditions (A.1), (A.2), (D.1) et (B.4) vérifiées.
Alors, le probléme de Cauchy (%) est bien posé dans L’ au sens du théoréme 1.

2. Esquisse de la preuve du théoréme 3. En posant

Uz, ) ="(u,(x, D, -,u,(z, 1),
ux, ) =<DY** "D ux, ) A=j=<m),

on a un systeme de la forme suivante:

(% %) [D, Uz, ) = M(x, D,) Ulx, » + F(x, ) sur R” x [0, T1,
Uz, 0) = Uy(x) dans R,
ot Flx, » ='0,--+,0, f(z, ), Uy®) ="(D*" Yu,(x), - ,u,x).
Le symbole o(M) (x, &) de 'opérateur M(x, D,) s’écrit comme suit:
oM) (x, & = M,(&) + M,(x, &),
M,(&) € Mat (m; S;o(R"), M,(z, & € Mat (m ; S;,(R"),
det (t I — M,(&)) = P,, (&, D).

Grace a la condition (A.2), on peut diagonaliser le systéme (% %) de la
facon suivante: Il existe un opérateur pseudo-différentiel diagonal
D(x, D,) € Mat (m; OP S (R") et un opérateur pseudo-différentiel in-
versible N(z, D,) € Mat (m ; OP Sy o(R") tels que

N(z, D)) (D, — M(z, D,)) = (D, — ®(z, D,)) Nz, D,)
(mod Mat (m ; OP S;,(R™)).
On note o(®)(z, & = (J;, A, (x, &) le symbole de lopérateur
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D(x, D,). Alors, on a 4;(x, &) = A;(&) + A;(z, &),

ou

B@, & = = Pyy(z, &, 8@ © [ 2m ¢, 2®) < Sy R,

x® € C(R), x(® =1(¢6122),x® =0 (&]=1

et

[1]
[2]
[3]

[4]

[5]

[6]

(71

[8]
[9]
(10]
(11]
(12]
(13]
(14]
[15]

Grace aux conditions (D.1) et (B.4), on a
| DE D? (Im A} (x, &) | = C,p <@ ™50 (>

| Df D2 Re A)(x, &) | = Cp x> <O (18] 2
Donc, on peut utlhser le résultat précédent de Takeuchi [15].
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