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Le problme de Cauchy pour certaines quations aux
d.rives partielles du type de Schrbdinger, X;

sym.trisations ind.pendantes du temps

Par Jiro TAKEUCHI

College of Industrial Technology, Japan et Universit de Paris-VI, France
(Communicated by Kiyosi IT(5, M. J. A., June 8, 1993)

R6sum6. Cette Note donne des conditions impliquant que le problme

de Cauchy, pour certains op6rateurs du type de Schrtdinger au sens de la

2-evolution de Petrowsky, soit bien pos6 dans L. Ces conditions signifient

qu’on peut r6duire cet op6rateur en un systme diagonal qui est sym(tris-

able par un op(rateur pseudo-differentiel, ind6pendant du temps, born et

inversible dans L2.

1. Introduction et 6none6 des r6sultats. $oit un oprateur diffOrentiel

P(x, Dx, Dr) Dt + a(x, Dx)D- + / am(X, Dx), (x, t) R R,
o Dt i / t, D (D," ",D.), D /x (1 j n),

a(x, Dx) aa(x)D: (1 jm),

dont les coefficients aa(x)sont des fonctions darts R valeurs corn
plexes.

Nous allons donner des conditions pour que le problme de Cauchy

P(x Dx, Dt) u(x t) f(x t), sur x [0, T] (T> 0),
(*)

_
Dt u(x, O) u(x) dansR (ljm),

soit bien pos clans ft.
Cette Note est une suite de Takeuchi ([7] a [15]).
1.1. Nos conditions s’expriment comme suit:
La premiere condition pour la pattie principale est:
Condition(A.1). Pour ] =2jet lj m, on aa(x) =a(Con-

stante).
On note a()le symbole principal de l’op6rateur a(x, D)et Pm(, )

le symbole pincipal de l’oprateur P(x, D, Dr) au sens de la 2-volution
de Petrowsky [4]:

oa() a (ljm),
o r- o ().P(, v) v+ a() + +a

La deuxieme condition pour la partie principale est"
Condition (A.2). Les racines (en v) de l’quation Pm(, v)= 0 sont

non nulles, r6elles, distinctes pour Rn 0:
m o oP(, ) (- ()), () () k, R’kO),
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o Rn/() 0 ( \0, 1 _j_m)
oRemarque 1. (i) () est positivement homogne de degr 2 en

(ii) La condition (A. 2) et l’identit d’Euler impliquent que

’V o o() 2() # 0 (#0),i.e.,Ve() # 0(# 0)
On note a (x, ) le symbole sous-principal de

le symbole sous-principal de P(z, D, Dt) au sens de la 2-volution de Pet-
rowsky

a(x,) E a(x) (1 jm),
lal=2j-1

Tm-1 Tm-2P,_ (x , r) a (x ) + a (x
Les conditions pour le symbole sous-principal sont:
Condition (B.1). On a

sup ImP_ (x + s(VI) (w), w, (w)) ds < +
(x,w,O) xS-x

ljm

Conaition (B.2). Pour tout multi-indice (I 1), on a

sup D Im e_ (x
(x,w) "xS-ljm

Conaition (B.3). Pour .tout multi-indice v, on a

sup { (x)

xR

o <z> (1 +[zl) ".
Condition (B.4). Pour tout multi-indice ( ] 1), on a

sup { (x)

xR

Notre rsultat s’nonce ainsi
Thorme 1. Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) (B.4) vdrifiOes.

Alors, le problOme de Cauchy * est bien posO darts L
C([0, T] L(R’)) et pour tout ((x)," ,u(z))
(R) x x H(R’), il existe une solution unique (z, t) du problOme de

Canchy * telle qne

(x, t) C([0, T] H(R’))
C, ([0, T] H(R’)),

et que de plus on air l’inOgalitO d’Onergie suivante"

Ill .<t> III c< I1 .<o> Ill + 1If<s> ds. t KO. r].

oCt

III u(t)III (D=) ’’-’’ D[-’ u(t)
j=l

et u(t) est la L2(n")-norme de u(t) u(’, t).
Remarque 2. Le theoreme 1 de cette Note complete le theoreme 1.2 de
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Takeuchi [5].
1.2. tnoncons des conditions un peu diffrentes des conditions (B.1) et

(B.2)
Condition (C.1). On a

sup Im ak(x + s(Ve2y) (w), w) ds < + oo.
(x,w,o) eRnxS-I xR

lj,km

Condition (C.2). Pour tout multi-indice (I 1 :> 1), on a

sup
(x,w) Rnx Sn-

lj,km

IDIma(x + s(lT2y) (w), co)[ds < + .
Notre rsultat s’6nonce ainsi"
Thorme 2. Supposons les conditions (A.1), (A.2), (C.1), (C.2), (B.3) et

(B.4) vdrifiOes. Alors, le problOme de Cauchy $ est bien posO dans L au sens
du thOorme 1.

1.3. tnonons une condition plus forte que les conditions (B.1) fi (B.3),
laquelle contient la condition (B.1) de Takeuchi [8] comme cas particulier.

Condition {D.1). I1 existe une constante positive s telle que, pour tout
multi-indice p, on air

sup {(x)+ D(Im a(x)) I} < / c.

Notre rsultat s’nonce ainsi"
Thorme 3. Supposons les conditions (A.1), (A.2), (D.1) et (B.4) vdrifides.

LAlors, le problme de Cauchy est bien pos darts au sens du thdorme 1.
2. Esquisse de la preuve du thorme 3. En posant

U(x t) (u (x t) ,u (x, t)
u(x t) (D) 2(m-j) D[- u(x, t) (l-j- m),

on a un systeme de la forme suivante"

[[ Dt U(x’ t) M(x, Dz) U(x, t),+, F(x, t) surR" [0, r],
(, U(x O) Uo (x) dans R
o F(x, t) ’(0,’" ",O,f(x, t)), Uo(x) t(<Dx>(-)u(x)," "’,u(x)).

Le symbole a(M)(x, ) de l’oprateur M(x, Dx) s’crit comme suit"

a(M) (x, ) M() + M(x, ),
M() Mat (m S,o(R")), M (x, ) Mat (m S:,o(Rn)),

det (v I- M()) P(, v).

Grfice fi la condition (A.2), on peut diagonaliser le systeme (* *) de la

facon suivante" I1 existe un operateur pseudo-diffrentiel diagonal
)(x Dx) Mat(m" OP S "),o(R et un oparateur pseudo-diffrentiel in-

versible N(x Dx) Mat (m" OP SO "),0(R tels que

N(x, Dx) (Dt- M(x, Dx)) (Dr- (x, Dx)) N(x, Dx)
(mod Mat (m OP S,0 (R"))).

On note a()(x, ) (cjk2(x, e)) le symbole de l’operateur
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0(x, Dx). Alors, on a 2i(x, ) () + (x, ),

o / OP2m Si (X, ) Pzm-1 (x, , i ()) Z () 0r (’ ()) 1,o

o
Grace aux conditions (D.1) et (B.4), on a

[D D (Im 2(x, ))]N C, (x)-- ()-"
et

<Re 0) -1

Done, on peut utiliser le r6sultat prc6dent de Takeuchi [15].
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