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97. Une justification mathématique pour Véquation de
Korteweg-de Vries approchant des ondes
longues de surface de Peau

Par Tadayoshi KANO*) et Takaaki NISHIDA**)
(Communicated by Kodsaku Yo0sIDA, M. J. A., Dec. 12, 1985)

1. Introduction. Dans cette Note, on étudie des ondes longues de
surface de 'eau s’écoulant d’une vitesse constante. Leur ampleur est
petite comparée a la profondeur de I’eau mais finie, c’est-a-dire qu’elle n’est
pas infinitesimale. Certaines de ces ondes sont approchées par les solu-
tions de I’équation de Korteweg-de Vries, d’oli une justification mathéma-
tique pour cette équation.

2. Le probléme de Cauchy non-dimensionnel pour les ondes de surface
de ’eau remplissant la région 2()={(z, ¥): x € R, 0<y<I'(¢, x)} se rameéne
a déterminer une représentation conforme z=z2(t, {)=x+ioy de 2(t)CC sur
2,={{=&+10m: £e R, 0<y<1}etl'image p=0¢(t, &, ) de potentiel de vitesses
d=0(t, x, y) par cette représentation, [1], [2].

Pour les ondes longues (voir le paragraphe 1 de [3]) sur les eaux cou-
rantes d’une vitesse x constante, il s’agit en fait du probléme de Cauchy
pour les équations suivantes sur »=1:

@.1) e
d
x%_ 52 A,;xeAﬁgae -—B‘;(wlA.,goe) azxéBa(wlAggoe),
@.2) o= —Aoa 1 DAy — ) -t — L
"'(/C+52S0 )Ba(wlAz#’e)’
ou z', y' et ¢' sont définies par

E=E4 0, Y= Tlo=140Y, = —thiE 40y,
et w'=[(1+2})*+0'(A,x1)1, reprenant les notations de [1], [2] et [3].

3. Le systéme quasi-linéaire par rapport a {z}, ¢}, déduit de (2.2),
admet une et une seule solution {z}, ¢}}(t, &; 6) € X, N L3, pour [t|<a(o,— p),
quel que soit p<<g,, pour les données initiales {x}, :}(0, §) € X, N L.

Puisque 3/05((#*/26°)w") n’a pas de singularité par rapport a 4, notre
solution {x}, i}(¢, £&; 6) est aussi, comme dans [3], indéfiniment différenti-
able par rapport & d¢[0,1] dans X,NL;, quel que soit p<p, pour |¢|
<alp,— p), et peut étre prolongée comme fonction harmonique de (&, é7) pour
& nelig={¢n:£eR, 0<y<l+adp, a>0} en tant que telle.
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Définissons 7=7(t, 2 ; 5) par

&(t, x; o) étant la fonction implicite définie par x=x(¢, & 1;6). D’ou
3.2) '@, x;0)=14+07, x; d).

Enguite, d’aprés

(3.3 ¢, 2, y; 0)=¢'C, ¢, x, ¥ 9), 9, @, ¥; 0); 9)

définie pour (¢, 5) € 2,,4,, on a le potentiel de vitesses

3.4) ¢(t’ XY 0)= —t+/fx+52¢(t’ Z, Y5 d).

Alors, comme dans [3], on a la proposition suivante pour 7 et le poten-
tiel de vitesses sur la surface:

(8.5 B, x; H=¢, x, 1+7E, z; 6); 9),

Proposition 3.1. La solution {1, ¢} satisfait a I’équation suivante dans
X,NL;, pour |t|<a,(o,—p), quel que soit p<p, pour les données initiales
{r, 330, x) e X, N L, :

{u, +ru,+ 7,40 uu,= 0(6*)

2
(3.6) Fob kT %uzm_g_az(ru)z:O(a‘*),

ot u=@, € {X,N Li}og,<,,-
4. Soit maintenant {r,$} une solution pour les données initiales
{1, .30, ) € X, N L;, satisfaisant &

Une diagonalisation de (3.6) par
4.2) T—u=1—§,=29, THu=r+¢,=2f
nous donne deux équations suivantes :
2
4.3) et Gt DSt & ewst S00= 060,

o° 3 of 1 1 "

dans X,N L, pour |t|<a,(o,—p), quel que soit p<p,.

5. Solution de ’équation de Korteweg-de Vries. D’apres le théo-
réme abstrait non-linéaire de Cauchy-Kowalevski, le probleme de Cauchy
pour I’équation de Korteweg-de Vries

3.1) Fot e+ 1F+ %2-Fm+—§-aZFF,=0

admet une et une seule solution dans I’échelle d’espaces de Banach S=
Upso B,s c’est-a-dire que pour les données initiales dans B, , il existe une
solution unique F(¢) € B,, pour |t|<a,(o,—p), quel que soit p<p, :

w : holomorphes sur 2,={z=x+1y, x € R, |y|<p}
(5.2) B,={munies de norme | ul,=|(1+|k|) exp (o|KDi(k)||zsr <o -

4 étant la transformée de Fourier de u

On va comparer f dans (4.3), celles qui appartiennent & B,, avec F'

ci-dessus ayant toutes les deux les mémes données initiales dans B,.
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D’aprés le théoréme abstrait non-linéaire de Cauchy-Kowalevski, la
dépendance continfie de solution du second membre montre le

Théoréme 5.1. Pour §<d,, on a
(5.3) F@)—f®) Iz, = 0",
pour |t|<a,(p.—p), pour p<p,, quel que soit p,<p,.

Soit maintenant G la solution de ’équation non-homogeéne de Korteweg-
de Vries :

o2 3 1 1
5. —1n6,—-%aq,,.— 3 G,=52<———F“,-—_FF,¢ .
G4 GtGe—DG.— >5G . 5 )

On a alors pour g appartenant a B, le

Corollaire 5.2. Pour 6<4,, on a
(5.5) IG®)—9@)|lz,= 0",
pour [t|<a,(p.— p), pour p<p,, quel que soit p,<p;.

6. Equation de Broer-Peregrine. En employant les valeurs de po-
tentiel de vitesses au bas-fond de l'eau, soit ¢"=¢°(t, x; d)=4¢(t, z, 0; 9), nous
avons le systéme suivant, au lieu de (3.6), par rapport & {r, v=g¢3}{, x; d):

2
rt +’crx + Vy— %‘vzzx+52(rv)w= 0(64)’
6.1)
i 0 2 ‘
Ve+To+ kv, — E’vxzx - Evzzt'i_ 0 ’U’U,[‘—‘O(a ),

dans X, pour |t|<a,(o,—p), quel que soit p<p;.

D’aprés les mémes considérations que dans le paragraphe 4, on a de
(6.1) les équations suivantes dans X, pour [{| <a,(o,—p) :
3k—1 o° 3

(6.2) m+(k—1)m, — 12 0" My — Zmzu - igzmmx =0(9",
2
(6-3) nt + (’C+ 1)”’2 - 3161-; 1 aznw:pz - %nxxt + %aznnw
= 52( —%mzmx - %‘mxxt - mmz) + 0(54)’

pour 2m(t)= (r —v)(t) et 2n(t)= (r+v)(t) avec les données initiales telles que
m(0, x)=0(5") et n(0, 2)=0(1) dans X,..

Les solutions m(t) et n(t) sont approchées respectivement par les solu-
tions M(t) et N(t) de I’équation de Broer-Peregrine suivantes [5], [6] :

3r—1 o2 3
4 M -1M,— OM,p— — M, — —0°MM,=0,
©6.4) 4+ (—1) - O M= 2
©.5) Nt G+DN, — ey O N+ 35NN,
12 4 2
=52<_ 3,‘:—1 szx_l'wat_MM:c),
12 4

pour les mémes données initiales dans X, :

Théoréme 6.1. Pour 6<4,, on a
(6.6) |M@#)—m@®)], =00, [INE)—n@)|,=00")
pour [t|<a,(p.— p), pour tout p<p,, quel que soit p,<p;.
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L’équation de Broer-Peregrine (6.4) admet une solution particuliére
du type soliton et a une bonne relation linéaire de dispersion.
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