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36. Suites limite.priodiques et thdorie des nombres. IX
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Faculty of Education, Waseda University and C.N.R.S.

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., April 12, 1984)

1. Introduction. Une fonction arithmtique multiplicative est
une application N*--C vrifiant f(1)=l et f(mn)=f(m).f(n) si (m, n)
--1.

On salt que l’existence d’une moyenne arithmtique non-nulle
M(f)=limx/ (l/x) ,,<_ f(n) assortie d’une condition limitant la
croissance de If(n)l est quivalente k l’nonc suivant"

(A)" Pour tout c0, les quatre sries suivantes
f(p)-- 1 f(p)- 1 f(P)

p f(p)-l[c

[f(P) a>l fix4,

sont convergentes et pour tout p, l’expression =o(f(p)/p
non-nulle, p d4crivant l’ensemble des nombres premiers.

(Pour un expos4 gnral, voir [1], off la plupart des rsultats
obtenus ce sujet son prsents.)

Dans le cas off les conditions (A) svn saisfaites, la fonction f est
limite-priodique au sens de Besicovich pour l’exposant q. Les seules
am41iorations possibles pour ce genre d’4nonc ne peuven porter que
sur la limitation de la croissance de If(n)], et il est tentant de chercher
une condition minimale. Aoutons aussi que l’on a cherch4 une
m4thode d’4tude de ce genre de question dans un cadre d’analyse
onctionnelle. (Pour une rponse partielle, voir [2].) Enfin, men-
ionnons que tous les beaux r4sultats qui ont 4t4 4tablis pour les onc-
tions multiplicatives sur les entiers, poss4dant une moyenne non-nulle
et satisfaisant une bonne condition de limitation de croissance de
leur module, n’ont pas permis d’41ucider le sens des conditions (A),
qui peuvent se dfinir pour n’importe quel systme d’entiers gnralis4s
de Beurling.

On se propose ici de presenter un r4sultat ce sujet ainsi que le
principe de d4monstration essentiellement nouveau suivant lequel
s’tablit, qui semble assez bien rpondre aux poccupations ci-dessus
exposes. Pour des raisons de commvdit4 et de clart, on se restreint
au cs des fonctions multiplicatives une variable sur les entiers
ordinaires, avec al. Prcisons cependant que la mhode es
gnrale et qu’une version tendue du rsultat ici prsen figurera
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]ors de la publication (prochaine) de la totalit de ce travail.
2. Notations et remarques preliminaires. dsigne l’ensemble

des nombres premiers. Si pe, E=[1, p,p, .][2{0}, est compact
pour la topologie de base V({p})={p}, V({0})-- [p, p, ...] U {0}.
E= I-[E est compact pour la topologie produit; on dfinit t par
l,({p})=(1--1/p).l/p comme mesure de Borel rgulire de masse 1,
et donc, d,=(R) d, est de Borel, rgulire, de masse 1 sur E. t e E
signifie t={t}, et l’on crira t=t_.t/._.tz/, si y_z, o t_ ={t}<,
t/,_ {t}<, t/ {}. N* {1, 2, } se plonge dans E de aon
dense. On remarque que:

F--{’: N*-R, ’=,o 2I, R, I(n)= 1 si din, 0 si dXn}
dfinit un sous-espace de 5’(E, R), l’espace des fonctions continues de
E vers R, dense dans ’(E,R) pour la norme II de la topologie
uniforme.

_(E, d/) est l’espace des onctions d,-intgrables sur E.
:. Enonce du resultat. A la fonction multiplicative f on as-

socie les sries de Dirichlet
F(s) >_ (f(n)/ng, G(s) ,>_ (f(n) ]/

On considre les conditions suivantes"

[(T)" lim/ (a)-.F(a)=A existe et est non-nulle.
(T) (T)" (a) existe pour al et lim sup,/ (a)-(a)=B +c.

[(T)" ve0, il existe ]0 tel que"

si " e F vrifie lim (a)-.+(lY(n)[/n)
alors lim sup/ (a)-. ,+ (]f(n)].l(n)]/n).

On considre la condition suivante"
(L): La suite de fonctions F(t) dfinie d,-presque-partout sur E

par F(t)= 1-[_< f(t) tend d,-presque-partout et dans _(E, d/) vers

une fonction F(t) d/-intgrable telle que [ f(t)dl(t)=A :/:0.
JE

(f(t) est dfinie ici par f(t)=f(p) si t=p, cO, fini.)
Le rsultat est le suivant"
Theoreme: Les conditions (A), (T), (L) sont gquivalentes.

4. Exposition de la methode de demonstration. En ait, la
condition (L) est le deus ex machina. Je vais exposer les idles
permettant d’tablir que (T) implique (A) et brivement indiquer
comment (A) implique (T). La condition (L) apparat naturellement
d’ elle-mSm.e.

4ol. On suppcse que les conditions (T) snt vrifies.
On crit (f, g}=lim+ (a)- , (f(n)g(n)/n) quand cette expres-

sion a un sens.
On montre d’abord que

(f,l}=A. (( 1
11 >_o (f(P)/P) "->_o
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existe, ce qui ndcessite T.
4.2. Si " e F, alors (f, ’} existe par 4-1; de plus, (f, ’} est

uniormment continue sur F et par cons4quent, si g e C(E, R), g(f, g}
dfinit une orme linaire continue sur C(E, R). Donc Re (f, g}=F (g)

--F-(g), off F+(g)= [ gdm+, dm tant une mesure de Borel rgulire
JE

positive, ceci d’aprs le th4orme de repr4sentation de Riesz. On
dmontre alors que dm est absolument continue par rapport dz,
i.e." dm+=+dz, oh +e(E, dz), +0 dz-p-p. 0n utilise le ait

l’on a de mme F-(g)=.[ -gdz, et que l’on peut traiter de laque

mme faon Im (f, g}. Ce qui nous donne que:

g}=[ gd, off e(E,d), et [ =(f, 1}=A0.(f,
E 3

4.. 0n dfinit, si t_ n’a pas de composante nulle, fi_(t) par"

F_(t)=F(t_)= (t_t,) @ d(t)
H Ep p>y
PY

p< (1 1 /p) 0 (f(P) /P)
0n pose F .A-.

Un thorme classique de Jessen nous donne que F_(t)F(t)
dp-p-p et dans (E, dp), et que:

f(t;) 1 dz-p-p et dans f(E, dz).F+(t)=; (l--l/p)0(f(P)/P)
4.4. 0n tablit que"

Lemme. Si h est multiplicative valeurs 0 oh 1, alors, > h(t;)
1 dz-p-p et dans (E, dz) si et seulement si (=o 1/p

4.5. 0n remarque que I(n)=l si f(n)=0, 0 sinon, vrifie les con-

ditions du Lemme, et comme [0, on a >I(tp)l dz-p-p et dans

f(E, d).
4.6. Soit h la onction dfinie par

h(p)=l si k=0 ou 1
0 sinon, h multiplicative.

Alors, la onction I.h.[F dfinit une onction mesurable strictement
positive sur {t[Ih(t)O} pour la mesure induite I.h.dz, limite I.h.dg-
p-p de I.h. ]F_]. Le thorme des trois sries de Kolmogorov nous
donne que (p)</l/p+, f(;)>l/p+ pour c1. 0n peut
alors dmontrer que x(p)>: ([f(p)]/p) + et que
; (] f(p)]/p)< +.

4.7. Pour dmontrer que f(;)<(f(p)--l]/p)+, on utilise
le ait que (I.F_/]F_[/), I.F_]/ sont dans f(E, dp). I1 s’agit l
de calculs directs visant liminer les termes
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1 f(p)

4.8. On dmontre que f(;)l<c ((1--f(p))/p) converge en utilisant
une mthode due essentiellement Delange [3]. Mentionnons que
c’est la seule ois oh une proprit des entiers (autre que la conver-
gence de (s) pour Re s1) est utilise.

4.9. 0n en dduit alors acilement que

lim(1-1) f(P) :A.

4.10. Pour 6tablir que (A)(T), on utilise la m6thode suivie dans
4-8 pour 6tablir le lien entre la fonetion f v6rifiant (A) et les propri6t6s
au voisinage de I de F(s)(s)-. On v6rifie alors que la suite ]fv_($)]
pv]f(p)} tend vers une limite F() dans f(E, dz), et par con-

squent, si e F, on a"

lim [f..(t)]Y(t)dz(t) lim lim (a)- -(-(n)](n)
y+ E yo+ al+ nl n

lim (a)-. lim [f- (n) (n)
al+ y+ nl

(a)_ f(n)]Y(n) = [f(t)]y(t)dp(t)=lim
al+ a E

comme la mesure Fdz de base Z, de densit F, est absolument continue
pour p, la condition T est satisfaite puisque

r(t)d(t)=lim ()-..
E el nl

5. Conclusion. On remarquera que tout tourne sur le fair que
la fonction d4finie dz-p-p par

F()= lim f(;)

est int4grable. Lu m4thode de dualit suivie s’arrt.e au niveau de la
normalisation de la mesure. 0n ne peut pas montrer directement
que lim+ ,< (l--l/p) (f(p)/p) existe et est non-nulle. I1 s’agit
1 d’un phnomne classique lorsque l’on utilise ce genre de mthode
on est donc amen4 proc4der alors par une m4thode analytique pour
4tablir le lien avec la fonction .
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