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1. Introduction. On consid6re le probl6me de Cauchy pour les
syst6mes faiblement hyperboliques caract6ristiques de multiplicit6
constante. Ce problme a 6t6 d6j trait6 par plusieurs articles (voir
p. ex. Y. Demay [1], D. Gourdin [2], V. M. Petkov [8], H. Yamahara
[10]). Mais la variance de la structure de la matrice caract6ristique
cause la difficult6 obtenir la condition assez g6n6rale et simple pour
que le problme de Cauchy soit bien pos6 dans l’espace C (voir W.
Matsumoto [4]). Dans cet article on consid6re ce probl6me dans une
classe de Gevrey et on cherche la condition suffisante sous une forme
simple.

2. Definitions et resultat. Soit T un nombre r6el strictement
positi. Soit s un nombre r6el tel que s_>l. On dit que fe G) si
f e C([0, T] X R) et que, pour tout sous-ensemble compact K de R et
pour tout entier positif m, il existe une constante A telle que pour tous
les multi-indices a

-,[ DDtf(t,x)l_All+llol (t,x) e [0, T] X K.
i--0

Soit P un op6rateur diff6rential matriciel / 2 lignes, 2 colonnes,
et premier ordre"

P=Dr- A(t, x)D,+B(t, x)
i=1

off A et B sont les matrices carr6es d’ordre 2; et on pose D=-iO/O
et D i3/3.

On suppose que P satisfasse aux hypoth6ses suivantes"

[H, 0] O(r, , t, )= det Ir- A(t, z) a la deomposition que
g=l

voiei pour tous (t, x, ) [0, T] R R p(r, , t, x) (-- 2(t, x, )) o
,(t, x, ) est rel.

[H, ] (off _> 1) Tousles lgments de A el: de B appartiennent /
G, et tous les .lments de A sont bombs sur [0, T] R.

On dit que le problgme de Cauehy pour P est -bien pos si el;

*) I2 est la matrice unit6 d’ordre 2.
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seulement si pour route fonction f e G’ il existe une et une seule fonc-
tion u e G telle que

(Pu=f dans [0, T] R
[C] [u(0, x)=O dans R.

Pour ce problme on obtient le
Theoreme 1. Soi$ So un nombre rdel tel que So_ 1. Supposons que

l’oprateur P satisfasse aux hypotheses [H, 0] e$ [H, So]. Soit s un
hombre rdel tel que s_So.

Le problme de Cauchy pour Pest s-bien posd si P remplit la con-
dition s.uivante [L]"

[L] PoPPo-Po(Po, Po}]=(,,)--O (t, x, ) e [O, T] R R

1 Poo Po-I2r =’ A(t, x), P-Bq- .= DA(t, x) est la matrice des

cofacteurs de P0; e$

{Po, Po}=3PoDPo--DPoPoq- , (3,PoDPo--DPo3,Po).
i=l

Remarque 1. Si l_s02, le problme [C] est s-bien posd, oh So
_s2, sans la condition [L] (voir J. Leray-Y. 0hya [3], Y. 0hya [7]).

Remarque 2. La condition [L] est la condition ndcessaire pour
que le problme de Cauchy pour P, qui satisfait l’hypothse [H, 0],
soit uniformdment C bien posd. Mais elle n’est pas suffisante en gd-
ndral (voir p. ex. W. Matsumoto [4]). W. Matsumoto [4] a montrd un
example pour lequel le problme [C] n’est pas C bien posd mais s-bien
posd, oh s_2. Cet example dtait le point de ddpart de notre dtude.
W. Matsumoto dtudie aussi la ndcessitd de la condition [L] dans une
classe de Gevrey (voir W. Matsumoto [5]).

3. Demonstration du Theoreme 1. On suppose que P satisfasse
aux hypotheses [H, 0] et [H, So] et la condition [L]. On voit aisdment

que -, a(t, x), oh est ddfini dans l’hypothse [H, 0]. Alors, par
i=l

changement de coordonnds, on peut supposer que ----0. Dns la suite
on le suppose.

Remarque 3. Soit A(t, x, )--, A(t, x). Au cas oh --0, on a
i=l

A(A, A}-O, et la condition [L] est dquivalente

A(t, x, )(B(t, x) +-1 =’ DA(t, x))A(t, x, )+A(t, x, )DA(t, x, ) O.

On d6finit la faon inductive les op6rateurs suivants posons

P(-P)=D- A(t, x)D,+S(t, x)
i=l

Q=Dt+ A(t, x)D,+ DA(t, x)+B(t, x)
i=l i=l
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(p ) 1 , DA(t, x)+B(t, x).R 1 +Q) __Dr_+__

=
21-

Ensuite on pose P=P_Q_ et Q=2RR...R-P oh k=2, 3,
Alors on a la
Proposition 2. L’opgrateur P a la forme suivante"

2-- 2-

P= A(t, x)D-’-+ B,(t, x)D.D---i=O s=l j=O

o Ao(t, x) I.
Remarque 4. L’op6rateur Q remplit les hypotheses [H, 0] et

[H, s0] et la condition [L] vu la Remarque 3.
D’aprs J.Leray-Y. Ohya [3] ou V. A. Sodneva-V. R. Fridlender

[9], on sait la
Proposition 3. Soit

U=IDf++ A,(t, x)Df+-+ B(t, x),D?-Dx
i=l k=l j=0

o A, et B, sont des matrices cardes d’ordre 2 dont les glgments ap-
partiennent G().

Alors, au cas oh k> So, le problme de Cauchy pour l’opdrateur U
est s-bien posg, oh k s So.

Demonstration du Theoreme 1. Compte tenu des Propositions
2 et 3, on peut montrer le Thorme 1. Soit k un entier tel que k>s
s0. Et on pose u=QQ...Q,_v, alors le problme [C] se transforme
en suivant

P=f[C]
IDly(0, z=0 i=O, , ..., -- 1.

D’args les Propositions 2 e 8, le roblgme [C] es -bien osg.
Ce montre l’exisenee de la solution dans G". Nn notan que l’op-
raeur formellemen adjoin P de P saisfai aussi aux hypotheses
[H, 0] e [H, 0] e la condition [], on voi l’exisenee de la solution
du roblgme de Cauehy, avee la donne nulle sur le lan" t=T, pour
P, d’o dgeoule l’unieitg de la solution du roblgme [C]. Ce qui
la dgmonsraion.

4. Preuve de la Proposition Z. On dgsigne par L l’ensemble
des op@ateurs pseudo-diff@eniels d’ordre sur R avee un paramgre
t (voir L. Nirenberg [6] en ee qui eoneerne leurs dfiniions e ropri-
ts).

Soi D [0, T] X R X S- o S- es la shgre unig dimension
-1. Posons
=0} e l’in@ieur de D o A(t, , ) es dgfini la Nemarque .

Remarque 5. D= U.
D’ars l’hyohse [H, 0], our ehaque oin (t0, z0,0) D, il
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existe les oprateurs pseudo-diffrentiels matriciels l’ordre zro M
et N, tels que

1) MN--I, NM--I e L-.
2) Le symbole principal de M(t, x, D)A(t, x, D)N(t, x, D) est

-00 (t’oX’)- au voisinage conique de (to, Xo,o). Alors la condition

[L] et la Remarque 4 impliquent que- +A, MQN=BDt+
0 0

MPN AD + 0 0
et MRN CDt+ C2,

off, au voisinage conique de (to, x0, 0), A, B et C e L (i= 1, 2) et A--I,
B--I et C--I e L-; et le (2, 1) lment de A2, B2 et de C e L- (voir
W. Matsumoto [4], H. Yamahara [10]).

En gnral on obtient le
Lemme 4. Pour k-- 1, 2, .,

2-1

A,(t, x, D)D + B,(t, x, D)DMPN =
_,_

+ =o

MQN= C,(t, x, D)D + E,(t, x, D)D
i=2--l--k+l i=O

ot, au voisinage conique de (to, Xo, o), A, C e L et B, E e L; et B
+E e L; et le (2, 1) dldment de A, B, C et de E e L-; et les (1, 1)
et (2, 2) dlgments de B et de E e L.

Compte tenu du Lemme 4 et de la Remarque 5, on peut montrer
la Proposition 2. C.Q.F.D.
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