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1. Introduction. On considére le probléme de Cauchy pour les
systemes faiblement hyperboliques & caractéristiques de multiplicité
constante. Ce probléme a été déja traité par plusieurs articles (voir
p- ex. Y. Demay [1], D. Gourdin [2], V. M. Petkov [8], H. Yamahara
[10]). Mais la variance de la structure de la matrice caractéristique
cause la difficulté & obtenir la condition assez générale et simple pour
que le probleme de Cauchy soit bien posé dans I’espace C~ (voir W.
Matsumoto [4]). Dans cet article on considére ce probléme dans une
classe de Gevrey et on cherche la condition suffisante sous une forme
simple.

2. Définitions et résultat. Soit 7 un nombre réel strictement
positif. Soit s un nombre réel tel que s>1. On dit que fe G si
feC=([0, T1X R™) et que, pour tout sous-ensemble compact K de R” et
pour tout entier positif m, il existe une constante A telle que pour tous
les multi-indices o

i|D;D§f(t, )| <Al |18 (t,2)e [0, TIXK.
=0
Soit P un opérateur différential matriciel & 2 lignes, 2 colonnes,
et a premier ordre:
P=D,—3 At, x)D,,+B(, o)
i=1
ou A; et B sont les matrices carrées d’ordre 2; et on pose D,= —13/0,
et D, =—19/0,,
On suppose que P satisfasse aux hypotheéses suivantes:

[H,0] p(s,&,t, x)=det (Izr—f_} A, x)ei)*) a la décomposition que
i=1

voici; pour tous (¢, z, &) € [0, TIXR"XR" p(z, &, t, )= (c—A(t, z, £))* ol
A(t, z, &) est réel.

[H,s] (ol s>1) Tous les éléments de A, et de B appartiennent a
G, et tous les éléments de A, sont bornés sur [0, T1 X R™.

On dit que le probléme de Cauchy pour P est s-bien posé si et

# I, est la matrice unité d’ordre 2.



No. 2] Systémes faiblement hyperboliques 63

seulement si pour toute fonction f e G il existe une et une seule fone-

tion u e G telle que
[C] Pu=f dans [0, TIX R

(0, 2)=0 dans R".
Pour ce probléme on obtient le

Théoréme 1. Soit s, un nombre réel tel que s,>1. Supposons que
Vopérateur P satisfasse aux hypothéses [H,0] et [H,s]. Soit s un
nombre réel tel que s> s,.

Le probleme de Cauchy pour P est s-bien posé si P remplit la con-
dition suivante [L]:

IL] 0°P0P;°Po+—;—°°Po{Po, “Pdlsamey=0 (a8 €0, TIXR*x R*

ot Py=Ir—37 A, ©)&,, P,=B+ % S1D, AL, %) ; P, est la matrice des
i=1 i=1
cofacteurs de P,; et
{Py, ©°Py}=0.P,D°P,—D,P@3.P,+ zZ=1 0¢,PoD,°Py— D, P, °Py).

Remarque 1. Si 1<s,<2, le probleme [C] est s-bien posé, ou s,
<8< 2, sans la condition [L] (voir J. Leray-Y. Ohya [3], Y. Ohya [7]).

Remarque 2. La condition [L] est la condition nécessaire pour
que le probléme de Cauchy pour P, qui satisfait & I’hypothése [H, 0],
soit uniformément C> bien posé. Mais elle n’est pas suffisante en gé-
néral (voir p. ex. W. Matsumoto [4]). W. Matsumoto [4] a montré un
example pour lequel le probleme [C] n’est pas C~ bien posé mais s-bien
posé, ol s>2. Cet example était le point de départ de notre étude.
W. Matsumoto étudie aussi la nécessité de la condition [L] dans une
classe de Gevrey (voir W. Matsumoto [5]).

3. Démonstration du Théoréme 1. On suppose que P satisfasse
aux hypothéses [H, 0] et [H, s,] et & la condition [L]. On voit aisément

que 2=f} a,(t, 2)&,, ol A est défini dans ’hypothése [H, 0]. Alors, par
i=1

changement de coordonnés, on peut supposer que 1=0. Dans la suite
on le suppose.

Remarque 3. Soit A(¢, «, §)=ﬁ] A,(t,x)¢,, Aucasol 21=0, on a
A{A,A}=0, et la condition [L] est éaluivalente a
A, =, §)<B(t, 2) +_;_ 3 DA x))A(t, 2, &)+ A(t, 7, D,A(t, 7, &) =O0.
On définit & la facon inductive les opérateurs suivants; posons
P(=P)=D,— zjl A(t, %)D,,+B(t, z)

Qi=D,+ 3 Ait, ®)D.+ 3} Do (8, )+ B(t, @)
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R(=L®+Q)) =D+ 3 DAt ©)+BGt, .
ok—1
Ensuite on pose P,=P,_,Q,_, et Q,=2RR---R—P,ou k=2,3, ---.
Alors on a la
Proposition 2. L’opérateur P, a la forme sutvante:

Po=3 At 9D+ 3 3 B, (t, D, DI
o At, x)=1,. '
Remarque 4. L’opérateur @, remplit les hypotheses [H, 0] et
[H, s,] et la condition [L] vu la Remarque 3.
D’aprés J.Leray-Y. Ohya [3] ou V. A. So¢neva-V. R. Fridlender
[9], on sait la

Proposition 3. Soit
k+m n m
U=I,Ds™4 Z; At x)Df""‘“i—l—kZl jZ(,) B(t, ®),,,Dr'D,,

ou A, et B,,; sont des matrices carées d’ordre 2 dont les éléments ap-
partiennent a G,

Alors, au cas o k>s,, le probléme de Cauchy pour I opérateur U
est s-bien posé, o k>s>s,.

Démonstration du Théoréme 1. Compte tenu des Propositions
2 et 3, on peut montrer le Théoréme 1. Soit k£ un entier tel que k>s
>s,. Etonposeu=0Q,Q,--Q,_,v, alors le probleme [C] se transforme
en suivant:

P k?)=f

[Cel {ng(o, )=0  i=0,1,...,2¢1—1,

D’aprés les Propositions 2 et 3, le probléme [C,] est s-bien posé.
Ce montre I'existence de la solution dans G*. En notant que I’opé-
rateur formellement adjoint ‘P de P satisfait aussi aux hypotheses
[H, 0] et [H,s,] et & la condition [L], on voit I’existence de la solution
du probléme de Cauchy, avec la donnée nulle sur le plan: t=T, pour
‘P, d’ol1 découle ’unicité de la solution du probléme [C]. Ce qui achéve
la démonstration.

4. Preuve de la Proposition 2. On désigne par L* I’ensemble
des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre % sur R" avec un parametre
t (voir L. Nirenberg [6] en ce qui concerne leurs définitions et propri-
étés).

Soit 2=[0, TIXR*xS** ou S*! est la sphére unité & dimension
n—1. Posons 2,={(t, z,&) e Q|A(t, x,8)+#0}, 2,={(t, x, &) e Q| A(¢, z, &)
=0} et 9,; Dintérieur de 2,; ot A(t, z, &) est défini & la Remarque 3.

Remarque 5. 2=2,U%,.

D’aprés I’hypothése [H, 0], pour chaque point (¢, x,, &) € 2,, il
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existe les opérateurs pseudo-différentiels matriciels & 1’ordre zéro M
et N, tels que

1) MN—I, NM—IelL-~.

2) Le symbole principal de M(t,x,D,)A(t, x, D,)N(t,x,D,) est
[8 oz(t,Ox, e:’:)] au voisinage conique de (%, x,, &). Alors la condition

[L] et 1a Remarque 4 impliquent que
MPN=AD+[] ~*|+4. MON=BD+|) ¢|+B.

et MRN=C,D,+C,,
oll, au voisinage conique de (¢, %,, &), 4,;, B,et C,e L’ (1=1,2); et A,—1I,
B,—I1 et C,—IecL ; et le (2,1) élément de A,, B, et de C,e L (voir
W. Matsumoto [4], H. Yamahara [10]).
En général on obtient le

Lemme 4. Pour k=1,2, - -,

9k—1 E—1—
MPN= 5 Aft,x,DODi+ > Byt x,D,)D;
1=2k—1—F+1 =0
ok—1

ok—1-F
MQkN=i_2k_Z; oot Ci(t’ Z, Dz)Di + ;} Ei(t, X, Dz)Dt
on, au voisinage conique de (L, %y, &), A,, C;c L et B, E,; e L'; et B,
+E,el’; et le (2,1) élément de A,;, B, C, et de E; e Li™*; et les(1,1)
et (2,2) éléments de B, et de E; e L.

Compte tenu du Lemme 4 et de la Remarque 5, on peut montrer
la. Proposition 2. C.Q.F.D.
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