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49. Quelques remarques sur un article de M.N. Coburn
intitulé “ A characterization of Schouten’s and
Hayden’s deformation methods”.*

Par Kentaro YANO.

Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., June 12, 1945.)

8§0. Iuroduction. M.N. Coburn® a, en 1940, publié une Note qui donne
une interprétation géométrique des deux méthodes pour étudier les problémes de
la déformation infinitésimale, 1'une celle de M.J.A. Schouten® et I'autre celle de
M.H.A. Hayden.,® Aprés avoir énoncé son résultat principal dans le premier
Paragraphe qui fait I'introduction, il donne, dans le deuxidme Paragraphe, les lois
générales de déformation des repdres, des vecteurs arbitraires et des éléments
linéaires

En spécialisant ensuite les lois de déformations, il étudie, dans le troisieéme
et le quatriéme Paragraphes, la variation absolue de M.J.A. Schouten et la défor-
mation directe de M.H.A. Hayden. Ce qu'il appelle la variation absolue de
M.J.A. Schouten est la differentielle de Lie d’aprés la terminologie de M.D. van
Dantzig.”

Dans le cinquidme Paragraphe, il étudie la variation absolue de M.J.A.
Schouten ou la differentielle de Lie DI}, de la connexion affine I}y,

La méthode de M.N. Coburn pour obtenir la DI}, est essensiellement la
méme que celle de MM.P. Dienes” et E.T. Davies,”

Comme I'a déjd montré M. W. Slebodzinski la condition nécessaire et
suffisante pour qu'un espace i connexion affine admette une transformation
isomorphe affine est que la differentielle de Lie de la connexion affine soit nulle.

* La dépense de cette recherche fut réglée par le frais du Ministére de 1’Instruction
Publique pour les recherches scientifiques.
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Dans le dernier Paragraphe de sa Note, M.N. Coburn pose une condition sur
DI, qui est moins forte que celle de M.W. Slebodzinski® et en étudie quelques
conséquences.

Le but de cette Note est de donner quelques remarques sur cet article de
M.N. Coburn.

§1. Considérons d’abord un espace I, & n dimensions i connexion affine
et prenons, 4 chaque point M de cet espace, un repere naturel e,, alors, la con-
nexion affine de cet egpace peut s’exprimer par les formules

(1.1) dM=dz'e,, de,=I%(z)dze,.
Cela posé, considérons ensuite une déformation infinitésimale
1.2) 7t =2+ EXdt

qui déplace le point #* jusqu’au point z*+ & d¢ infiniment voisin, §* étant un
champ de vecteur défini dans tout espace ou dans une certaine région de 1’espace
et dt une quantité infinitésimale dont on ne tiendra compte que du premier
ordre.

Le point M étant déplacé jusqu’au point M, le repére naturel €, attaché au
point M sera changé en un repére naturel e, attaché au ppint M,

Le replre e, éfant naturel, on a

(1.3 dM=dze,, de,=I",(z)dz"e,
Pour trouver la variation de e, , posons
(1.4) EA=CA+881 >

et substituons (1.2) et (1.4) dans (1.3), alors, on trouvera
dM=dM +(dz*de,+dEdte,) ,

d’nti

(L.5) 84 M=(dSe, + ddte,),
en posant

(1.6) AM=dM+3iM.

Cela étant, la variation absolue de M.J.A. Schouten est caractérisée par le
fait que
@n SdM=0.
En effet, en supposant que le champ de vecteur & soit défini dans tout espace, on
a, daps ce cas, de I'équation (1.5),
(1.8) Ser=—&°, dtes
la virgule désignant la dérivée partielle par rapport 4 la variable 2*.
Par conséquent, si 'on prend un vecteur contrevariant v =1"e, , sa variation
est donnée par

1) W. Slebodzinski: Sur les transformations isomorphiques d’une vari€té & connexion
affine. Prace Mat. Fiz, Warszawa, 40 (1932), 55-62.
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v =(c§vA — &, 0%dt)e, ,

d’oli

(1.9) Sv=(0", £ — &, v )di 2,
en remarquant que

g'v“ =, &%t .

La variation

(1.10) D =(v,,6% — &, ,0*)dt
est la variation absolue de M.J.A. Schouten ou la différentielle de Lie du vecteur
contrevariant v*. D’aprés cette notation, 'équation 3dM=0 qui caractérise la
différentielle de Lie sera écrite

(111) Ddz*=0.

Or, pour trouver la variation absolue ou la différentielle de Lie d'un vecteur
covariant u, , nous supposons que la variation absolue ou la différentielle de Lie
obéit 4 1a méme loi que celle de différentielle ordinaire et la premigre coincide
avec la derniére pour un scalaire quelconque (N. Coburn, Theoreme 1). En ef-
fet, u,v* étant un scalaire, on a

D(u ") =d(u*)
par suite
(D )0 +u, (Do) = [(y o8 0" + (0,067 Y] 08
d’oti, en substituant (1.10) dans cette équation, on trouve
(1.12) Du, =, 8 — &%, u,]dt .

Les équations (1.11) et (1.12) sont celles qui donnent les variations abso-
lues ou les différentielles de Lie d’un vecteur contrevariant et d'un vecteur
covariant.

11 sera facile de généraliser ces formules pour un tenseur général.

Si Lon considére un sous-espace 2*=2x*(x‘) 4 m dimensions (e, b, c,... ,
i, 7, k,...-:i, 2, , 'r;:,), le repére naturel e, pour ce sous-espace est donné par

. o )
— A oA —
(1.13) e.=B:e, ( =2,
T.a variation gea de e, sera donnée par
(1.14) 86,, = (83,: A)e) - .B,: ¢ )‘, ,dte)
=[8B;*—&,.dt)e,
=0

en vertu de la relation

(1.15) 53::(

o | o8 0P
- +dx,,dt)—(w,,—8,,.dt.

Done, d’aprés la définition de D, on a
(1.16) DB;*=0.
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Cette équation peut étre obtenu aussi dc (1.11) en la divisant par dz". En
effet, le point de I'espace ambiant étant déplacé par (1.2), le point z*(2*) du
sous-espace est déplacé en z*(z") + & (2™2"))dt, mais ces deux points ont tous
les deux les mémes coordonnées z® sur deux surfaces originales et déformée,
done, on a Ddz*=0. Par conséquent, on a (1.16) de (1.11).

§ 2. La variation b‘dM étant donnee par

sdM —(dx’Se; + d&*dte;) ,
on a supposé, dans le Paragraphe précédent, que SdM 0 et on a obtenu Be,L
= —§%,,dte,. Dans le présent Paragraphe, nous allons supposer que e, soient
déformés par le parallélisme de V'espace 4 connexion affine, soit,

(21) 86, = \Edte, .
Ce fait est caractéristique pour la déformation directe de M.H.A. Hayden

(N. Coburn, Theoréme 2).
Alors, la déformation d’un vecteur contrevariant

v=2v'e,
sera donnée par
(2.2) So=(de* + M &db)e, .
En posant
(2.3) A =dv* + Moredt

on voit que la déformation directe de M.H.A. Hayden coincide avec la différen-
tielle covariante dans la direction &
D’aprés cette nota.tion, 84M étans doanée par
=[d&* + I8 + 8% ., da+€¥ ] dte, ,
on a
(24) 4da* =86+ S, da+€”
& désignant la différenttielle covariante et S3,, le tenseur de torsion.
Si 'on considére un sous-espace x*=2"(2*), la variation du repdre naturel
e, pour le sous-espace est donnée par
(2.5) 8e,=(8B:*)e,— BiI'E'dte,
=(8,.+ I B+ 80, B 6 )dte, .
Done, d’aprés la définition de I'opérateur 4, on a
(2.6) 4B;*=8&,+8%,, B¢,
le point-virgule désignant la dérivée covariante.
§3. Nous allons, dans ce Paragraphe, considérer la variation absolue ou la
différentielle de Lie de la connexion affine I}, de l'espace.
En substituant

él" = eu - f", ',,dte;‘
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et
dz’ =dx* + &, da"dt
dans (1.3), on trouve
de,—&,, ndz'dte, — &%, I dx"die,
= (Z)(de" + &, dadt) ey —E°, dte,) .
En posant

3.1 (@) —(@)=DIy ,
on trouve, de cetie équation,

(3.2) DIiy=[8&,,v+ 1,5 —8 0% +8%, I +8,0]dt,
ou sous une forme tensorielle,

(3.3) DIyy=[(&,+ 840080 + RLhuE]dE .

Cela étant, nous allons considérer I'interprétation géométrique de la varia-
tion absolue ou la différentielle de Lie de la connexion affine.

Considérons d’abord un vecteur v*(x) en 2* et un vecteur (2 + dz) en z* + dz*
paralléle 4 v*(z) en 2* par rapport 4 la connexion affine originale I'h(z). On
déplace ensuite, d’aprés la déformation infinitésimale (1.2), les vecteurs v*()
en o et ¥(#+dz) en 2*+d2* jusquaux points 7* =2+ §*df et 7+ dx* =27

+&dt+d(2* + E*dt) respectivement. Alors. on obtiendra les vecteurs v'(Z)
en 2*=2*+ &t et (2 +dz) en * +dz* =2+ E:dt +d(z + & dE).

Cela posé, les formules (1.3) nous assurent que les vecteurs v(z) et
(2 + dzx) sont paralldles par rapport 4 la connexion affine variée. Ce fait a été
premidrement remarqué par MM.P. Dienes® et E.T. Davies®.

Le fait précédent peut g'expliquer aussi de la maniére suivante: On trans-
porte d’une part le vecteur v*(z) en 2* du point z* jusqu’au point #* + d2* paral-
18ment par rapport 4 la connexion affine originale et ensuite déplace d’aprés la
déformation infinitésimale (1.2) le vecteur ¥*(z+dz) ainsi obtenu du point
z*+dz* jusqwau point z*+dz*+&*(z+dz)di=2"+dz* + E*di+dENdE, et on
déplace d’autre part, d’aprés la déformation infinitésimale (1.2), le vecteur
2*(%) en 2* du point z* jusqu’au point 2* + £ d¢ et ensuite on transporte le vec-
teur v*(2 + &dt) ainsi obtenu du point z* + £'df jusqu'au point z* + &*d¢
+d( 2 + 8 dt) = + EXdt + dz’ + dE*dt par rapport 4 la connexion affine variée.
Alors, les vecteurs ainsi obtenus en points z*+dz*+ &*dt+d&dt coincident.
Ceci explique bien le Théoréme 3 de M.N. Coburn.

Ce fait peut s’exprimer aussi par la formule

1) P. Dienes: On the deformation of tensor manifolds. Proc. London Math. Soc.,
37 (1934), 512-519.

2) E. T. Davies: On the infinitesimal deformation of a space! Annali di Mat.,, 12
(1933-1934), 145-151.
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(34) 480 + D(v* + &) =1 + Dv* +8(+* + Do),
& désignant la dérivée covariante par rapport 4 la connexion affine variée.
D’aprés (3.1), on a

(3.5) r(2)=I\(z)+Dr,.
Done, I'équation (3.4) peut s’écrire
v+ &v* + D(v* +80*)
=v*+ Dv* + 8(v* + Dv*) + (D) (o + 5v*)da”
d’oti
(3.6) Do —8Dv* =( DIz
ou, en remarquant que Dda* =0,
(3.7) D(v*,) = (D), =(DIM ).
Les formules correspondantes pour un vecteur covariant et un tenseur sont
(3.8) D(uyi5) —(Dw)iw=— (DI )ua
et

(3.9) DT vi0) — (DT )0 =(DI)T% oy — (DL oy — (DI T o
Ce sont les formules de M.W. Slebodzinski. La méthode adoptée ici est
due & MLN. Coburn,
§4. Dans le sixidéme Paragraphe de Particle cité, M.N. Coburn donne le
Théordme 4:
Dans un espace métrique au tenseur fondamental g,,, si Dg,, a les direc-
tions principales dont les valeurs propres sont toutes différentes, et si la condition
(41) 9o(DI0) + 9ua(DI5,)=0
est satisfaite, ’espace admef le parallélisme absolu.
Le point essentiel de 1la démonstration de M.N. Coburn est 1’équation
(1.2) (D¢4+):0=0,
qu’il déduit de (4.1).
Remarquons que I'équation (4.2) peut étre facilement déduite de I’équation
(4.1) en appliquant la formule générale (3.9) au tenseur fondamental g,,,.
En effet, en appliquant la formule générale (3.9) au tenseur fondamental
9y, ON trouve
D(glw;w) - (Dgpﬂ');w = "(Drl)iw)glv ~(DF¢W)9»1 *
Mais on a g,y;.=0. Done, en tenant compte de la condition (4.1), on a
bien (4.2).
Le theorérue 7 de M.N. Coburn est une généralization du Theordme
précédent.
§ 5. Dans le dernier Théoréme de P’article en question, M.N, Goburn dit
que:
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Si la déformation d’un espace métrique est un mouvement, et si lu condi-
tion (4.1) est satisfaite, la différentielle de Lie des symboles de Christoffcl
s’annule,

Mais, il nous secmble que la condition (4.1) n’est pas nécessaire pour cet
énoncé,

En effect, le tenseur fondamental contrevariant varié étant donné par

(5.1) Jw=9w+Dgy ,
le tenseur fondamental covariant varié est donné par
(5.2) ¢ =g""—g"9""(Dgs:) .
Cela étant, les symboles de Christoffel variés {3} sont donnés par

: S . - _
(5.3) {n)= T.QA (onsy + Jovu—Guv,a) «

En substituant (5.1) et (5.2) dans (5.3), on trouve
(54)  D(E) =5 0 [(Dgudo+(Dgadu—(Dgualdt,

en posant
(3 ={3)} +D{3} .
Cela étant, le fait qu’un espace métrique admet un mouvement est exprimé
par la formule
(5.5) Dgw =0.
Dongc, si un espace métrique admet un mouvement, la variation des sym-
boles de Christoffel est evidemmment nulle,
Remarquons enfin que 1’équation
(5.6) D3} =0
peut étre déduite de (4.1). En effet, de 'équation (4.1) on déduit (4.2).
Done, on en tire (5.6).



