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23. Uber nilpotente topologische Gruppen, 1.

Von Kenkiti TWASAWA.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., March 12, 1945.)

In der abstrakten Gruppentheorie spielen bekanntlich die hoheren Kommu-
tatorgruppen, die absteigenden bzw. die aufsteigenden Zentralreihen wichtige
Rollen. Sie charakterisieren besondere Klassen von Gruppen, nimlich auflosbare
bzw. nilpotente Gruppen, deren Struktur, vor allem bei endlichen Gruppen,
eingehend untersucht worden ist’. Dementsprechend sollen im folgenden die
Kommutatorgruppen und die Zentralgruppen auch fur topologische Gruppen.defi-
niert werden und dann die Struktur der auflosbaren bzw. der nilpotenten topologi-
schen, insbesondere kompakten Gruppen untersucht werden.

Es sei & eine separable topologische Gruppe und §, %U,...... (nicht not-
wendig abgeschlossene) Untergruppen von &. Wir bezeichnen mit 9, 517: ...... baw.
(%, AL,----- die abgeschlossenen Huillen bzw. die abstrakten Kommutatorgruppen
(im Sinne der abstrakten Gruppentheorie)® solcher Untergruppen. Es gilt dann
wie leicht ersichtlich

€Y %, A1=[% A1.
Wir nennen [§, U] die topologische Kommutatorgruppe von § und 9.

Nun ersetzten wir die gewdhnlichen Kommutatorgruppen durch die topologi-
schen und definieren die topologischen hgheren Kommutatorgruppen D¥(®) bzw.
dic topologischen absteigenden Zentralgruppen 3¥(®) folgendermassen. Es sei

J(®)=6, J(&)=8
und fiir jede Ordnungszahl 7 mit 7<§ sei D*(®) baw. 3*(E) schon
definiert. Ist §=7+1, so setze man D¥(®) bzw. J¥(H) gleich der topolo-
gischen Kommutatorgruppe von D¥(®) und DF(®) bzw. von & und 3% (),
und wenn & eine Limeszahl ist, so sei DF(®) bzw. 3¥ (@) der Durchschnitt aller
DXE) baw. Z¥(F) mit 7<§.

Nach (1) kann man durch Induktion leicht beweisen, dass DX () baw.
3X(®) fiir eine nattirliche Zahl n der Abschliessung der gewghnlichen hgheren

1) Vgl z. B. P. Hall, A contribution to the theory of groups of primepower orders,
Proc. Lond. Math. Soc. I1 36 (1933); R. Raer, Nilpotent groups and their generalizations,
Trans. Amer. Math. Soc. Vol. 47 (1940).

2) [, ] ist die von (h, w)=huh-u-1, he$, ue¥U erzeugte Gruppe.
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Kommutatorgruppe D,,(®) bzw. der gewohnlichen absteigenden Zentralgruppe
8.(@®) gleich ist:
(@) E=J.(®), 3H(E=3.(®), n=L2,.....

Nun definieren wir die topologischen aufsteigenden Zentralgruppen 3¥(®)
von &. Essei 3(®) die Einheitsgruppe und §¥(®&) mit 7<& seien schon
definiert. Wenn §=7+1 ist, so sei§¥(&)/3¥ () das Zentrum von @/F*(&)
und wenn § eine Limeszahl ist, so-sei §¥(®) die Abschliessung der Vereinigung
aller ¥(D) mit 7<&.

Zuniichst beweisen wir einige Hilfssatze fur diese G¥(®), 3¥ (@), 3¥ (®).

Hilfssatz 1. Fiir eine abgeschlossene Untergruppe §) von & gilt

3 F(&)=3d:(8H), HE®)=3:(H).
Wenn 3} ein abgeschlossener Normalteiler von @ ist, so ist
@) DWEM=DNER/R, 3HG/W=ZHER/%,
) JE/P=IDRR/N, 3 G/M=3*OR/N, firn=1,2,...
G)  WEB=RGOR/R.

Beweis. (3) ist nach Definition ohne weiters klar. (4), (4'), (5) lassen
sich durch Induktion nach § (n) leicht beweisen. Um z B. (4) zu beweisen
setzen wir voraus dass Dy (G/N)=DX(G)N/N schon fir 7< & als giiltig be-
wiesen ist. Wenn §=7+1 ist, 5o ist

DG/M=[D®/N), D(GWI=[DFGIR/N, DGR/ K]

=[3E), DIEIR/R=DHSAR/N.
Wenn £ eine Limeszahl ist, so gilt
(@/92)— A 5‘)*(@/% = A (i‘)*(@‘ 92/9?)>( A 5@* GNN/N

= @? (&IR/N.
Hilfssatz 2. 'Wenn & eine kompakte Gruppe ist, so ist
DG =D*.(&)=...... , BuE=BE(&)=.......

Fur einen abgeschlossenen Normalteiler 9 gilt dann ausserdem
DUG/M=DAUGIN/N, BLUG/N)=3*E)R/N.
Beweis. Wir beweisen DX(®)= D2,.()=....... BUG) = 3I.(@) =
- - 14sst sich in analoger Weise beweisen. Zum Beweis der ersteren schicken
wir einen Hilfssatz voraus, welcher auch an sich von Interesse sein mag.
Hilfssatz 3. In einer kompakten Lieschen Gruppe @ gilt der minimale
Kettensatz fiir abgeschlossene Untergruppen. Es folgt nimlich aus
=BG e ey
dass es von einem gewissen n an
=1 =Ppse=eee..
gilt.
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Bemerkung. Der maximale Kettensatz ist dagegen im allgemein nicht
gultig. Das sieht man sofort an dem Beispiel der mod. 1 reduzierten additiven
Gruppe § aller reellen Zahlen®.

Beweis. Fir Dimensionen der Lieschen Gruppen $§); gilt offenbar

dim. ;= dim. §:=.......

Von einem gewissen m an ist also

dim. H,=dim. Hri1=------
und die 1-Komponente® von $m, miiye----- fallen zusammen. Wenn man
diese Gruppe mit ¢, bezeichnet, so sind §.m/Roy Dme1/Rogeee -+ simtlich kompakt
und diskret, also endliche Gruppen und es gilt
Soml o= Gamsr/ Jo= oo
Daher gibt es ein n (=m) mit
9l R =Bt/ Ro= ... , 8180 §n=8ns1=-e-- ,

w. z. b. w.

Nun zeigen wir D)= D%,,(G)=...... Es gentigt offenbar nur D*(®)=

D¥,1(®) nachzuweisen. Wir setzen voraus D*(®)>xD¥,:(®) und wahlen ein
Element g, mit g€ DLG), 9¢ DL(G). Da &/DE,:(®) eine kompakte Grup-
pe ist, gibt es eine stetige Darstellung D von &/ D%,,(®), welche g nicht auf die
Einheitsmatrix E abbildet. Es ist also

(6 D(DYUG)={E}, D(Ii@)={E}.
Aus der Kompaktheit von & und aus D*(@)= /\ D*(@) sieht man

D(ILUG)N= {_\D(.‘!);‘ (@&).
Da es aber
D(DHESN=D(DEN=D(DHBD=----

ist und D(DF(®))=D(®) eine kompakte Liesche Gruppe ist, so folgt nach
Hilfssatz 3

¢P) D(DY(E)D=D(D:(@)="..... =D(DS)) .
Andererseits ist aber D*(®)/D%,.(®) eine abelsche Gruppe. Es ist also nach
Hilfssatz 1, (4') und (7)

D(DLE)=D(D%u(E))= DX(DIE)D=[DI(D(G)), dI(D(S))]
=[D(JX(®)), D(BDXEN]I=[D(DI(E), D(DISD]
=D(D@)H={E},

was mit (6) in Widerspruch steht. Es muss also D*(®)= D, .,(®) sein.

1) Im folgenden soll ® immer solche Gruppe bedeuten.

2) Die zusammenhindgende Komponente, welche das Einselement enthilt. Sie bildet
bekanntlich einen Normalteiler.
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Man beweist nun DE(E/N) = DI(E)N/N folgendermassen:
HEW=AD(EW)=ADHER/R  (nach #¢')
=( A D GHR/R " (nach der Kompaktheit von &)
= DHG)R/T -

Genan so zeigt man 3%(E/N)=J*(ES)N/N und damit ist der Hilfssatz
2 in allen Teilen bewiesen.

Nun definieren wir auflésbare bzw. nilpotente topologische Gruppen. &
heisst topologisch auflosbar wenn fir irgendeine Ordnungszahl § D¥(®)=e" ist,
und topologisch nach unten bzw. nach oben nilpotent wenn fir irgendeine Ord-
nungszahl € 8 (§)=¢ bzw. 3 (@)= gilt. Gilt zwar D (&)=¢ (S¥(B)=e
oder 3¥(B)=@), D¥xxe (Z¥(G)xxe oder §¥(@)>G) fur 7<&, so soll £ die
Klasse der auflosbaren (nach unten oder nach oben nilpotente) Gruppe &
heigsen. Falls es nur um endliche Gruppen handelt, go fallen bekanntlich die
beiden Begriffen der nach unten und der nach oben nilpotenten Gruppen zusam-
men und nilpotente Gruppe besitzt nach unten dieselbe Klasse wie nach oben.
Das gilt aber in unserem Falle nicht. Wir geben in der Tat nachher Beispiele
von Gruppen, die nach unten aber nicht nach oben nilpotent sind und umgekehrt,

Da. wir im folgenden immer mit topologischen Gruppen zu tun haben, wollen
wir zukiinftig das Wort “ topologisch ” in den Ausdricken wie ¢ topologische
auflgsbare oder nilpotente Gruppen ” und den Stern in den Bezeichnungen wie
D¢ bzw. 3¥, ¥¥ fallen lassen, wenn es kein Furcht von Misverstindnis steht.

Aus Hilfssitzen 1, 2 schliesst man sofort folgende Sitze.

Satz 1. Eine abgeschlossene Untergruppe einer auflésbaren bzw. nach untén
nilpotenten topologischen Gruppe ist wieder auflosbar bzw. nach unten nilpotent.
Eine Faktorgruppen nach einem abgeschlossenen Normalteiler einer nach oben
nilpotenten topologischen Gruppen ist wieder nach oben nilpotent.

Satz 2. Eine kompakte Gruppe & ist genau dann aufléstar bzw. nach unten
nilpotent, wenn D,(®)=¢ bzw. 3.(®)=e gilt. Faktorgruppen nach abgeschlos-
senen Normalteiler einer kompakten auflosbaren bzw. nach unten nilpotenten
Gruppe sind wieder auflosbar bzw. nach unten nilpoteht.

Aus der Definition folgt ferner leicht der

Satz 3. Das direkte Prokukt endlichvieler oder ahzihlbarer kompakten
auflésbaren Gruppen ist wieder auflosbar. Dasselbe gilt auch fur nach unter oder
nach oben nilpotente Gruppen.

Wir untersuchen nun die Struktur der kompakten nach unten nilpotenten
Gruppen. Dazu beweisen wir zunichst den

1) e bedeutet das Einselement und zugleich auch die Einheitsgruppe,
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Satz 4. Die 1-Komponente &, einer kompakten auflosbaren Gruppe & ist
abelsch.

Beweis, Nach Satz 2 ist @, auch auflésbar. Wir kénnen also &=, an-
nehmen, und haben nur zu beweisen, dass eine zusammenhzngende kompakte
auflgsbare Gruppe abelsch ist. Da es dann aber fiir ein beliebiges Element g3<e
eine stetige Darstellung D von & mit D(g)><FE gibt, so gentigt es zu zeigen, duwss
jede stetige Darstellung von & abelsch ist. Wir kdonnen also wieder von vorn-
herein annehmen, dass & = D(®) ist, d.h. dass @& eine kompakte Liesche Gruppe
ist.  Nun gilt nach der Voraussetzung

E=3,(E)=D(H=D(B)=...... =D.(@)=e,
A (@) =D (&)=e.
Nach Hilfssatz 3 gilt also von einem n an
BAB)=D.1(@)=... = D,(B)=e.
& ist mithin eine zusammenhingende, kompakte, und im Sinne der Lieschen
Theorie aufloshare Gruppe, ist also bekanntlich abelsch.

Fur eine nach unten nilpotenten Gruppe kénnen wir noch mehr sagen, Hs
gilt namlich

Satz 5. Die 1-Komponent &, einer kompakten nach unten nilpotenten
Gruppe & ist im Zentrum von & enthalten.

Beweis. Genau wie im vorigen Beweis durfen wir & als Liesche Gruppe
annehmen. Da & offenbar auflosbar ist, so ist &, nach Satz 4 eine zusammen-
hingende kompakte abelsche Liesche Gruppe, also direktes Produkt endlichvieler
Gruppen $§U;, welche der mod. 1 reduzierten additiven Gruppe § aller reellen
Zahlen isomorph sind”.

=R X fxf:Xx... xR, =R (=12,..., m).
Die Elemente von §, konnen also durch “Koordinaten » dargestellt werden:
(8 he>(hy hgyerey o) (hs, mod. 1),
Die Transformation zhz™' durch ein Element z aus @& induziert dann in &,
einen Automorphismus; welcher durch eine ganzzahlige Matrix A(2x) dargestellt

wird:
€©)) ahz™ > (hy hayer... s hm)A(2) .
Aus (8), (9) ergibt sich
10) (@, ) =2zha7 B e>(hy,y hgyeeeeen , hm) (A(z)—E)

und daraus durch n-malige Kommutatorbildung
(a:, (m,...(a:, h))...)«-r(hl, hoyeeey Bm) (A(x)—E)".
Man sieht aber genau so wie im Beweis des Satzes 4, dass flir gentigend grosses n

1) Vgl. L. Pontrjagin, Topological groups {1939), S. 170.
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B.(&)=e stattfindet. Fir beliebige h, 2 ist dann der n-te Kommutator
(=, (=,..-(2, k)...) immer gleich dem Einselement und daraus folgt
(Alz)— E)*=0.

Die Figenwerten von A(2) sind mithin s@mtlich gleich 1. Da aber z—> A(x)
offenbar eine Darstellung der endlichen Gruppe &/, gibt, so schliesst man sofort
Alz)=FE, also zhz™'=h,

W.z.bhew,

Wir untersuchen nun die Gruppe &/®,, d.h. 0-dimensionale kompakte
nach unten nilpotente Gruppe.

Fine 0-dimensionale kompakte Gruppe heisst eine p-Gruppe, wenn es der
Limes einer §,-adischen Reihe von endlichen p-Gruppen ist. Eine Untergruppe
9 einer 0-dimensionalen kompakten Gruppe & heisst eine p-Sylowgruppe von
@, wenn § eine maximale p-Gruppe in (& ist. Unter diesen Begriffshildungen
hat v. Dantzig die Sylowsdtze in der Theorie der endlichen Gruppen auf die
topologischen Gruppen tubertragen.® Er hat z B. bewiesen, dass alle p-Sylow-
gruppen von & einarder konjugiert sind. Fur dic nach unten nilpotenten Grup-
pen beweisen wir nun folgende S#tze tiber Sylowgruppen.

Hilfssatz 4. Wenn 8 nach unten nilpotent ist, so ist & das direkte Pro-
dukt-seiner Sylowgruppen.

Beweis, Es sei §) eine p-Sylowgruppe von & und

an R>R>Re> -, {'\%,.=e

eine Reihe offener (und zugleich abgeschlossener) Normalteiler von @, welche
ein Umgebungssystem in @& bestimmt. Es lidsst sich dann leicht zeigen, dass
NRJ/R: eine p-Sylowgruppe der endlichen Gruppe &/R: ist und dass man
umgekehrt jede p-Sylowgruppe von (& in solchen Weise als §,-adischen Limes der
p-Sylowgruppen von &/ 9. erhilt.  Setzt man nun & als nach unten nilpotent
voraus, so sind &/ samtlich endliche nilpotente Gruppen, also direkte Produkte
jhrer Sylowgruppen. Daraus und aus dem oben Gesagten folgt sofort, dass &
gelbst direktes Produkt der Sylowgruppen ist.

Hilfssatz 5.  Jede p-Gruppe ist nach unten nilpotent.

Beweis. Es sei ) eine p-Gruppe und 4 seien wie oben in (11) ein Um-
gebungssystem bildende, offene Normalteiler von ). Nach Definition sind
¥/ % immer endliche p-Gruppen. Daraus folgt.

SUM=H  (i=1,2,...), also Bu(P)=c.

Satz 2 und Hilfssitze 4, 5 konnen wir in folgendem Satz zusammenfassen.

1) D. van Dantzig, Zur topologischen Algebra IIf. Comp. Math. Vol. 3 (1936).
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Satz 6. Dafir, dass eine O-dimensionale kompakte Gruppe nach unten
nilpotent sei, ist notwendig und hinreichend, dass sie direktes Produkt ihrer
Sylowgruppen ist.

Nach diesem Satz reduziert sich die Untersuchung der Strukten der 0-dimen-
sionalen kompakten nach unten nilpotenten Gruppe in einem gewissen Sinne auf
die der Struktur der endlichen p-Gruppen.

Bei dieser Gelegenheit sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass sich ver-
schiedene Definitionen und Satze in der Theorie der endlichen Gruppen auf dem
Falle der 0-dimensionalen kompakten Gruppen Ubertragen lassen. So sind z. B.
die Definition der @-Untergruppe und daran anschliessendes Kriterium fiir das
Nilpotentsein einer Gruppe® auf unserem Fall anwendbar.

Nun gehen wir zu nach oben nilpotenten Gruppen uber.

Satz 7. Eine 0O-dimensionale kompakte nach oben nilpotente Gruppe ist
auch nach unten nilpotent.

Beweis. Es sei (& eine solche Gruppe und eine Reihe offener Normalteiler
N sei wie oben im Beweis von Hilfssatz 4 gewalt. Nach Satz 1 ist jede Faktor-
gruppe &/ nach oben nilpoient. Da es aber eine endliche Gruppe ist, so ist es
auch nach unten nilpotent. Es ist also 3.(&)<N: und daraus folgt J.(&)=e.

Es gibt aber 0-dimensionale kompakte Gruppen, welche nach unten nilpo-
tent, aber nicht nach oben nilpotent sind. Wir zeigen tatsachlich nachher, dass
es eine p-Gruppe gibt, welche kein Zentrum (ausser dem Einselement) besitzt.
Um die Untersuchung der Struktur der kompakten nach oben nilpotenten Grup-
pen_ weiter Zu fithren, studieren wir zunachst Liesche Gruppen.

Hilfssatz 6. Eine zusammenhingende kompakte nach oben nilpotente Lie-
sche Gruppe ist abelsch.

Beweis. & sei eine solche Gruppe. Wir zeigen zunachst, dass dim.
#:1(®)=1 gilt, falls & nicht endlich ist, Man setze voraus dim. ¥:(®)=0. %,(®)
ist dann diskret und kompakt, also eine endliche Gruppe. Es ist dann sicher
3:(B)>x%,(®), denn sonst wire ¥(®)=3AF)=... =@ endlich entgegen der
Voraussetzung. Es gibt also ein Element g, mit g, ¢ %:(®), ¢, € %:(®), und
9->(g., 9)? tir beliebiges g aus & liefert dann eine stetige Abbildung von & in
3(®). Das Bild von (¥ ist dabei einerseits zusammenhangend, andererseits aber
als Teilmenge von 3,(®) diskret und enthiilt sicher das Einselement. Es muss
also mit diesem zusammenfallen und (g, ) =e sein fiir alle g in @&. Das be-
deutet aber dass g, §:(®) angehsrt entgegen der Wahl von g,

1) Vgl. z. B. H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie (1937), S. 44, 107.
2) Klammer bedeutet Kommutatorbildung.
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Wenn wir statt & &/3:(®) betrachten, so folgt nach Obigem, dass entweder
®/%(®) endlich ist oder dim ¥.(@)/F.(&)=1 gilt. So fortfahrend fiir &/3,(S),
&/%:(®),.-. erkennt man schliesslich, dass es eine natiirliche Zahl n mit ¥.(®)=
& gibt. Eine nach oben nilpotente Gruppe mit einer endlichen Klasse ist aber
auch nach unten nilpotent und umgekehrt.” & ist also auch nach unten nilpo-
tent, folglich nach Satz 5 abelsch.

Hilfssatz 7. Die 1-Komponente §, einer kompakten nach oben nilpotenten
Lieschen Gruppe § ist abelsch.

Beweis. Naeh Hilfssatz 6 gentigt es zu zeigen, dess auch &, nach oben nil-
potent ist. 'Wir konstruieren dazu eine Reihe von Normalteiler §): in (¥, folgen-
dermassen. Es sei §,=¢ und §.,(7<§) sei schon definiert. Wenn §=7+1
ist, so soll /%), aus denjenigen Elementen von ,/$), bestehen, welche mit
®/$)., elementweise vertauschbar sind. Ist dagegen £ eine Limeszahl, so setzen
wir §e= ;\Er Es gilt dann wie leicht ersichtlich

F(®o) = D

Es gentigt daber zu beweisen, dass fur irgendein § §:=@, wird. Wir
setzen also voraus dass dies nicht der Fall ist und leiten daraus einen Widerspruch
her. Nach der Annahme gibt es eine Ordnungszahl 7?7 mit

12) Br=8n1=1-1, £.x<6,.
Setzt man &/H,=@&*, &,/H9.,=F, so folgt aus (12)
5:(8*) ~ G =e.

Nun sei 3._.(@*) ~ G =e¢ schon bewiesen. Aus &€ }.(&*) ~ &

ergibt sich dann far beliebiges g € &*
(7, 9) € §ns(@*) A~ GF=e,  (h,9)=e,

also
he 3.(8*) ~@F=¢, h=e.
Es gilt somit
3.(®*) ~Gr=e, n=1,2,..
Aus
B (@ )8}/ GF =3.(E*)/3.(E*) ~ BF =3.(G%)
folgt dann

Ordnung @*/@¥ = Ordnung §.(G*).
Man beachte dabei dass @*/@) = &/@, eine endliche Gruppe ist. Da aber
andererseits $* nach oben nilpotent ist und
$(G*) < 3.(G*) <..., Ordnung 3.(E*)—>
gilt, so ergibt sich ein Widerspruch.

1) Vgl. H. Zassenhaus, loc, cit. S. 119.



132 K. IwAsAwA. [Vol. 21,

Aus diesem Hilfssatz folgert man sofort, dass eine kompakte nach oben nil-
potente Liesche Gruppe immer aufiésbar (sogar mit einer endlichen Klasse) ist.

Satz 8. Kine kompakte nach olien nilpotente Gruppe ist auflosbar. Ihre
1-Komponente ist also abelsch.

Beweis.  Jede stetige Darstellung solcher Gruppe ist nach Hilfssatz 7 auflos-
bar und hieraus folgt der Satz unmittelbar.

Wir kehren wieder zu kompakten Lieschen Gruppen zurtick.

Hilfssatz 8. Es sci & eine kompakte nach oben nilpotente Liesche Gruppe
und @, ihre 1-Komponente. Es ist dann

3.8) =@,
und fur ecine gewisse nattirliche Zahl n gilt
Fuinl®) =6 .
Beweis. Wir zeigen zunachst durch Induktion
(13) Bosnl®) ~ @o—_‘%w(@) ~G,, n=1,2,....

Dazm setzen wic voraus F..i(@®) ~ &, <¥5.(8) ~ &, und leiten daraus einen
Widerspruch her. Da §,.4(®) ~ &,/ 5.(®) ~ &, eine kompakte abelsche Lie-
sche Gruppe ist, so gibt es ein Element @, mit

(14) € 3..(B) ~A G, et (B &, ¢} (B ~G,,
wobei p cine gewisse Primzahl ist. Wenn man die 1-Komponente von ¥.(®)
mit F,,q(®) bezeichnet, so ist belanntlich §,(®)/3..,.(®) eine endliche Gruppe
und aus %w(@)=-\l/—m folgt dann

(15) 3.(®)=13.,/8)- 3/)

fiir gewisse natiirliche Zahl 1. §,,,0(®) ist aber eine zusammenhangende kompakte:
abelsche Liesche Gruppe, also direktes Prokukt von mit § isomorphen Gruppen.
Indem wir also a durch geeignetes a =ah, h € ¥, (@) ersetzen, konnen wir sogar
annehmen dass a® in ¥,(®) ~ &, enthalten ist. Wir bezeichnen die Elemente
von F=@/@, mit o, 7, ... Die Transformation durch ein Element aus der

Yestklasse o gibt in §, einen Automorphismus, den wir wieder mit o bezeichnen.
J ist als endliche nilpotente Gruppe direktes Prokukt von einer p-Sylowgruppe
F» und einer Gruppe F’ deren Ordnung f' zu p prim ist:

TF=Fx T .
Nach (14) gilt nun fur beliebiges o
a°=aq mod. %w(@) ~ @o )

und daraus folgt

I =a" £ ¢ mod. ¥.(®) ~ &,.

oe
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b=1I a° erfillt also
cey’

(16) b¢ 3., e (@) ~&,, =0 fir belicbiges o aus F's
Nun bilden diejenige Elemente h aus &,welche h* € §,/(&) ~ &,, r°=h
mod. §(®) ~ G, fir beliebiges o aus F’ erfillen, einen ¥,(E) ~ &, enthaltenden
Normalteiler §. Da aber &,/%:(®) ~ &, als kompakte abelsche Liesche Gruppe
nur endlichviele Elemente von der Ordnung p enthalt, ist §/¥(®) ~ &, eine
erdliche p-Gruppe, deren einzelene Elemente gegen den Automorphismen von 13
invariant bleiben. Transformationen durch beliebige Elemente aus & geben also
fir §/%,/(®) ~ &, nur Automorphismen von p-Potenzordnungen. Daraus ergilit
sich sofort, dass es eine natiirliche Zahl m gibt, so dass § in ¥;.m(@®) enthalten
ist. b muss dann als Element von § in ¥;..(®), also nattirlich in ¥.(@) enthalten
sein, was mit (16) in Widerspruch steht. Wir hahen also
(17> %w“(@) ~ @50= %w(@) ~ @o
bewiesen. Es sei nun schon
Foina(®) A B,=3(8) ~ &,
bewiesen. Wir wahlen beliebig i aus Fuwin(®) ~ & . Es ist dann fir
beliebiges g
%y 9) € Buinal®) ~ &= F(®) ~ &,
Dies zeigt aber dass b in §,:(®) ~ &,= §.{&) ~ &, enthalten ist, also
Boinl®) ~ B,=3.() ~ G,.
Damit ist (13) bewiesen. Nach (13) gilt nun
(18)  Busnl@)Go/& 22 Fuos sl B) B s B) ~ Bo= B sl B/ Fu(E) ~ &
Da aber /@, endlich ist, muss és einmal
Ford B)E=Fusntr( )EGo=-.. .
eintreten. Mit (18) zusammen ergibt sich dann
Botnl®)= Fusnsi(@)=1oec.. =6
und nach (13) haben wir
3u(B) ~ G=Fusn(®) ~ G=6 ~ 6,=6,,
also
3. & =6, Ww. 2. b, w.
Hilfssatz 10.  Keine kompakte nach oben nilpotente Liesche Gruppe besitat
die Klasse w.
Bemerkung. Es gibt eine O-dimensionale kompakte nach oben nilpotente
Gruppe von der Klasse w; z. B. das direkte Produkt aller endlichen p-Gruppen.
Beweis. Fs sei $.(®)=6. Aus@=3.(8)G, =@, und aus der Kndlich-
keit von §/@, folgt
3 B)E,= s (E)Gy=---
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flir eine gewisse naturliche Zahl n. ¥.(®)= \4 % @) ergibt dann
3E)S,=8.
Nun ist aber &/3.(S) = &,/3.(®) ~ &, nach Satz 8 abelsh, somit ¥,..(&)=E.

Wir zeigen nun, dass es immer eine kompakte nach oben nilpotente Liesche
Gruppe gibt, welche die Klasse §=w +n, n=1, 2,... besitat.

Es sei & wie vorher die Gruppe der reellen Zahlen mod. 1, und o derjenige
Automorphismus von §, welcher jedes  von § mit seinem Inverse — 2 vertau-
scht. Wir setzen

GB={(R, a}®, &’=¢, ava '=2"=(~12x), firz€ §.
Es zeigt sich leicht
3.(8)=8=6,, F.(®)=6,
d. h. dass & die Klasse w + 1 besitzt. Dieses Beispiel zeigt zugleich dass eine kom-
pakte nach oben nilpotente Gruppe nicht immer nach unten nilpotent ist, denn
man beweist leicht
3(&)=8:(&)=... =K.

Dagegen ist eine kompakte nach unten nilpotente Liesche Gruppe immer auch
nach oben nilpotent, da solche Gruppe eine endliche Klasse besitzt, wie.es im Be-
weis von Satz 5 bemerkt ist.

Wir konstruieren nun eine Gruppe mit der Klasse w+n. Es sei § eine
endliche 2-Gruppe mit der Klasse n. Das Zentsum % von  bestehe aus zwei
Elemente e, . Durch

e—~>1, oc—>—1
wird eine Darstellung von % gegeben. Die von dieser Darstellung induzierte
Darstellung von ¥ sei mit D{SF) bezeichnet. Der Grad von D(J) sei m. Die
Matrizen von D(F) haben lauter ganzrationale Komponenten. Wir setzen also
=R X KX ... X&,, = (¢=1,2,..., M)
und definieren fir beliebiges o aus § einen Automorphismus von &, durch
(@1, Xareeey T )° = (Tyy Tayeery Tm)Dle) (2 mod. 1).
Indem man dann @&, durch ¥ mit einem zerfallenden Faktorensystem erwecitert,
erhalt man eine Gruppe @, welche die verlangte Eigenschaft besitzt. Fur
&= {0, &,} beweist man namlich durch Induktion
3(G) = 3@, 1=1,2 ..
Es ist aber wie leicht ersichtlich §.(®:)=@&,, also
&, = 3.(®).
Andererseits folgt aus Hilfssatz 9
3.8 =6,

1) {8, a} bedcutet die durch a erweiterte Obergruppe von .
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F(®)=6,.
Die Klasse von @& muss also gerade w +n sein.

Wir haben also bewiesen den

Satz 9. Die Klasse £ einer kompakten nach oben nilpotenten Lieschen
Gruppe ist gleich einer der Zahlen

1,23,..., ot+l,0t+2, ...
Ist umgekehrt & einer solcher Zahlen gleich, so gibt es eine kompakte nach oben
nilpotente Liesche Gruppe mit der Klasse §.

Indem wir direktes Produkt von Gruppen mit der Klassen w +n (n=1,2,...)
bilden, erhalten wir eine kompakte nach oben nilpotente Gruppe mit der Klasse
®2. Wenn man in oben erwahnten Beispielen die Gruppe § durch geeignete
kompakte abelsche 2-Gruppe ersetzt, kann man auch O-dimensionale kompakte
nach oben nilpotente Gruppen mit der Klasse o +n(n=1, 2,...) bzaw. 2 kon-
struieren.

Schliesslich geben wir ein Beispiel der kompakten p-Gruppe, welche kein
Zentrum besitzt. Dass es bei abstrakten Gruppen solche p-Gruppen gibt, ist schon
von R. Baer bemerkt worden”. Die von ihm gegebene p-Gruppe ist aber nicht
nach unten nilpotent und man kann in ihn keine kompakte Topologie einfihren.
Wir konstruicren eine Reihe von endlichen p-Gruppen &, (v=1,2,...) mit
Homomorphismen

G« <@ «...
und als deren Limes eine kompakte p-Gruppe (¥, welche kein Zentrum besitzt.

Wenn es erlaubt ist, dass § Elemente mit der Ordnung p* enthalten darf,
8o kann man sehr leicht solche Gruppe bilden®. Im folgenden soll aber sogar
ein solches & konstruiert werden, dass thre Elemente wirklich endliche p-Potenz-
orddungen besitzen, und zwar deren Ordnungen p° nicht ubersteigen.

Nun sei 8, die p-dimensionale Vektorgruppe liber dem Galoisfeld GGF(p),
namlich die additive Gruppe aller x=(z;, &, -+, %), 2; € GF(p) und 4, eine
Matrix vom Grad p uber GF(p) der Form

1) Vgl R. Baer, loc. cit.
2) Man nehme als &, die Gruppe aller Matrizen vom Grad v {iber GF(p) mit der
Form

1 @@ e agv
0 1 agy i
0 01 ;
I 1. H
e Qu—qv

0 0 0-n0™1
webei aij(t<j) beliebiges Element von GF(p) ist. Ordnet man jedcr Matrix A von Gy,
die von ersten v Zeilen und ersten v Spalten von A gebildeten Matrix A’ von &y zu, so
erhilt man eine homomorphe Abbildung Gy «— Gy+;.
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00 ------------- OI[J

Dic Einheitsmatrix vom Grad p tuber G-F(p) sei mit F, bezeichnet. Indem wir
fir beliebiges x= (21, Ta--+, Tp) aus By

O =Ty, Bz +++, Bp) As
getzen, erhalten wir cinen Automorphismus oy von 8.  Wir erweitern dann B,
durch A; mit einem zerfallenden Faktorensystem und bezeichnen die so gewon-
nene Gruppe mit &,

= {A., %l} .

Aus A5=E, folgt, dass &; eine endliche p-Gruppe ist und dass die Ordnung cines
beliehigen Elementes von &; hochstens p® ist.

Nun seien AS°, AS® Matrizen vom Grad p* tiber GF(p), welche dic Formen

A, Ey L,
4, E, E,
AP = p-mal, AP = l p-mal
E, )
A, E,

besitzen, d. h.
A=A, X E,, AP=FE,x 4, (XKroneckersches Produkt !)
A" und A4," sind einander vertauschbar und beide haben die Ordnung p. Sie
erzeugen also eine abelsche Gruppe {A$°, AS”} mit der Ordnung p°. Wir
erwcitern nun genau so wie oben die p’-dimensionale Vektorgruppe B tber
GF(p) durch {4$", A} und erhalten eine Gruppe
G.= {45°, 49, Bs} .

. ist offenbar eine endliche p-Gruppe und die Ordnung eines beliebigen
Elementes von &, ist wieder hochstens p°.  Ausserdem kann man einen Homo-
morphismus von &, auf &, herstellen, indem man jeder Matrix von {A$°, A§?}
die von ihren ersten p-Zeilen und p-Spalten gebildeten Matrix zuordnet und jedem
=21, Tay +++, Tpz) von P den Vektor &' =y, 25, -+, 2,) von B zuordnet. Es
gibt also einen Homomorphismus von &, auf @,

S <&,
Aus
APP=A, X Eix By, AP=E X A, x E,, A’=E,x E, X 4,
und aus der p’~dimensionalen Vektorgruppe B uber GF(p) erhalten wir die
Gruppe
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&= (AP, A, A5, B}
und dann gegau so wie oben einen Homomorphismus
&« ;.
Die so definierte Reihe von endlichen p-Gruppe
@ <@« <«~...
bestimmt bekanntlich eine kompakte Gruppe & Da aber dic Ordnung eines
Elementes von &, immer hochstens p® ist, so gilt dasselbe auch fiir @.

Nun zeigen wir, dass das Zentrum von & nur aus dem Einselement besteht.

Nach Konstruktion gibt es offene Normalteiler ¢,(v=1, 2, ...), so dass
(19) G/N=G., A R=e.

Wir betrachten z. B. &, und zeigen dass das Zentrum von & der von

»=(0,0, ...,0,1)
erzeugte Untergruppe von B, gleich ist. Zunichst muss ein Zentrumselement
von & in B enthalten sein, weil @./Y. einer Automorphismengruppe von B
isomorph ist. Aus

s AP =z, 2AP =z

folgt dann sofort dass der Vektor @ ein Vielfaches von z: ist. Genau so beweist
man allgemein dass das Zentrum von &, die von

2,=(0,0,...,0,1)
erzeugte Untergruppe von 8, ist.

Nun sei z ein Element aus dem Zentrum von &. z muss naturlich in
&/M» = G, in der Restklasse von {2,} enthalten sein. Da aber dicse Restklasse
beim Homomorphismus &,_ < @, ins Einselement von &,_; abgebildet wird,
so ist z in §§,_; enthalten. Aus (19) folgt dann

z=e, w.z b w..



