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45. Veraligemeinerung des Abelschen Integrals
und Periodenrelationen.

Von Hiraku T6vAaMA.
Mathematisches Institut, Tokyo Kégyo Daigaku.
(Comm. by S. KAKEYA, M.1. A, Sept. 12, 1946.)

Die Theorie der linearen Differentialgleichungen auf einer Riemannschen
Fliche, die hauptsichlich von Poincaré und Klein entwickelt wurde, kann
man als eine naturgemisse Verallgemeinerung des Abelschen Integrals be-
trachten. Um dieses Verhiltnis explizite und anschaulich auszudriicken, will
ich eine neue Bezeichnung einfiihren, und damit Periodenrelationen fiir das
zu einer Darstellung der Fundamentalgruppe gehorige Differential, gewinnen,
welche die klassischen Riemann-Weierstrassschen Periodenrelation als Spezial-
fall enthalten.

dF sei eine r-reihige Matrix, deren Elemente Funktionen auf der Rie-
mannschen Fliche § sind, die maximal iiber § mit einer gegebenen Signatur
iiberlagert. Dann bilden wir folgende Differentialgleichung.

wobei X eine r-reihige Losungsmatrix ist.

Sei X eine Losung, welche Anfangswert E, im Punkte a hat und [ings
einer Kurve w bis zum z fortgesetzt wird. Dieselbe Lisung bezeichnen wir
folgendermassen ;

Xx=['aF
e va (w)

Wenn wir die Cauchysche Polygonmethode auf (1) anwenden, so ergibt

sich

*dF = tim (B, + dF (an)) (Ey + dF (an—) - (Ey + dE (ap),
e’/ a(w)

wo a1 (=a) as... a, (= 2) eine Reihe von Punkten auf der Kurve w. ist. Offensi-
chtlich ist X eine Funktion der Punkte @ vmd z und des Weges w. Aus der
Eigenschaft der analytischen Fortsetzung folgt, dass sie sogar eine Funktion
der Wegeklasse, d. i. invariant ist gegeniiber jeder homotopen (nicht homolo-
gen, falls » > 1) Anderung des Weges. Falls »=1, ist sie nichts anderes als

4 . . .
exp ( dF), genauer gesprochen, eine Veraligemeinerung des “ potenzier-
7 alw)

ten” Abelschen Integrals.
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In iiblicher Schreibweise liisst sich schreiben®
4 o0
dF = E Ue
e’ a(w) e=0

wo

= /' -------- dF (t;) dF (t)... dF ().
t >t
Ahnlich wie gewohnliche Identititen der Integralrechnung, folgende Bezie-
hungen bestehen,

c b c
WAV
e/:’ CAFC-1 = C ( /;bdF> c,

wobei C eine konstante Matrix bedeutet.

Nach diesen Vorbeteitungen, will ich sie auf die Theorie der hyperabel-
schen Funktionen anwenden.

Sei As eine Darstellung der Fundamentalgruppe, und A’s irgendeine
Darstellung, die zu As dquivalent ist@, d. i.

A's = Us A; U1

fiir eine iiberall endliche Funktion U, welche” transzendente Einheitsfunk-
tion” genannt werden kann.®

Satz 1. Jede zu As dquivalente Darstellung As ist durch folgende Gleich-
ung gegeben.

a
’ == _1
A C(eﬁsda)AsC

wobei d() in beliebiges Differential bedeutet, welches dQs = As dQAs =1 iiberall
endlich macht.
Beweis.

wSs w w
a0 = [ dQs = A ( [ d0) As -1 = A, UCA;!
e‘/;‘ e*[ se(*/; ) * *
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w® w a a
fda=/da[da=vsc fda
e oS ela Jas eV af

Und hier ist UCAs lf a0 c-1- A;1Us -auch eine Losung der (1), so muss
e’ a

A;1Us = UA's sein, wo A’s eine Monodromiegruppe der (1) ist. Daher er-
gibt sich

Ay = C([d0) As C-1,
s ;‘/;s ]

Ersetzen wir diese Gleichung in die definierenden Relationen der Funda-
mentalgruppe
AApi1AT Apt o Ap Aoy A5 AT CConn..Co = Ey ... (2)
Ci=E,(tt=1,2 D) roicreeieeseererirrens €))

wobei t ein beliebiger Parameter ist, und entwickeln sie als Potenzreihe des
t, so gewinnen wir, indem C = E,

wobei

a as a
fdﬂ=!2i, f f= Qi 2, ff= Q%6 Qi g+ Q%2 =02
al a as

Satz II. Wenn S, alle Glieder, deven jede durch Einschaltung der Qi in
linker Seiten der A; un Q; in rechter Seiten der Ai' in (2 entsteht, um-
fasst, und T; G=1, 2, ...1) durch dhnliches Verfahren aus (3) entsteht, so gilt
identisch

Si=0, Ti=0 (=12, ... Do, @

Sei Sy die Summe, die durch zweimalige Anwendungen des vorigen Verfah-
ren entsteht, und S's eine Summe, die durch eiumalig Einschaltung des i
und O%; o gegeben wird, so besteht

Sy + Sy =0........ et r e 5)
Ahnliches gilt fiir (3)
Toyi + T ai = Oureeiiiniiiiieiiiinni s 6)

Fiir die Einsdarstellung E, erhalten wir aus dQ = ﬁ‘lL dw; , wo L;
=

eine beliebige rreihige Matrix und dw; p Normaldifferential erster Gattung
sind.
In diesem Spezialfall ist (4) trivial. Fiir (5) ergibt sich
% (.Qi .Qtﬂ) el .Qi+p koA )
=
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Hieraus folgt

%(Wi, IWh14+p — We1Wi14p) =0 (@, k=12, ... D),

wobei w;, eine Periode des dw: lings der geschlossenen Kurve Ap. Also
sind sie die Riemann-Weierstrassschen Periodenrelationen der Differentiale
erster Gattung.



