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24. Sur quelques points de la thorie du potentiel

Par Kinjiro KUNUGI.
Institut de Math6matiques, Universit6 Imp6riale de Hokkaido.

(Comm. by T. TAKAGI, 1. I. A., Oct. 13, 1947.)

1. Dfiitio de la capacitg des eeles. Pour fixer les ides,
nous nous rnnerons au cas de l’ espace h trois dimensions, qui sera
d6sign6 par . ient Fun ensemble Ierm6 et bn6 sire6 dans ,
et une onction d’ensembles, compl6tement additive, determin6e par
une distribution de masse non-n6gatiue, r6paie sur F. Dans la parle
(I)’, nous avons intruit des tentiels g6n6ralis6s d6finis comme il
suit" t (t)une fonion rlle, d6ie dans l’intealle O<t< +
et mesurable au sens de se, et ons*

F lq /

off p est un int quelconque de , q un int variable dans F et r,,
dsie la disce euclidienne de p h q.

Intruisons d’ard la
ndition (a) (t) t ftion monot croisnte et convexe.

Dans les considerations ultrieures, ommeons les cas o5 lira (t)< +.
t@

puisque t) y se ruit h une conste. nc, on a toujours
lira (t)= +, et l’intale de la dfiinition (1) sera doe comme
t@

intale impropre au sens de LeSsee.
Nous avons dmontr ds la ie (I) que les rentiels gn-

raliss dis en veu de (1) jouissent, ds la condition (), des
propritt suivtes

1) u(p) est continue ds -F, et semi-continue frieurement
partout dans. w.

2) u(p) t subhmonique ds -F.
3) u(p) tisfait au pncipe du maximum: ient D un des
doines connexes en lesquels se domnt l’ensemble com-
piStol,ire de F et H la frontie de D. Si l’on a l’ingit"
u(p)K ( K est une conste), ur tout int p de H, la
mme galit subsiste pout dans D.
Pour fixer les ides, intruisons encore une hyhse faible"
ndion (B): nous av lira (t):0.

t0

Puisque (t) est monotone croisnte, on a. d’apr (), (t)0 ur
0<t< +. Maintent, disns la notion de capacitg des sebles
selon M. de la Vallee Poussin). it A un ensemble relien situ

1) K. Kunugui: Sur quelques points de la th6orie du potentiel (I). pr6sent6 par
M. T. Takagui, M.I. dans la s6ance du 12 Mars 1945.

2) O. Frostman: Potentiel d’quiIibre et capacit des ensembles avec quelques
applications t la thorie des fonctions, Thse, Lund, 1935, p. 17.

3) Ch. de la Vall6e Poussin: Les nouvelles mthodes de la th6orie du potentiel
et la problme g6nra]ise de Dirichlet, Paris, 1937, p. 19.
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dans . Alors, la borne sup6rieure de la masse totale /z(A) de routes
les distributions de masse non-n6gative, r6partie sur tout sous-ensemble
F ferm6 et born6 de A, tels qu’on air u(p, /)_<I partout dans o (F
et /z 6rant variables), s’appelle la capacit6 de A et sera d6sign6e par
C(A).

I1 est manieste que la eapacit est une onction d’ensembles non-
ngative qui jouit de deux proprits suivantes, caractristiques h la
mesure extrieure (I) pour deux ensembles quelconques M, N tels
que MN, nous avons C(M)C(N); (II) pour toutes les suites
d’ensembles A(-- 1, 2. , ), nous avons

C(A,)<__C(A,).

D’autre part, il aut remarquer que, pour que la capacit C(A)
ne soit identiquement nulle, il aut et il suffit que q)(t) satisfasse h la

Condition (7)" 0(I)(-1- ). d< +
J0

Supposons donc (/). Or, en vertu de (/), nous pouvons dire que (III)
l’ensemble de capacite nulle ne peut porter aucune masse, en patti-
culler, il est de mesure nulle au senu de Lebesgue.

2. ThdoremefondamentaL Considrons maintenant le problme
de la distribution d’quilibre"

Theorme). Supposons que ag(t) satisfasse aux conditions (a), ()
et (). Soit F un ensemble fermd et bornd que.conque, situd darts
et de capacitd positive. II existe alors une distribution de masse
non-ndgative, d’unitd au total, rdpartie sur F et qui jouit de la propridtd
le potentiel engendrd par t est constante et dgal a sore maximum en
tout point de F saul au plus darts un ensemble de capacitd nulle.
D’ailleurs, la distribution de la masse ayant cette propridtd, dite dis-
tribution d’dquilibre, est unique.

Nous allons esquisser une dmonstration de t’existence de le dis-
tribution d’quilibre. Son unicit sera dmontree en d&ail dans le

4. Soit t* une distribution de masse non-ngative, rpartie sur F et
telle que (F)-- 1. I1 en existe une dont le potentiel u(p, t) est born&
Cela est une consequence immediate de la dfinition de capacit selon
M. de la Vallee Poussin. Done, la borne infrieure V de l’intgrale
d’nergie

I(t)-- j, u(P,

est un nombre rel fini et non-ngatiL I1 existe alors une distribution, rpartie sur F et pour laquelle on a (F)=I et I() V. La
masse fournit alors une solution de notre problme. Pour le voir,
nous re marquons d’abord que le potentiel u(p, ) satisait h l’ingalit
u(p, )>_V en tout point de F saul d’un ensemble de capacit nulle.
En effet, si l’ensemble E de tous les points de F oh l’on a u(p, )V
est de capacit positive, nous pouvons appliquer le principe de Gauss,
de sorte qu’on soit amen h une contradiction.
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D’autre part, comme u(p, I*) est semi-continue inf6rieurement et
que I(/*)--V, u(p, t**) est necessatrementV partout dans le noyau
de /**, et le principe du maximum montre bien que u(p,
partout dans o. c. q. f. d.

3. Intdgrale d’dnerigie. Consid6rons maintenant une fonction
d’ensembles a compltement additive, engendr6e par une masse de
signe variable. Nous SUlmSOnS que sa variation totale est born6e.
Donc nous pouvons mettre a--,-v, o ,, u sont deux .distributions
de mosse non-n6gative. Nous posons, comme d’habitude, u(p,
u(p, t*)-u(P, v). Nous appelons

"int6grale d’6nergie." De cette intgrale, dmontrons)
Premier theor4me Pour toute fonction d’ensembles, compltement

additive o, l’intdgrale d’dnergie l(q) est toujours>=O.
Deuxime theorme" Si l(a)-O, alors a s’annule identiquement.
Dmonstration du premier thorme. Dsignons par x, x., x et

y,, y,, y trois coordonn6es du lmint pet q respectivement, et lmsons

(2) $,=x,-y,, i-- 1, 2, 3.

Nous avons alors r=r,=/E,. D’autre part, comme F est borne le
diam&re (F) de F est fini. Soit M un nombre rel fini quelconque,
sup6rieur h $(F). Posons h(t)-- 0 ou 1 suivant que 0< t< 1/M ou 1/M
_t< + oo, et (t)=(t)-h(t).
Consid6rons maintenant le transform6 de Fourier de la fonction
(1/r)

E(a, a, a)= ep.(1/r)e-d,dd

()syff*(1/r)cos(Za)ddda

1 ,I*(1/r) sin ardr--2rra
0

oh 1’ on pose a=v’Ea. En vertu de (/), l’int6gTale simple existe
toujours, puisqu’ on ait Ir*(1/r) ar"(1/6, et *(1/r)----0 1tour
M<r.

Or, puisque (t) est monotone croissante et convexe et que
lim (t)-0, (t)/t est monotone croissante pour 0<t< +. La Ionc-
tion r*(1/r) est donc monotone d6croissante pour 0<r< +. Par
consequent le transforg de ,Courier E(a,, a=, aa) est positive, sauI le cas
ofa a=M/(2mr)( -1, 2, 3, et de plus r*(1/r)est constante pour
0<r<M. Dans ce cas exceptionel, on a E(a,

1) Cf. Frostman, loc. cit. p. 28-33.
2) Pour la d6duction, voir p. ex. Bochner: Vorlesungen uber Fouriexsche Inte-

grale, Leipzig, I932, p. 187.
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Si q"(t) existe et est continue, on a

Les limites dans ces formules sont des convergences uniformes dans
l’int6rieur de l’intervalle O<r<M. Enfin, nous pouvons poser

I(r) j’}*(llr,)da,,do =J +J,

J’JJ: d%do lim E(a,, a, a) cos (Exa.)cos(Eya)dadada,

Les limites dans formules 6tant uniformes saul pour le cas oh r=0,
l’ordre de l’int6gaation peut tre permute"

F

De mSme, nous avons ],=>0. Par suite I(a)>0.
Dans le cas g6n6ral (oh p. ex. "(t) n’existe pas), il est manifeste

qu’on peut choisir une suite des fonctions" oPt(t), n-1, 2, 3, ayant
la seconde d6rivge q,"(t)continue, satisfaisant aux conditions (a), (B),
(?) et qui converge vers P(t) uniform6ment dans l’intervalle 0<t< + o.

On a alors

Z(.)-lim;f
et dans ce cas aussi, nous avons I(r)>O.

Dmonstration du deuxiSme th$orSme. Dans le cas oh I()=0,
la suite E(a,, a, a) des transformes de Fourier de
ap* (1/r) ap(1/r) h(1/r) convergeant uniform6ment vers E(a, a, a),
nous avons, pour presque tout (a,, a, a)

1) CL Bochner. loc. cit. p. 202.
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(4)

Or, supposons par impossible que le fonction a ne soit pas identi-
quement nulle. Puisque toutes les distributions de masse sont d6ter-
min6es par leurs valeurs pour les spheres, il existe une sphere S
telle qu’on ait soit a(S))O soit a(S)DO. Sans restreindre la g6n6-
ralit6, nous pouvons supposer que c’est le premier cas qui a lieu et
que la surface de S ne porte aucune masse de a. Soit f(p)une fonc-
tion de point p, peco, d6finie comme il suit :f(p)----1 ou 0 suivant que
peS ou non. D6signons par g(a, a, aa) le transform6 de Fourier de
tip). Nous avons alors, pour tous les points p, except6 ceux de la
surface de S

(5) f(p)-- a,, a., a)e da,dada

oh x, x, x dsignent les coordonnfies du lint P. Alors, d’une part,
en vertu de la dfifinition de f(p), on a

f p)d,,,, ./’d.,, o S >0,
)" /.N

et d’autre part, d’aprs (4) et (5), on a

Ainsi, nous sommes amen6s h une contradiction.
4. Unicitd de la distribution de masse d’dquilibre. Maintenant

qu’avoir dispos6 tous ceux qui sont n6cessaires, nous sommes en 6tat
de prouver l’unicit6 de la solution de probl&me fondamentaP. En
effet, en vertu de la propri&6 (III) de capacit6, nous avons u(p, I)
V pal’tout dans F sauf un ensemble de mesure nulle. Or, s’il existe

deux distributions de masse /z,, qui engendre des potentiels d’6qui-
libre, posons a-tz,-/. Nous avons ainsi une fonction compl&tement
additive, h variation born6e et telle que

I( j" u(p, u(I,,

Par suite, d’aprs le deuxime th6orme de 1’int6grale d’6nergie, nous
avons o0 ou /,-----/, c. q.f.d.

5. capacitd selon M. Frostman). Consid6rons maintenant le
cas oh la

Condition ()" O(t)=0 pour 0< t < + o,
est remplie. Dans ce cas, en vertu de (a) et (H), O(t) est une Ion-

1) Frostman, loc. cit. p. 38.
2) Frostman, loc. cit. p. 49.
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ction croissante au sens strict. Posons de plus -(0)=0, et d6finis-
sons "capacit6 c(A) de l’ensemble A" par l’quation

a(c(A))-c(A).
La capacit6 c(A) satisfait 6videmment aux proprietes (I)et (III),

rnais nous pouvons voir qu’elle jouit encore de (II). Pour ce but,
remarquons d’abord que route fonction 9(t) ddfinie pour 0< t < + o,
monotone croissante et concave, et telle cue 9(0)-0, satisfait h

(6) qg(t.)<__q(t.), pour Ot.<+oo, n-l, 2, 3

En effet, l’in6galit6 t, t. (t= 1, 2, 3, emraine

(t,)(Zt,)-t,/(Zt,), i--l, 2, 3,
=1 1

Et, l’addition par rap aux indices i nous donne immdiatement
Fingalit (6). Or, (t) nt croissante et convexe, - sera croissante
et concave. On a galement lim-’(t)-0. Ainsi, nous uvons nous
seir de (6) en sant (t)=-’(t), t,=c(A,), et obtenons

D’autre pa, -’ nt croissante, nous avons

,b-’( c(A.))>-’(c( A.))- c*( A.),
=1 r=l r=l

d’ofi l’ingalit c*( A,)___< c*(A), c. q.f.d.
=1 n=l

6. Exemples. part du lmtentiel newtonien, nous lmuvons
consid6rer les potentiels g6nralisgs d’ordre r’:

P(t)--t, 1<<3.
--1 est le cas de newtonien. D’autre part, nous pouvons poser

P(t)-t.e-x’, O<X<
Si x-O, le potentiel se r&luit encore au newtonien. Tous ces
satisfont videmment h quatre conditions (a), (), (7) et ().

1) Cf. Pringsheim: Zur Theorie der ganzen transcendenten Functionen, Sitzungs-
ber. d. math. phys. Classe d. k. bayer. Akad. d. W., Bd. 32, 1902, p. 170, et Nachtrag,
ibid. p. 9.99. Jensen: Sur ks fonctions convexes et les in6galit6s entre les valeurs
moyennes, Acta Math. t. 30, 1906, p. 199..

2) Frostman, loc. cir. p. 20.
3) Cf. Seeliger Ueber das Newtonsche Gravitationsgesetz, Sitzungsber. d. math.

phys. Classe d. k. bayer. Akad. d. W,: Bd. 26, 1896, p. 373. H. Yukawa: On the inter-
faction o[ elementary particles, I, proc. Phys.--Math. Soc. Japan, vol. 17, 1935, p. 48.


