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117. Sur les Espaces Complets et Régulierement Complets. I

Par Kinjiro KUNUGI, M.J.A.
(Comm. July 12, 1954)

1. On sait que plusieurs théorémes fondamentaux de la théorie
des ensembles de points dans les espaces euclidiens restent valables
pour les espaces métriques complets. Ainsi, dans les espaces métri-
ques complets, tout ensemble ouvert non vide est de seconde catégorie,
c.-a-d., n’est pas une réunion d’une famille dénombrable d’ensembles
non denses.® D’autre part, si un espace métrique complet est
dense en soi, il contient toujours des ensembles mesurables (B) de
la vraie classe o, a étant un nombre ordinal quelconque de la pre-
miere ou deuxiéme classe de Cantor,” et des ensembles analytiques
non mesurables (B).*

Mais, tout récemment, MM. L.W. Cohen,” C. Goffman,” et R.
Sikorski® ont réussi a franchir encore la limite des espaces métri-
ques et ils ont établi presque toute la partie de la théorie des en-
sembles de points dans les espaces plus généraux. Le but de cette
Note est de compléter les résultats de ces auteurs surtout pour la
partie qui concerne au théoréme de Baire et ’existence des classes
des ensembles.

2. D’abord préecisons les espaces généraux que nous allons con-
sidérer et définissons la notion d’étre complet pour ces espaces.

Définition 1. Considérons un espace R ou la topologie est don-
née par un systéme de voisinages satisfaisant a la condition (A) et
(C) de F. Hausdorff.® Soit p un point de R. Si le systeme de voi-
sinages du point p ne satisfait pas a I’axiome (B) de Hausdorff, nous
disons que la profondeur de R au point p—que nous désignerons
par o(R, p)—est égale a zéro. S’il existe un voisinage de p qui est
contenu dans tous les autres voisinages de p, nous disons que (R, p)

1) R. Baire: Sur les fonctions de variables réelles, Ann. di Mat., 3, 656 (1899);
Voir aussi F. Hausdorff, Grundziige d. Mengenlehre, p. 327.

2) H. Lebesgue: Sur les fonctions représentables analytiquement, Journ. d.
math. Série 6, 1, 209 (1905).

3) N. Lusin: Legons sur les ensembles analytiques et leurs applications (1930).
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6) Ouvrage de F. Hausdorff cité dans 1), p. 213.
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est actuellement infinie. Excepté ces deux cas extrémes, définissons
la profondeur o(R, p) comme il suit: la suite monotone décroissante
(D)2, (D)20(P)2 - - 2V(P)2+++;  0=a<f
de voisinages de p sera dite maximale s’il n’y a aucun voisinage de
p qui est contenu dans tous les v,(p) de la suite. B sera appelé le
type de la suite. Alors, o(B,p) est le plus petit nombre ordinal
des types de suites maximales. Désignons par «(R) la borne infé-
rieure de o(R,p) ou p parcourt R. w(R) sera appelé la profondeur
de l’espace R. Il faut remarquer que w(R) est bien défini avec
I’espace R, et que ¢’est un nombre limite inaccessible” (ou régulier).
Par ailleurs, «(R) n’est pas toujours égal au caractére du systéme
de voisinages.®

Définition 2. Soit, maintenant, «, un nombre ordinal, limite,
inaccessible et tel que w,<w(R). Appelons les espaces ‘‘rangés’’,
§’il existe une famille des voisinages 8. (0<a<w,) qui satisfait a la
condition :

(a) Pour tout voisinage v(p) du point p et pour tout nombre
a (0<a<w,), il existe un nombre B qui se trouve entre a et w,:
a<B<w, et tel qu’il exsite un voisinage v,(p) appartenant a la fa-
mille B, et qui est contenu dans v(p). Pour un espace rangé, un
voisinage d’un point p sera dit de rang a, 8’il appartient a la
famille 3,.

On voit bien que, dans le cas des espaces métriques, on a o(R)
=>w et par suite on peut poser w,=w. Dans ce cas, on peut pren-
dre comme B, (=0,1,2,...) la famille de toutes les spheres S,.(p)
des centres p et du rayon 1/(n+1). Mais, il faut remarquer que,
dans les cas plus généraux, B, peut contenir plusieurs voisinages du
méme point. Done, le rang ne peut étre employé comme une in-
dice qui désigne le voisinage.®

Définition 3. Prenons encore un nombre o, ordinal limite et

inaccessible quelconque mais tel que w,<w,. Alors, une suite dé-
croissante de voisinages
V(Do) 204(P1)20:(D) 2 - * - 204(Pe) =2 - -, I=a<ow,

sera dite fondamentale, si elle satisfait a deux conditions suivantes:
(1) le rang de v.(p.) est monotone croissant; (2) pour tout nombre
a tel que 0<a<w,, il existe un nombre B=F(a) tel que a<B<w,,
que p;=p;,; et que le rang de vy(p;) est inférieur a celui de v, (Dss1)
(égalité exclue).

Nous disons qu un espace rangé est complet si pour tout nombre

’7) Un nombre limite o est dit inaccessible, si, pour tout B 8 tel que B<w et pour
toute fonction e, telle que 0=y <p et 0<a, <a, on a toujours
Sup ey <e.
8) Voir ’Exemple 1 qu’on donne plus bas.
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inaccessible o, tel que 0<o,<w, toute suite fondamentale donne
I’intersection ﬂva(pa) non vide.

Définition 4 Etant donnée une suite des points p,, Dy, Ds, - - -,
P, ..., nous disons qu’elle converge vers un point p, si tout voisi-
nage v(p) de p contient tous les termes p, de la suite a partir d’un
certain indice qui dépend d’ailleurs du v(p). Dans ce cas, nous
écrivons ce fait par lim p,—=p». Considérons maintenant une suite

des suites fondamentalgs v5(pl) dans un espace rangé dont les indices
a, B parcourent tous les nombres tels que 0<<a, B<w,. Supposons
qu’ellesatisfasse & la condition; pour A<« on a Pi=pd et vi(pl)=vi(p})
simultanément. Nous disons qu’'un espace rangé est régulierement
complet si pour toutes les telles suites, il existe un point ¢ de
D va(py) et un point g, de ﬂ v(ps) tel qu’on ait hm 9:=4q.

Dans cette Note, nous étudlerons surtout les espaces rangés qui
sont complets et n’utilisons la notion des espaces régulierement com-
plets que dans les travaux ultérieurs.

3. Etant donné un espace rangé R, nous disons qu’un ensemble
FE de points est de premiere catégorie si elle est exprimable de la
maniere :
E=\ E, 0<a<wy

avee E, qui sont tous des ensembles non denses (c.-3-d., des ensem-

bles E, dont les complémentaires des adhérences R—E, sont partout
denses dans ’espace). Alors, nous pouvons établir le fameux théo-
réme de Baire:

Théoréme. Dans les espaces ranges complets, aucun ensemble
ouvert non vide n’est de premiere catégorie.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer
qu’étant donnée une suite d’ensembles ouverts A,, (0<<a<w,) par-
tout denses dans l’espace R, l'intersection QA21 est partout dense

dans R.

Soient G un ensemble ouvert non vide quelconque et p, un point
quelconque de G. Il existe alors un rang v, et v,(p,) de rang v,
tels que v,(p,)=G. Supposons qu’on a déja défini p,, v, et vy(p,)
pour tout B tel que 0<B<a, a étant un nombre entre 0 et w,
qu’on ait

(*) V(Do) 20,(P)=2- - -, Vo=V, V(D) € Byr =+
et enfin qu’elle satisfasse & la condition: pour tout nombre A& pair
on a Py=0se1, Vp<Vps+1 €t vp(Ps) =45

Supposons d’abord que a soit un nombre pair et isolé. Posons
Gy="y_1(Ds_y). Puisque A, est partout dense, A, G, n’est pas vide.
Soit P, un de ses points.
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Si o est un nombre limite, on pose G,=(vy(p;). Puisque R est
3

complet, et qu’on peut extraire de (x) une suite partielle qui est
fondamentale, G, n’est pas vide. D’autre part, puisque a<w(R),
G, est un ensemble ouvert. Mais comme A, est partout dense dans
R, A,N G, est un ensemble non vide. Soit p, un de ses points.

Dans deux cas, on peut appliquer la condition (a). Il existe
alors un nombre v, tel que v,>v,_, et un voisinage v.(p.) de 3.,
tel que v3(Ps)2vu(Ps)-

Si a est un nombre impair, posons p,=p... et choisissons,
d’aprés la condition (@), un nombre v, tel que vy,>v,; et un voi-
sinage v.(p,) de ¥, tel que v, 1(Pu_,)2vu(Po).

Ainsi nous avons une suite fondamentale v,(p,) telle que N v.(p.)
C_:QAN (G. Puisque R est complet, on a Qva(pc,,):\:o. Doné QA%

N G n’est pas vide, c.q.f.d.
Exemple 1. Soit N ’ensemble de tous les nombres réels, et
considérons le produit cartésien d’une infinité ¢ de N: P(N,=N).

C’est un espace N° de toutes les fonctions réelles y:fj(tci'gV définies
pour une variable réelle. On y introduit la topologie en définissant
les voisinages des points comme il suit: Prenons un nombre fini
queleonque des nombres réels x;, ,, ..., x, et un nombre naturel m.
Alors le voisinage de la fonction f(x)=0: V(z, %, ..., T, m) est
I’ensemble de toutes les fonctions y=f(x) telles que | f(z,)|<1/(m+1).
Les voisinages d’autres fonections sont définis par la translation.

On voit bien que dans cet espace on a w(R)=e tandis que le
caractére est c.

On pose ¥,,= la famille de tous les voisinages V(x,, ..., x,; m),
de tous les points. N° est un espace réguliérement complet.

Exemple 2. Soit encore N ’ensemble de tous les nombres réels,
et désignons par N, l’espace” ou le voisinage V,(p) (m=0,1,2,...)
du point p est I’ensemble tous les points x tels que

0=z—p<l/m
(pour m=0, 1/m doit étre remplacé par + o).

Dans cet Exemple, on a «(R)=w et on peut poser ,= la fa-
mille de tous les voisinages V,.(p) de tous les points. On voit bien
que, par rapport a cette famille ¥,, I’espace N, est complet et non
pas régulierement complet.

9) N. Bourbaki: Kléments de Mathématiques, Livres IIT Topologie Générale, Chap.
IV, §5, Exercices 10). Dans ce § , on trouve un trés bon exposé du théoréme de
Baire.



