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45. Sur les Polygones Caractb.ristiques et le Procd de
Rduction au Point Singulier Fixe d’une Equation

Diffrentielle Ordinaire du Premier Ordre

Par Masuo I-IUKUHARA
lnstitut de Mathmatiques, Universit de Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M...., April 12, 1955)

1. Soit 0 un point singulier fixe $ d’une quation diffrentielle
ordinaire du premier ordre dont le second membre est une fonction
rationnelle de la fonction inconnue. Nous pouvons alors crire
( 1 ) x+ldy/dx--P(x, y)/Q(x, y) (o. 0);
a est un nombre rationnel, P(x, y) et Q(x, y) sont des polynomes de
y sans facteurs communs:

P(x, y) =ao(X) + a1(x)y +... + a.(x)y",
Q(x, y) -b(x) / b2(x)y /... + b._(x)yr-,

les coefficients a(x) et b()sont des fonctions rgulires en 0 d’une
certaine puissance fractionnaire positive de x, chacun des polynomes
P(0, y), Q(0, y)ne s’annule pas identiquement, l’une au moins des
.coefficients ao(X)et b(x)ne s’annule pas identiquement et enfin l’une
au moins des ccfficients a.(x) et b._(x) ne s’annule pas identique-
ment. Supposons que les dveloppements de a(x) et de b(z) com-
mencent respectivement par les termes de degrs m et n. Si a(x)
s’annule identiquement, nous poserons m= oo. De mme, n= oo

signifie que b(x) s’annule identiquement.
2. Prenons dans un plan deux axes OX et OY que nous ne

supposons pas orthogonax. Marquons dans ce plan les points P(j, m)
et les points Q(k, n/,). Marquons aussi les points R(j, l) dont les
ordonnes l sont dfinis par

l=min m, n+
pour k=1,2,..., r-l, et l0 et l sont 6gaux respectivement m.
et m. Soit H le polygone convexe vers le bas et el que les
sommets sont les points R et que les autres points R se trouvent
au-dessus de H ou sur les cSt6s de H. Construisons aussi le poly-
gone analogue II relatif aux points Q. Nous les appellerons res-
pectivement polygones caract6ristiques principale et auxiliaire.

Nous pouvons les partager respectivement en trois parties: les
parties centrale, droite et gauche. La partie centrale de II, par
exemple, est le cSt6 ou le sommet de H situ6 sur l’axe OX. J’ai
d6j remarqu6 les propri6t6s suivantes.)

1) "Kansii-h5teisiki (Equations Fonctionnelles), N 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 15, 17 (1938-40); "Oy5 Sfigaku" (Math4matiques Appliqu4es), 1, 46-90 (1945).
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1 Les parties droites de II et de II sont invariantes par rapport
la transformation y--z + c.

2 Les polygones aractristiques de la transforme en z=x-y
restent invariables; il suffit seulement de prendre pour l’axe OX la
droite y+px-a, oit a est une certaine constance.

3 Les polygones caractristiques de la transforme en z-1/y
restent invariables; il suyTt seulement de prendre pour l’axe OY la
droite x-r et de changer le sens de l’axe OX.

3. Nous appellerons ordre caractristique principal (auxiliaire)
le coefficien angulaire chang de signe d’un cStd du polygone carac-
ristique principal (auxiliaire). Soien , ., ous les ordres
caracteristique finis ranges en ordre dcroissan.

Nous voulons dterminer les formes standardes pour tudier
l’quation (1) dans une rgion

(2) Ixla, I ]xl%-<lyl<elxl%=

o a et dsignent des nombres positifs assez petits. Nous l’appel-
lerons rgion de la premiere sorte. Dans le cas particulier off k=l,
on dolt remplacer (2) par xl 8, [yl lx [% D’aprs la proposition

nOS sul)1ooserons p 0 sans Iaerdre ]a genera]Ire.
4. Considrons d’abord le cas de k-1. Si mo-, l’quation (1)

prend l’une des deux formes)

xy’--yf(x, y),
x+y’--yf(x, y) (a :::, O, f(O, O) : 0),

suivant que Q coincide ou non avec R. Elles sont des cas parti-
culiers des quations
(A) xy’--f(x, y) (f(O, 0)=0),
(B) x’+y’=f(x, y) (a > 0, f(0, 0)=0, f(0, 0) # 0),
sur lesquelles on salt beaucoup de travaux de divers savants.

Simo < , l’4quation (1) prend la forme
(C) x+lyy’=f(x, y) (a> 0, 0, f(0, 0) 0);

est positif ou nul suivant que n- ou n < .
Dans le cas de k 1, nous posons p_=p, p=0. Si l’extr6mit6

gauche de la pattie centrale de H est un point Q, l’6quation (1)
prend la forme
(D) xy’=yf(x, y, x/y).
Si ea particulier h= 1, nous retrouvons la forme (A). Si l’extrmit
gauche de la partie centrale de II n’est pas un point Q, nous
trouvons l’une des formes
(E) xyy’-f(x, y, x/y) ( O, f(O, O, O) 0),
(F) x/y’=y/f(x, y, IY) ( > 0, f(0, 0, 0) 4= 0).

2) Nous ddsignerons par f une fonction holomorphe dans le voisinage des valeurs
0 d’une certaine puissance fractionnaire positive de x et des autres arguments.
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"lnumres plus haut, Pour e ucder le comportement de la iolution
dans les rgions complmentaires aux rgions de la premiere sorte:

nous supposons encore p=0 et nous dsignons par a, a, les
racines non nulles de l’quation P(O,y)=O et par B,B2, les
racines non nulles de l’quation Q(0, y)=0.

Nous appellerons rgion de la deuxime sorte la rdgion dfinie par

On peut y comparer la solution de (1) avec celle de l’quation
x+dy/dx=e(o, y)/Q(O, y).

Dsignons par l’une qelconque des valeurs a, a,..., B, B,
Pour connaitre le comportement de la solution dans la rgion [x ,
[x-Tie, il suffit d’tudier le comportement de z=y- dans la
rgion [x[8, [zle. Pour connaitre le comportement de z dans
les rgions de la premiere sorte, il suffit d’tudier les si formes
standardes. Pour dtudier le comportement de z dans une rdgioa
complmentaire qui correspond un ordre caractristique positif p,
nous raisons le changement de variables z=xy. L’quation en y:
( 5 ) x+dy/dx=P(x, y)/Q(x, y)
sera appele une premiere rduite de (1). En partant de cette
quation, on forme une deuxime rduite et ainsi de suite. J’ai
remarqu que ce procdd de rduction nous amine finalement l’une
des formes standardes. Mais il y a, dans les raisonnements, quelques
lacunes, que nous allons combler dans la suite.

5. Si 7 est gale l’une des a et si est un ordre caractris-
ique principal de l’quation en z, nous dirons que (5) est une pre-
miere rduite principale. Si 7 est gale l’une des Bet si p est un
ordre caractristique auxiliaire, nous dirons que (5) est une premiere
rduite auxiliaire.

La difference des abscisses des extrmits de la partie centrale
de H sera appele le rang auxiliaire de (1). p dsignant un ordre
caractristique auxiliaire de (1), le rang auxiliaire de l’quation en
z-x-y sera appel le rang de l’ordre auxiliaire p. Le rang auxiliaire
de (1)est videmment gal la somme des multiplicit des racines
B, B,... et la multiplicit d’une racine B est gale la somme des
tangs des ordres caractristiques auxiliaires positifs des premieres
rduites auxiliaires relatives la racine B. Le rang auxiliaire est done
gal la somme des raags des ordres caractristiques auxiliaires
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positifs de toutes les premieres rdduites auxiliaires. Par suite, il
est dgal/t la somme des rangs des ordres caractdrstiques auxfliares
de routes les n’ rdduites auxiliaires. On en conclut que le nombre
des n rdduites auxiliaires est inddpendant de n ds que n ddpasse
un certain entier.

Nous pouvons donc nous placer, sans perdre la gdndralitd, dans
l’hypothse qu’il n’existe qu’une n rdduite auxiliaire quel que soit
n. Q(x, y) prend alors la forme

Q(x, y):(y-B(x))(x, y) ( O, (0, B)=: O)
et le changement de variables z--y-B(x) nous amine la forme
standarde (C) (od > 0).

7. Si a >0, la diffdrence des abscisses des extrdmitds de la
partie centrale de II sera appeld le rang principal de (1). Si a-0,
nous le ddfinissons comme il suit.

Soit a une racine de multiplicitd / de P(0, y)--0. Si elle est
une racine de Q(0, y)--0, nous ddsignons par sa multiplicitd, min
{/, ,/ 1} sera appeld le rang de la racine a. La somme des rangs
de routes les racines non nulles de P(0, y)=O sera le rang principal
de (1). ddsignant un ordre caractdristique principal, le rang
principal de l’dquation en z---x-y sera appeld le rang de l’ordre
principal p. On volt alors sans peine que la somme des rangs des
ordres caractdristiques principaux des premieres rduites principales
de (1) ne surpasse pas le rang principal de (1). On peut en conclure
que le nombre des n rdduites principales de (1) est inddpendant
de n ds que n ddpasse un certain entier. On verra sans peine que
les rangs principaux des nimes rdduites sont dgaux 1. On verra
de plus que les ordres caractdristiques auxiliaires des n rdduites
principales son,t tous ndgatifs ds que n ddpasse un certain entier.
Car, sinon, P(x, y) et Q(x, y) auraient au moins un facteur commun.
Alors chacune des nm rdduites prend l’une des formes (A)et (B).)

En somme, nous pouvons dnoncer le
Thorme. La jeorme finale des rduites principales est (A) ou

(B) et celle des r$duites auziliaires est (C). Le hombre des r$duites

principales finales ne surpasse pas r et celui des r$duites auxiliaires
finales est $gal r-2.

3) Pour les ddmonstrations plus ddtailldes sur ce Sujet, voir mon article qui
parattra prochainement dans "Sfigaku ", l’organe de la Socidtd Mathdmatique de Japon.


