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45. Sur les Polygones Caractéristiques et le Procédé de
Réduction au Point Singulier Fixe ¢ d’une Equation
Différentielle Ordinaire du Premier Ordre

Par Masuo HUKUHARA
Institut de Mathématiques, Université de Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., April 12, 1955)

1. Soit 0 un point singulier fixe & d’une équation différentielle
ordinaire du premier ordre dont le second membre est une fonetion
rationnelle de la fonetion inconnue. Nous pouvons alors écrire
(1) z°*'dy/dz=P(z, y)/Qx,y)  (¢=0);

o est un nombre rationnel, P(z, y) et Q(z, ) sont des polynomes de
y sans facteurs communs:

P(x, y)=a,(x) +a,(@)y + - - - +a(x)y",

Q(@, ¥) =b,(x) +by(@)y + - - - + b, (@)y""2,
les coefficients a,(x) et b(x) sont des fonctions régulieres en 0 d’une
certaine puissance fractionnaire positive de x, chacun des polynomes
P(0, y), Q0, ¥) ne g’annule pas identiquement, 'une au moins des
coefficients a,(x) et b,(x) ne s’annule pas identiquement et enfin I’une
au moins des coefficients a.(x) et b._,(x) ne s’annule pas identique-
ment. Supposons que les développements de a,x) et de b,(x) com-
mencent respectivement par les termes de degrés m; et n,. Si a,(®)
s’annule identiquement, nous poserons m;=c. De méme, n,=co
signifie que b,(x) s’annule identiquement.

2. Prenons dans un plan deux axes OX et OY que nous ne
supposons pas orthogonaux. Marquons dans ce plan les points P35, m;)
et les points Q.(k, 7;+0). Marquons aussi les points B (7, [,) dont les
ordonnées I, sont définis par

ly=min {m;, n;+ o}
pour k=1,2,...,r—1, et [, et [, sont égaux respectivement & m,
et & m,. Soit II le polygone convexe vers le bas et tel que les
sommets sont les points E; et que les autres points R, se trouvent
au-dessus de IT ou sur les cotés de II. Construisons aussi le poly-
gone analogue II' relatif aux points @,. Nous les appellerons res-
pectivement polygones caractéristiques principale et auxiliaire.

Nous pouvons les partager respectivement en trois parties: les
parties centrale, droite et gauche. La partie centrale de II, par
exemple, est le e6té ou le sommet de IT situé sur 'axe GX. Jai
déja remarqué les propriétés suivantes.®

1) ¢ Kanst-hoteisiki” (Equations Fonctionnelles), N* 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 11,
12, 18, 15, 17 (1938-40); * Oys Stigaku ”’ (Mathématiques Appliquées), 1, 46-90 (1945).
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1° Les parties droites de II et de TI' sont tnvariantes par rapport
a la transformation y=z+c.

2° Les polygones caractéristiques de la transformée en z=x"*y
restent invariables; il suffit seulement de prendre pour l'are OX la
droite y+px—=a, o a est une certaine constante.

8° Les polygones caractéristiques de la transformée en z=1Jy
restent invariables; il suffit seulement de prendre pour I’axe OY la
droite x=1r et de changer le sens de l'axe OX.

3. Nous appellerons ordre caractéristique principal (auxiliaire)
le coefficient angulaire changé de signe d’un coté du polygone carac-
téristique principal (auxiliaire). Soient py, ps, ... tous les ordres
caracteristique finis rangés en ordre décroissant.

Nous voulons déterminer les formes standardes pour étudier
I’équation (1) dans une région

(2) o] <8, %Iw!f’kﬂélyléelwl"k,

ou 8 et ¢ désignent des nombres positifs assez petits. Nous I’appel-
lerons région de la premiére sorte. Dans le cas particulier ou k=1,
on doit remplacer (2) par (2| <8, |y|<e¢elz|% D’aprés la proposition
2°, nous supposerons p,=0 sans perdre la généralité.

4. Congsidérons d’abord le cas de k=1. Sim,=-co, I’équation (1)
prend 'une des deux formes?

zy' =yf(x, y),
Y =yflx,y) (¢ >0,f0,0)=0),
suivant que @, coincide ou non avec R,. Elles sont des ecas parti-
culiers des équations
(A) zy' =f(, y) (f(0, 0)=0),
(B) Y =f(@=,y)  (¢>0,f(0,0)=0, 0, 0) == 0),
sur lesquelles on sait beaucoup de travaux de divers savants.

Si m, < «, ’équation (1) prend la forme
(©) Yy Yy =f(x,y) (6=0, =0, f(0,0)=0);

« est positif ou nul suivant que n,=c ou %, < .

Dans le cas de k> 1, nous posons p;_;=p, p=0. Sil’extrémité
gauche de la partie centrale de II est un point @,, ’équation (1)
prend la forme
D) xy' =yf(@, y, 2°/y).

Si en particulier 2=1, nous retrouvons la forme (A). Si’extrémité
gauche de la partie centrale de II n’est pas un point @,, nous
trouvons 1’'une des formes

E) xyy =f(x, y, #°y) (=0, £(0, 0, 0)==0),

& Y =y flz, y, 2°ly) (e >0,f(0, 0, 0)==0).

2) Nous désignerons par f une fonction holomorphe dans le voisinage des valeurs
0 d’une certaine puissance fractionnaire positive de x et des autres arguments.
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5. Pour connaitre le comportement de la solution dans une
région de la premidre sorte, il suffit que 'on étudie ces six formes
énumérées plus haut. Pour élucider le comportement de la siolution
dans les régions complémentaires aux régions de la premiére sorte:

(3) 12| <8, 6le"kélyl§%1wl%

nous supposons encore p,=0 et nous désignons par a,, a; ... les
racines non nulles de 1’équation P(0, y)=0 et par B, B ... les
racines non nulles de 'équation Q(0, y)=0.

Nous appellerons région de la deuxiéme sorte la région définie par

lzl=8, exslyl=s1le,
(4) {ly—'allze’ Iy'—azlgew"’
]?/'“/&IZS, Iy—le—Zew'°
On peut y comparer la solution de (1) avec celle de 1’équation
z**dy/dz=P(0, y)/Q(0, ¥).
Désignons par v 'une quelconque des valeurs aj, as,...,8;, Baseee o
Pour connaitre le comportement de la solution dans la région (x| <S8,
le—y|<e, il suffit d’étudier le comportement de z=y— dans la
région || <8, |2|<e. Pour connaitre le comportement de z dans
les régions de la premidre sorte, il suffit d’étudier les six formes
standardes. Pour étudier le comportement de 2z dans une région
complémentaire qui correspond & un ordre caractéristique positif p,
nous faisons le changement de variables z=x%y,. L’équation en y;
(5) & dy, [de=Py(x, ¥,)/Q:(@, ¥,)
gsera appelée une premitére réduite de (1). En partant de cette
équation, on forme une deuxiéme réduite et aingi de suite. J’ai
remarqué que ce procédé de réduction nous améne finalement a I’une
des formes standardes. Mais il y a, dans les raisonnements, quelques
lacunes, que nous allons combler dans la suite.

6. Si vy est égale & 1'une des a et si p est un ordre caractéris-
tique principal de ’équation en 2, nous dirons que (5) est une pre-
miére réduite principale. Si v est égale & I'une des 8 et si p est un
ordre caractéristique auxiliaire, nous dirons que (5) est une premiére
réduite auxiliaire.

La différence des abscisses des extrémités de la partie centrale
de II’ sera appelée le rang auxiliaire de (1). p désignant un ordre
caractéristique auxiliaire de (1), le rang auxiliaire de I’équation en
z=x"?y sera appelé le rang de I’ordre auxiliaire p. Le rang auxiliaire
de (1) est évidemment égal & la somme des multiplicités des racines
B1, Bsy ... et la multiplicité d’une racine B est égale & la somme des
rangs des ordres caractéristiques auxiliaires positifs des premiéres
réduites auxiliaires relatives & la racine 8. Le rang auxiliaire est done
égal a la somme des rangs des ordres caractéristiques auxiliaires
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positifs de toutes les premiéres réduites auxiliaires. Par suite, il
est égal a la somme des rangs des ordres caractéristiques auxiliaires
de toutes les n'®mes réduites auxiliaires. On en conclut que le nombre
des nitmes réduites auxiliaires est indépendant de n dés que n dépasse
un certain entier.

Nous pouvons done nous placer, sans perdre la généralité, dans
I’hypothése qu’il n’existe qu'une n'®™e réduite auxiliaire quel que soit
n. Qx,y) prend alors la forme

Qx, »=@Y—B@))Uz,y) (>0, (0,8 0)
et le changement de variables z=y—AQ(x) nous ameéne 3 la forme
standarde (C) (ou « > 0).

7. Si ¢>0, la différence des abscisses des extrémités de la
partie centrale de II sera appelé le rang principal de (1). Si ¢=0,
nous le définissons comme il suit.

Soit @« une racine de multiplicité x de P(0, ¥)=0. Si elle est
une racine de Q(0, ¥)=0, nous désignons par v sa multiplicité. min
{u, v+1} sera appelé le rang de la racine a. La somme des rangs
de toutes les racines non nulles de P(0, y)=0 sera le rang principal
de (1). p désignant un ordre caractéristique principal, le rang
principal de 1’équation en z=x""y sera appelé le rang de l’ordre
principal p. On voit alors sans peine que la somme des rangs des
ordres caractéristiques principaux des premiéres réduites principales
de (1) ne surpasse pas le rang principal de (1). On peut en conclure
que le nombre des ni¢mes réduites principales de (1) est indépendant
de n dés que »n dépasse un certain entier. On verra sans peine que
les rangs principaux des ni®mes réduites sont égaux a 1. On verra
de plus que les ordres caractéristiques auxiliaires des ni™es réduites
principales sont tous négatifs dés que n dépasse un certain entier.
Car, sinon, P(z, y) et Q(z, y¥) auraient au moins un facteur commun.
Alors chacune des n'®mes réduites prend l'une des formes (A) et (B).»

En somme, nous pouvons énoncer le

Théoréme. La forme finale des réduites principales est (A) ou
(B) et celle des réduites auxiliaires est (C). Le mombre des réduites
principales finales ne surpasse pas r et celur des réduites auxiliaires
finales est égal a r—2.

8) Pour les démonstrations plus détaillées sur ce sujet, voir mon article qui
paraitra prochainement dans ¢ Stigaku ’, 'organe de la Société Mathématique de Japon.



