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97. Sur Quelques Relations concernant les Opérations
P, et S. sur les Classes d’Ensembles

Par Tadashi OHKUMA
Section des Mathématiques, Institut Technologique, Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July 12, 1956)

1. Soit K une classe d’ensembles. On désigne par P.(K) (resp.
Su(K)), la classe de tous les ensembles qui sont intersections (resp.
réunions) des moins que &, ensembles appartenant & K. Ainsi on
a des opérations P, et S, définies sur les classes d’ensembles. En
général, pour deux opérations F' et G sur les classes d’ensembles,
nous définissons leur produit F'G par la formule

(FG)YK)=F(G(K)) pour toute classe K d’ensembles, et nous
écrivons F'< G, si
F(K) < G(K), pour toute classe K d’ensembles.

2. MM. W. Sierpinski, A. Tarski, A. KoZniewski, et A. Linden-

baum ont discuté une condition pour qu’on ait

(1) P,S, < 8,P,
et celle pour qu’on ait
(2) P.S, = S, P;.°

Et, ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme A. Pour quw'on ait linégalité (1), il faut et il suffit
que a <8 et que la condition suivante soit remplie:

Condition (mw) pour toute famille {m;;2e.A} des nombres m,

cardinous, A< N. et m, < N1 A) entrainent
}—IVN)\< RT‘
€

Théoréme B. Pour quw’on ait 1’égalité (2), il faut et il suffit que
a=RB=y=8 et ces mombres ordinaux soient fortement tinaccessibles
(¢’est-a-dire, pour toute famille {m,; 1€ A} des nombres m, cardinaux,

A< R, et my< N A) entrainent I m < R).
\EA

Maintenant, en se servant leurs résultats, nous avons obtenu les
conditions pour qu’on ait plusieurs inégalités et égalités entre les
terms PuS;, So,Psy PoySsPryy et S P8, Le but de cette note est
de mentionner seulement ces résultats obtenus, et leurs démonstra-
tions et considerations détailles seront publiées ailleurs.

3. Les lemmes suivants sont fondamentaux pour notre discussion.

Lemme 1. Soient F(S,...,S.,; Ps,..., P) et G(S;,. .., S;; Ps,y
ooy Ps) (m,m,s, et t sont nombres naturels) daux nomones des opéra-
tions S,,, Ps,, S;,, et Ps. Alors,

1) Cf. (1] et [2].
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F(Suy .o o3 Sops Poypo o s P ) S G815 o3 Si5 Poyy o ooy Poy)
implique
FPopyoooy Py s Sopyee s S5) = G(Prpye e oy Pr S, v, S5)-
Lemme 2. Sotent F et G les menomes dans le Lemme 1, et soit T
Uopération telle que I(K)=K pour toute classe K d’ensembles. Alors,
F(Sups-esSup Popyevos P) < G(Syy o3 Sis Poyy o o5 Ps)
entraine
F(Suo oy Sap Lo, I =G(S;py v oy Ses 1,00, 1)
et
F,...,I;Py,..., P, ) <GU,...,I; Ps,..., Ps).

Pour deux nombres « et 8 ordinaux donnés, nous désignons par
7.(8) le plus petit nombre v ordinal qui satisfait a la condition (=)
dans le Théoréme A. Alors le Théoréme A peut étre énoncé comme
il suit.

Lemme 8. Pour qu’on ait 'inégalité (1), il fout et il suffit que
a<38 et m(B) = .

En autre part, M. A. Tarski a montré le fait suivant;®

Lemme 4. Pour qu’on ait

(3) PP, =P, (ou bien S,S=S,)
il faut et il suffit que

(i) Sup(d,B)Z'Y
ou bien

(ii) y=8+1, et ¢f(B) < a.®

4. Or, au grice & ces lemmes, nous avons facilement le
Théoréme 1. Pour qu’on ait

(4) SuPsS. < PsS.  (ou bien P,S;P. < S;P.),
ol faut et il suffit que w,(B) <8 et
y<e st ef(y) < e < y+1,
{sup (a,v) <¢e, sinon.

5. Quant a l’inégalité
(5) S.P;S;. < S;P. (ou bien P,S,P. < P;S.)
le lemme suivant est utile:
Lemme 5. Soient F' et G deux monomes des S,; et Py, (¢f. Lemme
1) et sotent X et Y deux classes d’ensembles telles que X, e X ¢t Y, €Y
entrainent X, ~Y,=®. Alors, FX~Y)S GX™Y) implique
FX) S GX)>~ (9}
Au gréice de ce lemme, nous pouvons montrer le
Théoréme 2. Pour qu'on ait U'inégalité (5), il faut et il suffit
que B¢ et
(V) < 8 8t cof (mp(7)) < @ = m(v)+1,
2) Cf. [3].
3) c¢f(B) est le plus petit nombre confinal a g (cf. [3]).
4) {0} est la classe d’ensemble qui ne contient que ’ensemble vide &.
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sup (@, my(y)) =8, sinon.
6. Or, pour discuter I'inégalité
(6) P,S;P.=P,S; (ou bien S,P,S, = S;P.),
le lemme suivant est fondamental.
Lemme 6. Quand ¢ existe une famille {m,;Ae A} mnombres

cardinaux telle que Naéj < Ns < N(Ae ) et telle que, pour
toute famille {Ay; € € B}, o < N, d’ensembles qui remplit | A=A,
=)

il ya&er tel que }II m, > N, nous avons alors PsS. & P,S,P.?
EAE

Avant mentioner la condition pour l’inégalité (5), nous intro-
duissons une notation. La fonction m,(8) de deux nombres « et 8
ordinaux est continue par rapport & «, mais non par rapport & 8, et
en général on a lﬂll;ré m(B) < mi(B) pour un nombre B limité. Donc,

pour un nombre B limité, nous posons
l""'a(ﬂ)zlﬁi,n% mo(B').

Alors, d’aprés le lemme 6, nous avons le

Théoréme 3. Pour qu’on ait U'inégalité (6), ¢l faut et il suffit que
e et une des conditions suivantes soitt remplite;

(i) 8=a,

(ii) msx(e) =B, €t &* <,

(i) e est limité, lmex(e) < B, S* <y €t ¢f (e) < a,
ou

§*=8§ st 8§ est limité, ou bien 5=8+1, et a < cf(§),
§*=8 st 8§=8+1et cf )< a.

7. Comme les conséquences des Théordme 1 et Théoréme 3, nous
avons la condition pour qu’on ait
(7) P,S,P.=P;S; (ou bien S,P,S,=S;,P,).

Aprés quelques calculations assez compliquées sur m.(8), nous
avons le

Théoréme 4. Pour qu’on ait (7), il faut et il suffit que B=¢c et
qu'une de trois conditions suivantes soit remplite;

(1) a=8 et m(y)<$,

(i) a=8=cf(a)=m),

(ili) a<B=y=8(=¢) et B (et aussi v, 8, et €) est fortement

inaccessible (¢’est-0-dire my(8)=2).

8. Toutes les conclusions présédentes ont été obtenues sans faire
appeler la hypothése du continu généralise (pour abreviation, nous
la désignerons par H), mais sans faire appeler H, nous n’avons pas
réussi de déterminer la condition pour qu’on ait
(8) PsS. < S,P,S,, (ou bien S;P. < P,S;P,).

5) P(K) est la classe de toutes les intersections des nombres arbitraires d’ensem-
bles appartinant & K (cf. [3]).
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En autre part, I’hypothgése H implique
m(8) =8 si B=@'+1 et a = cf(),
ou bien B est limité et a < ¢f(B),
=R+1 si =@+l et cf(B)<a=xp,
=RB+2 &l B est limité et ¢f(B) < a <R,
=a si a est limité et B < a,
=a+1 si a=a'+1 et B<a.
Et done, en se servant I’hypothése H nous avons le
Théoréeme 5. La condition nécessaire et suffisante pour qu’on ait
(8) est que 84 et qu'une de trois conditions suivantes soit remplite;
(i) &=,
(i) 7s(e) < a,
(ili) e=y+1, e S=Zcf(y)<a.
9. Au grace des Théoréme 1 et Théordme 5, en se servant
T’hypotheése H, nous avons le
Théoréme 6. Pour qu’on ait la égalité
(9) PsS,=8,P;S; (ou bien S;P.=P,S,P.),
il faut et il suffit que
(i) 8=18’ e=rv, Wa(B):‘B’ et a_S.__Cf(’Y),
ou bien
(i) y=<8=e=a=pB, et a (et ausst B, 8, et &) soit tnaccessible.
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