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22. Zu einer Frangschen Spurformel. 11

By Joseph WEIER
(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., Feb. 12, 1963)

Seien M, N orientierte kompakte geschlossene polyedrale Man-
nigfaltigkeiten, m=dim M, n=dim N und d=m—n>0, ferner f, g¢:
M— N stetige Abbildungen. Das Uebereinstimmungsgebilde von f, ¢
sei ein endliches d-dimensionales Polyeder P. Seien K eine Zellen-
zerlegung von M, die in P die Zellenzerlegung L induziert. Der ganz-
zahlige Zyklus z sei die iibliche algebraische Bewertung von L durch
(f, 9). Die topologische Abbildung ¢: P->M X N sei durch

$(p)=pX f(D)=pX9(p)
bestimmt. Sei P*=¢(P), L*=¢(L) und 2* =¢(2). Bezeichnet =: M X N
—M die Abbildung =(p, 9)=p, so ist x| P*=¢"1

1. Seien «f, x3,- -+ ganzzahlige a-dimensionale Zyklen in M, die
eine a-dimensionale Homologiebasis von M bilden. Zu jedem a-Zyklus
x aus M gibt es also ganze Zahlen (* mit &~ C*%;. Und aus
ST Cag~0 folgt C*=0 fiir alle k. Entsprechend sei %%, %%,--- eine
a-Homologiebasis von N. Wegen d(x X y)=(0x) X y=2Xoy (man ver-
gleiche etwa [4]) sind die Ketten

ey Xy; («=0,1,---,d, 1,5,=1,2,--+)
Zyklen in Mx N.” Bekanntlich bilden sie eine d-Homologiebasis von
MXN.
Es gibt also Zahlen ¢**/ mit

(1) Z* A~ Ej Vi X ;.

Mit 2*=>]af*Xy; ist daher z2~>1z*. Sei jetzt
g a

(2) Zo=n(2}).

Dann besagt ein bekannter Satz, der auch in den Beweis [2] der
Franzschen Spurformel eingeht: die z, hingen bis auf nullhomologe
Bestandteile nicht von der besonderen Wahl der Basen (x) und (%) ab.
2. Offenbar ist 2=¢ '(z*)=r(2*)~a(3]2¥)=>"2,, daher

(3) ~> 2,

Der Zyklus z ist zwar durch f, g fixiert. Die Zyklen z, sind aber
insofern innerhalb M verlegbar, als die Wahl der # und y nicht fest
vorgegeben ist. Man kann daher annehmen, dass sich z und z,
zueinander in allgemeiner Lage befinden, dass also fiir 2d>m gilt:

dim (2 2,)=2d —m,
sofern nicht z und 2, zueinander fremd sind. Weiterhin sei 2d>m.

Fiir jedes a betrachten wir die zusammenhingenden Zyklen, aus
denen 2{}z, besteht: Sie mogen

Zep (B=1,2,-++)
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heissen. Es gehbren Z;=z,, und Z,=z,, zur gleichen Nielsenklasse,
wenn in M eine Kurve C zwischen Z; und Z, existiert, die die Eigen-
schaft hat: man kann f und g unter Festhaltung auf M—U derart
in Abbildungen f’, g’ deformieren, dass f'(p)=9'(p) ldnge C ist. Dabei
bedeutet U eine in M offene Menge, die die Kurve C ausser ihren
Endpunkten enthélt und die zu
Z,N\Z,

fremd ist. Ersichtlich existiert die Umgebung U, wenn die Kurve
C mit Z, und Z, nur ihre Endpunkte gemeinsam hat. In dieser
letzteren Weise ldsst sich C stets wihlen, wenn m=dim M >3. Fiir
m=2 stosst man auf definitorische Schwierigkeiten, wie sie in [1]
und [5] ausfiihrlich diskutiert sind.

Die z.,, (8=1,2,---) zerfallen dann in Klassen ., {u, -, wWobei
jedes (., gewisse der z,, (8=1,2,---) enthdlt. Ist (., £0 fiir wenig-
stens ein (a, 7), so sind f, g im Sinne von [1] miteinander verschlungen.

3. Wenn man in (f, g) die Abbildung ¢g durch eine zu f benach-
barte Abbildung f’ ersetzt, gehe P, 2, 2. entsprechend in P/, 27 und
2% iiber, so dass also

2~ 2.
Ersetzt man in (f, g) die erste Abbildung durch eine zu g benachbarte
Abbildung ¢/, so erhdlt man entsprechend P? 2/ und 2¢ mit

29~
Wir bilden nun die Zyklen &,,=2{(N2]. Sei ¢, ¢ ein zu 2, 2f dualer
Cozyklus und 7., ein Zyklus, der zu ciUcj dual ist. Die Zyklen &,
und 7., sind bis auf nullhomologe Bestandteile durch f, g eindeutig
bestimmt. Bei festem («, B) zerfallt z(&,, in endlich viele zusammen-
hingende Zyklen:

zﬂéa5=278apr.

Die &,,, zerfallen wie im zweiten Abschnitt in invariante Klassen.

Von besonderem geometrischen Interesse ist die schon in [6] ange-
schnittene Frage, wieweit sich die einzelnen homologieinvarianten
Klassen, Komponenten des Uebereinstimmungsgebildes der Abbildungen
f und g, durch Mannigfaltigkeiten realisieren lassen. Hierauf und

auf dimensionelle Abgrenzungen werden wir in einer Fortsetzung zu
dieser Note eingehen.
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