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231. Sur les espaces duels des espaces
de Stepanoff et de Weyl.

Par Yukio YOSHIDA
Universit d’0saka

(Comm. by Kinjir Kc, ..., Nov. 12, 1966)

Dans la note E2], nous avons tudi la proprit de la fonction
d’ensemble dfinie par un lment de S*.

Maintenant, nous allons montrer que la rciproque de la pro-
position 1 de [2 est aussi exacte, et que tout lment de S* peut
tre representer par intgrale. Et suivant-le, nous tudions la
ralisation de l’espace W* duel de l’espace W.

Proposition 2. Supposons qu’une fonction d’ensembles
dd finie pour toute pattie mesurable de R, d valeurs complexes finies,
satisfasse aux conditions (1) et (2) de la Proposition 1 et (3’)
suivante:

II 011<+oo.
Alors la fonctionnelle f sur E ddfinie par l’dgalitd

f(x)- a?(A) x-az(A)
i=l i=l

est lindaire.
Dmonstration: I1 suffit pourvu que nous montrions seulement

la continuit de f.
Pour un nombre positif e quelconque, posons

et supposons que

Par la condition (2), pour le hombre
4ma

il existe un nombre positif tel que

] z(A)<V entralne [?(A)[<. (**)
4ma

Par le lemme 1, il existe une fonction /-rgulire

x0(t)= a.z(A.; t)
i,=1

telle que

On peut supposer que, pour tout intervalle I de

B- U A, on ait

mes (I
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et que .- (i-- 1, 2, ..., m).
Posons C- A.. chaque I de A, il existe un nombre

’=1
j(1<3" <n) tel que IB. Pour ces Iet 3" on a

f
mes (I (AAA.))

<l.r].
Donc on a

I1 rsulte de cette ingalit et de (**) que

IP(A-C)I<s et I(C-A)I<
4m 4m

Et maintenant, nous montrons que If(x)I<s. D’abord

,=1

,’=1

_aca ,,)

2
Ensuite

Par cons6quent
If(x) t< s. c.q.f.d.

8oit 0 l’espaee norm6 qui est eonstitu6 de route les satisfaisant
aux conditions de la proposition 2 et dont la norme est donn6e par
I1 11 , Alors, il r6sulte des propositions 1 et 2 que l’applieation
f--c de S sur est un isomorphisme d’espaee lin6air pr6servant la
norme.
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De plus, on voit que toute f de S peut tre representer par
l’intgrale de Radon

f(x)- Ix(t)d.
Remarque 1. Lorsque p-1, il convient de poser

I1 II- sup max (] (?(A) ) {A}}.. space W*. Dans ce paragraph, nous allons tudier l’espace
W* duel de l’espace W.

Lemme 2. Etant donnd deux hombres positifs 1 et l’ quelconque,
si l’on a

(n-1)l<l’nl
o n est un nombre entier positif, alors pour toute fonction
dlmentaire x nous avons

(1+
En particulier, lorsque l’-nl, on a x ,< x .

Donc S est coincident avec S, comme ensemble, et isomorphe
S, comme espace norm en correspondant tout lment de S lui-
mme appartenant S,. I1 en est de mme de E et E,, de S et
$7, et de et ,.

Dsignons dsormais par E, S, S* et les ensembles E, S, S et
respectivement.
Lemme . Pour deux hombres et l’ de lemme 2 et pour tout

gldment de nous avons

Lorsque l’-nl, on

de

existent. Et d chaque nombre positif nous avons

Si l’on identifie deux fonctions lmentaires x(t) et y(t) telles
que ] x- y ]]- 0, alors l’ensemble E devient un espace normS.

Dsignons-le par E, par W la completion de E et par W*
l’espace duel de W. Tout lment x de S peut tre considrer comme
un lment de Wet l’ on a

x ]]- lim x -inf x .
0n vois sans peine que la restriction fi S d’un lment f de

1) p. 72 de [1].
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(.)
(z)
(s)
que

W* appartient S’ et l’ on a

off lfll est la norme de f de W*.
Proposition 3. Etant donnd un gldment f de W*, la fonction

d’ensemble (A), dgfinie pour tout sous ensemble mesurable A de R
telle que

(A) f(2:(A))
satisfait aux quatres conditions suivantes:

pour tout ensemble mesurable A on a (A) I +c.
est additive.

pour tout hombre positif e il existe un hombre positif 2 tel

done

Dmonstration. (1), (2), et (3) sont videntes.
Sur (4), chaque nombre positif l, on a

F(A) f(z(A))
Par consequent

done on a

Inversement, quelque soit un nombre positif e il existe une
fonction lmentaire x tel que

Par II x ]]-1, il y a un nombre positif 1 tel que

Donc on a

If(x) I- If(x)] II x

]] ]](i+)... f<f(m)+
]] ] (i+)+.

Done nous avons

Par consequent
Ilfllw-illlwo c.q.f.d.

Proposition 4. Supposons qu’une fonction d’ensembles ,
dgfinie pour tout sous ensemble mesurable de R, valeurs complexes
finies, satisfasse aux conditions (2) et (3) de la proposition 3 et
(4’) suivante:
(’) I[11.<+.
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Alors la fonctionnelle f sur E ddfinie par l’dgalitd

f(x)-_ v(A) x- az(A)

est lingaire.

Dmonstration. D’abord, nous montrons que e . Soient et
e nombres positifs quelconque et le nombre dfini pour par la
condition (3). Alors, Z(A) < entrane (A) <, parce que
(A)z(A). Et, par la condition (4’) on a ] ]]< +. Par

la proposition 2, on a e et f est une fonctionnelle linaire sur
l’espace E.

Nous montrons que f est continue dans l’espace E.
Pour un nombre positif quelconque, posons

+4
Soit x un lment de E. Si l’on a x5, alors il existe un
nombre positif tel que l’on a

x[<.
D’autre part on a

Doric, par la dmonsraion de la Proposition 2, on a
IXx)l<s.

C’est-g-dire que f est continue dans l’espace E,. c.q.f.d.
Soit l’espace norm qui est constitu de toute les S apparten-

ant A et satisfaisant A l’ingalit lS,<+ et dont la norme
est donne par *. Alors, il rsulte des propositions 3 et 4 que
l’application f de W* sur , est un ismorphisme d’espace linair
prservant la norme.

De plus, on voit que toute f de W* peut tre representer par
l’intgrale de Radon

f(x)- x($)d.

Remarque 2. Propositions 3 et 4 sont aussi tablies pour p-1.
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