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55, Stetige Konvergenz und der Satz von Ascoli
und Arzeld. IV

Von Harry PoPPE
Sektion Mathematik, Ernst-Moritz Arndt Universitat, D. D. R.

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., April 12, 1968)

Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung der Note ¢Stetige
Konvergenz und der Satz von Ascoli und Arzela III” aus dem gleichen
Band dieser Proceedings.

Wir konnen nun den Nobelschen Satz (5) (bzw. die brieflich
mitgeteilte Verschirfung teilweise) weitgehend verallgemeinern.

(6) Satz: Y und Z seien L-Réume, Z erfiille noch das Axiom L
IIT und sei Hausdorffsch (d.h. Z erfiillt das Axiom LT, im Sinne von
[8]). Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(I) Es sei lim eine Limesabbildung fiir C(Y, Z), die grofer als
die Limesabbildung p-lim (siehe [8]) der punktweisen Konvergenz ist
(d.h. aus der Konvergenz beziiglich lim folgt die Konvergenz beziig-
lich p-lim). Es sei (C(Y, Z), lim) ein L-Raum. Ist dann HcC(Y, 2)
beziiglich lim kompakt (d.h. konvergiert jeder Ultrafilter ¥ in cy,2)
mit H ¢ § gegen ein f ¢ H), so folgt, dal H gleichstetig ist (d.h. es gilt
folgendes: ist ye Y, z¢ Z, ¢ ein Filter in Y mit ¢—y und § ein Filter
in C(Y, Z) mit H ¢ § und o(F X ¢y)—2, so folgt o(F X ¢)—2".

(II) Fiir jeden L-Raum X mit der Eigenschaft, daB jeder kon-
vergente Ultrafilter in X eine kompakte Menge enthilt, gilt: Ist
FfeCX, (CY,Z),lim)), so folgt f= Y (F)e CX XY, Z). (Esist f(z,y)
= F@@)).

Beweis: (I)=>D): Sei feC(X, (C(Y, 2), lim)) und f= h7i(f); es
sei (x, )X e XY, ¢ ein Filter in X x Y mit ¢—(=, ¥) und 7’ ein Ultra-
filter in Z mit f¢Cx’; dann existiert ein Ultrafilter 7 in X xY mit
¢cn und fr=n'; sei m=prymw und 7,=pry7T; dann gilt 7;—z und
n,—Y ; m, ist konvergenter Ultrafilter in X und folglich enthélt &, eine
kompakte Menge K ; dann folgt, da f(K) kompakt in (C¥, Z), lim)
ist und folglich ist f(K) nach Voraussetzung gleichstetig. fr,ist ein
Filter in C(Y, Z) mit f(K)e fr,; aus m,—w folgt f(z) lim fz, und
damit auch f(x) p-lim fr, folglich gilt w(fm X oY) —F@)W) =71 (2, ¥);
wegen der Gleichstetigkeit von F(K) und wegen m,—y folgt dann
o(fr,xm)—f(x,y). Wir zeigen noch, daB w(fr,xn)C fr=n" gilt,

1) In [8] wurde eine etwas stirkere Bedingung angegeben; in [9] wurde die
vorliegende Bedingung als “schwache Gleichstetigkeit” bezeichnet.
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woraus 7’— f (2, y) folgt und damit auch f¢—f(z,y), da Y ein L*-Raum
ist: sei w(AXV)e w(fr,Xm,), also Ae fr, und Ver,; wegen A ¢ fr,
existiert ein Pex, mit f(P)cA; wegen f=h(f) gilt w(f(P)xV)
=f(PxV); esist jedoch m, X w,=prm, X pryw,Cxw, woraus f(PXV)fr
folgt; wegen f(P X V)=w(f(P)xV)cw(4 xV) folgt dann w(AxV)e fr.

AD=>D):

a) Aus (II) ergibt sich zunichst folgendes: Es sei HcC(Y, 2)
und H sei beziiglich lim kompakt. Dann ist die Einschrdnkung von
wauf HXY, w: HxY—Z, stetig.

Beweis?: Eg sei 7 die identische Abbildung von H in C(Y, Z);
dann gilt 7 € C((H, lim), (C(Y, Z), lim)) ; nach (II) folgt (%) ¢ C((H,
lim) XY, Z); es ist A*(D)(f, =1 )W =fW=w(f, V.

b) (I) folgt nun aus a) der folgenden allgemeinen Aussage:

(7 Y, Z seien L-Raume, Z erfiille die Axiome L III und LT,; es
sei HcC(Y, Z); lim sei eine Limesabbildung fiir C(Y, Z)? ; es gelte:
1) H ist beziiglich lim kompakt, 2) w: (H, lim) x Y —Z ist stetig. Dann
ist H gleichstetig.?

Beweis: Es sei yeY, z¢Z, § ein Filter in C(Y, Z) mit He §
und o(F X¢y)—2z und ¢ ein Filter in Y mit ¢—y; es ist zu zeigen:
o(F X p)—z; wegen L III geniigt es zu zeigen, daBl jeder Ultrafilter x’
in Z mit o(F X ¢)Cn’ gegen z konvergiert. Zu n’ gibt es dann einen
Ultrafilter p in C(Y, Z) XY mit § X ¢ C p und w(p)=r’; wir setzen zur
Abkiirzung 0,=p7¢w, 0, 0:=07rp; 0. ist dann Ultrafilter in C(Y, Z)
und es gilt FC p,; daraus folgt H € p, und o(F X ¢oy) C w(p, X ¢y) und
somit gilt auch w(p, X py)—z. H ist beziiglich lim kompakt und folg-
lich existiert ein fe H mit felim p,; wegen H ¢ p, existiert die Ein-
schrinkung o¥ von p, auf H und es ist felimgzp? (=lim p, N H); aus
Selimypf und ¢—y folgt pf X p—(f, ¥), woraus w(p¥ X y)—w(f, y)
= f(y) folgt nach der Voraussetzung iiber w: w(o¥ X ¢) ist ein Filter
in Z mit w(pf xX¢)cw(p,x@); folglich gilt w(p, X ¢)—f(x); wegen
oy—y folgt analog w(o X oy)—f(x); es gilt jedoch auch w(p, X py)—2
woraus wegen LT, z=f(x) folgt; es gilt also w(p, X ¢)—z und damit
wegen ¢ C p, auch w(p, X p,)—z; es ist jedoch p,xp,Cp und folglich
gilt w(p)=n'—=z.

(7a) Bemerkung: Aus dem Beweis von (7) geht hervor, dafl die
Voraussetzung H C(Y, Z) nicht benétigt wird. (7) gilt also fiir ein
beliebiges H Z*.

Es entsteht nun die Frage, wann die Bedingung 2) in der Voraus-
setzung von (7) (w: (H, lim) x Y—Z ist stetig) erfiillt ist. Wir zeigen

1) Diese SchluBweie wurde auch von Noble [7] benutzt.
2) Es genligt, wenn lim fiir H definiert ist.
3) (7) ist eine Verallgemeinerung der in [8], S. 112 benutzten Schlufiweise.
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hierzu folgendes:

(8 Y, Z seien L-Raume; es sei HC Z¥ ; lim sei eine Limesabbil-
dung fiir H. Ist ACY, so bezeichnen wir mit f, die Einschrinkung
von fe Z¥ auf A. lim geniige folgenden Bedingungen :

(a) Ist KcY kompakt, so ist lim fiir qx(H) erkldart und die Ab-
bildung qx: f—fx von (H, lim) auf (¢x(H), lim) ist stetig.

(b) Ist K kompakt in Y, so stimmen in ¢xz(H) lim und s-lim
tiberein.

Essei McHXY und pryM sei kompakt in Y. Dann ist o auf
M stetig.

Bemerkung: Insbesondere ist also der Satz anwendbar, wenn
M kompakt ist, speziell, wenn M =H XY und Y kompakt ist.

Beweis: & sei ein Filter in M mit §—(f, ) e M ; es sei 8=pruF
und ¢=pry%; dann ist & ein Filter in H mit felim & und ¢ ein Filter
in Y mit pryM € ¢ und ¢—y; nach Voraussetzung ist K=pryM kom-
pakt und es sei ¢, die Einschridnkung von ¢ auf K. Nach (a) und (b)
gilt qx(f)=fxclim qxR=s-lim qxR in qx(H)C Z%¥ ; wegen ¢,—y in K
folgt nach Definition von s-lim w(qx® X ¢)— W) =W =w(f, ¥);
wegen K e ¢ gilt aber w(gx® X ¢)Cw(@x® X ¢)Cw(F), also gilt auch
o —w(f, ), d.h. o ist stetig auf M.

Anwendungen der Ergebnisse (6), (7), und (8) werden in der an-
schlieBenden Note ‘‘Stetige Konvergenz und der Satz von Ascoli und
Arzeld V (siehe den gleichen Band dieser Proceedings) behandelt.



